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نسان عن غيره من الكائنات،العقل من يستعمله بشكل صحيح العقل هو ذلك الجزء الذي يميز الإ
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2 
 

 درس الدوال الأصلية 
 . الدالة الأصلية لدالة على مجال1  

دالة أصلية للدالة  اأنه Iعلىقابلة للاشتقاق وال Iالمعرفة على المجال F. نقول عن الدالة  Iجال مدالة معرفة على  f تعريف:

f على المجالI إذا كان من أجل كلx منI ،   F x f x        

   : 01مثال

  2: 3 6 7F x x x    هي دالة أصلية للدالة: 6 6f x x   لأن   على   F x f x . 

 
2

5
:

1

x
F x

x 
هي دالة أصلية للدالة   

 

2

2
2

5 5
:

1

x
f x

x

 


لأن   على     F x f x . 

 تطبيق : 

F   وG كما يلي:  دالتان معرفتان على 
2

2

5 3

1

x x
F x

x x

 


 
و    2

6 2

1

x
G x

x x

 


 
 

 .أصليتان لنفس الدالة علىGو  Fتحقق أن     

 الحل :

، من xنبين أنه من أجل كل الطريقة الأولى:      F x G x  

،من xمن أجل كل 
 

2

2
2

2(3 2 2)

1

x x
F x

x x

 


 
و   

 

2

2
2

2(3 2 2)

1

x x
G x

x x

 


 
 

، من xإذن من أجل كل   F x G x  الدالتان .F  وG  .هما إذن دالتان أصليتان لنفس الدالة 

، من xنبين أنه من أجل كلالثانية :الطريقة    F x G x k  حيثk .عدد حقيقي 

، من xمن أجل كل

   
 2

2 2 2

2 2 2 2 2

5 15 3 6 2 5 3 6 2 5 5 5
5

1 1 1 1 1

x xx x x x x x x x
F x G x

x x x x x x x x x x

          
      

         
 

أي     ' 0F x G x      ومنه   F x G x    تساوي صفر.  5لأن مشتقة 

 . مجموعة الدوال الأصلية لدالة2

من الشكل  Iتقبل عدد لانهائي من الدوال الأصلية على  fفإن Iدالة مستمرة على مجال fإذا كانت    x F x k حيثk 

 لفان بثابت فقط.دالتان أصليتان لنفس الدالة تختعدد حقيقي ثابت. 

 مثال: 

بِـ الدالة المعرفة على fلتكن    26 10 8f x x x   3. كل الدوال 2

1
: 2 5 8 1F x x x x       ،

3 2

2
: 2 5 8 13F x x x x        ،3 2

3
: 2 5 8 7F x x x x      هي دوال أصلية للدالةf  على. 

بِـ المعرفة على  Fهي الدوالعلى fكل الدوال الأصلية للدالة    3 22 5 8F x x x x c    حيثc .عدد حقيقي ثابت  

 . الدالة الأصلية التي تأخذ قيمة معلومة من أجل قيمة للمتغير3
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f دالة مستمرة على مجالI.0x  عدد حقيقي منIو
0y .عدد حقيقي كيفي 

تحقق الشرط  Iعلى المجال fللدالة  Fتوجد دالة أصلية وحيدة     0 0F x y. 

 

 مثال : 

كما يلي :   الدالة المعرفة على  fلتكن    212 2 3f x x x    

بـ: المعرفة على  Fهي الدوال   fمجموعة الدوال الأصلية للدالة    3 24 3F x x x x c    توجد دالة أصلية وحيدة تأخذ .

1xمن أجل   7القيمة     أي 1 7F    4أي 1 3 7c      1ومنهc    أي  3 24 3 1F x x x x    . 

 الدوال الأصلية لدوال مألوفة. 4

 عددا حقيقيا كيفيا. c. يمثلFهي الدوال Iعلى المجالfالدوال الأصلية للدالة   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :تطبيق  

 المعطى لكل دالة من الدوال التالية: Iعين دالة أصلية على المجال

1)   38 4 7f x x x   ، I   2)    2
2

1
sing x x x

x
   ،0;I       3)   4

3 1
cosh x x

x x
   ،

0;I     

 الحل :

1) F دالة أصلية للدالةf  معرفة بِـ : على  3 1 2 4 21 1
8 4 7 2 2 7

3 1 2
F x x x x c x x x c         


 cحيث

 ثابت حقيقي.

 f x   F x  I  
a( )f x   (a عدد حقيقي ) ax c F x   

( )f x x 21

2
x c F x   

nx( )f x   (n  ) 11

1

nx c
n

 


 F x   

2

1

x
( )f x  1

c
x

  F x   ;0 أو 0; 

 1
nx

( )f x (n و

2n )   1

1

1 n
c

n x 
 


 F x   ;0 أو 0; 

1

x
( )f x  2 x c F x   0; 

sin x( )f x  cosx c  F x   
cosx( )f x  sin x c F x   

2

2

1
( ) 1 tan

cos
f x x

x
   tan x c F x  

;
2 2

k k
 

 
 
   
 

 k  
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2) G دالة أصلية للدالةg 0على;   : معرفة بِـ

   
 

2 1
3

2 1

1 1 1
cos cos

2 1 32 1

x
G x x c x x c

xx





 
 
 
 

         
 

 ثابت حقيقي. cحيث

 

 

 من زاد في حبه لنفسه .. زاد كره الناس له

 

3)  Hدالة أصلية للدالةh 0على;   : معرفة بِـ 

 

 
 

 . الدوال الأصلية و العمليات على الدوال5

u دالة قابلة للاشتقاق على مجالI. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 المعطى لكل دالة من الدوال التالية: Iعين دالة أصلية على المجال : 01تطبيق

     1)  
2

2 3 2( ) 3 2 7f x x x x x    ، I     2 ) 
 

2
2

2

1

x
g x

x



 ، I    

    3)  
 

3
2

2 1

11

x
h x

x x




 
 ، I  

 الحل :

1)   
2

2 3 2( ) 3 2 7f x x x x x    :الدالةf من الشكلnu u   حيث  3 2 7u x x x   و   23 2u x x x           

2nو   . 

على fالدوال الأصلية للدالة u Fالشروط الخاصة  بالدالة fالدالة 

I 

u uf    21

2
u cF   

nu u f  (n  )  11

1

nu c
n

 


F  

2

u

u


f  

 :  Iمن xمن أجل كل
  0u x  

1
c

u
 F  

n

u

u


f (n 2وn ) 

: Iمن xمن أجل كل
  0u x    1

1

1 n
c

n u 
 


F  

u

u


f  من أجل كلx منI :

  0u x  
2 u cF  

 
 

 4 1 3

1 1
3 2 sin 2 sin

4 1
H x x x c x x c

x x

 
 
 
 

         


 حكمـــــــة
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11دوالها الأصلية من الشكل  

1

n cu
n

 


أي     
2 1 3

3 2 3 21 1
( ) 7 7

2 1 3
F x x x c x x c



       


ثابت  cحيث 

 حقيقي.

2)  
 

2
2

2

1

x
g x

x



من الشكل gالدالة:   

2

u

u

   حيث  2 1u x x  و   2u x x   . 

دوالها الأصلية من الشكل  
1

c
u

   أي
2

1
( )

1
G x c

x
  


 ثابت حقيقي. cحيث 

3)  
 

3
2

2 1

11

x
h x

x x




 
nمن الشكل hالدالة:   

u

u

   حيث  2 11u x x x   و   2 1u x x    . 

دوالها الأصلية من الشكل  
  1

1

1 n
c

n u 
 


أي  

    
3 1 2

2 2

1 1
( )

3 1 11 2 11
H x c c

x x x x


     
    

 cحيث 

 ثابت حقيقي.

 المعطى لكل دالة من الدوال التالية: Iعين دالة أصلية على المجال : 02تطبيق

     1)   
2

2( ) 1 2 4 1f x x x x   ، I     2 ) 
 

2
2 1

x
g x

x



 ،  I   

 3 ) 
 

3
2

3 1

3 2 7

x
h x

x x




 
 ، I                4 ) 

2

5

1

x
v x

x



 ، I   

 طريقة : 

 يمكننا: fلدالة Iتعيين دالة أصلية على مجالل عنما لا نستطيع تطبيق مباشرة القواعد السابقة 

nuتكتب على أحد الأشكال  fملاحظة إذا كانت (1 u أوn

u

u

 أوu

u

  مع تحديد عبارة u x. 

حساب (2 u x عددا حقيقيا عيين ثم تk  )بحيث  )حسب كل حالةnf k u u   أوn

u
f k

u


  أوu

f k
u


 .  

  تطبيق قواعد الدوال الأصلية. (3

 الحل:    

1)   
2

2( ) 1 2 4 1f x x x x     تكافئ  
2

21
( ) 4 4 2 4 5

4
f x x x x     وهي من الشكلnf k u u    أي

21

4
f u u    حيث  22 4 1u x x x      و  4 4u x x . 

11دوالها الأصلية  من الشكل  1

4 1

nu c
n

 


، من xو بالتالي فإن من أجل كل

     
33

21 1 1
2 4 1

4 3 12
F x u x x x c 

 
      حيثc .ثابت حقيقي 

2)   
   

2 2
2 2

1 2

21 1

x x
g x

x x
  

 
من الشكل  

2

u
g k

u


   أي

2

1

2

u
g

u


    حيث  2 1u x x  و   2u x x   . 

دوالها الأصلية من الشكل  
1 1

2
c

u
  
 
 
 

أي  
2

1
( )

2 2
G x c

x
  


 ثابت حقيقي. cحيث 
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3)  
   

3 3
2 2

3 1 1 6 2

23 2 7 3 2 7

x x
h x

x x x x

 
  

   
 من الشكل hالدالة.   

n

u
h k

u


   1أي

2 n

u
h

u


    حيث

  23 2 7u x x x   و   6 2u x x    . 

دوالها الأصلية من الشكل  
  1

1 1

2 1 n
c

n u 

 
   

 
أي  

 
2

2

1
( )

4 3 2 7
H x c

x x
  

 
 ثابت حقيقي. cحيث 

4)  
2 2

5 2
5

1 2 1

x x
v x

x x
  

 
uمن الشكل  

v k
u


     أي

'
5

2

u
v

u
  حيث  2 1u x x  و   2u x x   . 

)2دوالها الأصلية من الشكل      ) 5 1V x x c    حيثc .ثابت حقيقي  

الدوال الأصلية للدوال  الدوا (6   u x

x u x e 

u دالة قابلة للاشتقاق على مجالI : 

بما أنّ الدالة         :
u x

F x e  قابلة للاشتقاق علىIو لدينا من أجل كلx  منI ،     u x
F x u x e  . 

فإنّ الدالة         :
u x

F x e     هي دالة أصلية للدالة   u x
x u x e . علىI 

 :Iعلى المجال fعين في كل حالة من الحالتين  التاليتين دالة أصلية للدالة تطبيق :      

1)  
2 32 xf x xe   على   I          .2)    

2 2 51 x xf x x e     على   I . 

 الحل :

1)  
2 32 xf x xe   من الشكل   ( )

u x
f x u x e   2حيث( ) 3u x x       و'( ) 2u x x   دوالها الأصلية من الشكل

 :
u x

F x e c  أي 
2 3xF x e c  حيثc .ثابت حقيقي 

2)      
2 22 5 2 51

1 2 2
2

x x x xf x x e x e         من الشكل   1
( )

2

u x
f x u x e   2حيث( ) 2 5u x x x            

)'و    ) 2 2u x x    دوالها الأصلية من الشكل 1
:

2

u x
cF x e   أي 

2 2 51

2
x xF x e c  حيثc .ثابت حقيقي  

من الشكل الدوال الأصلية للدوال   (7 

 

u x
x

u x


 

 فإن: Iدالة قابلة للاشتقاق و موجبة تماما على مجال uإذا كانت

بما أن الدالة         : lnF x u x 
 

I ،من xو لدينا من أجل كل Iقابلة للاشتقاق على  
 
 

u x
F x

u x


 . 

فإن  الدالة         : lnF x u x 
 

هي دالة أصلية للدالة      
 
 

u x
x

u x


 .Iعلى  

 :Iعلى المجال fعين في كل حالة من الحالات التالية دالة أصلية للدالة : تطبيق  

1)  
1

1
f x

x



  ،    1;I           2)    

1 1

2 2
f x

x x
 

 
  ،  2;I                                                 

3)  
cos

sin

x
f x

x
   ،  0;I          4)     2 1

x
f x

x



  ،  1;I       5)    

1

x

x

e
f x

e



 ،I . 

 الحل :  
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1)  
1

1
f x

x



من الشكل     

 
 

( )
u x

f x
u x


  ومنه دوالها الأصلية هيF  حيث ( ) ln 1F x x c    على

1;   حيثc .ثابت حقيقي 

2)  
1 1

2 2
f x

x x
 

 
حيث  Fدوالها الأصلية هي      

2
( ) ln 2 ln 2 ln

2

x
F x x x c

x


     


على  

2;  حيثc .ثابت حقيقي. 

3)  
cos

sin

x
f x

x
    من الشكل

 
 

( )
u x

f x
u x


  ومنه دوالها الأصلية هيF  حيث ( ) ln sinF x x c   على

0;  حيثc .ثابت حقيقي 

4)   2 2

1 2

21 1

x x
f x

x x
  

 
من الشكل  

 
 

1
( )

2

u x
f x

u x


   ومنه دوالها الأصلية هيF  حيث

 21
( ) ln 1

2
F x x c    1على;  حيثc .ثابت حقيقي 

5)  
1

x

x

e
f x

e



من الشكل  

 
 

( )
u x

f x
u x


 ومنه دوالها الأصلية هيF حيث  ( ) ln 1xF x e c    حيثعلى

c .ثابت حقيقي 

 

 فأغضبه .. فإن أنصفك من نفسه فلا تدع   موعظة : يا بني .. إذا أردتقال أحد الحكماء لابنه في 
ً
 أن تصاحب رجلا

 .صحبته .. وإلا فاحذره

 

 المعادلات التفاضلية 

المعادلات التفاضلية من الشكل (1 y f x 
 فإن حلول المعادلة التفاضلية Iدالة أصلية لها على Fو كانت Iدالة مستمرة على مجال fإذا كانت  مبرهنة:     

     y f x هي الدوالy :حيث y F x c  حيثc  .عدد حقيقي ثابت 

  حلول المعادلة التفاضلية
 

2
1

1

x
y


 1في;    هي الدوالy :1حيث

1
y c

x
  


 ثابت حقيقي. cحيث 

  حلول المعادلة التفاضليةlny x 0في;   هي الدوالy :حيثlny x x x c   حيثc .ثابت حقيقي 

 

المعادلات التفاضلية من الشكل (2 y f x 

 دالة أصلية Gو كانت Iدالة أصلية لها على Fو إذا كانتIدالة مستمرة على مجال  fإذا كانت مبرهنة:    

فإن حلول المعادلة التفاضلية  Iعلى Fللدالة     y f x هي الدوالy :حيث  1 2y G x c x c    

 عددان حقيقيان ثابتان. 2cو 1cمع   

  مثال:      

  حلول المعادلة التفاضليةcosy x هي الدوال فيy :1حيث 2cosy x c x c    1حيثc 2وc عددان حقيقيان

 ثابتان.  

 حكمـــــــة
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  24حلول المعادلة التفاضلية xy e هي الدوال فيy :2حيث
1 2

xy e c x c    حيث
1c و

2c  .عددان حقيقيان ثابتان 

2yالمعادلات التفاضلية من الشكل  (3 y 

2yعددا حقيقيا غير معدوم فإن حلول المعادلة التفاضلية  إذا كان : مبرهنة     y هي  الدوالy :حيث

1 2cos siny c x c x     حيث
1c و

2c  .عددان حقيقيان ثابتان 

  مثال:      

  4حلول المعادلة التفاضليةy y    هي الدوال فيy :حيث   1 2cos 2 sin 2y c x c x    حيث
1c و

2c عددان

 حقيقيان ثابتان. 

  3حلول المعادلة التفاضليةy y    هي الدوال فيy :حيث   1 2cos 3 sin 3y c x c x    حيث
1c و

2c عددان

 حقيقيان ثابتان.  

 تطبيق :

3بين أن الدالة  3: x xf x Ae Be   هي حل للمعادلة التفاضلية'' 9 0y y   

 الحل :
x  :3من أجل كل عدد حقيقي  3'( ) 3 3x xf x Ae Be     و     3 39 9 9x xf '' x Ae Be f x  

 
                         

ومنه   '' 9 0f x f x    ومنهf   هي حل للمعادلة التفاضلية'' 9 0y y  . 
 

 

 

كرم معلمك فوق كرامة أبيك فقال
ُ
   إن أبي سبب حياتي الفانية ومعلمي سبب حياتي الباقية  :  سئل الاسكندر : لِمَ ت

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 حكمـــــــة
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 حساب التكامل
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 فى الطريق الخطأ تعلمت أنه خير للإنسان أن يكون كالسلحفاة فى الطريق
ً
 .الصحيح على أن يكون غزالا

 .الذهن الجيد يركز على هدفه ولا ينظر إلى الأسفل حيث المخاطر التي تشتت تعلمت أن المتسلق

 .التحمل والصبر النهاية من لديه القدرة علىفي  نجحتعلمت أن الذي ي

 .الإنسان هي الوقت والصبر أكثر الأسلحة الفعالة التي يملكهاتعلمت أن من 

 .أنه عندما تضحك يضحك لك العالم وعندما تبكي تبكي وحدك تعلمت

 .يهاجمها الناس تعلمت أن الشجرة المثمرة هي من
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 درس :  حساب التكامل
المستوي منسوب إلى معلم متعامد  , ,O i j   ولتكنA   وB   نقطتان بحيث,OA i OB j   وحدة المساحة هي .

المستطيل الذي ضلعاه مساحة  OA   و OB . 

 

 

 

مستمرة وموجبة على المجال   fإذا كانت الدالة  (1 ,a b  فإن مساحة الحيز من المستوي المحدد بمحور الفواصل والمنحني ،

xاللذين معادلتاهما  والمستقيمين  fالممثل للدالة  a وx b  هي التكامل منa   إلىb   للدالةf   ونرمز لها

( )
b

a

f x dx وحدة المساحة 

 

هذه المساحة هي مجموعة النقط  ,x y  

التي تحقق 
0 ( )

a x b

y f x

 

 

  

 

 

 

مستمرة وسالبة على المجال   fإذا كانت الدالة  (2 ,a b  فإن مساحة الحيز من المستوي المحدد بمحور الفواصل والمنحني ،

xاللذين معادلتاهما  والمستقيمين  fالممثل للدالة  a وx b  هي التكامل منa   إلىb   للدالةf   ونرمز لها

( )
b

a

f x dx  .وحدة المساحة 

 

 

 

 

 

 

المجال  علىمستمرة وتغير إشارتها  fإذا كانت الدالة  (3 ,a b  نجزء هذا المجال إلى مجالات جزئية تحافظ في كل منها .

على إشارة ثابتة ونطبق القواعد السابقة . الجزء الملون هو مساحة الحيز من المستوي المحدد بمحور الفواصل  fالدالة 

xاللذين معادلتاهما  والمستقيمين  fوالمنحني الممثل للدالة  a وx b . 
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 أمثلة :

أحسب التكامل  (1
6

2

( 2)x d x  

:أولا نرسم المنحني الممثل للدالة  2f x x    مثلثوهي دالة تآلفية . الحيز في هذه الحالة هوABC 
6

2

1 1
( 2) 4 4 8

2 2
ABC

x d x S AB BC          

   

 

 

 

 

 

 

 أحسب التكامل ( 2
6

4

( 2)x d x 

:أولا نرسم المنحني الممثل للدالة  2f x x   وهي دالة تآلفية . الحيز في هذه الحالة هو شبه منحرفABCD 

 

   6

4

2 4 2
( 2) 6

2 2
ABCD

AD BC AB
x d x S

   
      

 

 

 

 

 

 

 

 أحسب التكامل  (3
6

4

4d x 

:أولا نرسم المنحني الممثل للدالة  4f x  ( وهي دالة ثابتة( ) 4f x   الحيز في هذه الحالة هو مستطيل . )ABCD  

 
6

4

4 2 4 8
ABCD

d x S AB AD       
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بين أن مجموعة النقط  (4 ,M x y  24التي معادلتهاy x    هي نصف دائرة ثم أحسب التكامل
2

2

0

4 x d x 

24y x   تكافئ
2 24

0

y x

y

 



تكافئ   

2 2 4

0

x y

y

 



  2نصف قطرها طول و  Oوهي معادلة جزء من الدائرة التي مركزها   

 والواقعة فوق محور الفواصل أي نصف دائرة.

التكامل 
2

2

0

4 x d x  يمثل إذن  مساحة ربع الدائرة التي مركزهاO  2نصف قطرها طول و  . 

 

 

 

 

 

 

نستطيع في بعض الحالات  حساب تكامل لدوال غير مستمرة مثلا : (5
( ) 5 , 3

( ) 2 , 3

f x x

f x x

 


 
ونحسب  

6

1

( )f x d x. 

 
6

1

( )f x d x  يمثل مساحة الشكلAEHGCD  و هو مجموع مساحتي  المستطيلينABCD   وBEHG  

6 3 9

1 1 3

( ) ( ) ( ) 2 5 3 2 16f x d x f x dx f x AB BC BE EH              

 

 

 

 

 

 

 

أحسب التكامل  (6 
7

2

2 x d x  

   
2

2 2 2

0

1 1
4 2

4 4
x d x r       
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 
7

2

1 25
2 5 5 12,5

2 2
x d x         . إذن مساحة المثلثABC  هي 

7

2

2 12,5x d x   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

أحسب    (7 
4

0

2 x dx  

 

         
4

0

1 1
2 2 2 2 2 0

2 2
OAD ABC

x dx S S        

 

 

 

 

 الدالة الأصلية و مساحة حيز 

f دالة مستمرة و موجبة على مجالI.a وb عددان حقيقيان منI حيثa b. fC منحنيf  

في معلم متعامد     ; ,O i j وF ِدالة أصلية ل ـf علىI.   مساحة الحيز تحت المنحني fC بين العددينa وb  هو العدد الحقيقي
   F b F a    . 

 تعريف التكامل

  f دالة مستمرة على مجالI.a وb عددان حقيقيان منI. 

يسمى العدد الحقيقي        F b F a حيث ،F دالة أصلية للدالةf علىIالتكامل من ،a إلىb ِل ـf 

و نرمز إليه بالرمز     
b

a

f x dxنقرأ:" التكامل من .a إلىb ِل ـ f x تفاضلx ." 

 

 

 باستعمال الدوال الأصلية :  التكاملات السابقةنحاول  حساب  مثال :

1)   
6

2

( 2)x d x   ، 2) 
6

4

( 2)x d x    ،3) 
6

4

4d x      4) 
7

0

2 x dx  . 

       
b

b

a
a

f x dx F x F b F a    
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1 )
6

26

2 2

36 4
( 2) 2 12 4 8

2 2 2

x
x d x x

     
           

    
   

2 )
6

26

4 4

36 16
( 2) 2 12 8 6

2 2 2

x
x d x x

     
           

    
  

3 )     
6

6

4
4

4 4 24 16 8d x x    . 

4 )
7

27

2 2

49 4 25
(2 ) 2 14 4

2 2 2 2

x
x d x x

     
            

    
 . 

 تطبيق :

 أحسب التكاملات التالية:

1)  
3

2

1

3 4 1x x dx    ، 2  )
2

2
0

2

1

x
dx

x 
     ،3 )

2
2

0

2 xxe dx ،  4 )
2

2

cos xdx






 ،5 )  
0

2

1

2 3 3 1x x x dx


    

 الحل :

1) 
 

   

3
3 23

3
2 3 2

1
1 1

3 4 1 3 4 2
3 2

27 18 3 1 2 1 12

x x
x x dx x x x x

 
          

 

      

  

2)  
2

2
2

2 0
0

2
ln 1 ln5 ln1 ln5

1

x
dx x

x
      

  

3) 
2 2

2 2
4 0 4

0
0

2 1x xxe dx e e e e     
   

4)  
2

2

2

2

cos sin sin sin sin sin 2
2 2 2 2

xdx x 



      









   
  

5)     
0

0
3 4

2 2

1 1

1 1 625 624
2 3 3 1 3 1 156

4 4 4 4
x x x dx x x

 

 
           

 
  

 خواص التكامل 

f   وg   دالتان مستمرتان على المجالI  . a   ،b   عددان حقيقيين منI. 

1) ( ) 0
a

a

f x dx         ،2) ( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx       ،3)   : علاقة شال( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx     حيث

c I . 

4) ( ) ( )
b a

a b

kf x dx k f x dx   حيثk   ،5)  ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx    . 

 تكامل الدالة الفردية :  

): Iمن aفإنه من أجل كل Oمركزه  Iفردية ومستمرة على مجال  fإذا كانت الدالة  ) 0
a

a

f x dx


  
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 تكامل الدالة الزوجية:  

:Iمن aفإنه من أجل كل Oمركزه  Iزوجيةومستمرة على مجال  fإذا كانت الدالة 
0

( ) 2 ( )
a a

a

f x dx f x dx


   

 

 

 

 

 

 

 

 

 المقارنةالتكامل و 

   f وg دالتان مستمرتان على مجال;a b 
 . 

a;من xإذا كان من أجل كل (1     b 
 ،  0f x   فإن  0

b

a

f x dx  

a;من xإذا كان من أجل كل (2     b 
 ،   f x g x فإن   

b b

a a

f x dx g x dx  

من   tنعلم أنه من أجل كل عدد حقيقي  مثال : 0 , x 1 :te    . 

من  xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي  0 ,    1فإنxe x  . 

 الحل : 

1teبما أن    فإن
0 0

1
x x

te dt dt    وبالتالي 
00

x xte t     0أي 0xe e x     1ومنهxe x  

 القيمة المتوسطة لدالة على مجال 

f دالة مستمرة على مجال;a b 
 . 

a;على المجال fالقيمة المتوسطة للدالة       b 
 هي العدد الحقيقيm  حيث : 

1
b

a

m f x dx
b a


 . 

عين القيمة المتوسطة للدالة الأسية مثال :  xx e  على المجال 0 , 3  

 الحل :

:نعلم ان الدالة الأصلية للدالة  xf x e  هي الدوال: xF x e c  حيثc .ثابت حقيقي 
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3 0 3
3

0

3

0

1

3 3

1 1

3 0 3
x x e e e

em e dx
 

    
  

 حصر القيمة المتوسطة

f دالة مستمرة على مجال;a b 
 . 

a;من xبحيث من أجل كل Mو mإذا وجد عددان حقيقيان    b 
 ، m f x M  :فإن 

     
b

a

m b a f x dx M b a    

 مثال :

;1المعرفة على fنعتبر الدالة      بِـ   1 ln 1f x x      

0على المجال fأدرس اتجاه تغير الدالة (1 ; 1e  . 

استنتج حصرا ل ـِ (2 f x
. 

استنتج حصرا للعدد الحقيقي  (3 
1

1

e

I f x dx


  

 الحل:    

;1من xلدينا من أجل كل (1    ، 
1

1
f x

x



أي
 

   0f ' x   ومنهf 1متزايدة تماما على;     بالتالي هي و

على المجال كذلك متزايدة تماما  0 ; 1e. 

متزايدة تماما على المجال fبما أن الدالة   (2 0 ; 1e  نستنتج أنه من أجل كلx من 0 ; 1e،     0 1f f x f e   

أي 1 2f x . 

نجد    بتطبيق حصر القيمة المتوسطة (3     
1

1

2 2 2

e

e f x dx e



   . 

 المكاملة بالتجزئة

u وv ن للاشتقاق على مجالان قابلتادالتI وu وv  مستمرتان علىمشتقاتهما على الترتيبI . 

 لدينا:  Iمن bو aمن أجل كل عددين حقيقيين     

            
b b

b

a
a a

u x v x dx u x v x u x v x dx 
 

    

 مثال :

باستعمال المكاملة بالتجزئة أحسب:
1

2

0

xA xe dx        و
2

0

cosB x xdx



        

  الحل:

حساب   (1
1

2

0

xA xe dx :  نضع u x x   ،  2xv x e    و منه  1u x     ،  21

2
xv x e 

:  نكتب بتطبيق مبدأ المكاملة بالتجزئة      
1 1

2

0 0

1

2
1

00

21 1
2 2

1x x xv xxe dx dxu x e e xxA d
    
    

        

     
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و منه  
12 2 2 2 2

2 2 0

0

1 1 1 1 1

2 4 2 4 4 2 4 4 4
xe e e e e

A e e e
   
   
   


         إذن .

2 1

4

e
A


. 

حساب    (2
2

0

cosB x xdx



  :  نضع u x x   ،  cos xv x     و منه  1u x     ،  sin xv x  

:  نكتب بتطبيق مبدأ المكاملة بالتجزئة         
2

0

2 2
2

0
0 0

sin sinco 1s u x xv x dB x xdx dxx xx

 


  
 

   

2و منه  
0

cos cos cos0 1
2 2 2 2

B x
    

    
 

         1. إذن
2

B


 . 

 حساب الحجوم 

 حساب حجوم بعض المجسمات البسيطة 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد    ; , ,O i j k  محاوره x x ، y y  و z z. 

وحدة الحجوم   .u v هي حجم متوازي المستطيلات المنشأ على ; , ,O I J K. 

محدد بمستويين   المجسم  1
P  ، 2

P  

 مجسما محددا بمستويين موازييننعتبر في الفضاء   

للمستوي   xOy :معادلتاهماz a  وz b . 

حجم المجسم و  Vنسمي  S z مساحة مقطع المجسم بمستو 

مواز للمستوي   xOy   راقمهz  حيثa z b . 

 فإن  
b

a

V S z dz  . 

 

 

حجم مجسم دوراني محوره x x 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد  ; , ,O i j k  نعتبر الجزء من المستوي . , ,O i j  المحدد بالمنحني  الذي معادلته y f x  

x,والمستقيمين الذين معادلتاهما  a x b    والمحور ,O i . 

يدورهذا الجزء من المستوي يولد مجسما دوارنيا محددا بالمستويين الموازيين لـ  اعندم , ,O j k  راقمهما على الترتيبa   وb  .

حجم هذا المجسم الدوراني بوحدة الحجوم هو    
2

b b

a a

V S x dx f x dx       

حجم المجسم الدوراني المولد بالدوران حول المحور   Vأحسب مثال:  x x  2للحيز المحدد بمنحني الدالة:f x x  

0xمعادلتاهما  ذينلال ينوبالمستقيم     1وx  . 

الحل :   
12 51 1

2 4

0 0 0
5 5

x
V x dx x dx

 
    

 
 


    

 أمثلة متنوعة 

34هو:  Rنصف قطرهاطول برهن أن حجم كرة  (1

3
V R. 
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 الحل :

و متجانسنعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد  ; , ,O i j k  

 .Rنصف قطرها طول و  Oالتي مركزهاالكرة  

مقطع هذه الكرة بمستو مواز للمستوي   xOy و راقمهz  حيثR z R   

هي دائرة مركزها  0 ; 0 ; z   نصف قطرها طول وr M  معOM R. 

Oلدينا في المثلث القائم  M  :22 2zr R     2ومنه 2 2r R z  . 

هي: Rنصف قطره طول و  مركزهإذن مساحة القرص الذي    2 2S z R z  

ونحسب الحجم كا يلي :      2 2
R R

R R

V S z dz R z dz
 

    :و بالتالي 

2 3 3 3 3 31 1 1

3 3 3

R

R

V R z z R R R R 


      
     
       

         34و منه

3
V R وحدة الحجوم 

21 هو  Rنصف قطره  طول  و  hوارتفاعه   Oبرهن أن حجم المخروط الدوراني الذي راسه  (2

3
V R h  

 الحل :

 نصف قطر القرص  طول  rليكن 

ليس الدينا حسب مبرهنة ط
r z

R h
  ومنه

R z
r

h
  

هي   zومنه مساحة القرص بدلالة  
2 2

2 2

2

Rz R
S z r z

h h
  

 
    

 
 

 ويكون حجم المخروط   

 
2 2 3 2 3

2 2

2 2 2
0 0 0

0 1

3 3 3 3

h
h h R R z R h

V S z dz z dz R h
h h h

   
       

             
       

   
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 و التكامل  حول الدوال الأصلية تمارين محلولة

 للدوال التالية:  على   fالدوال الأصلية للدالة  Fأحسب :  01التمرين رقم 

 

  1)    4 3 210 8 3 4 17f x x x x x       2  ،    على المجال)   
3 24 2 5

3

x x
f x

 
 على المجال      ، 

  3)   2cos 4sin 3f x x x    4  ،       على المجال)   3 4

1 5
3f x

x x
   0على المجال ,   

   5)  
1

2 3
2

f x x
x

   0على المجال ,   

'الدوال الأصلية للدوال من الشكل  : 02التمرين رقم  nu u : أحسب الدوال الأصلية على المجالI  : لكل من 

      1 )   
3

22 1f x x x       ،I                  ،2 )   
4

3 3 1f x x      ،I  

      3  )   
2

2 3 2f x x x            ،I               ،4)  
 

3
2 3

7

x
f x


         ،I  

      5 )   
3

2x xf x e e      ،I                   ،6)    
3

2 2 2x xf x e e          ،I   

      7)   21
(ln )f x x

x
        ،0;I              ،8)    

2

ln 1
3

1
xf x

x
  


        ،1;I     

      9 )  22cos sinf x x x      ،I           

الدوال الأصلية للدوال من الشكل  : 03التمرين رقم 
'
n

u

u
 لكل من :  Iأحسب الدوال الأصلية على المجال : 

        1)   
 

3

1

1
f x

x



       ،1;I                        2)   

 
3

7

2 1
f x

x



        ،1

;
2

I
 
 
 

   

 

        3)    2

1

(ln )
f x

x x
      ،1;I                        4)   2

2

(1 )

x

x

e
f x

e



      ،I  

 
       5)      3

cos

sin

x
f x

x
        0؛;I     

     

الدوال الأصلية للدوال من الشكل  : 04التمرين رقم 
'u

u
 لكل من :  Iأحسب الدوال الأصلية على المجال : 

      1)  
1

2
f x

x



I;2؛                           2 )  

2

1

2

x
f x

x x





2I;؛        

      3)  
2

3 1

x

x

e
f x

e



  ،I                           4)  

cos

sin 1

x
f x

x



      ،I  

      5)  
1

ln
f x

x x
  ،1;I     

 

الدوال الأصلية للدوال من الشكل  : 05رقم التمرين 
'u

u
 لكل من :  Iأحسب الدوال الأصلية على المجال : 
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  1   ) 
1

2
f x

x



I;2؛                              2)    2 3

x
f x

x



I؛                

  3)   
1

x

x

e
f x

e



I؛                                   4)     

cos

sin

x
f x

x
           0؛;I    

   
 :Iالدوال التالية على المجال المعطىوال الأصلية لكل من دأحسب ال:  06التمرين رقم 

1 3

2 3

2 5
( ) 2 4f x x x

x x
     مع  0 ;I   . 

2    
4

( ) 2 1f x x  مع I  . 

3 
 

2

1
( )

3 2
f x

x



مع    0 ;I   .  

4 
2 3

2 1
( )

( 2)

x
f x

x x




 
Iمع     . 

  : 07التمرين رقم  

الدالة المعرفة على  fلتكن  0 ;    : بـ
 

3 2

2

2 3
( )

1

x x x
f x

x

  



 . 

1  عيّن الأعداد الحقيقيةa  ،b   وc   حقيقي عدد بحيث من اجل كلx  من المجال 0 ;   : 

 
2

( )
1

c
f x ax b

x
  


 . 

2  استنتج الدالة الأصليةF  للدالةf  على المجال 0 ;  . 
   

 أحسب: 08رقم التمرين 
2

1

lne x
A dx

x
     ،   

0

2
2

1

2 5

x
B dx

x x




 
  

 

 : 09التمرين رقم 

كما يلي :  المعرفة على   fنعتبر الدالة  ( ) ln 1x xf x e e    : ونعرف التكامل التالي
ln 2

0

( )I f x dx   

)،  xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي  (1 ) 0f x    واستنتج إشارةI . 

بحيث   bو  aعين العددين الحقيقيين  (2
1 1

x

x x

e b
a

e e
 

 
 . 

أحسب   (3
ln 2

0

1

1 x
A dx

e



   ثم

ln 2

0

'( )B f x dx   

)أحسب  (4 ) '( )f x f x   ثم استنتج قيمة التكاملI . 

  : 10التمرين رقم 

غير معدوم فإن   xبحيث من أجل كل عدد حقيقي  bو  aأوجد العددين الحقيقيين  (1
 2 2

1

1 1

a bx

x x x x
 

 
 . 
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باستعمال المكاملة بالتجزئة أحسب  (2
 

2

2
2

1

ln

1

x x
dx

x 
  

 

 

 : 11التمرين رقم 

 أحسب
3

4

tan xd x




  

 : 12التمرين رقم 

كما يلي:  المعرفة على fنعتبر الدالة   2 2xf x x e 

2بـ المعرفة على  Fتكون الدالة  حتى bو   aعين العددين الحقيقيين  (1  2( ) ( ) xF x ax bx c e    أصلية للدالةf على

أحسب  ( 2
1

0

( )f x dx 

  : 13التمرين رقم 

احسب التكامل (1
1

1 2
0 1

x
I dx

x



 

ليكن   (2
1 3

2 2
0 1

x
I dx

x



1احسب   2I I ثم استنتج قيمة

2
I .   

  : 14التمرين رقم 

نضع 
2

2

0

cosA x x dx



     و
2

2

0

sinB x x dx



  . 

Aأحسب  (1 B . 
Aأحسب باستعمال المكاملة بالتجزئة   (2 B . 
 . Bو   A( قيمة كلا من 2( و 1استنتج من  (3

   : 15التمرين رقم 

باستعمال المكاملة بالتجزئة  أحسب : 
0

sinA x xdx


       ،
1

ln
e

B t dt       ، 
0

1

2 1 xC x e dx



  . 
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 !!!!!!!! قمة الصبر أن تسكت وفي قلبك جرح يتكلم  وقمة القوة أن تبتسم وفي عينك ألف دمعة
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 الأصلية والتكاملالدوال   تطبيقات حلول 

 :  01التمرين رقم حل 

1)   4 3 210 8 3 4 17f x x x x x      الدالة .f   فهي تقبل دوالا أصلية  معرفة ومستمرة علىF  أي على
5 4 3 2

5 4 3 2( ) 10 8 3 4 17 2 2 2 17
5 4 3 2

x x x x
F x x c x x x x x c

     
                  

     
عدد  cمع   

 حقيقي ثابت.

2)   3 2
3 2 4 2 5

3 3 3

4 2 5

3
x x

x x
f x   

 
 الدالة.f   فهي تقبل دوالا أصلية  معرفة ومستمرة علىF  أي  على

4 3

4 34 2 5 1 2 5
( )

3 4 3 3 3 3 9 3

x x
F x x c x x x c

   
          

   
 عدد حقيقي ثابت. cمع   

3)   2cos 4sin 3f x x x   . الدالةf   فهي تقبل دوالا أصلية  معرفة ومستمرة علىF  أي على

   ( ) 2 sin 4 cos 3 2sin 4cos 3F x x x x c x x x c            معc .عدد حقيقي ثابت 

4)   3 4

1 5
3f x

x x
  . الدالةf   0معرفة ومستمرة على ,    فهي تقبل دوالا أصليةF 0على ,    أي

2 3 2 3

1 1 1 5
( ) 3 5 3

2 3 2 3
F x x c x c

x x x x

    
          

   
 عدد حقيقي ثابت. cمع  

5)  
1

2 3
2

f x x
x

   . الدالةf   0معرفة ومستمرة على ,    فهي تقبل دوالا أصليةF 0على ,    أي

2( ) 3F x x x x c     معc .عدد حقيقي ثابت 

 :  02حل التمرين رقم 

1 )   
3

22 1f x x x   الدالةf   وهي من الشكل   معرفة ومستمرة على' nf u u  فهي تقبل دوالا أصليةF  من  على

11الشكل 

1

nF u c
n

 


أي  
4

21
( ) 1

4
F x x c     معc .عدد حقيقي ثابت 

2 )   
4

3 3 1f x x    . الدالةf   وهي من الشكل   معرفة ومستمرة على' nf u u  فهي تقبل دوالا أصليةF  على 

11من الشكل 

1

nF u c
n

 


أي   
51

( ) 3 1
5

F x x c      معc .عدد حقيقي ثابت 

 

 

 خيانة الوطن

 حكمـــــــة
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خان وطنه و باع بلاده مثل الذي يسرق من مال أبيه ليطعم اللصوص ، فلا أبوه يسامحه و لا اللص مثل الذي 

 يكافئه

 

3 )     
2 2

2 3 2 31
2 3 2

3
f x x x x x     الدالة.f   وهي من الشكل   معرفة ومستمرة على

1
'

3

nf u u  فهي تقبل دوالا

11من الشكل  على  Fأصلية  1

3 1

nF u c
n

 


أي    
3 3

3 31 1 1
( ) . 2 2

3 3 9
F x x c x c        معc  عدد حقيقي

 ثابت.

4 ) 
 

   
3 3

3

1 1
2 3 2 2 3

7 14

2 3

7
x x

x
f x     


. الدالةf   وهي من الشكل   معرفة ومستمرة على

1
'

14

nf u u  فهي

11من الشكل  على  Fتقبل دوالا أصلية  1

14 1

nF u c
n

 


أي     
4 41 1 1

( ) . 2 3 2 3
14 4 56

F x x c x c        مع

c .عدد حقيقي ثابت 

5 )   
3

2x xf x e e . الدالةf   وهي من الشكل   معرفة ومستمرة على' nf u u  فهي تقبل دوالا أصليةF  من  على

11الشكل 

1

nF u c
n

 


 أي 
41

( ) 2
4

xF x e c     معc .عدد حقيقي ثابت 

6 )   
3

2 2 2x xf x e e   . الدالةf   وهي من الشكل   معرفة ومستمرة على
1

'
2

nf u u   فهي تقبل دوالا أصليةF  على

11من الشكل   1

2 1

nF u c
n

  


 أي 
4

21
( ) 2

8

xF x e c      معc .عدد حقيقي ثابت 

7)  21
(ln )f x x

x
 . الدالةf   معرفة ومستمرة على 0 ,    وهي من الشكل' nf u u  فهي تقبل دوالا أصليةF  على

0 ,    11من الشكل

1

nF u c
n

 


أي  
31

( ) ln
3

F x x c    معc .عدد حقيقي ثابت 

8)     
2 2

ln 1 3 ln 1
3 1

1 1
x xf x

x x
         

 
1معرفة ومستمرة على   fالدالة . ,     3وهي من الشكل ' nf u u 

1على Fفهي تقبل دوالا أصلية  ,     11من الشكل
3

1

nF u c
n

  


أي 

   
3 31

( ) 3 ln ln 1 ln ln 1
3

F x x c x c               معc .عدد حقيقي ثابت 
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9)    
22 cos sin2cos sin 2 x xf x x x    . الدالةf   2وهي من الشكل   معرفة ومستمرة على ' nf u u   فهي تقبل

11من الشكل   على Fدوالا أصلية 
2

1

nF u c
n

  


 أي 
32

( ) sin
3

F x x c


    معc  ثابت.عدد حقيقي 

 :  03حل التمرين رقم 

1) 
 

3

1

1
f x

x



;1معرفة ومستمرة على   fالدالة .      وهي من الشكل

'
n

u
f

u
  فهي تقبل دوالا أصليةF على

1;      من الشكل
  1

1

1 n
F c

n u 
  


 أي

 
2

1
( )

2 1
F x c

x


 


 عدد حقيقي ثابت. cمع   

2 ) 
   

33

7 2

2 2 1

7

2 1 x
f x

x
 





1معرفة ومستمرة على   fالدالة .

;
2

 
 
 
    وهي من الشكل

7 '

2 n

u
f

u
   فهي تقبل

1على   Fدوالا أصلية 
;

2

 
 
 
  من الشكل

  1

7 1

2 1 n
F c

n u 
   


 أي

 
2

7
( )

4 2 1
F x c

x


 


عدد حقيقي  cمع   

 ثابت.

3) 
 

22

1

ln

1

(ln )
x

x
f x

x x
. الدالةf   1معرفة ومستمرة على;     وهي من الشكل

'
n

u
f

u
  فهي تقبل دوالا أصليةF 

;1على     من الشكل
  1

1

1 n
F c

n u 
  


 أي

1
( )

ln
F x c

x


    معc .عدد حقيقي ثابت 

4)   2

2

(1 )

x

x

e
f x

e



وهي من الشكل   معرفة ومستمرة على   fالدالة .

'
2

n

u
f

u
   فهي تقبل دوالا أصليةF من   على

الشكل 
  1

1
2

1 n
F c

n u 
  


 أي 

 
2

( )
1 x

F x c
e


 


 عدد حقيقي ثابت. cمع   

5)   3

cos

sin

x
f x

x
. الدالةf  0معرفة ومستمرة على;      وهي من الشكل

'
n

u
f

u
  فهي تقبل دوالا أصليةF  0على;   

من الشكل 
  1

1

1 n
F c

n u 
  


 أي  

 
2

1
( )

2 sin
F x c

x


    معc .عدد حقيقي ثابت 

  : 04حل التمرين رقم 

1) 
1

2
f x

x



;2معرفة ومستمرة على  fالدالة .     وهي من الشكل

'u
f

u
  فهي تقبل دوالا أصليةF  على

2;    2من الشكلF u c  أي ( ) 2 2F x x c     معc .عدد حقيقي ثابت 
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2) 
2 2

1

2

1 2 2

2 2

x x
f x

x x x x
 

 


 
2;معرفة ومستمرة على   fالدالة .     وهي من الشكل

1 '

2

u
f

u
   فهي تقبل

2;على   Fدوالا أصلية    من الشكل 1
2

2
F u c   2 أي( ) 2F x x x c     معc .عدد حقيقي ثابت 

3)  
2

3 1

x

x

e
f x

e



وهي من الشكل  معرفة ومستمرة على   fالدالة .  

2 '

3

u
f

u
   فهي تقبل دوالا أصليةF   من على

الشكل  2
2

3
F u c   أي 

4
( ) 1

3

xF x e c     معc .عدد حقيقي ثابت 

 

 أضمن طريقة لتدمير الرجل الذي لا يعرف إدارة ماله هي أن تعطيه المزيد من المال

 

4)  
cos

sin 1

x
f x

x



وهي من الشكل  معرفة ومستمرة على   fالدالة .

'u
f

u
  فهي تقبل دوالا أصليةF  من  على

2Fالشكل  u c  أي ( ) 2 sin 1F x x c     معc .عدد حقيقي ثابت 

5) 

1

1

ln ln

xf x
x x x

 . الدالةf   1معرفة ومستمرة على;    وهي من الشكل
'u

f
u

  فهي تقبل دوالا أصليةF  على

1;    2من الشكلF u c  أي ( ) 2 lnF x x c    معc .عدد حقيقي ثابت 

  : 05حل التمرين رقم 

1)  
1

2
f x

x



;2معرفة ومستمرة على   fالدالة .    وهي من الشكل

'u
f

u
  فهي تقبل دوالا أصليةF   على

2;    من الشكلlnF u c  2. وعلى المجال;    2يكون 0x    إذن ( ) ln 2F x x c     معc  عدد

 حقيقي ثابت.

2)   22

1 2

2 33

x

x

x
f x

x
 





وهي من الشكل  معرفة ومستمرة على   fالدالة .

1 '
.

2

u
f

u
  فهي تقبل دوالا أصليةF 

lnFمن الشكل   على  u c   إذن 21
( ) ln 3

2
F x x c     معc .عدد حقيقي ثابت 

 حكمـــــــة
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3)  
1

x

x

e
f x

e



وهي من الشكل  معرفة ومستمرة على   fالدالة .

'u
f

u
  فهي تقبل دوالا أصليةF  من   على

lnFالشكل  u c   إذن ( ) ln 1xF x e c     معc .عدد حقيقي ثابت 

4)  
cos

sin

x
f x

x
. الدالةf   0معرفة ومستمرة على;    وهي من الشكل

'u
f

u
  فهي تقبل دوالا أصليةF  من   على

lnFالشكل  u c   ولديناsin 0x   0على;    إذن ( ) ln sinF x x c    معc .عدد حقيقي ثابت 

 : 06حل التمرين رقم 

1) 3 3

2 3 2 3

2 5 1 1
( ) 2 4 2 4 2 5f x x x x x

x x x x
       

   
   
   

حيث   Fدوالها الأصلية  

4 2 4

2

2 2

1 1 2 5
( ) 2 4 2 5 2

4 2 2 2 2

x x x
F x c x c

x x x x

   
              

   
   ثابت حقيقي. cحيث  

2)     
4 41

( ) 2 1 2 2 1
2

f x x x     من الشكل
1

'
2

nu u  دوالها الأصليةF   حيث

   
5 51 1 1

( ) 2 1 2 1
2 5 10

F x x c x c
 

      
 

   حقيقي.ثابت   cحيث  

3) 
   

2 2

1 3
( )

3 2 3 2

1

3
f x

x x


 
  من الشكل

2

1 '

3

u

u
  دوالها الأصليةF   حيث

    
2 1

1 1 1
( )

3 3 3 22 1 3 2
F x c c

xx


 
      

   

   حقيقي.ثابت   cحيث  

4) 
2 3

2 1
( )

( 2)

x
f x

x x




 
من الشكل   

3

'u

u
حيث   Fدوالها الأصلية  

    
3 1 2

2 2

1 1
( )

3 1 2 2 2
F x c c

x x x x


 
      

      

   حقيقي.ثابت   cحيث  

 : 07التمرين رقم حل 
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1) 
 

  

 

2

2 2

1
( )

1 1

x cc
f x ax b

x x

ax b 
  

 

 
   1بعد النشر  والتبسيط نجد , 0 , 3a b c      أي

 
2

3
( )

1
f x x

x
 


   . 

2) 
  

2 2

2 1

1 1
( ) 3

2 2 12 1 1

x x
F x k k

xx


 
      

   

   حقيقي.ثابت  kحيث   

 : 08حل التمرين رقم 

حساب  (1
2

1

lne x
A dx

x
  

الدالة 
ln

:
x

f x
x

21معرفة ومستمرة على   , e    . فهي تقبل إذن دوالا أصلية على هذا المجال 

 
2 2

1 1

ln 1
ln

e ex
A dx x dx

x x

 
   

 
   .  الدالةf  من الشكل'f u u  حيث( ) lnu x x    و

1
'( )u x

x
 . 

إذن      

2
2

22 22

1 1

ln 1 1 1
ln ln ln1 2

2 2 2

e
e x

A dx x e
x

 
     

 
  وأخيرا

2

1

ln
2

e x
dx

x
  

0

2
2

1

2 5

x
B dx

x x




 
 

الدالة 
2

1
:

2 5

x
f x

x x



 
 . فهي تقبل إذن دوالا أصلية على    معرفة ومستمرة على  

 
0 0

2 2
2 2

1 1 2 2

2 5 2 2 5

x x
B dx dx

x x x x 

 
 

   
   من الشكل من الشكل

1 '

2

u

u
  2حيث( ) 2 5u x x x    وهي موجبة تماما

 0    و'( ) 2 2u x x   

   
0 0

0
2

2 2 2
2 2

1 1 2 2 1 1 1 5
ln 2 5 ln5 ln13 ln

2 5 2 2 5 2 2 2 13

x x
B dx dx x x

x x x x 
 

 
            

  

 : 09حل التمرين رقم 

0xeلدينا  xمن أجل كل عدد حقيقي  (1   1ومنه 1xe     وبالتالي ln 1 0xe     وكذلك  من أجل كل عدد حقيقي

x، 0xe    ومنه  ln 1 0x xe e    أي( ) 0f x  0. وبما أن ln2  :  فحسب الخاصية 

 إذا كانت   0f x   وa b  فإن  0
b

a

f x dx   نستنتج أن
ln 2

0

( ) 0f x dx . 

2) 
1 1 1

x x

x x x

e b ae a b
a

e e e

 
  

  
1aوبالمطابقة نجد      0وa b    1أيb    إذن .

1
1

1 1

x

x x

e

e e
 

 
 . 

3)      
ln2 ln2

ln2
ln2 0

0
0 0

1
1 ln 1 ln2 ln 1 0 ln 1

1 1

x

x

x x

e
A dx dx x e e e

e e

 
                 

   
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                   
ln2

ln2 0

0

1 4
ln2 ln 1 0 ln 1 ln2 ln3 ln2 2ln2 ln3 ln

1 3x
A dx e e

e
            


   أي

ln 2

0

1 4
ln

1 3x
A dx

e
 


  

     
ln2

ln2 ln2 ln2

0
0

1
'( ) ( ) ln2 (0) ln 1 ln2 ln3 ln2

2
B f x dx f x f f e e           إذن

ln2

0

1
'( ) ln3 ln2

2
B f x dx    

لدينا  (4 ( ) ln 1x xf x e e   ومنه   
1

'( ) ln 1 ln 1
1 1

x

x x x x x

x x

e
f x e e e e e

e e

         
 

إذن   

   
1 1

( ) '( ) ln 1 ln 1
1 1

x x x x

x x
f x f x e e e e

e e

       
 

  

بما أن 
1

( ) '( )
1 x

f x f x
e

 


فإن   
1

( ) '
1 x

f x f x
e

 


ومنه   

 
ln2 ln2 ln2

0 0 0

1 4 1 3 4
( ) ' ln ln3 ln2 ln

1 3 2 2 3x
f x dx dx f x dx A B

e
       


    وأخيرا

ln 2

0

3 4
( ) ln

2 3
I f x dx  

 : 10حل التمرين رقم 

غير معدوم فإن   xمن أجل كل عدد حقيقي  (1
 

 
 

 

 

2 2 2

2 2 2 2

11

1 1 1 1

a x bx a b x aa bx

x x x x x x x x

   
   

   
  

1aبالمطابقة نجد     0وa b    1أيb     ومنه
 2 2

1 1

1 1

x

x x x x
 

 
. 

حساب (2
 

2

2
2

1

ln

1

x x
dx

x 
  :  نضع  lnu x x   ، 

 
2

2 1

x
v x

x



    و منه 

1
u x

x
     ، 

 2

1

2 1
v x

x 
 

:   بتطبيق مبدأ المكاملة بالتجزئة            
b b

b

a
a a

u x v x dx u x v x u x v x dx 
 

   
 

 :  نكتب 

               

          

 
 

     

2 2

2 2 221 1

2
2

2
1

1

ln 1 ln2 1 1
ln

10 22 1 11

1 1

2 1

x x
dx x dx

x x xx
dx

xx

   
      

                     

 
  

 





  

ولكن 
 

 
2

2 2
2

2 2
1 1 1

1 1 1 1 1 3 1
ln ln 1 ln2 ln5 ln2 ln2 ln5

1 1 2 2 2 2 2

x
dx dx x x

x x x x

   
                

   

ومنه 
 

2

2
21

ln ln2 1 3 1 ln2 3ln2 ln5 13ln2 ln5
ln2 ln5

10 2 2 2 10 4 4 20 41

x x
dx

x

   
   

  

 
       


 

وأخيرا 
 

2

2
21

ln 13ln2 ln5

20 41

x x
dx

x
 


  
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:الدالة   tanf x x  معرفة ومستمرة على المجال;
4 3

  
 
 

 فهي تقبل على هذا المجال دوالا أصلية . 

3 3 3

4 4 4

sin sin
tan

cos cos

x x
xd x d x d x

x x

  

  


       وهذه الدالةf  من الشكل

'u

u
  حيث( ) cosu x x  وهي موجبة تماما على

;المجال 
4 3

  
 
 

إذن   
3

3

4

4

1 2 1 1
tan ln(cos ln ln ln ln 2 ln2

2 2 22
xd x x









   
           

  
 

وأخيرا : 
3

4

1
tan ln2

2
xd x





 

 : 12حل التمرين رقم 

1) F  أصلية  للدالةf  معناه  على'( ) ( )F x f x  أي

   22 2 2 22 2 2 2 2 2'( ) ( )x x xax b ax a b x b cF x e e ax bx c e            

'( ) ( )F x f x  تكافئ

2 1

2 2 0

2 0

a

a b

b c




 
  

تكافئ  

1

2

1

2

1

4

a

b

c







 






2ومنه   21 1 1

2 2 4
( ) xF x x x e

 
 
 

    

حساب  (2
1

0

( )f x dx : 
1 2

1 2 0

0

0

1 1 1
( ) ( )

4 4 4

e
f x dx F x e e


     

 : 13التمرين رقم حل 

1)  
1 1 1

2
1 2 2

00 0

1 2 1 1
ln 1 ln2

2 2 21 1

x x
I dx dx x

x x
 
  

    
     وأخيرا

1

1
ln 2

2
I   

2) 
  1

0

21 1 1 1 13 3 2

1 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0

1 1

2 21 1 1 1

x xx x x x x
I I dx dx dx dx x dx

x x x x

 
  

  


      

          1إذن 2

1

2
I I  . 

نستنتج أن  
2 1

1 1 1
ln2

2 2 2
I I      

 

ن سقطت على ش يء لم تكسره ولم إطعمت طيبا و أطعمت أن إكلت طيبا و أكلت أن إكن في الدنيا كالنحلة 

 .تخدشه

 : 14التمرين رقم حل 

 حكمـــــــة
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1)  
2 22 2 2 2 2

2 2 2 2

0 0 0 0 0

cos sin cos sin
2 8

x
A B x x dx x x dx x x x dx x dx

 
        

 
   

    


إذن  

2

8
A B


   

2)  
2 2 2 2

2 2 2 2

0 0 0 0

cos sin cos sin cos2A B x x dx x x dx x x x dx x xdx

   

          

نضع  u x x   ،  2cosv x x     و منه  1u x     ، 
1

sin2
2

v x x 

:   بتطبيق مبدأ المكاملة بالتجزئة            
b b

b

a
a a

u x v x dx u x v x u x v x dx 
 

   
 

 :  نكتب 

 
2 22 2

0 0 00

1 1 1 1
cos2 sin2 sin2 cos2

2 2 4 2
A B x xdx x x xdx x

  

    
          

    
    إذن

1

2
A B    

لدينا  (3

2

8

1

2

A B

A B


 


   


ومنه   
2 1

16 4
A


        و

2 1

16 4
B


  . 
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حساب (1
0

sinA x xdx


 
 
نضع  .  u x x   ،  sin xv x     و منه  1u x     ،  cos xv x  

:   بتطبيق مبدأ المكاملة بالتجزئة            
b b

b

a
a a

u x v x dx u x v x u x v x dx 
 

   
 

 :  نكتب 

      
00

0 0

sin cos cos sinA x xdx x x xdx x
 

 

              إذنA  

حساب (2
1

ln
e

B t dt       . نضع  lnu t t   ،  1v t     و منه 
1

t
u t     ،  tv t  

:   بتطبيق مبدأ المكاملة بالتجزئة            
b b

b

a
a a

u t v t dt u t v t u t v t dt 
 

   
 

 :  نكتب 

      
1

1 1

1
ln ln ln 1ln1 1 1

e e
e

B t dt t t t dt e e e
t

              1إذنB . 

حساب  (1 
0

1

2 1 xC x e dx



  

نضع   2 1u x x    ،  xev x      و منه  2u x     ،  xev x  

:   بتطبيق مبدأ المكاملة بالتجزئة            
b b

b

a
a a

u x v x dx u x v x u x v x dx 
 

   
 

 :  نكتب 

      
0 0

0 0

11
1 1

2 1 2 1 2 1 2 3x x x xC x e dx x e e dx e e e   


 

                    3إذنC e  
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  :01التمرين رقم 

 الهدف من هذا التمرين هو حساب التكاملات التالية :

1

2
0 2

dx
I

x
        ،

1 2

2
0 2

x
J dx

x
              ،

1

2

0

2K x dx. 

 :Iحساب  أولا :

f  الدالة المعرفة على 0 )2كما يلي :   ,1 ) ln 2f x x x 

2أحسب الدالة المشتقة للدالة  (1 2x x. 

 .fللدالة f'استنتج الدالة المشتقة (2

 .Iأحسب قيمة  (3

 Kو  Jحساب  ثانيا:

2Jبين أن  Kو  Jبدون حساب  (1 I K. 

3K، بين أن Kباستعمال المكاملة بالتجزئة على  (2 J. 

 .Kو  Jاستنتج قيمة كلا من  (3

  :02التمرين رقم 

(
n

uمتتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي )  n   1حيثn :كما يلي 

ln( 1)

2

ln

n

x

n

n

u e dx   حيثln  .هو اللوغاريتم النيبري 

أحسب  .1
n

u  بدلالةn 

بين أنّ المتتالية ) .2
n

u.هي متتالية حسابية يطلب تعيين الحد الأول والأساس ) 

3. (
n

v متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي )n   1حيثn  :كما يليnu

n
v e ( ّبين أن

n
v هي متتالية هندسية )

 يطلب تعيين الحد الأول والأساس.

المجموع  nأحسب بدلالة  .4
1 2

.......
n n

S u u u 

الجداء nأحسب بدلالة  .5
1 2 3

........
n n

P v v v v. 
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 مستقلة فيما بينها .  الأسئلة الثلاثة

نعتبر التكامل  (1
1 2

0
2

x
I dx

x


 

من  xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي  ( أ 0 , 1  :
2

2

4
2

2 2

x
x

x x
  

 
. 

 .Iاستنتج القيمة المضبوطة  لـ  ( ب

نعتبر التكاملين :  (2
ln16

0

3

4

x

x

e
K dx

e




     و       ،
ln16

0

1

4x
J dx

e


 

3Kأحسب  ( أ J        وK J. 

 .Jو   Kاستنتج القيمة المضبوطة  لـكل من  ( ب

الدالة المعرفة على  fلتكن   (3 1 , 1  : 2كما يلي( ) 1f x x . 

 fC  هو التمثيل البياني للدالةf  في معلم متعامد متجانس , ,O i j 

تحقق من أن  ( أ fC  هو نصف دائرة مركزهاO  والتي يقع في نصف المستوي الذي تراتيب نقطه موجبة . 1نصف قطرها  طول و 

استنتج أن   ( ب
1

2

0

1
4

x


 . 

  :04التمرين رقم 

غير معدوم نضع. nمن أجل كل عدد طبيعي  .1
1

0

n x

n
u x e dx 

بين أنّ . 
1

2
1u

e
 

 باستعمال المكاملة بالتجزئة بيّن أن :  .2

 غير معدوم : nمن أجل كل عدد طبيعي 
1

1
( 1)

n n
u n u

e
 

أحسب  .3
2

u  بدلالةe.  

بين أن. .4
3

16
6u

e
 

تحقق أن 
1

3 2

0

2 8 4 0xx x x e dx        



 

36 
 

 05التمرين رقم 

نعتبر المتتالية  nI  المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn  : غير معدوم كما يلي
2

1

0

x

n
nI x e dx  . 

الدالة المعرفة بـ  gأ( لتكن  (1
2

( ) xg x xe  بين أن الدالة .G  بـ  المعرفة على
21

( )
2

xG x e   هي دالة أصلية على

 . gللدالة  

 . 1Iب( استنتج قيمة 

2غير معدوم لدينا :  nباستعمال المكاملة بالتجزئة بين أنه من أجل كل عدد طبيعي  (2

1 1

2 2
nn

n
I e I


 . 

 5Iو     3Iاستنتج  (3

 06التمرين رقم 

نريد حصرا للتكامل 
21

0
1

xe
I dx

x






 . 

المعرفتين على   vو   uأدرس تغيرات الدالتين  (1 0  كما يلي : 1;

( ) 1 xu x x e           و
2

( ) 1
2

xx
v x x e     . 

من  xتحقق انه من أجل كل  (2 0 ;1: 
2

1 1 .........(1)
2

x x
x e x     

من  xبين  أنه من أجل كل (3 0 ;1:
 

2 4

1 1 .........(2)
1 2 1

xe x
x x

x x



    
 

 . 

من  xتحقق أنه من أجل كل  (4 0 ;1:
4

3 2 1
1

1 1

x
x x x

x x
    

 
  

أن  (2)استنتج من العلاقة  (5
1 5 1

ln2
2 24 2

I   . 
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 وإذا أصيب القوم في أخلاقهم ... فأقم عليهم مأتما وعويلا قال أحمد شوقي : -
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 :01التمرين رقم حل 

 أولا:

)2(   نضع 1    ) 2u x x،u قابلة الإشتقاق على 0 و   ,1
2

'( )
2

x
u x

x
 

  2 )
2

2 2

1
12

'( )
2 2

x

x
f x

x x x
 

 3 )
1 1

2
0 0

'( ) (1) (0) ln(1 3) ln 2
2

dx
I f x dx f f

x
 

ثانيا: 
1

0
f x    

1  )
1 1 1 12 2

2

2 2 2
0 0 0 0

2
2 2 2

2 2 2

x dx x
J I dx dx x dx K

x x x
. 

2 )
1

2

0

2K x dx نستعمل المكاملة بالتجزئة 

2

2
'( ) ; ( ) 2

2

'( ) 1 ; ( )

x
u x u x x

x

v x v x x

 

1 1 21
2 2

20
0 0

2 2 3
2

x
K x dx x x dx J

x
 

3Kإذن  J. 

 .Kو  Jاستنتاج قيمة كلا من  (4

2Jلدينا  I K  3وK J  : نحل الجملة
2

3

J I K

K J
التي تكافئ  

3

2

3

2

J I

K I
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ونجد 

3
ln(1 3) ln 2

2

3
ln(1 3) ln 2

2

J

K

 

 :02التمرين رقم حل 

 1  )

ln( 1)ln( 1)

2 2

ln ln

1 1

2 2

nn

x x

n

n n

u e dx e n 

 2 )
1

1 1
1 1

2 2
n n

u u n n  ومنه
n

u  وحده الأول  1حسابية أساسها
1

3

2
u 

 3  )1 1 1

1

n n nu u u

n n
v e e e e v e  ومنه

n
v  هندسية أساسهاe  وحده الأول

3

2

1
v e e e 

 4 )
1 2 1

3 1
....... ( ) ( ) ( 2)

2 2 2 2 2
n n n

n n n
S u u u u u n n 

 5  )
31 2

1 2

1 2 3

( 2)
....... 2

........ ........ n

n n

u uu u

n n

n
n

u u u S

P v v v v e e e e

e e e
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 :03التمرين رقم حل 

 .:  من  أ( لدينا من أجل كل عدد حقيقي  (1

ب(  
1

2 21 1

0 0 0

4 3 3
2 2 2 4

2 2 2 2 2

x x
I dx x dx x ln x ln

x x

  
            

    
 

 
. 

   لدينا  : ( أ( 2
16

0

3

4

xln

x

e
K dx

e





    و       ،  

   
16 16 16 16

0
0 0 0

3 1
3 3 4 4

4 4 4

x xln ln ln ln
x

x x x

e e
K J dx dx dx ln e ln

e e e

        
   

                                                      و

 
16 16 16

16

0
0 0 0

3 1 4
16

4 4 4

x xln ln ln
ln

x x x

e e
K J dx dx dx x ln

e e e

 
     

  
  . 

إذن :ب(   لدينا 
3 4

16

K J ln

K J ln

 


 
و     نحل الجملة فنجد :    

7 2

2

ln
K 

 
. 

x 0 , 1
   2 2

2

2 2 44 4 4
2

2 2 2 2

x x x x
x

x x x x

    
    

   

ln16

0

1

4x
J dx

e




ln 2

2
J 
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 .كما يلي :  الدالة المعرفة على  (   3

21yفيكون لدينا   نقطة من  أ(  لتكن  x     0حيثy    تقع في نصف المستوي الذي  ومنه النقطة

 تراتيب نقطه موجبة .

 .أي  وكذلك 

 والتي يقع في نصف المستوي الذي تراتيب نقطه موجبة  1نصف قطرها  طول و  تقع على نصف دائرة مركزها   إذن النقطة 

 نقطة من هذا نصف الدائرة  فيكون : وبالعكس  لتكن 

 (  و   (  أو كذلك )و   (  أي )و   )

 .ومنه  أي  فإن  فإن  وبما أن 

هذا الحيز  و   ومحور الفواصل والمستقيمين اللذين معادلتاهما  يمثل مساحة الحيز المحدد بـ  ب(  

 مساحته  1نصف قطره طول هو ربع القرص الذي 

 إذن : 

 

 

 :04التمرين رقم حل 

  1 )
1

1

0

xu xe dx    : نكامل بالتجزئة 

لدينا 
( )

'( ) x

u x x

v x e
ومنه  

'( ) 1

( ) x

u x

v x e
    

1 1
1 1 1

1 10 0 0
0 0

2
1x x x x xu xe dx xe e dx xe e u

e
 

2) 
1

1

1

0

n x

n
u x e dx : نكامل بالتجزئة 

f 1 , 1
2( ) 1f x x 

( , )M x y fCM

2 2 2 2 21 1OM x y x x     1OM 

MO

 ,N a b

0b 2 1ON 0b 2 2 1a b 0b 2 21b a 

 1 , 1a 21 0a 
21b a ( )b f a fN C

1

2

0

1 x fC0x 1x 

4



1

2

0

1
4

x


 
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)1نضع  ) nu x x     و'( ) xv x e   ومنه'( ) 1 nu x n x    و( ) xv x e  

1 1
1

1 1

1 0
0 0

( 1)n x n x n x

n
u x e dx x e n x e dx 

1
1 1

1 1

1 0 0
0

( 1) ( 1)n x n x n x

n n
u x e n x e dx x e n u 

                                                         
1

1
( 1)

n n
u n u

e
 

( من العلاقة 3  
1

1
( 1)

n n
u n u

e
نستنتج أن  

2 1

1 2 1 5
2 2 1 2u u

e e e e
 

( من العلاقة 4 
1

1
( 1)

n n
u n u

e
نستنتج أن  

3 2

1 5 1 16
3 3 2 6u u

e e e e 

5 )

1 1 1 1

3 2 3 2

0 0 0 0

3 2 1

2 8 4 2 8 4

16 5 2
2 8 4 2 6 8 2 4 1 0

x x x xx x x e dx x e dx x e dx xe dx

u u u
e e e

 

 :05التمرين رقم حل 

و قابلة للإشتقاق على  المعرفة على  Gأ( الدالة (1
2 21

'( ) 2 ( )
2

x xG x xe xe g x      أي الدالةG  هي دالة

 . gللدالة  أصلية على 

 ب( 
2

1
1 1 0

0

0

1
1 1 1 1

( ) (1) (0)
2 2 2

x e
I x e dx G x G G e e


       1. ومنه

1

2

e
I


 

غير معدوم لدينا :  nمن أجل كل عدد طبيعي  (2
2 2

1 1

0 0

2
2 1x x

n
n nI x e dx x xe dx
     

)1نضع  ) nu x x      و
2

'( ) xv x xe   ومنه '( ) 1 nu x n x    و
21

( )
2

xv x e   . 

 
2 2 2

11 1

1

00 0

2
1 1 1

1
2 2

x n x n x

n
nI x xe dx x e n x e dx


  

       
 

  

2
1

1 1 0

0

2

1 1 1 1 1
1 0

2 2 2 2 2

n n x

nn

n n
I e e x e dx e I



  
        
 

 
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2لدينا  (3

1 1

2 2
nn

n
I e I


     1و

1

2

e
I


 

              3 11 2

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

e e
I I e I

 
       

5 3 33 2

1 3 1 2
2

2 2 2 2

e e
I I e I I

 
     

 

 06التمرين رقم حل 

وخصوصا على   مستمرة وقابلة للإشتقاق على  uالدالة  : uدراسة تغيرات   (1 0 ;1                                             

و 
1

'( ) 1 1 0x

x
u x e

e

    
 

أي
 

  0u' x 
 
متزايدة تماما جدول تغيراتها على المجال  uومنه   0 ;1                                                  

من   xلاحظ من جدول التغيرات أنه من أجل كل  0 ;1:( ) 0u x   

 

 

 

 

 

 

وخصوصا على   مستمرة وقابلة للإشتقاق على  vالدالة  : vدراسة تغيرات  0 )'و  1; ) 1 ( )xv x x e u x     

أي   0v ' x   ومنهv  متزايدة تماما جدول تغيراتها على المجال 0 ;1      

 

 

                                           

 

من  xلاحظ من جدول التغيرات أنه من أجل كل  0 ;1:( ) 0v x   

)لدينا مما سبق  (2 ) 0u x      و( ) 0v x     1أي 0xx e        و
2

1 0
2

xx
x e     

1                        0  x  
                 + '( )u x 

1

e
  

                            0  

( )u x  

1                        0  x  
                 + '( )v x 

2

2

e

e


  

                            0  

( )v x  
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1xeومنه   x        و
2

1
2

x x
e x     : وبالتالي 

2

1 1 .........(1)
2

x x
x e x     

0( لدينا 3 1x    20ومنه 1x   وبالتالي نعوض كلx  2بـx   في العلاقة 1  فنجد
2

4
2 21 1

2

x x
x e x    

 

1ونقسم كل الأطراف على العدد الحقيقي الموجب تماما  x   فنجد
 

2 4

1 1 .........(2)
1 2 1

xe x
x x

x x



    
  

من  xمن أجل كل (4 0 3: نوحد المقامات في  1; 2 1
1

1
x x x

x
   


4 3 3 2 2 4

3 2 1 1 1
1

1 1 1

x x x x x x x x
x x x

x x x

       
     

  
 . 

تصبح العلاقة  (5 2 : كما يلي 

2

3 21 1
1 1 1

1 2 1

xe
x x x x x

x x


 

         
  

 أي   

 

2

3 21 1 1 1 1 1
1 1

1 2 2 2 2 2 1

xe
x x x x x

x x



        
 

وبالتالي : 

 

2

3 21 1 1 1 1 1
1

1 2 2 2 2 2 1

xe
x x x x

x x



      
 

نكامل الأطراف فنجد  

 
 

21 1 1

3 2

0 0 0

1 1 1 1 1 1
1

1 2 2 2 2 2 1

xe
x dx dx x x x dx

x x

  
       

  
    : فنحصل على

1 12
2 4 3

00

1 1 1 1 1
ln 1

2 2 4 8 6 2

x
x I x x x x x
   

          
  

وأخيرا   
1 5 1

ln2
2 24 2

I  
 

 

 

 

 

 

 إن أبقيته ضرك و إن أخرجته نفعكالمال كوسخ الأذن ، 
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