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1 
  :   
 I ( 1متماثلین  صندوقینU   2؛U  بحیث:  

  مرقمتان بالرقمینوكریتین خضراوین   1؛  1؛  0رقمة بالأرقام  حمراء معلى ثلاث كریات  1Uیحوي الصندوق   

الأرقام ب  مرقمةوثلاث كریات خضراء   2؛  2ن حمراوین مرقمتان بالرقمین على كریتی 2Uیحوي الصندوق .  2؛ 1  
  .كل الكرات متماثلة لا یمكن التمییز بینھا عند اللمس    . 1؛  0؛  0

  . 2Uثم نسحب عشوائیا وفي آن واحد كریتین من الصندوق  1Uب عشوائیا كریة واحدة من الصندوق نسح  

  :نعتبر الأحداث التالیة   

    ● A  " الحصول على نفس اللون    "                         ●B  " الحصول على اللونین"  

    ● C   "ین على الأكثر تالحصول على كریتین حمراو"      ● D  " 3مجموع أرقام الكریات المسحوبة یساوي "  

 :احسب  )1      p A   ؛ p B    ؛   p C   ؛   p D .                    

  . مجموع الأرقام المحصل علیھا بعد كل سحب بالذي یرفق  Xنعتبر المتغیر العشوائي  )2     

  .ثم احسب أملھ الریاضیاتي  Xعرف قانون احتمال المتغیر العشوائي  –أ         

  . Xللمتغیر العشوائيالانحراف المعیاري التباین واحسب  –ب        

   II (   3نعتبر صندوق ثالثU  تحمل وأربع كریات خضراء  2تحمل الرقم یحوي على  كریة واحدة حمراء  

  . ونسحب منھ كریة واحدة  نختار عشوائیا صندوق  . 1؛  1؛  1؛  0الأرقام         

  . 0ما احتمال أن تكون الكریة المسحوبة تحمل الرقم  )1    

  . 2Uمن الصندوق  0ما احتمال أن تكون الكریة المسحوبة  تحمل الرقم  )2    

  . 2Uفما احتمال أن تكون من الصندوق   0مل الرقم علما أن الكریة المسحوبة تح )3    

   III ( من أحد الصنادیق الثلاثغیر مزیف سداسي الوجوه  ویسحب عشوائیا كریة واحدة حجر نرد لاعب رمي ی  

  :بالطرق التالیة          

  سحب من   ی 5أو  4أو  3م الظاھر ھو ؛  إذا كان الرق 1Uسحب من  الصندوق ی  2أو  1ذا كان الرقم الظاھر ھو إ        

  . 3Uسحب من الصندوق ی  6وإذا كان الرقم الظاھر ھو   2Uالصندوق         

  .ما احتمال أن تكون الكریة المسحوبة  حمراء ؟   )1   

  .؟  2ل أن تحمل الكریة المسحوبة الرقم ما احتما )2   

  



     :   

المعرفة  على  fنعتبر الدالة    0,  ب:   7
2 1

xf x
x




  

ولیكن    fC لمتعامد والمتجانس منحناھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم ا ; ,O i j
 

   )أنظر الشكل (        

على المجال  fادرس اتجاه تغیر الدالة  -أ  )1 0,.  
 من أجلبین أنھ  –ب       0,3x  فإن   0,3f x   

لمتتالیة  العددیة نعتبر ا )2  nu  0 :المعرفة ب 1u   ومن أجل كل عدد طبیعيn :  1n nu f u    

باستخدام المنحني   –أ      fC   و المستقیم  : y x   الأولى للمتتالیة  ثلاثةثل  الحدود الم nu دون حسابھا.  

ضع تخمینا حول اتجاه تغیر المتتالیة  –ب      nu   وتقاربھا.  

n : 0برھن بالتراجع أنھ من أجل كل عدد طبیعي   -أ )3  3nu  .  

ادرس اتجاه تغیر المتتالیة  –ب        nu  .  

استنتج أن المتتالیة  –ج       nu  متقاربة  ثم احسب نھایتھا.  

نعتبر المتتالیة  )4   nv  المعرفة من أجل كل عدد طبیعيn  ب: 
3

n
n

n

uv
u




   

برھن أن المتتالیة  –أ         nv  ھندسیة  یطلب تعیین أساسھا وحدھا الأول.  

  . nبدلالة  nu؛ ثم استنتج عبارة  nبدلالة  nvاكتب عبارة  –ب        

nS؛  nS؛  nS  امیع المج nبدلالة احسب   -أ 	)5     حیث:   

0 1

1 1 1...n
n

S
v v v

         2    ؛ 2 2
0 1 ....n nS v v v        2     ؛ 2 2

0 1

1 1 1...n
n

S
v v v

     

0    :حیث   nالجداء  nاحسب بدلالة  –ب        1 ....n nv v v      
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  2Uوكریتین من  1Uنسحب كریة واحدة من  

 A  " الحصول على نفس اللون     "  

  حساب p A :  

   :معناه  A تحقق الحدث

كریتین خضراوان و 1Uسحب كریة خضراء من  (    أو)  2U كریتین حمراء من و 1U سحب كریة حمراء من (  
    )  2Uمن  

   
1 22 1
3 32 2
1 2 1 2
5 5 5 5

9
50

C CC Cp A
C C C C

   
       
   

               

 ●B  " الحصول على اللونین "  

   حساب p B :  

 تحقق الحدث B  1سحب كریة حمراء من  (   :معناهU   2وكریتین خضراء منU  (  أو  ) سحب كریة خضراء
  )    2Uوكریتین حمراوین من   1Uمن  

    
1 2 1 2
3 3 2 2
1 2 1 2
5 5 5 5

11
50

C C C Cp B
C C C C

   
       
   

  

● C   " الحصول على كریتین حمراوتین على الأكثر"     

       حساب p C :   

  .كریة حمراء  0ة حمراء أو كریات حمراء أو كری 2الحصول على  :معناه     

 :معناه  C تحقق الحدث 

 1Uكریة خضراء من  (    أو)  2Uكریة خضراء من  و 2Uكریة حمراء من  و 1Uكریة حمراء من  (  
كریة خضراء من  (   أو )  2Uكریتین خضراء من  و 1Uكریة حمراء من  (    أو)   2Uكریتین حمراوین من  و

1U 2من   خضراءكریة وU 2من   حمراءكریة وU  (أو    )  1كریة خضراء منU 2كریتین خضراء من  وU   (  

●   ●●          ●   ●●     ●  ●●           ●  ●●               ●  ●●  

  
1 1 1 1 2 1 1 21 2 1 1
3 2 3 3 3 3 2 32 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

47
50

C C C C C C C CC C C Cp C
C C C C C C C C C C

          
                   
         

  



● D  "3أرقام الكریات المسحوبة یساوي  مجموع "  

  :معناه  Dتحقق الحدث  

  )  2Uمن   1كریة تحمل الرقم و 2Uمن    2كریة تحمل الرقم و 1Uمن  0سحب كریة تحمل الرقم (  

 ) 2Uمن   2وكریة تحمل الرقم  2Uمن    0وكریة تحمل الرقم  1Uمن  1ل الرقم سحب كریة تحم( أو

  )  2Uمن   1تحمل الرقم  وكریة 2Uمن   0وكریة تحمل الرقم  1Uمن  2سحب كریة تحمل الرقم (  أو 

   
11 1 1 1 1 1 1 1
31 2 1 2 2 1 2 1

1 2 1 2 1 2
5 5 5 5 5 5

16
50

CC C C C C C C Cp D
C C C C C C

       
            

     
  

  :یرفق بمجموع الأرقام المحصل علیھا بعد كل سحب  Xالمتغیر العشوائي  )2

  :ثم حساب أملھ الریاضیاتي  Xتعریف قانون احتمال  –أ  

6  5  4  3  2  1  0  iX  

1
50

  
5

50
  

11
50

  
16
50

  
11
50

  
5

50
  

1
50

   ip X X  

 0p X  :  

  )  2Uمن 0وكریتین تحملان الرقم  1Uمن  0سحب كریة تحمل الرقم ( 

             
1 2
1 2
1 2
5 5

10
50

C Cp X
C C

     

  1p X  :  

  أو ) 2Uمن   1وكریة تحمل الرقم  2Uمن   0وكریة تحمل الرقم  1Uمن  0سحب كریة تحمل الرقم ( 

  ) 2Uمن  0وكریتان تحملان الرقم  1Uمن  1كریة تحمل الرقم (  

          
11 1 1 2
31 2 1 2

1 2 1 2
5 5 5 5

51
50

CC C C Cp X
C C C C

   
        

   
  

 2p X  :  

  ) 2Uمن   2وكریة تحمل الرقم  2Uمن   0وكریة تحمل الرقم  1Uمن  0تحمل الرقم  كریة(

  ) 2Uمن  1ل الرقم وكریة تحم2Uمن  0وكریة تحمل الرقم  1Uمن  1كریة تحمل الرقم ( أو 

  )2Uمن  0وكریتان تحملان الرقم  1Uمن  2كریة تحمل الرقم (أو 

        
11 1 1 1 1 1 2
31 2 2 2 1 1 2

1 2 1 2 1 2
5 5 5 5 5 5

112
50

CC C C C C C Cp X
C C C C C C

      
            

       



 3p X  :  

  ) 2Uمن   2وكریة تحمل الرقم  2Uمن   1وكریة تحمل الرقم  1Uمن  0كریة تحمل الرقم (

  )2Uمن  2وكریة تحمل الرقم 2Uمن  0وكریة تحمل الرقم  1Uمن  1كریة تحمل الرقم ( أو 

)        2Uمن 1وكریة تحمل الرقم  2Uمن  0وكریة تحمل الرقم  1Uمن  2كریة تحمل الرقم (أو  

 
11 1 1 1 1 1 1 1
31 1 2 2 2 1 2 1

1 2 1 2 1 2
5 5 5 5 5 5

163
50

CC C C C C C C Cp X
C C C C C C

       
            

     
  

 4p X  :  

  )2Uمن   2وكریتان تحملان الرقم  1Uمن  0كریة تحمل الرقم (

  ) 2Uمن  2وكریة تحمل الرقم 2Uمن  1وكریة تحمل الرقم  1Uمن  1كریة تحمل الرقم (أو  

)        2Uمن 2وكریة تحمل الرقم  2Uمن  0وكریة تحمل الرقم  1Uمن  2كریة تحمل الرقم (أو 

 
11 2 1 1 1 1 1
31 2 1 2 1 2 2

1 2 1 2 1 2
5 5 5 5 5 5

114
50

CC C C C C C Cp X
C C C C C C

      
            

     
  

 5p X  :  

  أو ) 2Uمن   2وكریتین تحملان الرقم  1Uمن  1كریة تحمل الرقم (

) 2Uمن  2وكریة تحمل الرقم  2Uمن  1وكریة تحمل الرقم  1Uمن  2كریة تحمل الرقم (  

 
1 2 1 1 1
3 2 1 2 1
1 2 1 2
5 5 5 5

55
50

C C C C Cp X
C C C C

   
        

   
  

 6p X  :  

 )2Uمن   2وكریتین تحملان الرقم  1Uمن  2كریة تحمل الرقم (

         
1 2
1 2
1 2
5 5

16
50

C Cp X
C C

 
    

 
  

حساب الأمل الریاضیاتي   - أ  E X :   

  

   

 

6

0

1 1 11 16 11 5 10 1 2 3 4 5 6
50 50 50 50 50 50 50

1 22 48 44 25 6
50

2, 92

i

i ii
E X X p X

E X




  

                                       
             
    





  



  

  : Xحساب التباین والانحراف المعیاري للمتغیر العشوائي –ب  

التباین  ●   V X :   

       

 

 

6 22

0

22 2 2 2 2 2 21 1 11 16 11 5 10 1 2 3 4 5 6 2,92
50 50 50 50 50 50 50

1 44 144 176 125 36 8,5264
50

1,99

i

i i
i

V X X p X E X

V X




   

                                                        
    

 



  

الانحراف المعیاري  ● X:   

       1,99 1,41X V X     

   II (  ونسحب منھ كریة واحدة  نختار عشوائیا صندوق.     

     

  : 0أن تكون الكریة المسحوبة تحمل الرقم حساب احتمال  )1    

    F  " 0الكریة المسحوبة تحمل الرقم  "  

   

       

 

1 2 3

1 1 1 2 1 1
3 5 3 5 3 5
4

15

p F p F U p F U p F U

p F

   

               
     



  

  

  : 2Uمن الصندوق  0احتمال أن تكون الكریة المسحوبة  تحمل الرقم حساب  )2    

                                    2

1 2 2
3 5 15

p F U     

  :  0تحمل الرقم  ھاعلما أن 2Uمن الصندوق الكریة المسحوبة احتمال أن تكون  حساب )3    

             
 

2
2

2 15 1
15 4 2F

p F U
p U

P F
    


  

  

  

  



III (   

  :احتمال أن تكون الكریة المسحوبة  حمراء حساب   )1   

 :زن ومنھ احتمال ظھور أي وجھ یساوي النرد متوا  
1
6

  

وعلیھ  1Uنسحب من الصندوق  2أو  1ظھور الرقم  ●   1

1 1 1
6 6 3

p U     

وعلیھ   2Uالصندوق سحب من ن 5أو  4أو  3ظھور الرقم  ●    2

1 1 1 1
6 6 6 2

p U      

وعلیھ   3Uالصندوق سحب من ن 6ظھور الرقم  ●  3

1
6

p U   

 :باستعمال دستور الاحتمالات الكلیة نجد    
       

           

 

1 2 3

1 1 2 2 3 3

1 3 1 2 1 1
3 5 2 5 6 5

13
30

U U U

p R p R U p R U p R U

p U p R p U p R p U p R

p R

   

     

               
     



  

  

   : 2احتمال أن تحمل الكریة المسحوبة الرقم حساب  )2   

  "  2الكریة المسحوبة الرقم " الحدث  Gنسمي    

   :باستعمال دستور الاحتمالات الكلیة نجد   

 

       
           

 

1 2 3

1 2 31 2 3

1 1 1 2 1 1
3 5 2 5 6 5

3
10

U U U

p G p G U p G U p G U

p U p G p U p G p U p G

p G

   

     

               
     



  

  

  

  



 :  

f  معرفة  على 0,  ب:   7
2 1

xf x
x




  

    
على المجال  fدراسة اتجاه تغیر الدالة  -أ  )1 0,:  

  f  قابلة للاشتقاق على 0,  ولدینا:      
   2 2

7 1 2 0 7
2 1 2 1

f x
x x


  
 

  

     0f x   ومنھ الدالةf  متزایدة تماما على 0,  
أنھ من أجل  إثبات –ب       0,3x  فإن   0,3f x  :   

0لدینا    3x  وبما أنfمتزایدة تماما على 0,   فإن:      0 3f f x f  ومنھ 0 3f x   

ومنھ    0,3f x   .  

2(  nu  0 :معرفة ب 1u   ومن أجل كل عدد طبیعيn :  1n nu f u    

باستخدام المنحني   –أ      fC   و المستقیم  : y x   الأولى للمتتالیة  لثلاثةتمثیل  الحدود ا nu  دون  

  .حسابھا       

  

  

  

  

  

  

  

حول اتجاه تغیر المتتالیة  وضع تخمین –ب      nu   وتقاربھا:  

0نلاحظ أن    1 2u u u  وعلیھ یظھر أن المتتالیة nu  متزایدة وتتقارب شیئا فشیئا نحو فاصلة نقطة تقاطع fC 

yمع المستقیم ذو المعادلة  x .  

n : 0برھان بالتراجع أنھ من أجل كل عدد طبیعي   - أ )3 3nu  :  

 :نضع     0 3..........nu p n   

  نبرھن أن p n  0صحیحة من أجلn  :  

00  :لدینا  1 3u    ومنھ 0p  1(.....................صحیحة(  
  



  نفرض أن p n  صحیحة ونبرھن أن 1p n :  

0أي نفرض أن  3nu   10ونبرھن أن 3nu     
0لدینا فرضا  3nu   وبما أنf  متزایدة تماما على 0,  فإن     0 3nf f u f   أي

 0 3nf u   

10ومنھ  3nu    ومنھ 1p n  2(...................صحیحة (  
n : نستنتج أنھ من أجل كل  )2(و  )1(من   p n صحیحة .  

اتجاه تغیر المتتالیة  ةسادر –ب    nu :  

1nندرس إشارة الفرق   nu u   وھو من إشارة f x x   

     2 2 37 2 6
2 1 2 1 2 1

x xx x xf x x x
x x x

  
    

  
  

 2 0x    2و 1 0x     ومنھ إشارة f x x  3من إشارةx    

من أجل كل   0,3x  3فإن 0x     ومنھ  0f x x   

ومنھ من أجل   0,3nu   1فإن 0n nu u     ومنھ المتتالیة nu  متزایدة.  

ج أن المتتالیة ااستنت –ج       nu  ب نھایتھا احسمتقاربة  ثم:  

لدینا مما سبق    nu   3(متزایدة ومحدودة من أعلىnu   ( فھي متقاربة .  

limحساب  ●  nn
u


 :   

بما أن   nu  متقاربة فإنھ یوجدl  بحیث: lim nn
u l


  1وكذلكlim nn

u l
  

ومنھ  
7

2 1
l l

l



22تكافيء    7l l l   22تكافيء 6 0l l   تكافيء 2 3 0l l     

3lومنھ         0أوl   ) مرفوض   (  

lim     ومنھ    3nn
u


  

4(  nv  معرفة من أجل كل عدد طبیعيn  ب: 
3

n
n

n

uv
u




   

إثبات أن المتتالیة  –أ         nv  ھندسیة  ؛ تعیین أساسھا وحدھا الأول:  



   

1 1

1

7
3 2 1 3

73 3
2 1

7
2 1 3 7

6 3 7 2 1
2 1

n

n n n n n

nn n n n

n

n

n n n

n n n n

n

u
v u u u u

uv u u u
u

u
u u u

u u u u
u

 



  
    

 


 
  

  


2 1nu 


3 u
3 n

n

u


1 7

n

n

n

u

v
v
 

  

ومنھ   nv  7ھندسیة أساسھاq   0وحدھا الأولv  0 حیث
0

0

1
3 2

uv
u

 


  

   : nبدلالة  nuج عبارة ا؛ ثم استنت nبدلالة  nvعبارة  ةباكت –ب        

  nv  0ھندسیة ومنھ
n

nv v q    وعلیھ:   
7
2

n

nv 
  

    : nبدلالة  nuاستنتاج عبارة ● 

لدینا       
3

n
n

n

uv
u




3nومنھ     n n nu v v u    3تكافيءn n n nu u v v   ومنھ  
3

1
n

n
n

vu
v




  

nS؛  nS؛  nS:المجامیع    nحساب بدلالة   -أ 	)5     حیث: 
0 1

1 1 1...n
n

S
v v v

    ؛  

           
2 2 2

0 1 ....n nS v v v         2؛ 2 2
0 1

1 1 1...n
n

S
v v v

     

  :  nSحساب المجموع  ● 

 
0 1

1 1 1...n
n

S
v v v

         تكافيء
0 0 0

1 1 1...n nS
v v q v q

   
 

   

  تكافيء    

     
2

0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1...
n

nS
v v q v q v q

        
                          

  

0نضع    
0

1 w
v
   1و q

q
    نجد 2

0 0 0 0... n

nS w w q w q w q           

0أي    1 2 ...n nS w w w w       
  

ھو مجموع  nSومنھ   1n 0  لمتتالیة ھندسیة حدھا الأول  ا متعاقبادح
0

1 w
v
  1وأساسھا q

q
   



    
  1

0

1
1

n

n

q
S w

q


 


  

     
  1

0

1
1

n

n

q
S w

q


 


تكافيء    

1

0

11
1

11

n

n

q
S

v
q


 

  
  


  :ومنھ    17 7 1
3

n
nS      

nSحساب المجموع    :  
  

2 2 2
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