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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 

 . كيف نجري الحساب في مجموعة الأعداد المركبة ؟1

 طريقة 

  2نجري الحساب كأننا في مجموعة الأعداد الحقيقية مع أخذ بعين الإعتبار أن 1i   . 

 :مثال 

أكتب على الشكل  الجبري كلا من :  1 2 3 1 2z i i        ،   
2

2 3 2 2 5 1z i i     

 ل :لحا   2

1 2 3 1 2 2 4 3 6 2 6 8z i i i i i i i            

   
2 2

2 3 2 2 5 1 9 12 4 10 2 1 16 14z i i i i i i             . 

م النقطة  .2
ّ
Azذات اللاحقة  Aكيف نعل a ib   في معلم متعامد متجانس؟ 

 طريقة :

 .نحدد إحداثيي هذه النقطة إنطلاقا من الشكل الجبري للاحقتها 

  إذا كانAz a ib   فإن إحداثيي النقطةA   هما ;a b . 

  م النقطة
ّ
 في المعلم. Aنعل

 مثال :

في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامدو متجانس  , ,O u v  

م النقط  
ّ
;عل ; ;D C B A  : التي لواحقها على الترتيب 

; 3 2 ; 1 3 ; 2 4 ; 2E D C B Az i z i z i z i z i            

 الحل :

          0 ; 1 ; 3; 2 ; ( 1 ; 3) ; 2 ; 4 ; 0 ; 2E D C B A    

كيف نحسب اللاحقة . 3
AB

z  للشعاعAB ؟ 

 طريقة :

Bنبين أن : AAB
z z z  . 

 مثال : 

المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  في المستوي  , ,O u v  نعتبر النقطتين ،;B A  

2لواحقهما على الترتيب : 4 ; 3 2B Az i z i      عين لاحقة الشعاع .AB . 

 الحل:

   2 4 3 2 1 6B AAB
z z z i i i         
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

منتصف القطعة المستقيمة  Hللنقطة  Hzللاحقة كيف نحسب ا. 4 AB؟ 

 طريقة :

  نعينHz  : كما يلي 
2

A B
H

z z
z


 . 

 مثال :

في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  , ,O u v   نعتبر النقطتين ،;B A  

2لواحقهما على الترتيب : 4 ; 6 2B Az i z i      

لاحقة منتصف القطعة المستقيمة  Hzعين  AB      

 الحل :
6 2 2 4 8 2

4
2 2 2

A B
H

z z i i i
z i

    
     

 ؟مركز ثقل المثلث  Iللنقطة  Izنحسب اللاحقة  . كيف5

 طريقة :

  نعينIz  : كما يلي 
3

A B C
I

z z z
z

 
 . 

 مثال :

في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامدو متجانس  , ,O u v   نعتبر النقط ،; ;C B A  

2لواحقها على الترتيب : ; 3 6 ; 1 3C B Az z i z i        

 .    لاحقة  مركز ثقل المثلث  Izعين  

 الحل :
1 3 3 6 2

3
3 3

A B C
I

z z z i i
z i

     
   

مرجح الجملة  Gللنقطة  Gz. كيف نحسب اللاحقة 6      , ; , ; ,A B C  ؟ 

 طريقة :

Aكما يلي :  Gzنعين  B C
G

z z z
z

  

  

 


 
0حيث         

 مثال :

في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  , ,O u v ر النقط  ، نعتب; ;C B A  

2لواحقها على الترتيب : ; 1 2 ; 1C B Az i z i z i         

لاحقة  مرجح الجملة   Gzعين       ,2 ; ,1 ; , 2A B C      . 

 الحل :
2 2

2 2 1 2 4 2 3 6
2 1 2

A B C
G

z z z
z i i i i

 
         

 
 

 

 

 

ABC

ABC
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 كيف نجد مرافق عدد مركب ؟.7

 طريقة :

 ف : مرافق العدد المركب نستعمل التعريz x iy     هوz x iy  . 

 :ونستعمل خواص المرافق التالية عند الحاجة إليها 

1) 2z z x        ،2z z yi      ،2 2z z x y  . 

2) z  يقي معناه حقz z       وz    تخيلي صرف معناهz z     . 

3) ' 'z z z z        ،' 'z z z z          ،
'

z z

z z

 
 

 
   . 

1أوجد مرافق  كلا من   : 11مثال 11 7z i      ،
2

1 3

2 2
z i   

1 الحل : 11 7z i        ،
2

1 3

2 2
z i . 

 :12مثال

2ليكن  3z i      و' 1z i  : اكتب على الشكل الجبري ما يلي. 

       z z       ،z z     ،z z      ،'z z        ،'z z           . 

 الحل :

4z z       ،6z z i     ،4 9 13z z       ،

' ' 2 3 1 3 2z z z z i i i         
          ' ' 2 3 1 5z z z z i i i        . 

 .كيف  نكتب على الشكل الجبري  حاصل قسمة عددين مركبين ؟8

 طريقة 

 .  2) لاتنس ى  نضرب البسط والمقام  في مرافق المقام 2z z x y ) 

 مثال:

1أكتب على الشكل الجبري العدد المركب 

1

2 3

i
z

i





      ،2

3

2
z

i





  

2مرافق  الحل : 3i    2هو 3i     وبالتالي  2 3 2 3 4 9 13i i     . 

  

  
1

1 2 31 2 3 2 3 1 5

2 3 2 3 2 3 13 13 13

i ii i i
z i

i i i

    
     

  
 . 

  2مرافق i    2هو i   لتالي  وبا  2 2 4 1 5i i     . 

 

  
2

3 23 6 3 6 3

2 2 2 5 5 5

i i
z i

i i i

   
     

  
 . 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 ؟  z.كيف نحل معادلة من الدرجة الأولى ذات المجهول العدد المركب 9

 طريقة :

  نكتب المجاهيل في طرف والمعاليم  في طرف  فنحصل على الشكلAz B  وبالتالي

B
z

A
  0حيثA  . 

  اذا كانت المعادلة  على شكل حاصل قسمة نجد القيمة  أو القيم  الممنوعة ثم نوحد المقامات

 أو نضرب الطرفين في الوسطين ونحل المعادلة الناتجة بطريقة عادية.

 : مثال 

 المعادلات التالية: حل في مجموعة الأعداد المركبة 

    
2

2 2 3 1 5i z i z i z      . 

 
   2 1 3 2

1 1

i z i z

iz z i

  


  
. 

  الحل :

  المعادلة   
2

2 2 3 1 5i z i z i z       تكافئ

   2 2 3 1 2 1 5i z i z i z        تكافئ 2 2 6 5i z i z iz      أي

 2 2 6 5i i z i      وبالتالي 4 7 5i z i    ومنه
5 1 3

4 7 5 5

i
z i

i


  


. 

وأخيرا المعادلة    
2

2 2 3 1 5i z i z i z       تقبل حلا وحيدا هو
1 3

5 5
z i  

  المعادلة
   2 1 3 2

1 1

i z i z

iz z i

  


  
 . 

1القيم الممنوعة :  0z i     1و 0iz   1وبالتاليz i    و
1

z
i

   أيz i   

1zأي  i   وz i. 

1zمن أجل كل  i   وz i  المعادلة
   2 1 3 2

1 1

i z i z

iz z i

  


  
تكافئ  

      2 1 3 1 2 1i z z i i iz z           بعد نشر الطرفين والتبسيط نجد

     2 21 2 3 3 1 2 2i z iz i i z i z          2ومنه 3 3z i     وبالتالي

3 3

2 2
z i   . 

وأخيرا المعادلة 
   2 1 3 2

1 1

i z i z

iz z i

  


  
تقبل حلا وحيدا هو  

3 3

2 2
z i  . 

 

 



 

 

5 

  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 ؟  zو  zمعادلة بها   ي .كيف نحل ف11

 طريقة :

  نضعz x iy    و. 

  أي على الشكل  ننشر  ونكتب على الشكل  

  : و    تكافئ  من تعريف العدد المركب المعدوم  

 مثال :

 المعادلتين التاليتين: عداد المركبة حل في مجموعة الأ 

1)   . 

2)    

 الحل :

 .و   .نضع    حلالمعادلة  (1

تكافئ  المعادلة 

بعد نشر وتبسيط الطرفين     

 نجد 

. ننقل الطرف الثاني الى الطرف الأول ونكتبها  

أي   تكافئ  أي  على الشكل 

 . تقبل حلا وحيدا هو  ومنه المعادلة  

 ومنه  نضع .     عادلةحل الم( 2

تكافئ  تكافئ  المعادلة 

  أي  

 .أو   تكافئ  (2)المعادلة 

  وبالتالي  أو  تكافئ  تكافئ  (1)المعادلة  حالة

 .أو    

  أو   ومنه  أي  تكافئ  (1)المعادلة  حالة

 .أو   وبالتالي  

 هي  وأخيرا مجموعة حلول المعادلة 

 

z x iy 

   ..... ....... 0i 0X iY 

0X iY 0X 0Y 

 2 (1 ) (1 ) 2iz i z iz i    

2 4 5 0z z  

 2 (1 ) (1 ) 2iz i z iz i    z x iy z x iy 

 2 (1 ) (1 ) 2iz i z iz i    

        2 1 1 2i x iy i x iy i x iy i         

3 2 2 2x ix y iy x ix y iy i        

0X iY    2 2 1 0y x y i      
2 0

2 1 0

y

x y

  

   

5

2

x

y




 
 2 (1 ) (1 ) 2iz i z iz i    5 2z i 

2 4 5 0z z  z x iy z x iy 

2 4 5 0z z   
2

4( ) 5 0x iy x iy    

2 2 4 5 (2 4 ) 0x y x i xy y     
 

2 2 4 5 0

2 0...................(2)

......(1)x y x

y x

    


 

0y 2x 

0y 2 4 5 0x x  1x 5x  

1 0 1z i  5 0 5z i    

2x 24 8 5 0y   2 7y 7y 

7y  2 7z i 2 7z i 

2 4 5 0z z   1 , 5 , 2 7 , 2 7S i i   
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 معادلة من الدرجة الثانية  ذات معاملات حقيقية  ؟  في  .كيف نحل11

 طريقة:

حقيقية و  حيث  :  لتكن المعادلة ذات المجهول العدد المركب 

. 

 نحسب المميز 

 .تقبل حلا حقيقيا مضاعفا هو  ، المعادلة  إذا كان  (1

تقبل حلين حقيقيين متمايزين هما :  ، المعادلة  إذا كان  (2

 . 

تقبل حلين مركبين مترافقين هما :  ، المعادلة  ان إذا ك (3

 . 

 مثال:

 التالية : المعادلات ذات المجهول  حل في مجموعة الأعداد المركبة 

1)        ،2)         ،3)  

 الحل :

 ومنه المعادلة  . المميز   (1

 .   تقبل حلا حقيقيا مضاعفا هو 

 ومنه المعادلة  . المميز   (2

تقبل حلين حقيقيين متمايزيين هما  

 

 .إذن  

تقبل حلين  ومنه المعادلة  . المميز  ( 3

 مركبين مترافقين  هما  

 .إذن  

   .كيف نحل معادلة من الدرجة الثالثة  ذات معاملات حقيقية عُلم أحد حلولها؟12

  حيث   :  طريقة

z2 0a z bz c  , ,c b a

0a 

2 4b ac  

02 0a z bz c  
2

b
z

a


0 2 0a z bz c  

1 2,
2 2

b b
z z

a a

     
 

0 2 0a z bz c  

1 2,
2 2

b i b i
z z

a a

     
 

z

2 4 4 0z z  2 5 6 0z z  2 1 0z z  

2 4 4 0z z  16 4(1)(4) 16 16 0     2 4 4 0z z  

4
2

2 2

b
z

a
    2S 

2 5 6 0z z  25 4(1)(6) 25 24 1     2 5 6 0z z  

1 2

5 1 5 1
2 , 3

2 2 2 2

b b
z z

a a

       
     

 2 , 3S 

2 1 0z z  21 4(1)(1) 3 3i     
2 1 0z z  

1 2

1 3 1 3
,

2 2 2 2

b i i b i i
z z

a a

         
   

1 3 1 3
,

2 2 2 2
S i i

  
     
  

3 2( )P z z z z      0a 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

يُحلل كما يلي   فإن  هو أحد حلول المعادلة   :إذا كان  نحلل 

 . 

  ننشر ونبسط ونطابق ثم نحل جملة لتعيين 

 أو     تؤول الى  

 بحيث   كثير الحدود في  ليكن مثال : 

 وماذا تستنتج ؟  أحسب  (1

 . حلل  (2

 .حل المعادلة  (3

 الحل :

 . هو  حل للمعادلة   ومنه    (1

. ننشر ونبسط ونرتب  فنجد    (2

  

  وبالتالي   ومنه  بالمطابقة نجد

 .   أو   تكافئ     (3

أو   بالمميز فنجد  و نحل المعادلة    معناه  

 . 

 . ،      ،         تقبل ثلاث حلول هي  :  المعادلة 

 .كيف نجد طويلة عدد مركب معطى على شكله الجبري ؟13

 طريقة :

  ليكن

   نطبق القانون . 

 اجة إليها :ونستعمل الخواص التالية حسب الح

  

  ،     ،      ،        ،      أحسب     و    ليكن مثال :

 

 

 P z( ) 0P z  P z

    2P z z az bz c   

; ;c b a

( ) 0P z 0z  2 0az bz c  

P
3 2( ) 4 6 4P z z z z   

 2P

( )P z

( ) 0P z 

 2 0P 2  0P z 

    22P z z az bz c   

   3 2( ) 2 2 2p z az b a z c b z c     

1

2 4

2 6

2 4

a

b a

c b

c


   


 
  

1

2

2

a

b

c




 
 

    22 2 2P z z z z   

( ) 0P z 2 0z  2 2 2 0z z  

2 0z  2z 
2 2 2 0z z  1z i 

1z i 

( ) 0P z 21 i1 i

z x iy 

2 2 .z x y z z  

' . ' ; ; ; ; ' '
' '

nn
zz

z z z z z z z z z z z z
z z

      

3 4z i ' 1z i z'z'z z
'

z

z

4z
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

  الحل :

  .     ،       ،   ،

  

 ؟  كيف نقرأ بيانيا طويلة عدد مركب.14

 طريقة :

نقطة من المستوي المنسوب إلى معلم متعامد متجانس مباشر   حيث   نستعمل

 . لاحقتها  

. عين بيانيا طويلة لواحق كلا من توي المنسوب إلى معلم متعامد متجانس مثال : المس

 . 
  

 

 

 

 

 

 

 

 الحل :

       ،    ،

 . 

 .كيف نفسر هندسيا طويلة عدد مركب  ؟15

 طريقة :

نقطتان  متمايزتان   و   . المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد متجانس 

  و  ترتيب لاحقتاهما على ال  وتختلفان عن 

       ،      ، . 

        ،. 

 مثال:

ثلاث نقط  ، نعتبر المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد متجانس 

 على الترتيب.لواحقها 

3 4 9 16 5z i    ' 2z ' 5 2z z 
5 5 2

' 22

z

z
 

4 45 625z  

Mz

Mz OMM

( ; ; )O u vz x iy 

( ; ; )O u v

, ,E C A

9 4 13Az OA   1 9 10Ez OE   

1 4 5Cz OC   

 , ,O u vAB

OAzBz

Az OABz OBB Az z AB 

A

B

z OA

z OB
C A

B A

z z AC

z z AB






 , ,O u v, ,C B A

2 , 5 , 2C B Az i z i z i    
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 . واستنتج طبيعة المثلث   أحسب 

 الحل :

  

 

 

 متساوي الساقين. ومنه المثلث   لدينا 

 وم معطى على شكله الجبري ؟.كيف نجد عمدة عدد مركب  غير معد16

 لدينا الحالات التالية :

 .  و  حيث   عدد حقيقي موجب تماما أي    الحالة الأولى :

 .  طريقة :

 .    ،      أوجد : مثال

 .،            الحل :

 .  و  حيث   عدد حقيقي سالب  تماما أي    الحالة الثانية  :

 .  طريقة:

 .    ،      أوجد : مثال

 .،            الحل :

 .  و  حيث   عدد تخيلي صرف أي    الحالة الثالثة:

 .  طريقة:

 .    ،      أوجد : مثال

 .،            الحل :

 .  و  حيث   عدد تخيلي صرف أي    الحالة الرابعة:

 .  طريقة:

 .    ،      أوجد : مثال

 . ،           الحل :

 .عدد مركب حيث     الحالة الخامسة:

; ;AB AC BCABC

5 2 3 2 9 4 13B AAB z z i i i          

2 2 2 3 4 9 13C AAC z z i i i          

2 5 5 25 1 30C BBC z z i i i          

AB ACABC

zz a*a0a 

 arg 0 2z 

 arg 5arg( 3)

   arg 5 0 2   arg 3 0 2

zz a*a0a 

 arg 2z  

 arg 2
1

arg
2

 
 
 

   arg 2 2   
1

arg 2
2

 
 
  
 

zz ai*a0a 

 arg 2
2

z




 arg 2iarg( )i

   arg 2 2
2

i


   arg 2
2

i




zz ai*a0a 

 arg 2
2

z


 

 arg 2iarg( )i

   arg 2 2
2

i


     arg 2
2

i


  

zz x iy 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

  حيث   و  حيث      نضع  طريقة:

 باستعمال قوانين والنسب  المثلثية.  ونحصل على 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  كلما احتجنا إلى ذلك  :ونستعمل الخواص التالية 

       ،     ،

     ،        ، . 

 مثال:

 ،       ،    ،      أوجد 

 

 الحل : 

 أي   :   لدينا   حساب      

z r2 2r x y  arg 2z  

cos

sin

x

r

y

r









 




     arg ' arg arg 'z z z z    arg arg arg '
'

z
z z

z

 
  

 

   arg argz z    arg argnz n z 
1

arg arg z
z

 
  

 

 arg 3 iarg(1 3)i arg 2 2i  arg 3 3i 

 arg 3 i3r i 2r 

       

    3

2 
   

  3

2
     


2



3



4



6


0

10
1

2

2

2
1cos

01
2

2

1

2
0sin
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

  وبالتالي   و  لدينا  حيث   نضع  

 .تقع في الربع الأول ومنه نستنتج أن  العمدة   

 أي   :   لدينا   حساب      

وبالتالي  و   لدينا  حيث   نضع  

 .تقع في الربع الرابع ومنه نستنتج أن  العمدة 

  أي   : لدينا   حساب      

وبالتالي  و    لديناحيث   نضع  

أي   تقع في الربع الثاني ومنه نستنتج أن   العمدة 

    

 أي   :  لدينا حساب      

  و    لدينا  حيث   نضع  

أي   تقع في الربع الثالث  ومنه نستنتج أن  العمدة  التاليوب

. 

  :12 مثال

 . و                ليكن 

   arg 3 2i   

3
cos

2

1
sin

2









 


cos 0 sin 0 

   arg 3 2
6

i


 

arg(1 3)i1 3r i 2r 

 arg(1 3) 2i   

1
cos

2

3
sin

2









  


cos 0 sin 0

 arg(1 3) 2
3

i


  

 arg 2 2i 2 2r i  2 2r 

   arg 2 2 2i    

2
cos

2

2
sin

2






 








cos 0sin 0 

   arg 2 2 2
4

i


    

   
3

arg 2 2 2
4

i


  

 arg 3 3i 3 3r i  2 3r 

   arg 3 3 2i    

3
cos

2

1
sin

2






 


  


cos 0sin 0

   arg 3 3 2
6

i


    

   
5

arg 3 3 2
6

i


  

1 1z i 
2 3z i 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 ،     ،   ،    ،       أوجد  

 الحل : 

  لدينا        ،   . 

     أي   . 

        أي . 

 . 

 ؟  .كيف نقرأ بيانيا عمدة عدد مركب17

 طريقة :

هي الوحدة على محور الفواصل و شعاع   حيث  نقرأ

 . و   الزاوية الموجهة المشكلة من الشعاعين 

 مثال :

. عين بيانيا عمدة لواحق كلا من المستوي المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  مباشر

 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 نقرأ بيانيا الحل :

 . أي   

 . أي   
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 . أي   

و   . لأن  أي   

 

المستقيم هو منصف الربع الثاني والربع  . لأن أي   

 الرابع.

و   . لأن  أي   

 

و   . لأن  أي   

 

و   . لأن  أي   

 

. لأن المستقيم هو منصف الربع الثاني والربع  أي   

 الرابع.

و   . لأن  أي   

. 

و   . لأن  أي   

. 

الربع . لأن المستقيم هو منصف الربع الأول و  أي   

 الثالث.

. لأن المستقيم هو منصف الربع الأول والربع  أي   

 الثالث.
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 . كيف نفسر هندسيا عمدة عدد مركب  غير معدوم ؟18

نقطتان  متمايزتان   و   . المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد متجانس 

 . و  لاحقتاهما على الترتيب   وتختلفان عن 

 طريقة :

       ،      ،  . 

   

   تختلف عن  ، مع . 

 :11مثال

نقطتان بحيث Bو A،المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد متجانس 

 
 على الترتيب.

 وفسر ذلك  هندسيا.  ،      ،      أحسب 

 الحل :

 . حيث   ونفسر ذلك هندسيا بأن     

 . حيث   ونفسر ذلك هندسيا بأن     

ونفسر ذلك هندسيا بأن  أي      

 . حيث   

 :12مثال

ثلاث نقط    ، نعتبر المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد متجانس 

لواحقها 
 

 على الترتيب.

 وفسر ذلك  هندسيا.  أحسب 

 الحل :

 .ومنه  
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

و   لمستقيمان أي ا  حيث   نفسر ذلك هندسيا بأن 

 متعامدان. 

 ؟ . كيف نعين قيسا لزاوية موجهة  19

 طريقة :

  . 

   

 مثال :

;، نعتبر النقط في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ;C B A  و

D : لواحقهما على الترتيب   .

 . عين لاحقة الشعاع  

 .عين قيسا للزاوية الموجهة   (1

 .عين قيسا للزاوية الموجهة   (2

 الحل :

1)  

  و منه   لدينا

 . وبالتالي 

2) . 

  أي   

 وبالتالي 

  أي  

 . كيف نجد الشكل المثلثي والأس ي لعدد مركب مكتوب على شكله الجبري  ؟21

 طريقة :

 و نعين عمدة له   نعين طويلته . 

 . هو   للعدد المركب فيكون الشكل المثلثي 

 ; 2
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 . هو   ويكون الشكل الأس ي للعدد المركب 

 : مثال

 أكتب الأعداد المركبة التالية على الشكل المثلثي ثم الأس ي :   

      ،           ، 

 الحل : 

    أي   :   لدينا      

ومنه  حيث   نضع     arg 3 3 3 2
6

i


  

 . هو   لمركب الشكل المثلثي للعدد ا

 . هو   الشكل الأس ي للعدد المركب 

  

      أي   لدينا 

 . حيث   نضع  

 . هو   الشكل المثلثي للعدد المركب 

 . هو   الشكل الأس ي للعدد المركب 

            لدينا  ،      

 .ومنه  حيث   نضع  

 . هو   الشكل المثلثي للعدد المركب 

 . هو   س ي للعدد المركب الشكل الأ
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 كيف ننتقل من  الشكل المثلثي والأس ي لعدد مركب إلى شكله الجبري  ؟ .21

 طريقة :

  ننشر عبارة الشكل المثلثي  ) أو الأس ي(ونحسب القيم المضبوطة للعمدة فنحصل على الشكل

 الجبري.

  مثال :

 أكتب العددين المركبين التاليين  على الشكل الجبري: 

          ،  

 الحل :

  

  

 ؟   حيث   . كيف نعين طويلة عدد مركب معطى على الشكل 22

 طريقة :

    لأن  

 مثال : 

 ،         أوجد طويلة  كلا من العددين المركبين التاليين

 الحل :

  هي   طويلة . 

  هي   طويلة . 

 ؟   حيث   . كيف نعين طويلة عدد مركب معطى على الشكل 23

 طريقة :

    لأن  

 مثال : 

 ،         أوجد طويلة  كلا من العددين المركبين التاليين

 الحل :

  هي   طويلة . 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

  هي   طويلة . 

 ؟   حيث   . كيف نعين عمدة عدد مركب معطى على الشكل 24

 طريقة :

  لأن  فإن  إذاكان

 . 

  فإن  إذاكان  

 مثال : 

 ،        ددين المركبين التاليين أوجد عمدة   لكل  من الع

 الحل :

   أي. 

       . 

 ؟   حيث   . كيف نعين عمدة عدد مركب معطى على الشكل 25

 طريقة :

   

 مثال : 

 ،        أوجد عمدة   لكل  من العددين المركبين التاليين 

 الحل :

        فإن :             و      بما أن

 .أي  

     فإن  :          و         بما أن

 .أي  

 .كيف نطبق دستور موافر ؟26

 طريقة:

 .نكتب العدد المركب المعطى داخل الأقواس على الشكل المثلثي 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

  نطبق دستور موافر : من أجل كل عدد  ،

 . 

  عين الشكل المثلثي للعدد المركب  : 11مثال . 

 : الحل 

  على الشكل المثلثي فنجد نكتب  العدد      . 

 نطبق دستور موافر  فنجد :

 . عين الشكل الجبري للعدد المركب  : 12مثال  

 الحل :

 

 

                                                                                                           

 

 . أحسب    : 13مثال 

 الحل :

 

 

 من الشكل الجبري والمثلثي لعدد مركب؟ و   وطة لـ .كيف نستنتج القيم المضب27

 طريقة:

و   كما يلي:  نطابق بين الشكل المثلثي والجبري  للعدد المركب الذي عمدته 

 الجزء التخيلي  من الشكل الجبري لهذا العدد والجزء الحقيقي و  حيث   

 طويلته من الشكل المثلثي.

n
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 مثال :

 . و                ليكن

،     ،    ،      أوجد  الشكل المثلثي لكل من   (1

 . 

 . و   أوجد الشكل الجبري لكل من  (2

     و   ثم     و   استنتج القيم المضبوطة لكل من  (3

 الحل :

 حساب الشكل المثلثي: (1

  شكله المثلثي هو      

  شكله المثلثي هو      

  شكله المثلثي  

 . أي  

  ثلثي شكله الم 

 . أي  

 حساب الشكل الجبري: (2

     ، 

 استنتاج القيم المضبوطة: (3

     و     

 ولدينا الشكلين الجبري والمثلثي له:  هي عمدة للعدد المركب   

 بالمطابقة نجد : و         
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

        ،. 

    و    . 

 :ولدينا الشكلين الجبري والمثلثي له  هي عمدة للعدد المركب   

 بالمطابقة نجد : و         

        ،. 

 مرتبطان خطيا؟ و   . كيف نبين أن شعاعين 28

 طريقة:

 أو    أي   يساوي عدد حقيقي   نبين أن 

 مثال :

   و     . بين أن و     شعاعان لاحقتاهما على الترتيب   و     

 مرتبطان  خطيا.

 الحل : 

 طان  خطيا.مرتب   و     ومنه  

 متعامدان؟ و   . كيف نبين أن شعاعين 29

 :11طريقة 

  :  نستعمل الجداء السلمي  

 : 12طريقة

  أو    تخيلي أي    نبين أن. 

 مثال :

و     . بين أن و     شعاعان لاحقتاهما على الترتيب   و     

 متعامدين.   
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 الحل :

 :11الطريقة 

نستعمل الجداء السلمي.    و  أي  و     لدينا 

 متعامدان.   و     ومنه  

 :12الطريقة 

 متعامدين.   و     ومنه  

 متوازي أضلاع   ؟ . كيف نبين أن الرباعي 31

 :11طريقة 

  .  أي   نبين أن    --

 

 

 :12طريقة 

 

متناصفان  )لهما نفس المنتصف( أي   و   نبين أن القطران     ---

 

 :11مثال 

م النقط   . المستوي منسوب إلى معلم متعامدو متجانس
ّ
التي  عل

 .    لواحقها على الترتيب :

 متوازي الأضلاع. بين أن الرباعي 

 :الحل 

 نبين أن  : 11الطريقة

 

  

  الرباعي وبالتالي  ومنه 

 متوازي الأضلاع.

 متناصفان.  و   نبين أن القطران   :12الطريقة  

 و      
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 متوازي الأضلاع. ومنه القطران متناصفان وبالتالي الرباعي 

 :12مثال 

م النقط   . المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس
ّ
التي لواحقها  عل

 .    على الترتيب :

 متوازي الأضلاع. حتى يكون  الرباعي  أوجد 

 الحل :

 متوازي الأضلاع  معناه   

 ومنه   أي   

. 

 

 

 معين ؟ . كيف نبين أن الرباعي 31

 :11طريقة 

 المعين هو متوازي أضلاع فيه ضلعان متجاوران متقايسان .

  و نبين أن . 

  :12طريقة 

 المعين  هو متوازي أضلاع فيه القطران متناصفان  ومتعامدان.

  و نبين أن   

   و  

 :11مثال 

  . المستوي منسوب إلى معلم متعامدو متجانس

م
ّ
التي لواحقها على الترتيب : النقط   عل

    . 

 معين. بين أن الرباعي 

 : الحل

 متوازي أضلاع فيه ضلعان متجاوران : نبين ان 11الطريقة 

 . و أي  و متقايسان
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

  و   لدينا من جهة  

 متوازي أضلاع. وبالتالي  ومنه 

   لدينا من جهة أخرى                                                            

 .ومنه   و     

 معين. وبالتالي   و     وأخيرا  

 متوازي أضلاع  فيه القطران متناصفان ومتعامدان. نبين أن : 12الطريقة 

  متوازي أضلاع  . بينا سابقا أن 

ومنه القطران متناصفان  و      

ان لأن الجداء السلمي لهما متعامد  و   هذا من جهة ومن جهة أخرى لدينا 

 معدوم.

 معين. متناصفان ومتعامدان إذن  و   القطران  وأخيرا 

 مربع ؟ . كيف نبين أن الرباعي 32

 :11طريقة 

 المربع هو متوازي أضلاع فيه ضلعان متجاوران متقايسان ومتعامدان.

  . و  و  نبين أن 

 :12طريقة 

 ان متناصفان  و  متقايسان ومتعامدان.المربع هو متوازي أضلاع فيه القطر 

 و     و نبين أن :

 مثال :

م النقط   . المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس
ّ
التي  عل

 .    لواحقها على الترتيب :

 مربع. بين أن الرباعي 

 الحل :

 :11الطريقة 

  و  و  نبين ان .  

    ومنه   و

. 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

      ومنه  و

. 

      ومنه   و 

 مربع. الرباعي  وأخيرا

 

 

 :12الطريقة 

متناصفان ومتقايسان ومتعامدان  أي   و   القطران  ونبين أن ---

 و   و      و نبين :   

  بينا  في الطريقة الأولى أن 

  ومنه  و

 القطران متناصفان .

    ومنه  و

 

      اي  ومنه   و. 

 مربع. الرباعي  وأخيرا       

 مستطيل؟ . كيف نبين أن الرباعي 33

 :11طريقة 

 المستطيل  هو متوازي أضلاع فيه ضلعان متجاوران متعامدان  وغير متقايسان.

  . و  و  نبين ان     ---

 :12طريقة 

 المستطيل هو متوازي أضلاع فيه القطران متناصفان  و  متقايسان .

  .وو نبين أن   ---

 مثال :

  . منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس المستوي 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

م النقط  
ّ
التي لواحقها على الترتيب : عل

    . 

  مستطيل. بين أن الرباعي 

 الحل :

 :11الطريقة 

  و  و  نبين ان .  

    ومنه  و. 

  و  

 .ومنه 

      ومنه   و 

 مستطيل. الرباعي  وأخيرا

 :12الطريقة 

 متناصفان ومتقايسان  أي نبين :  و   و القطران نبين أن  

 .  و        و                

  بينا  في الطريقة الأولى أن 

  ومنه القطران  و

 متناصفان .

    ومنه  و

 
 مستطيل. الرباعي  وأخيرا       

 في استقامية ؟ نقط  3 . كيف نبين أن 34

 طريقة:

 يث ح أي  مرتبطين خطيا أي   و    نبين أن

  

 مثال :  

التي  النقط  تعطى  في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس

 .    لواحقها على الترتيب :
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 في استقامية. النقط   بين أن

 الحل :

 نبين أن 

 
 

 

 ؟  متساوي الساقين رأسه  . كيف نبين أن المثلث 35

 طريقة:

  أي  نبين أن   . 

 مثال :  

  لمنسوب إلى معلم متعامد و متجانسفي المستوي ا

 التي لواحقها على الترتيب النقط  تعطى 

 :    . 

 متساوي الساقين رأسه  المثلث  بين أن

 الحل :

  نبين أن 

   أي 

 .متساوي الساقين رأسه  المثلث  وبالتالي

 متقايس  الأضلاع  ؟ . كيف نبين أن المثلث 36

 :1طريقة

  نبين أن  

 :2طريقة

  أو     و     نبين أن
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 مثال :  

التي  النقط  تعطى  في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس

 .    لواحقها على الترتيب :

 متقايس الأضلاع. المثلث  بين أن

 الحل :

 نبين أن  1الطريقة  :  

 

  

  

  ومنه 

 متقايس الأضلاع. وبالتالي المثلث 

 2الطريقة: 

      

 . معناه   

 متقايس الأضلاع. ومنه المثلث  أي و  

 ؟  قائم في   . كيف نبين أن المثلث 37

 :1طريقة

  استعمال مبرهنة فيثاغورس:   نبين أن        

 :2طريقة

  استعمال الجداء السلمي :   نبين أن    : 

 :3طريقة

  تخيلي صرف.        أي      نبين أن 

 مثال:

التي  النقط  تعطى  المنسوب إلى معلم متعامد و متجانسفي المستوي 

 .    لواحقها على الترتيب :

 .قائم  في  المثلث  بين أن
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 الحل :

  نبين أن  1الطريقة :  

 . ومنه   لدينا :

 . ومنه   لدينا :

  لدينا :

 . ومنه  

 .قائم  في  ومنه المثلث  إذن 

 نبين أن 2الطريقة : 

 .قائم  في  وبالتالي المثلث  ومنه  و   لدينا 

 تخيلي صرف : نبين أن 3الطريقة 

 .قائم  في  ومنه المثلث  

 ؟  من حسابنا لـ  . كيف نستنتج طبيعة مثلث 38

على ثلاث نقط مختلفة مثنى مثنى من المستوي المركب ، لواحقها  لتكن 

 .و          التوالي : 

 طريقة :

  أو   و      إذ ا كان  (1

 متساوي الساقين. قائم  في   فإن المثلث

  أو   و      إذ ا كان  (2

 متقايس الأضلاع.  فإن المثلث

 فإن المثلث  حيث    و      إذ ا كان  (3

 متساوي الساقين. 

 و       حيث    إذ ا كان  (4
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 . قائم  في   فإن المثلث  أو            

 :11مثال 

ثلاث نقط  ، نعتبر المركب منسوب إلى معلم متعامد متجانس  المستوي 

على الترتيب. أحسب الطويلة وعمدة للعدد المركب لواحقها 

 .واستنتج طبيعة المثلث 

 الحل :

 

  أي أي  لدينا من جهة  

  أي  ومن جهة أخرى  

 و متساوي الساقين. قائم في النقطة   ومنه المثلث 

 : 02مثال 

، لواحقها على ثلاث نقط من المستوي المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  ,,

 .،  ،  الترتيب 

 متقايس الأضلاع. واستنتج أن المثلث أحسب الطويلة وعمدة للعدد

 الحل :

 . حيث   أو  و نبين أن 

 

   

 . أي  ومنه 

 حيث  فإن    هي  عمدة لـ إذا كانت  

 متقايس الأضلاع. ثلث ومنه الم أي 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 : 13مثال 

، لواحقها على ثلاث نقط من المستوي المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  ,,

 .  الترتيب 

 .واستنتج طبيعة  المثلث أحسب 

 الحل : 

 

متساوي  والمثلث   ومنه   

 الساقين.

 :14مثال 

ثلاث نقط  ر ، نعتبالمستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد متجانس 

على الترتيب. أحسب الطويلة وعمدة للعدد   لواحقها 

 .واستنتج طبيعة المثلث المركب 

 الحل :

. 

 . قائم في  ومنه المثلث  و   

 ؟ وطول نصف قطرهامركزهاتنتمي إلى دائرة نقطة كيف نبين أن  39

 طريقة:

  نبين أن . 

  نستنتج أن . 

 مثال :

التي طول  نصف  تعطى الدائرة  وب إلى معلم متعامد ومتجانسفي المستوي المنس

  ذات اللاحقة   النقطة  . بين أن و لاحقة مركزها قطرها 

 .تنتمي إلى الدائرة 

 الحل : 

  نبين أن .  
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

  

 . ومنه نستنتج أن 

 

 

 

 

 ؟علم مركزها   تنتمي إلى  نفس الدائرة نقط  3 . كيف نبين أن 41

 طريقة:

 بين أن ن . 

 .هذه الأطوال أنصاف أقطار  

 مثال :

التي  النقط  تعطى  في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس

 .    لواحقها على الترتيب :

  التي لاحقة مركزها  تنتمي إلى الدائرة   النقط   بين أن

 :الحل 

  نبين أن . 

  

 

 

  تنتمي إلى الدائرة    النقط  ومنه 

  ونصف قطرها  التي لاحقة مركزها 

 ؟  تنتمي إلى  نفس الدائرة نقط  4. كيف نبين أن 41

 طريقة:

 نبين أن   

 مثال :  

التي  و  النقط  تعطى  في المستوي المنسوب إلى معلم متعامدو متجانس

 .    لواحقها على الترتيب :

  تنتمي إلى نفس الدائرة    و  النقط   بين أن
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 الحل :

 نبين  أن 

 

  تنتمي إلى نفس الدائرة    و  النقط  ومنه 

 

 

 ؟  بحيث  . كيف نعين مجموعة النقط   42

 طريقة :

   معناه . 

    وطول نصف قطرها هي دائرة مركزها    بحيث  مجموعة النقط

       

 مثال :

 التالية :من المستوي  في كل حالة من الحالات عين مجموعة النقط   

1)       ،2     )   ،3     )

. 

 الحل :

حيث  من الشكل   تكافئ    (1

من المستوي   التي تحقق . إذن مجموعة النقط    

 .     وطول نصف قطرها هي دائرة مركزها  

أي   تكافئ   (2

 من الشكل  تكافئ  

 . حيث 

دائرة هي  من المستوي   التي تحقق إذن مجموعة النقط     

 .     وطول نصف قطرها مركزها 

 أي  تكافئ  تكافئ    (3
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من المستوي   التي . إذن مجموعة النقط    حيث  من الشكل   

 .     وطول نصف قطرها هي دائرة مركزها  تحقق 

 ؟  بحيث  . كيف نعين مجموعة النقط   43

 طريقة :

   معناه . 

    محور القطعة المستقيمة هي    بحيث  مجموعة النقط

   . 

 مثال :

 من المستوي  في كل حالة من الحالتين التاليتين :عين مجموعة النقط   

1)       ،2)        

 الحل :

من الشكل   تكافئ   (1

 . و     حيث  

       هي محور القطعة المستقيمة    بحيث  مجموعة النقط   

 . و    حيث 

  تكافئ  تكافئ  (2

 

   حيث  من الشكل   (3

 . و  

       محور القطعة المستقيمة    بحيث  مجموعة النقط   

 . و    حيث 

 حقيقيا ؟  بحيث   . كيف نعين مجموعة النقط 44

  :01طريقة 

  بـ  نعوض كل . 

  نكتب العبارة الناتجة بعد التعويض على الشكل . 

  إذا وفقط  إذا كان   يكون . 

 و أو علاقة بين   و عادلة  لنجد نحل الم  . 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

  :02طريقة 

    حيث     أو   معناه . 

 مثال :

 حقيقيا. من المستوي حتى يكون   . عين مجموعة النقط  ليكن 

 الحل :

 تحليليا: 11الطريقة 

  من أجل كل 

  في عبارة  بـ  نعوض كل :

. 

  عل الشكل الجبري أي   نكتب  

 

  أي   إذا وفقط  إذا كان   يكون. 

 من المستوي   مجموعة النقط 

 حقيقيا هي حتى يكون 

  مستقيم  

 باستثناء   معادلته  

 . النقطة 

 هندسيا: 12الطريقة 

 أو تكافئ    أو   معناه   

  

 ( .و   )حيث   أو  تكافئ

  و    تكافئ   أو  و    معناه 

 .و تنتمي للمستقيم  تقامية معناه في اس النقط  أو
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

حيث حقيقيا هي المستقيم من المستوي حتى يكون   : مجموعة النقط الخلاصة 

 . باستثناء النقطة   

 تخيليا صرفا ؟  بحيث   . كيف نعين مجموعة النقط 45

  : 11طريقة

  بـ  نعوض كل . 

  نكتب العبارة الناتجة بعد التعويض على الشكل . 

  إذا وفقط  إذا كان   يكون . 

  و أو علاقة بين   و نحل المعادلة  لنجد  . 

  :02طريقة 

    حيث     أو   معناه تخيلي صرف . 

 مثال :

  من   . عين مجموعة النقط  نأخذ نفس التمرين السابق :ليكن

 تخيليا صرفا. المستوي حتى يكون 

 تحليليا : 11الطريقة 

 الحل :

  كل من أجل 

 وجدنا

  أي   إذا وفقط  إذا كان   يكون. 

  معادلتها      تخيليا صرفا هي دائرة  من المستوي حتى يكون   مجموعة النقط

وطول نصف   مركزها     أي   

 . باستثناء النقطة  قطرها 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 هندسيا:  12الطريقة 

 . حيث     أو   معناه تخيلي صرف   

   أو تكافئ  

 ( .و   )حيث   أو  تكافئ

تنتمي للدائرة التي  تكافئ   أو  و    معناه 

 . باستثاء النقطة   قطرها 

تخيليا صرفا هي الدائرة التي   من المستوي حتى يكون   الخلاصة :    مجموعة النقط 

 . باستثناء النقطة   حيث  قطرها

 ؟  بحيث   .كيف نعين مجموعة النقط 46

 طريقة:

  يشكل زاوية مع  هي  مستقيم   بحيث   مجموعة النقط

 . باستثناء المبدأ محور الفواصل قيسها

 أو   معناه   انتبه إلى أن   (1

 مثال :

 في المستوي المركب  التي تحقق :  عين مجموعة النقط 

1)        ،2 )    

 الحل :

 أو      معناه   (1

 . ور التراتيب باستثناء المبدأ هي مح  أي مجموعة النقط 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

أي أو معناه     (2

 الذي هي مستقيم   مجموعة النقط 

 يشكل زاوية مع محور الفواصل 

 تختلف  .  )باستثناء المبدأ قيسها 

 (. عن المبدأ

 على أساس يمكن تعيين معادلة   

 . أي   يشمل المبدأ وميله   

  أو   معناه  لاحظ أن. 

 ؟  بحيث   .كيف نعين مجموعة النقط 47

 طريقة:

  هي  نصف  المستقيم   بحيث   مجموعة النقط 

 .نقطة من المستوي المركب بحيث   حيث   باستثناء المبدأ

 في المستوي المركب  التي تحقق :  عين مجموعة النقط  مثال :

1  )      ،2 )   . 

 الحل : 

 أي مجموعة  معناه   (1

 هي نصف مستقيم أي الجزء من محور التراتيب  النقط  

 (. تختلف عن  الذي تكون فيه تراتيب نقطه موجبة تماما.  ) 

 

هي   أي مجموعة النقط  معناه     (2

 الذي يشكل زاوية مع نصف المستقيم 

 .  باستثناء المبدأ محور الفواصل قيسها

 .( تختلف عن المبدأ )                  
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 ؟   و   مع   بحيث   .كيف نعين مجموعة النقط48

 طريقة:

  هي دائرة لاحقة مركزها  فإن مجموعة النقط   تمسح  ثابت و  إذا كان  

 . ونصف قطرها 

  و   هي نصف مستقيم مبدؤه  ثابت فإن مجموعة النقط   متغيرو  إذا كان

 لاحقة شعاع توجيهه .  

 مثال :

 من المستوي بحيث : عة النقط أوجد مجمو 

1)         ،2   ) 

 الحل :

 هندسيا : 11الطريقة

تكافئ     معناه       تمسح  .  و  (1

من  وبالتالي  مجموعة النقط    من الشكل  

و  معادلتها    ونصف قطرها       المستوي هي دائرة  لاحقة مركزها هي    

 . 

 تحليليا: 12الطريقة

أي  ه ومن  نضع 

  

وأخيرا  ومنه   ومنه 

 .   وطول نصف قطرها   وهي معادلة دائرة لاحقة مركزها  

هي نصف مستقيم  ثابت فإن مجموعة النقط   متغيرو  بما أن  (   2

،لاحقة شعاع توجيهه هي    . لدينا   مبدؤه 

 . أي ميله  

أي  ومنه   لأن : نضع 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

ومنه    أي        ومنه 

 أي   

 ونحصل على معادلة نصف المستقيم

 ( ) ميله     هي  

 

 ؟  بحيث   .كيف نعين مجموعة النقط 49

 طريقة:

  هي  نصف  مستقيم مفتوح  بحيث   مجموعة النقط

 . نقطة من المستوي المركب و  حيث   باستثناء    

 :مثال 

 . حقق :في المستوي المركب  التي ت  عين مجموعة النقط 

 : الحل

فإن  إذا كانت معناه  

  معناه  

 هي نصف إذن مجموعة النقط 

   باستثناء  المستقيم  المفتوح  

 نقطة من المستوي المركب حيث 

 و  

 .كيف ننش ئ نقط إحداثياتها أعدادا صماء ؟51

 طريقة:

 طويلة لاحقة هذه النقطة .  نجد 

 وطول نصف قطرها  تي مركزها هذه النقطة تنتمي الى الدائرة ال . 

 . نجد مستقيم يشمل فاصلة أو ترتيبة هذه النقطة 

1 cos
6

0

1 sin
6

x r

r

y r






 


  


3
1

2 0
1

1
2

x r

r

y r


 


  


 

1 1

1 3 1

x y و

x y

  


  

3 3
1

3 3
y x  

3

3

 M z   arg 2Az z   

 M z   arg 2Az z   

 AMAA   ; 2u AM  

 M z arg( 1 2 ) 2
4

z i


  

 arg( 1 2 ) 2
4

z i


   arg( (1 2 )) 2
4

z i


  1 2Az i 

 arg( (1 2 )) 2
4

z i


     ; 2
4

u AM




 M z

 AMA

 1; 2A 

   ; 2
4

u AM




r

Or



 

 

41 

  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 . تكون هذه النقطة هي نقطة  تقاطع الدائرة مع المستقيم 

 : 11مثال 

  :ولتكن النقط  المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانسفي 

  ، ،  التي لواحقها على الترتيب:

م بدون أي حس ّّ   اب وبدون قيم تقريبية وباستعمال الطويلة فقط.علّ

 الحل :

وطول   تنتمي إلى الدائرة التي مركزها  إذن النقط  لدينا 

 . نصف قطرها 

  الجزء الحقيقي   يساوي الجزء التخيلي  أي  لدينا

وتقع  تنتمي إلى المستقيم الذي معادلته  إذن النقطة  

 في الربع الأول لأن  

  الجزء الحقيقي   معاكس  الجزء التخيلي  أي  لدينا

 وتقع تنتمي إلى المستقيم الذي معادلته  إذن النقطة  

 في الربع الرابع لأن 

   الجزء الحقيقي   معاكس  الجزء التخيلي  أي  لدينا

 وتقع  تنتمي إلى المستقيم الذي معادلته  إذن النقطة  

 في الربع الثاني لأن 

 

 

 

 

 

 

 

 : 12ثال م

  :ولتكن النقط  المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانسفي 

  ، ،  التي لواحقها على الترتيب: 

م بدون أي حساب وبدون قيم تقريبية وباستعمال الطويلة  فقط. ّّ   علّ
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 الحل :

  وطول   تنتمي إلى الدائرة التي مركزها   إذن النقطة  و   لدينا

إذن فهي نقطة تقاطع هذه الدائرة مع المستقيم  1وفاصلتها تساوي    نصف قطرها

 في الربع الأول لأن  ،  وتقع  العمودي الذي معادلته 

  تنتمي إلى الدائرة التي   إذن النقطة  و   لدينا

إذن فهي نقطة تقاطع هذه الدائرة  وترتيبتها تساوي   وطول نصف قطرها   مركزها 

في الربع الرابع لأن  ،  وتقع  الأفقي الذي معادلته  مع المستقيم

 

  تنتمي إلى الدائرة التي مركزها   إذن النقطة  و   لدينا  

إذن فهي نقطة تقاطع هذه الدائرة مع المستقيم  وترتيبتها تساوي   وطول نصف قطرها 

 في الربع الثاني لأن  ،  وتقع  الأفقي الذي معادلته 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ؟   . كيف نعين لاحقة النقطة  أو النقط الصامدة ) المضاعفة( بتطبيق 51

 طريقة:

  أي   نحل المعادلة  

 حل أو حلول هذه المعادلة هي لواحق النقط الصامدة ) المضاعفة(

 مثال :

من المستوي في نفسه  ، نعتبر التطبيق المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس

بحيث من أجل كل   التي لاحقتها   النقطة   التي لاحقتها  ل نقطة والذي يرفق بك

 . . عين النقط الصامدة بالتحويل  ،   

 :الحل 

 أي   تكافئ   .   نحل المعادلة 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

و . توجد نقطتان صامدتان  نحل المعادلة باستعمال المميز فنجد  

 . و  لاحقتاهما 

وكيف نجد صورة نقطة   ة للإنسحاب  الذي لاحقة  شعاعه . كيف نعين الكتابة المركب52

 ودائرة  بهذا الإنسحاب ؟

 طريقة:

    العبارة المركبة . 

  لنجد  صورة   بـ   نعوض . 

   بالإنسحاب  الذي   وطول نصف قطرها   التي لاحقة مركزها  صورة  دائرة

  ف قطرها وطول نص  لاحقة مركزها   هي دائرة    لاحقة  شعاعه 

 بهذا الإنسحاب. هي صورة  حيث 

 مثال :

 في المستوي المركب .   الذي لاحقة شعاعه      نعتبر الإنسحاب  

 أعط الكتابة المركبة لهذا الإنسحاب.  (1

 بهذا الإنسحاب.  صورة النقطة     أوجد اللاحقة    (2

ذا بهطول نصف قطرها   التي لاحقة مركزها  أوجد صورة الدائرة  (3

 الإنسحاب.

 الحل :

  أي  الكتابة المركبة لهذا الإنسحاب:     (1

 . ومنه     : حساب   (2

 .هي  دائرة صورة الدائرة  (3

 وطول  نصف قطرها   لاحقة مركزها 

 . 

 .هي  معادلة 

وكيف نجد صورة   ولاحقة  مركزه  . كيف نعين الكتابة المركبة للتحاكي  الذي  نسبته 53

 رة  بهذا التحاكي ؟نقطة ودائ

 طريقة:

    العبارة المركبة . 

  لنجد  صورة   بـ   نعوض . 

1 3 1 3
;

2 2 2 2
i i   A

B
1 3

2 2
Az i  

1 3

2 2
Bz i  

u
z

'
u

z z z 

zAzA

 CHzr

u
z 'C'Hz'r r

'HH

T2 3
u

z i 

'Az 3 ; 2A 

 C2Hz i 3r 

'
u

z z z ' 2 3z z i  

'Az' 2 3A Az z i  ' 3 2 2 3 1Az i i i       

 C 'C

' 2 3 2 2 3 4 4H Hz z i i i i        ' 3r 

 'C
2 2( 4) ( 4) 9x y   

kz 

 'z z k z z   

zAzA



 

 

44 

  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

   بالتحاكي الذي نسبته   وطول نصف قطرها   التي  لاحقة مركزها صورة  دائرة

 هي  

 هي صورة  حيث   وطول نصف قطرها   لاحقة مركزها   دائرة  

 بهذا التحاكي.

 مثال :

 .   ولاحقة مركزه      ي  المستوي المركب  الذي  نسبته ف  نعتبر التحاكي 

 أعط الكتابة المركبة لهذا التحاكي. (1

 بهذا التحاكي.  صورة النقطة     أوجد اللاحقة    (2

بهذا  وطول نصف قطرها   التي لاحقة مركزها  أوجد صورة الدائرة  (3

 التحاكي.

 الحل :

ه  ومن الكتابة المركبة لهذا التحاكي:     (1

 .أي   

  ومنه     : حساب   (2

لاحقة مركزها   دائرة  هي  صورة  دائرة   (3

وطول نصف قطرها   

  . 

 . هي  معادلة  

وكيف نجد صورة  ولاحقة  مركزه   . كيف نعين الكتابة المركبة للدوران الذي  زاويته 54

 نقطة ودائرة  بهذا الدوران ؟

 طريقة:

    العبارة المركبة . 

 لنجد  صورة   بـ   عوض ن . 

   بالتحاكي الذي نسبته   وطول نصف قطرها   التي  لاحقة مركزها صورة  دائرة

 هي  

بهذا  هي صورة  حيث   ونصف قطرها   لاحقة مركزها   دائرة  

 الدوران.

 مثال :

 .   ولاحقة مركزه       في  المستوي المركب  الذي  زاويته   نعتبر الدوران 

 أعط الكتابة المركبة لهذا التحاكي. (1
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 بهذا الدوران.  صورة النقطة     أوجد اللاحقة    (2

 بهذا الدوران. وطول نصف قطرها   التي لاحقة مركزها  أوجد صورة الدائرة  (3

 الحل :

ومنه   الكتابة المركبة لهذا الدوران      (1

ومنه  أي   

  
  ومنه     : حساب   (2

وطول نصف قطرها   لاحقة مركزها    دائرة  هي  ة  صورة  دائر  (3

  . 

 . هي  معادلة  

 ولاحقة  مركزه   و زاويته  . كيف نعين الكتابة المركبة للتشابه المباشر الذي نسبته 55

 وكيف نجد صورة نقطة ودائرة  بهذا التشابه ؟

 طريقة:

    العبارة المركبة . 

  لنجد  صورة   بـ   نعوض . 

   بالتشابه المباشر الذي نسبته   ونصف قطرها   التي  لاحقة مركزها صورة  دائرة

هي  حيث   ونصف قطرها   لاحقة مركزها   هي دائرة   

 بهذا التشابه. صورة 

 مثال :

ولاحقة مركزه       وزاويته  في  المستوي المركب  الذي  نسبته   نعتبر التشابه المباشر  

   . 

 أعط الكتابة المركبة لهذا التشابه. (1

 بهذا التشابه.  صورة النقطة     أوجد اللاحقة    (2

 بهذا التشابه. وطول نصف قطرها   التي لاحقة مركزها  أوجد صورة الدائرة  (3

 الحل :

ومنه   الكتابة المركبة لهذا التشابه       (1

ومنه  أي   

  

'Hz 1 ; 2H 

 CHz2r 

 ' iz z e z z

   

 2' 2 3 2 3
i

z i e z i


     ' 2 3 2 3z i i z i    

' 1 5z iz i  

'Hz' 1 5H Hz iz i   ' 1 2 1 5 1 4Hz i i i i     

 C 'C' 1 4Hz i 

' 2r 

 'C
2 2( 1) ( 4) 4x y   

kz 

 ' iz z ke z z

   

zAzA

 CHzr

k 'C'Hz'r k r 'H

H

S2
4



2 3z i  

'Hz 1 ; 2H 

 CHz2r 

 ' iz z ke z z

   

 4' 2 3 2 2 3
i

z i e z i


      ' 2 3 1 2 3z i i z i     

 ' 1 3 2z i z i   
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ومنه     : حساب   (2

  

وطول نصف قطرها   لاحقة مركزها    دائرة  هي  صورة  دائرة   (3

  . 

 . كيف نتعرف على طبيعة تحويل نقطي للمستوي في نفسه والذي يرفق بكل نقطة 56

 ؟ انطلاقا من كتابته المركبة   النقطة 

 طريقة:

  يكون التحويل انسحاب لاحقة شعاعه  إذا كان . 

  لاحقة مركزه و  يكون التحويل تحاكي نسبته   إذا كان  . 

  ولاحقة مركزه  يكون التحويل دوران  زاويته  و   إذا كان

  . 

  ولاحقة مركزه  و  زاويته  يكون التحويل تشابه نسبته   و   إذا كان

   

 مثال :

النقطة  عين طبيعة كل تحويل نقطي من المستوي في نفسه والذي يرفق بكل نقطة 

 د العناصر المميزة لكل منها:من التحويلات التالية وحد 

1)      ،2 )        ،3)     ،4  )

  

 الحل :

إذن هو انسحاب لاحقة شعاعه  حيث  من الشكل   (1

 . 

إذن هو تحاكي    حيث  من الشكل   (2

 . ولاحقة مركزه    نسبته 

إذن هو دوران   ( و   )  حيث  من الشكل   (3

 . حقة  مركزه  ولا  أي  زاويته   

'Hz ' 1 3 2H Hz i z i   

  ' 1 1 2 3 2 3Hz i i i i      

 C 'C' 3Hz i 

' 2 2r 

 M z

 ' 'M z'z az b 

1a 
u

z b

 * 1a a
1

b
z

a
 


*a1a  arg a

1

b
z

a
 


*a1a a arg a

1

b
z

a
 



 M z

 ' 'M z

' 4 2z z i  ' 2 1 3z z i  ' 4z iz i  

 ' 1 2z i z i   

' 4 2z z i  'z az b 1a 

4 2
u

z i 

' 2 1 3z z i  'z az b 2a   * 1a 

2
1 3

1 3
1 2

i
z i


   



' 4z iz i  'z az b a i*a1a 

arg( )i
2

4 3 5

1 2 2

i
z i

i
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و   ) و   حيث  من الشكل   (4

 ولاحقة مركزه   أي   و زاويته    إذن هو تشابه مباشر نسبته  ( 

 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 ' 1 2z i z i   'z az b 1a i 2a 
*a

1a 2arg(1 )i
4




2 2
1 2

1 1

i i
z i

i i
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 رقم الهاتف لأستاذ الرياضيات
 .. الرقم الذي تتصل به لى هاتفه لمن يتصل به .عرسالة صوتية أستاذ الرياضيات ترك 

ً
. ) عفوا

 فيتخيلي ، اضرب  i   
ً
 (. واتصل مجددا

 

 

 الأعداد المركبة

 ملخص للدرس وأمثلة محلولة
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 تعريف :

 وتحقق ما يلي : المجموعة التي تحوي  نسمي مجموعة الأعداد المركبة  ونرمز لها بـ 

2بحيث  iعنصر غير حقيقي واحد  يوجد في  (1 1i  . 

zيكتب على شكل وحيد  كل عنصر من  (2 x iy   حيثx   وy . 

مزودة بعملتي الجمع والضرب تمددان نفس العمليتين في مجموعة الأعداد  المجموعة  (3

 ولهما نفس الخواص. الحقيقية 

 تعاريف ومصطلحات :

zتسمى الكتابة  .1 x iy   حيثx وy  الشكل الجبري للعدد المركبz. 

zفي الكتابة  .2 x iy  : 

  يسمىx  الجزء الحقيقي للعدد المركبz  ونرمز له Re z . 

  يسمىy ء التخيلي للعدد المركب الجزz ونرمز لهIm(z). 

   0إذا كانy   يكونz x  وبالتالي يكونz .حقيقيا 

  0إذا كانx   يكونz iy  نسميz .عندئذ تخيليا صرف 

 مثال : 

1)1 2 3z i    عدد مركب  حيث   1 12 , 3Re z Im z  . 

2)2

1 3

2 2
z i   عدد مركب  حيث   2 2

1 3
,

2 2
Re z Im z  . 

3)3z i    تخيلي صرف  0Re z     

4)3z       حقيقي  0Im z  

 تمرين تطبيقي: 

1z  2وz : 1 عددان مركبان بحيث 21 2 , 3z i z i   . : أكتب على الشكل الجبري كلا من 

1) 1 25z z      ،2 )   
2 2

1 2z z         ،3 )1 2.z z        ،4  ) 
3

1z 

 الحل :

1)  1 25 1 2 5 3 1 2 15 5 14 7z z i i i i i           . 

2) 
       

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 3 1 4 4 9 6

1 4 4 9 6 1 5 2

z z i i i i i i

i i i

          

       
 

3)    2

1 2. 1 2 3 3 6 2 3 5 2 5 5z z i i i i i i i            

تخيلي صرف 

أه أه أه   !!!!!!

أه     أنا 

تخيلت طاحلي 

 الصرف

 



 

 

50 

  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

4)                               

          
3 3 2 2

1 1 2 1 2 1 2 1 4 4 1 2z i i i i i i         

     1 4 4 1 2 3 4 1 2 3 6 4 8 11 2i i i i i i i                                       

 تساوي عددين مركبين :

zليكن  x iy      و' ' 'z x iy    يكون'z z  إذا وفقط إذا كان 'x x   و 'y y. 

  :01تمرين تطبيقي

z  و'z  : عددان مركبان بحيث 8 3 1 , ' 2 6 11z y i z x i      عين العددين .

z'حتى يكون  yو  xالحقيقيين  z. 

 الحل :

'z z  تكافئ 8 3 1 2 6 11y i x i      تكافئ
8 2 6

3 1 11

x

y

 


 
ومنه  

7

4

x

y




 
  :02تمرين تطبيقي

2 حتى يكون : yو  xعين العددين الحقيقيين  3 1 ( 2) 3 1x iy i x yi i       

 ل :الح

 2 3 1 ( 2) 3 1x iy i x yi i         

2ننشر الطرف الأول نجد  3 1 2 1 3x iy ix y i i       

ونكتب الطرف الأول على الشكل الجبري نحصل على :  2 1 ( 3 2) 1 3x y i x y i        ومنه

 2 1 1

( 3 2) 3

x y

x y





   

  
1فنجد   

5
x


   2و

5
y   

 التمثيل الهندس ي لعدد مركب 

المستوي منسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O u v. 

  بكل نقطة ,M x y  نرفق العدد المركبz x iy  نقول أن .z x iy   هو

ونقول أن  Mلاحقة  ,M x y  هي صورة العدد المركبz x iy  ونكتب .

Mz x iy  

  شعاعبكل 
x

V
y

 
 
 

zنرفق العدد المركب   x iy  نقول أن .z x iy   هو لاحقة

ونقول أن  Vشعاعلا
x

V
y

 
 
 

 هي صورة العدد المركب 

 z x iy  ونكتب
V

z x iy  

  لاحقة الشعاعAB  هيB Az z 



 

 

51 

  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 

 

لاحقة منتصف قطعة مستقيمة  : خاصية   AB 

منتصف القطعة المستقيمة  Iلاحقة النقطة  AB   هيIz  حيث
2

A B
I

z z
z


 

 : 11تمرين تطبيقي

 
ّ
,م في المستوي المركب النقط عل , ,D C B A  

 تي لواحقها على الترتيب :ال

1 3 , 2 2 , 3 , 2D C B Az i z i z i z        

ف صمنت Iثم أوجد لاحقة النقطة   AC 

 الحل :

2 2 2

2 2

A C
I

z z i
z i

  
   

 

 :12تمرين تطبيقي

م  (1
ّ
,النقط  عل , ,D C B A : التي لواحقها على الترتيب

2 , 2 , 3 2 , 1D C B Az i z i z i z i         

 متوازي الأضلاع. ABCDتحقق أن الرباعي   (2

 الحل :

    تعليم النقط (1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2) ABCD  متوازي الأضلاع معناهAB DC  أي B A C Dz z z z   

   3 2 1 2B Az z i i i       

أنا كنت حاسب 

متوازي الأضلاع فيه 

الأضلاع الأربعة كلهم 

متوازيين على هذا 

 ماعرفتش نرسمُ 
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   2 2 2C Dz z i i i       

ABومنه  DC  وبالتالي الرباعيABCD .متوازي الأضلاع 

 مرافق عدد مركب:

z حيث  zمرافق العدد المركب x iy   هو العدد الذي نرمز له بـz  حيثz x iy . 

2مرافق العدد المركب  3i  2هو العدد المركب 3i. 

 .7iهو العدد المركب  7iمرافق العدد المركب 

 .5هو العدد المركب  5مرافق العدد المركب 

  ملاحظة :

لى محور بالنسبة إ M هي نظيرة  zذات اللاحقة  M' فإن النقطة zنقطة لاحقتها  Mذا كانت إ

 الفواصل.

zمن أجل كل عددين مركبين :  خوا ص x iy    و' ' 'z x iy  : لدينا 

1) z z     ،2 )2 2.z z x y      ،3 )' 'z z z z        ، 4) ' 'z z z z   

   5 ). ' . 'z z z z    ،6 )
1 1

' 'z z

 
 

 
'حيث   0z       ،7)  

' '

z z

z z

 
 

 
'حيث   0z     

  8)    ,
2 2

z z z z
Re z Im z

i

 
         ،9 )   

n
nz z  حيث*n. 

  11) z  حقيقي يكافئz z         ،11)  z  تخيلي صرف يكافئz z       . 

  : ملاحظة هامة
ُ
2فيدنا الخاصية ت 2.z z x y  ثل كثيرا عند ضرب عددين مترافقين م 

  3 4 3 4 9 16 25i i        ،  1 1 1 1 2i i       ، 

  3 3 3 1 4i i    

 

1 3 1 3 1 3
1

2 2 2 2 4 4
i i

  
      

  
 

2ليكن  :11تمرين تطبيقي 3z i       و' 1z i  : أكتب على الشكل الجبري  ما يلي 

, ' , ' , . ' ,
'

z
z z z z z z

z

 
  

 
    

 الحل : 

2 3 2 3 ; ' 1 1z i i z i i          

' ' 2 3 1 1 2z z z z i i i        
 

  . ' . ' 2 3 1 1 5z z z z i i i       

  
  

2 3 12 3 5 1

' 1 1 1 2 2'

i iz z i
i

z i i iz

    
     

      
 

 

Z يين بزاف بصح أنا و اقراهم  

اللي نعرفهم هما 

, ,

,

elabia itoun

oom

Z Z

Z Zero
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كتب على الشكل الجبري كلا من العددين المركبين أ: 12تمرين تطبيقي
3

3

i
z

i





و   

1
'

2

i
z

i




   
مرافق المقام  فيضرب البسط والمقام نالحل : 

 
  
  

23 33 3 2 3 3 2 3 1 1 3

3 1 4 2 23 3 3

i ii i i i
z i

i i i

     
     

  
 

  
  

21 21 2 2 1 3 1 3
'

2 2 2 4 1 5 5 5

i ii i i i i
z i

i i i

     
     

    
 المعادلات من الدرجة الأولى 

aتؤول إلى الشكل ) zكل معادلة من الدرجة الأولى ذات المجهول  z b  ومنه
b

z
a

أو  ) 

 (a z b  ومنه
b

z
a

 0(  حيثa    (a  وb.حقيقيان أو مركبان ) 

 التالية : zلات ذات المجهول المعاد حل في مجموعة الأعداد المركبة : تمرين تطبيقي

 2 1 3 2 .....(1)i z iz i         1 1 4 .....(2)i z iz i       

  
2 4 5 0.....(3)z z   

حل المعادلة  الحل : 2 1 3 2i z iz i    : 

 2 1 3 2i z iz i      تكافئ 2 3 1 2i z iz i      تكافئ 2 3 1 2i i z i     

ومنه 
  
  

1 2 2 41 2 6 8 3 2

2 4 2 4 2 4 4 16 10 5

i ii i
z i

i i i

    
    

   
. 

حل المعادلة  1 1 4i z iz i    :  نضعz x iy   ومنهz x iy  

المعادلة  1 1 4i z iz i      تكافئ    1 1 4i x iy i x iy i        تكافئ 
2 21 4x iy ix i y ix i y i         1أي 4x iy ix y ix y i        

تكافئ   ( ) ( 1 ) ( 4)x y i y x y i x         تكافئ
1

4

x y y

y x x

   


  
ومنه  

1 , 6x y    

1x     6وy    وأخيرا مجموعة حلول المعادلة 1 1 4i z iz i     هي 1 6S i                          

2حل المعادلة  4 5 0z z   : نضعz x iy   ومنهz x iy  
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2المعادلة  4 5 0z z    تكافئ 
2

4( ) 5 0x iy x iy      تكافئ

2 2 4 5 (2 4 ) 0x y x i xy y       أي
 

2 2 4 5 0

2 0...................(2)

......(1)x y x

y x

    


 

 

0y( تكافئ 2المعادلة )    2أوx . 

  0حالةy  ( تكافئ 1المعادلة )2 4 5 0x x    1تكافئx   5أوx    وبالتالي

1 0 1z i      5أو 0 5z i    . 

  2حالةx  ( تكافئ 1المعادلة )24 8 5 0y     2أي 7y   7ومنهy    أو

7y    2وبالتالي 7z i    2أو 7z i . 

2وأخيرا مجموعة حلول المعادلة  4 5 0z z    هي 1 , 5 , 2 7 , 2 7S i i   
 

 لاحقة مرجح :

المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس , ,O u v  . 

 A   وB   نقطتان من المستوي لاحقتاهما على الترتيب هماAz  وBz . 

  و  0عددان حقيقيان حيث   إذا كانت النقطة .G  هي مرجح الجملة

    , ; ,A B  فإن لاحقةG
 
Aحيث  Gzهي   B

G

z z
z

 

 





  

 تستعمل نفس الطريقة في حساب لاحقة مرجح عدة نقط . ملاحظة: 

امد و متجانسنسوب إلى معلم متعالمالمستوي المركب في  تمرين تطبيقي:  , ,O u v   نعتبر النقط 

 2 ,3A   ، 1,2B      ، 1,4C. 

,لواحق النقط  Az  ،Bz ،Czأوجد  (1 ,C B A .على الترتيب 

مرجح الجملة  Gلاحقة النقطة  Gzأوجد  (2      ,2 ; , 1 , , 2A B C  

 الحل :

1) 2 3Az i   ،1 2Bz i  ،1 4Cz i .  

2غير معدوم : لدينا مجموع المعاملات (2 1 2 0     إذنG .موجود 

     2 2 3 1 2 2 1 42 2
3 4

2 1 2 1

A B C
G

i i iz z z
z i

      
    

  
. 

 طويلة عدد مركب :

z :عدد مركب حيثz x iy    (x  وy نسمي طويلة العدد المركب عددان ح .) قيقيانz  العدد

2حيث z الحقيقي الموجب  الذي نرمز له 2 .z x y z z   

1 1 1 2i      ،3 9 1 10i      ،2 2i     ،3 3  
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1 3 1 3
1

2 2 4 4
i     

 

 

 

  .التفسير الهندس ي لطويلة عدد مركب

المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس , ,O u v .    لتكن ,M x y  صورة العدد

z المركب x iy  2. لدينا 2z x y    2ولدينا 2OM x y    إذنz OM  

 

 

 

 

 

 

 

  .خواص طويلة عدد مركب   

1) 0z   0تكافئz       ، 2 )z z        ،3) z z        ،4) 
2

z z z 

     5) ' 'z z z z      ،6)  
1 1

' 'z z
  حيث' 0z      ،7)  

' '

zz

z z
  حيث' 0z    

     8) ' 'z z z z          ،9)  
nnz z 

 ملاحظة : 

 A  وB  نقطتان لاحقتاهما على الترتيبAz   وBz  : 

B AAB AB z z   

  :11تمرين تطبيقي 

 في كل حالة من الحالات التالية : zعين طويلة العدد المركب 

1)   2 3 3z i i         ،2 )
3 4

2

i
z

i





     ،3)  

8
1z i       ،4) 

 

 

3
8

4

2

4 3

i
z

i

 
  
  

 

 الحل :  

1)       2 3 3 2 3 3 13. 10 130z i i i i         

2 2r z OM x y   

Z هذا  ركبلي الخلعة   

 Zeroنحسب 
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  2) 
3 4 9 16 5

5
2 4 1 5

i
z

i

 
   

 
       ،3)    

888
1 1 2 16z i i         

     4 )
 

 

 
 

3
83

8 3

4 4

52 625
1

6254 3 5

i
z

i

 
                 

 

 

 ثلاث نقط لواحقها على الترتيب  A  ،B  ،C : 12تمرين تطبيقي 

  2Az i    ،4Bz i   ،4 3Cz i   

 .ABCواستنتج طبيعة المثلث  AB  ،AC    ،BCأحسب الأطوال 

 الحل :

   4 2 2 2B AAB z z i i        

   4 3 2 2 2 8 2 2C AAC z z i i i          

   4 3 4 2 2C BBC z z i i i        

ABلدينا من جهة  BC   2ومن جهة أخرى 2 2AB BC AC   إذن المثلثABC  قائم فيB 

 ومتساوي الساقين.

دراسة مجموعة النقط  ,M x y  تحقق مساواة معطاة:من المستوي التي 

في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O u v 

مجموعة النقط  ,M x y التي تحقق  :AM kحيثk   
 حالات : 3نميز 

0kحالة  (1  قط هي مجموعة خالية.، مجموعة الن 

0kحالة  (2   مجموعة النقطة هي ، A 

0kحالة  (3  مجموعة النقط هي دائرة مركزها ، A 

 .kنصف قطرها طول و   

 ة :باستعمال الأعداد المركب

في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O u v 

مجموعة النقط  ,M x y  التي لاحقتهاz x iy   : بحيثAM k   معk . 

AMنكتب  k  على الشكل
Az z k  

 حالات : 3نميز 

0kحالة  (4  .مجموعة النقط هي مجموعة خالية ، 

0kحالة  (5   مجموعة النقطة هي ، A 

0kحالة  (6  ة مركزها ، مجموعة النقط هي دائرة لاحقAz  نصف قطرها طول وk. 
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 :11تمرين تطبيقي 

 من الحالات التالية:حالة في كل  zذات اللاحقة  Mعين ثم مثل مجموعة النقط  

1) 2 2z i      ، 2) 1 2 3z i z   . 

 الحل :

1) 2 2z i  

2Hz حيث  Hzالنقطة التي لاحقتها Hلتكن :  11الطريقة  i . 

2 2z i   تكافئ 2 2z i    2تكافئHz z   2تكافئHM       : وهي دائرة مركزها

H  2نصف قطرها طول و. 

2: 12الطريقة  2z i   2تكافئ 2x iy i    تكافئ 2 2x y i    تكافئ

 
22 2 2x y    وبتربيع الطرفين نحصل على 

22 2 4x y    . 

2التي تحقق  zذات اللاحقة  Mوأخيرا مجموعة النقط  2z i   هي الدائرة C مركزها

 0, 2H    2نصف قطرها ول طو. 

2) 1 2 3z i z   . 

1النقطة ذات اللاحقة  Aلتكن  :11الطريقة  2Az i     وB  3النقطة ذات اللاحقةBz  

1 2 3z i z     تكافئ 1 2 3z i z      تكافئ
A Bz z z z    تكافئ

AM BM. 

1التي تحقق zذات اللاحقة  Mوأخيرا مجموعة النقط  2 3z i z     هي محور القطعة

 .ABالمستقيمة 

 : 12الطريقة 

1 2 3z i z     1تكافئ 2 3x iy i x iy       تكافئ

     1 2 3x y i x yi       تكافئ     
2 2 2 21 2 3x y x y       بعد

8تربيع الطرفين والتبسيط نجد 4 4 0x y    2أي 1y x . 

1التي تحقق zذات اللاحقة  Mوأخيرا مجموعة النقط  2 3z i z     هي المستقيم d الذي

2معادلته 1y x   
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 :12تمرين تطبيقي رقم 

ى معلم متعامد و متجانسالمستوي المركب منسوب إلفي  , ,O u v   عين . E  مجموعة النقط

 ,M x y  من المستوي والتي لاحقتهاz  : بحيث. 4( ) 1 0z z z z    

 الحل :

z x iy   لاحقة النقطة  ,M x y. 

. 4( ) 1 0z z z z     2تكافئ 2 4(2 ) 1 0x y x     2تكافئ 2 8 1 0x y x     نكتبها على

الشكل  
2 24 17x y  . 

 E  هي دائرة مركزها 4 , 0   17نصف قطرها طول و. 

 عمدة عدد مركب غير معدوم :

 تعريف :

المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  , ,O u v  و لـيكنz عـدد مركـب غيـر معـدوم  صـورته

كل قيس بالراديان للزاوية الموجهة   z. نسمي عمدة للعدد المركب Mالنقطة  ,u OM. 

هو أحد أقياس   إذا كان العدد الحقيقي  ,u OM   نكتب 

( ) 2 ,arg z k k    . 

أو نكتب كذلك  ( ) 2arg z  . 

 ملاحظة :

 .ليس وحيدا  و العدد المركب المعدوم لا عمدة له 

 11تمرين تطبيقي 

;مد متجانس االمستوي منسوب إلى معلم متع ,o u v
 
 
 

 
. 

,أنش ئ النقط  , , ,A B C D E : صور الأعداد المركبة 

1 2 3 4 5
2 ; 3 ; 3 ; 1 ; 2 2z z z i z i z i       على الترتيب . 

 .ين بقراءة بيانية الطويلة وعمدة كلا من هذه الأعداد المركبةع

 الحل :

,ي المستوي المركب ننش ئ النقط ف , , ,A B C D E  : صور الأعداد المركبة 

1 2 3 4 5
2 ; 3 ; 3 ; 1 ; 2 2z z z i z i z i       : على الترتيب 

 (2,0) ; ( 3 ,0) ; (0, 3) ; ( 1 , 1) ; (2 , 2)A B C D E    
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2OA  و( , ) 0u OA   إذن طويلة لعدد المركب
1 2z   عمدة له. 0و   2هي 

3OB   و( , )u OB   إذن طويلة لعدد المركب
2

3z   و   3هي .عمدة له 

3OC  و( , )
2

u OC 
  3إذن طويلة لعدد المركب 3z i  و   3هي

2

 عمدة له 

1 1 2OD    5و
( , )

4
u OD 

  1إذن طويلة لعدد المركب
4

z i    5و   2هي

4

  عمدة

 له.
2 22 2 8 2 2OE      و( , )

4
u OE




  2إذن طويلة لعدد المركب 2
5

z i   2هي 2  

و 
4

 عمدة له 

:12تمرين تطبيقي   

وب إلى معلم متعامد متجانس المستوي المنس , ,O u v  عين مجموعة النقط ،M  من المستوي ذات 

 والتي تحقق : zاللاحقة 

1)  arg 3 2 2 ,
3

z i k k


          ،2) arg( 3 ) ,
6

z i k k


    

3 ) 
1

arg ,
1 2

z
k k

z




 
   

 
     ،4)  arg 2 ,

2

z i
k k

z i




 
   

 
 

 الحل :

 1)  arg 3 2 2
3

z i k   


 تكافئ  arg 3 2 2
3

z i k    


 

3النقطة ذات اللاحقة  Aلتكن  2i . 

 arg 3 2 2
3

z i k   


  تكافئ arg 2
3

Az z k  


  تكافئ

 , 2
3

u AM k 


  .M  تختلف عنA.  إذن مجموعة النقطM  هي نصف المستقيم

 Aالمفتوح طرفه النقطة 
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2) arg( 3 ) ,
6

z i k k


     

 .3iالنقطة ذات اللاحقة  Aلتكن 

 arg 3
6

z i k  


  تكافئ arg
6

Az z k  


  تكافئ

 , ,
6

u AM k k


  M  تختلف عنA 

وبالتالي الزاوية تأخذ   2kوليس  kنفس المبدأ مثل التمرين السابق ولكن هنا لدينا 
6


أو  

7

6 6

 
   مستقيم باستثناء النقطة ( وهذا يعني نصفي مستقيمين مفتوحين متناظرينA.) 

 

 

 

 

 

 

 

   
1

arg
( 1) 2

z
k

z

 
  

  


 تكافئ   

1
arg

1 2

z
k

z

 
  

 


 3)  

B,لتكن  A  1نقطتان لاحقتاهما , 1A Bz z  . 

1
arg

1 2

z
k

z

 
  

 


  تكافئarg ,

2

A

B

z z
k k

z z




 
   

 
   

تكافئ ,
2

BM AM k 


.مجموعة النقط هي 

ا الدائرة التي قطره  AB  باستثناء النقطتينA وB. 

 )خواص المثلث القائم المرسوم داخل دائرة وتره قطر الدائرة( 
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( )

arg 2
( ) 2

z i
k

z i

  
  

 




 
arg  تكافئ 2

2

z i
k

z i

 
  

 


 4)  

B,لتكن  A  نقطتان لاحقتاهما,A Bz i z i  . 

arg 2
2

z i
k

z i

 
  

 


 تكافئarg 2

2

B

A

z z
k

z z

 
  

 


 

تكافئ  , 2
2

AM BM k 


 

 مجموعة النقط هي نصف الدائرة الواقعة في الربعين الأول 

والرابع والتي قطرها   AB تين باستثناء النقطA وB. 

 الشكل المثلثي لعدد مركب غير معدوم :

zعدد مركب غيرمعدوم  ،  طويلته  z تعريف: r   و  عمدة له أي   2arg z  . 

cos)هو zالشكل المثلثي للعدد المركب   sin )z r i    ونكتب إختصارا كذلك . ,z r  

zإذا كان :      ملاحظة x iy   فإن
cos

sin

x

r

y

r









 
 

 ر:يتذك

 

 

 

 كتب على الشكل المثلثي  الأعداد المركبة التالية :أ:  تمرين تطبيقي

1) 1z i        ،2) 3z i        ،3 )  2 2 3z i     4 )3z i   

 الحل :

1) 1z i   1:   لدينا 1 1 2r i     إذا كانت   .  عمدة لـz : فإن 

 

1 2
cos

22

1 2
sin

22

x

r

y

r






  





  


ومنـــــــــه     arg 2
4

z


  إذن الشـــــــــكل المثلثـــــــــي للعـــــــــدد المركـــــــــبz  هـــــــــو

2 cos sin
4 4

z i
  

  
 

2نكتب اختصارا و أ   ,
4

z
 

  
 

  

2



 

3



 

4



 

6



 

0

 

x

 1

 

3

2

 

2

2

 

1

2

 

0

 

sin x

  0

 

1

2

 

2

2

 

3

2

 

1

 

cos x
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2) 3z i  3: لدينا 3 1 2r i      . 

 فإن : zعمدة لـ  إذا كانت  

3
cos

2

1
sin

2









 


ومنـــــــــــــــــــــــــه     arg 2
6

z


 ثلثـــــــــــــــــــــــــي للعـــــــــــــــــــــــــدد المركـــــــــــــــــــــــــب إذن الشـــــــــــــــــــــــــكل المz  هـــــــــــــــــــــــــو

2 cos sin
6 6

z i
  

  
 

,2 نكتب اختصارا أو   
6

z
 

  
 

 

3) 2 2 3z i    2:   لــــــــدينا 2 3 4 12 4r i      إذا كانــــــــت   .  عمــــــــدة لـــــــــz 

 فإن :

2 1
cos

4 2

2 3 3
sin

4 2





 
 


  


ومنــــــــــــه     
2

arg 2
3

z


 للعــــــــــــدد المركــــــــــــب  ثــــــــــــيإذن الشــــــــــــكل المثلz  هــــــــــــو

2 2
4 cos sin

3 3
z i

  
  

 
 نكتب اختصارا أو  

2
4,

3
z

 
  
  

4) 3z i   3: لدينا 3 1 2r i      إذا كانت   .  عمدة لـz : فإن 

3
cos

2

1
sin

2






 


  


ومنـــــــــــــــــــــه     
7

arg 2
6

z


  إذن الشـــــــــــــــــــــكل المثلثـــــــــــــــــــــي للعـــــــــــــــــــــدد المركـــــــــــــــــــــبz  هـــــــــــــــــــــو

7 7
2 cos sin

6 6
z i

  
  

 
 نكتب اختصارا أو    

7
2,

6
z

 
  
 

. 

 حالات خاصة :

z: أي  حقيقيا zإذا كان العدد المركب  (1 a  حيث*a : نميز حالتين 

0aحالة     فإن  :z a   وarg( ) 0 2z k   حيث k . 

z:  فإن   حالة  a    و arg( ) 2z k   حيث k . 

:  أوجد الشكل المثلثي لكل من تمرين تطبيقي :

. 

 الحل :

0a 

4 3 2 12010 , 3 , 2011 , 3z z z z     
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z: أي  تخيليا صرفا إذا كان العدد المركب  (2 a i  حيث*a  : نميز حالتين 

z:  فإن    حالة  a  وarg( ) 2
2

z k 


 حيث k . 

z:  فإن   حالة  a    و 
3

arg( ) 2
2

z k 


 حيث k . 

:  أوجد الشكل المثلثي لكل من تمرين تطبيقي :

. 

 الحل :

1 3 3
2 2

z i cos i sin
  

   
 

 

2 2011 2011
2 2

z i cos i sin
  

   
 

  

3

3 3
3 3

2 2
z i cos i sin

  
    

 
  

 

4

3 3
2010 2010

2 2
z i cos i sin

  
    

 
 

 خواص عمدة عدد مركب غير معدوم
1)       2arg z z ' arg z arg z '   

2)   
1

2arg arg z
z

 
  

 
 

3)     2
z

arg arg z arg z '
z '

 
   

 
 

4)     2narg z narg z     عدد طبيعي غير معدوم. حيث 

5)  

6)      2arg z arg z     

 :11تمرين تطبيقي 

 . و   ليكن 

 على الشكل المثلثي. و   أكتب 

 

 

 

 

1

2

3

4

3 3 cos0 sin0

2011 2011 cos0 sin0

3 3 cos sin

2010 2010 cos sin

z i

z i

z i

z i

 

 

  

  

   

   

z

0a 

0a 

4 3 2 12010 , 3 , 2011 , 3z i z i z i z i     

n

     arg arg 2z z  

1 2 2z i 
2 1 3z i 

1z2z

 Argهذا ال 

مانيش عارف إذا 

Argent 

 Argentineوإلا   
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 استنتج الشكل المثلثي لكل من :

 الحل :

      

  نكتب

 . هو ركب إذن الشكل المثلثي للعدد الم

       

  نكتب

  هو إذن الشكل المثلثي للعدد المركب 

       

  

                 
 

 
1

2 2 cos sin 2 2 ;
4 4 4

z i
     

        
   

 

  

                         

 : 12تمرين تطبيقي 

1
2 1 1 2

2

, , ,
z

z z z z
z

 

1 2 2z i 
1 4 4 8 2 2z    

1

1 1 2 2
2 2 2 2 2 2 cos sin

2 2 4 42 2
z i i i

     
         

    

1 2 2z i 
1 2 2 cos sin 2 2 ,

4 4 4
z i

     
     

   

2 1 3z i 2 1 3 4 2z    

2

1 3
2 2 cos sin

2 2 3 3
z i i

    
      

  

2 1 3z i 
2 2 cos sin 2,

3 3 3
z i

     
     

   

   

1 2

1 2

1 2

2 2 cos sin 2 cos sin
4 4 3 3

2 2 2 cos sin
4 3 4 3

7 7 7
4 2 cos sin 4 2 ,

12 12 12

z z i i

z z i

z z i

   

   

  

   
       

   

    
         

    

      
         

      

1

2

2 2 cos sin
4 4

2 cos sin
4 3 4 3

2 cos sin
3 3

i
z

i
z

i

 

   

 

 
                      

 

1

2

2 cos sin 2 ,
12 12 12

z
i

z

        
           

      

2 2 cos sin 2 cos sin
3 3 3 3

z i i
   

 
      

             
      

2

4 4 4
2 cos sin 2 ,

3 3 3
z i
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 .أكتب على الشكل المثلثي العدد المركب  (1

 .كتب على الشكل الجبري العدد المركب أ (2

 و      مة المضبوطة لكل من استنتج القي  (3

 الحل :

 الشكل المثلثي العدد المركب  (1

 و    حيث  على الشكل  نكتب 

 على الشكل المثلثي : و  نكتب كلا من  

 .ومنه  

 .ومنه  

 ومنه الشكل إذن 

 هو  المثلثي للعدد المركب  

 الشكل الجبري للعدد  (2

ومنـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــه الشـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــكل الجبـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــري  

 

   و   لدينا   (3

 بالمطابقة  نجد 

    ومنه  

1

1 3

i
Z

i






1

1 3

i
Z

i






cos
12


sin

12



1

1 3

i
Z

i






1

1 3

i
Z

i






1

2

z
Z

z
1 1z i 

2 1 3z i 

1z2z

1

1 1 2 2
1 2 2

2 22 2
z i i i

  
       

   
1 2 cos sin

4 4
z i

  
  

 

2

1 3
1 3 2 2 cos sin

2 2 3 3
z i i i

    
        

  
2 2 cos sin

3 3
z i

  
  

 

2 cos sin
24 4

cos sin
2 4 3 4 3

2 cos sin
3 3

i

Z i

i

 

   

 

 
                      

 

1

1 3

i
Z

i






2
cos sin

2 12 12
Z i

     
       

    

1

1 3

i
Z

i






1 1 1 3 1 3 1 3

4 41 3 1 3 1 3

i i i
Z i

i i i

    
    

  

1 3 1 3

4 4
Z i

 
 

2
cos sin

2 12 12
Z i

     
       

    

1 3 1 3

4 4
Z i

 
 

1 3 1 3 2
cos sin

4 4 2 12 12
i i

       
        

    

2 2 3 2 2 3
cos sin

12 12 4 2 4 2
i i
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   ومنه   أي  

    وأخيرا

 

 الشكل الأس ي لعدد مركب

 موجب تماما : وبالتالي من أجل كل عدد حقيقي  :    من من أجل كل 

. 

 خواص :

1)        ،2)           ،3 ) 

 تمرين تطبيقي :

 الشكل الأس ي لكل من :أكتب  (1

 ،        أكتب الشكل الجبري  لكل من : (2

 

 

 

 الحل :

1)  

               

2)  

                                    

 دستور موافر:

2 6 2 6
cos sin

12 12 4 4
i i

      
       
   

2 6
cos

12 4

2 6
sin

12 4





  
   

  


 
    

2 6
cos

12 4

2 6
sin

12 4





  
  

  


 
    

cos ii sin e   r

 cos ir i sin re   

 '' ii ie e e
   

 
1 i

i
e

e






 '

'

i
i

i

e
e

e


 






1 21 , 2 2 3z i z i    

5

6
1 6

i

z e


2
2 5

i

z e




5

4
1

1 1 5 5
1 2 2 cos sin 2

4 42 2

i

z i i i e


    
         

  

3
2

1 3
2 2 3 4 4 cos sin 4

2 2 3 3

i

z i i i e


    
         

  
5

6
1

5 5 3 1
6 6 cos sin 6 3 3 3
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 غير معدوم  عمدة له . من أجل كل عدد طبيعي  و  عدد مركب طويلته   

 لدينا cos sin cos sin
n

i n i n      أي 
 

فإن الشكل المثلثي  هو الشكل المثلثي للعدد المركب  إذا كان  ملاحظة :

 هو  للعدد المركب 

 .أكتب على الشكل المثلثي كلا من : ليكن  :11تمرين تطبيقي 

 الحل :

  .
 

2

2 2 2 2
2 4 4

6 6 6 6 3 3
z cos i sin cos i sin cos i sin

          
          

     
 

. 

 

 : 02تمرين تطبيقي 

 . أكتب على الشكل الأس ي كلا من الأعداد :  ليكن :

 

 : الحل

 

 

 

لعــــــــــــــــــــــدد المركــــــــــــــــــــــب االأســــــــــــــــــــــ ي الشــــــــــــــــــــــكل أكتــــــــــــــــــــــب علــــــــــــــــــــــى الشــــــــــــــــــــــكل المثلثــــــــــــــــــــــي و :13تمــــــــــــــــــــــرين تطبيقــــــــــــــــــــــي 

. 

 الحل :

 عدد حقيقي سالب. غير مكتوب على الشكل المثلثي لأن   

zrn

 
n

i i ne e 

 cos sinz r i  z

nz cos sinn nz r n i n  

3z i 
7 5 2, , ,z z z z

2 cos sin
6 6

z i
  

  
 

5

5 5 5 5
2 cos sin 32 cos sin

6 6 6 6
z i i

      
      

   
7

7 7 7 7
2 cos sin 128 cos sin

6 6 6 6
z i i

      
      

   

6 34
1 2 33 , 2 , 4

i ii

z e z e z e
 



  

   
3

34 1
2 3 1 2 3

2 3

, ,
z

z z z z z
z z



4 6 36 34 12
1 2 3 3 2 4 24 24

ii ii i

z z z e e e e e

     
   

     
33 3

113 4 64 4
1 12

2 3 6 3 6

27 27 27 27

8 8
8 8

i ii i
i

i i

z e e e
e

z z
e e

  


  



   
    

   

   

   
4 3

4 3
34

6 3 6 3 3
2 3 2 4 16 64 1024

i i i i i

z z e e e e e
    

     
        

   

2 cos sin
5 5

z i
  

  
 

2 cos sin
5 5

z i
  

  
 

2

........ZzZZZZ حس   

  كبير في أذني
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 أي    ومنه نعلم أن  

 نكتبه على الشكل  لدينا  

 
 أكتب على الشكل المثلثي ما يلي ::14تمرين تطبيقي 

 
 الحل : 

 و  بما أن  (1

 وبالتالي  و   فإنّ 

 

  

  و  بما أن (2

و    فإنّ 
3 2 3 6

sin cos cos
      

     
   

   . 

                 
وبالتالي 

   
على الشكل المثلثي فنجد  نكتب  (3

 

 

Cالتفسير الهندس ي لـطويلة وعمدة العدد المركب  A

B A

z z

z z




   

على ثنى من المستوي المركب ، لواحقها ثلاث نقط مختلفة مثنى م لتكن 

 و          التوالي : 

 إذا كان
  و         أو تساوي 

قائم  المثلث 

 متساوي الساقين

cos ii sin e   cos sin ii e   1 ie  

2 cos sin
5 5

z i
  

  
 

 2 1 cos sin
5 5

z i
  

   
 

 
6

5 5
6 6

2 1 cos sin 2 2 2 cos sin
5 5 5 5

i i
iz i e e e i

 
      

          
   

3 2 12 cos sin , 2 sin cos , 2 cos sin
6 6 3 3 3 3

z i z i z i
          

           
     

   cos cos     sin sin   

cos cos
3 3

    
    
   

sin sin
3 3

    
     
   

1 2 cos sin 2 cos sin 2 ,
3 3 3 3 3

z i i
            

               
        

 cos sin
2


 

 
  

 
 sin cos

2


 

 
  

 

cos sin sin
3 2 3 6

      
     

   

2 2 sin cos 2 cos sin 2 ,
3 3 6 6 6

z i i
         

         
     

2 2 2 cos sini   

 3 2 cos sin 2 cos sin cos sin
6 6 6 6

7 7 7
2 cos sin 2 cos sin 2 ,

6 6 6 6 6

z i i i

i i

   
 

    
 

   
        

   

        
              

        

, ,C B A, ,C B Az z z

   , arg 2C A

B A

z z
AB AC

z z







C A

B A

z z AC

z z AB






arg C A

B A

z z

z z



2



2


1C A

B A

z z

z z






ABC



 

 

69 

  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 إذا كان
 و         أو تساوي 

متقايس  المثلث 

 الأضلاع

 إذا كان
   و  

متساوي  المثلث 

 الساقين

 ذا كانإ
 و          أو تساوي 

 

 قائم . المثلث 

C ذا كانإ A

B A

z z

z z




 

;النقط  ;C B A  في

 استقامية

 : 11تمرين تطبيقي 

ثلاث نقط  ، نعتبر النقط المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد متجانس 

على الترتيب. أحسب الطويلة وعمدة للعدد المركب لواحقها 

 .لمثلث واستنتج طبيعة ا

 الحل :

 

  أي أي  لدينا من جهة  

أي  ومن جهة أخرى     AB AC  

 و متساوي الساقين. قائم في النقطة   ومنه المثلث 

 

 

 

 

 

 

 : 02تمرين تطبيقي 

، لواحقها على ثلاث نقط من المستوي المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  ,,

 .،  ،  الترتيب 

arg C A

B A

z z

z z



3



3


1C A
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z z

z z






ABC
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z z

z z
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z z

z z






ABC
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z z

z z
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B A

z z
r

z z






ABC

 , ,O u v, ,C B A

2 , 5 , 2C B Az i z i z i    

C A

B A

z z

z z




ABC

 2 2 32 2 2 3 2 3

5 2 3 2 3 2 3 2

C A

B A

i iz z i i i i i
i

z z i i i i i

     
    

      

1C A

B A

z z
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z z


 


1

AC

AB
AC AB

arg arg 2 ,
2

C A

B A

z z
i k k

z z





   



ABCA

ABC; ,O u v
 
 
 

 

A
z i2

B
z i  1 3 1

C
z i  

حسبتها  ABCخلعتني 

BAC مقلوبة 
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 متقايس الأضلاع. واستنتج أن المثلث أحسب الطويلة وعمدة للعدد

 الحل :

 . حيث   أو  و نبين أن 

 

   

 . أي  ومنه 

 حيث  فإن    عمدة لـ  هي إذا كانت  

 متقايس الأضلاع. ومنه المثلث  أي 

 :13تمرين تطبيقي 

، لواحقها على عامد متجانس ثلاث نقط من المستوي المنسوب إلى معلم مت ,,

 . ،    الترتيب  

 .في استقامية ,,واستنتج أن النقط  أحسب

 

 

 الحل :

   
 

 .في استقامية ,,وهوعدد حقيقي وبالتالي النقط  

 :14تمرين تطبيقي 

 .، الوحدة  المستوي منسوب إلى معلم متعامد متجانس 

 ،  ،   لواحقها على الترتيب : نعتبر النقط 

 .و   عين الشكل الجبري لكل من  ( أ

م النقط  ( ب
ّ
 .عل

طول و  3ذات اللاحقة  التي مركزها  تنتمي إلى الدائرة  بين أن النقط  ( ت

 .نصف قطرها 

B

C A

A
z z

z z




ABC

1B A

C A

z z

z z





2karg B A

C A

z z

z z






 3
2karg B A

C A

z z

z z


 



 3
k

   

 
2 2 2 2 3 1 3

4 2 21 31 3 1
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i iz z i
i

z z ii i

  
    

   

1 3 1 3
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2 2 4 4
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z z
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z z
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z z z z  AB AC
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z z
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AC AB k
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ABC; ,O u v
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z i 2 2
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1 3 4 1 1

B A

C A
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 .واستنتج طبيعة المثلث   أحسب  ( ث

 الحل :

   ،  ، 
نصف طول و  3ذات اللاحقة  التي مركزها  تنتمي إلى الدائرة  حتى نبين أن النقط 

 ) أنصاف أقطار(.  يكفي أن نبين   قطرها

 
 ومتساوي الساقين. Iقائم في  IAC  المثلث 

 

 

 

 

 الجذران التربيعيان لعدد مركب 

  إذا وفقط إذا كان هو جذرا تربيعيا للعدد  نقول أن العدد المركب : تعريف 

 ركب جذران تربيعيان متناظران.ولكل عدد م

 عدد حقيقي موجب تماما :  الحالة الأولى :

 .و   هما  الجذران التربيعيان للعدد المركب 

  3و    3أي هما   و  هما   9الجذران التربيعيان للعدد - . 

  و    هما  7الجذران التربيعيان للعدد. 

 عدد حقيقي سالب تماما :  الحالة الثانية :

  لدينا 

 .و   هما  ومنه الجذران التربيعيان للعدد المركب 

  و    أي هما   و  هما   -9الجذران التربيعيان للعدد 

  و    هما  -7الجذران التربيعيان للعدد. 

   الحالة الثالثة :

C I

A I

z z

z z




IAC

1
A

z i 1
B A

z z i  2 2 2
C B

z z i  

, B ,C A I

55IA IB IC  

2 2 3 1 2

1 3 2

C I

A I

z z i i
i

z z i i

    
  

    

zZ2z Z
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ZZZ

99

77
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2( ) ( )Z Z i Z    

Zi Zi Z 

9i9i3i3i

7i7i

Z a ib 
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لحل وبالتالي  تكافئ  ومنه  نضع 

 وتصبح كالتالي :  تساوي طويلة  هذه الجملة نضيف كذلك طويلة 

 .أوجد الجذرين التربيعيين للعدد المركب  :11تمرين تطبيقي 

 الحل :

 .  فهو يحقق  هو أحد الجذرين التربيعيين لـ   إذا كان 

 تكافئ  تكافئ  نحل الجملة 

. وإذا  ويكون  فإن  فهما من نفس الإشارة وبالتالي إذا كان  بما أن 

. وأخيرا الجذرين التربيعيين للعدد المركب  ويكون  فإن  كان 

2هما   i        2و i  . 

 .أوجد الجذرين التربيعيين للعدد المركب  :12تمرين تطبيقي

 الحل :

 .  فهو يحقق  هو أحد الجذرين التربيعيين لـ   إذا كان 

  تكافئ تكافئ  نحل الجملة 

 ويكون  فإن  فهما من إشارتين مختلفتين  وبالتالي إذا كان  بما أن 

. وأخيرا الجذرين التربيعيين للعدد المركب  ويكون  فإن  . وإذا كان 

 .و                 هما   

المعادلات من الدرجة الثانية  : 
2 0az bz c    

,أولا: المعاملات ,c b a  حقيقية  

حقيقية و  حيث  :  لتكن المعادلة ذات المجهول العدد المركب 

 مميزها. و

 .تقبل حلا حقيقيا مضاعفا هو  ، المعادلة  إذا كان  (1

z x iy 2z Z2 2 2x y xyi a ib   
2 2

2

x y a

xy b

  




2zZ
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تقبل حلين حقيقيين متمايزين هما :  ، المعادلة  إذا كان  (2

 . 

 تقبل ، المعادلة  إذا كان  (3

 . هما :  حلين مركبين مترافقين 

 تمرين تطبيقي :

 التالية : المعادلات ذات المجهول  حل في مجموعة الأعداد المركبة 

2)        ،2  )       ،3 ) 

 الحل :

 ومنه المعادلة  . المميز   (1

 .   تقبل حلا حقيقيا مضاعفا هو 

 ومنه المعادلة  . المميز   (2

تقبل حلين حقيقيين متمايزيين هما  

 

 .إذن  

تقبل حلين  ومنه المعادلة  . المميز  ( 3

 مركبين مترافقين  هما  

 .إذن  

,ثانيا: المعاملات   ,c b a مركبة 

أعداد مركبة و  حيث  :  لتكن المعادلة ذات المجهول العدد المركب 

 مميزها. . 

 .تقبل حلا مضاعفا هو  ، المعادلة  إذا كان  (1

تقبل حلين متمايزين هما :  ، المعادلة  إذا كان  (2

 .هو أحد الجذرين التربيعيين للمميز  حيث  

 :11تمرين تطبيقي 

 التالية : المعادلات ذات المجهول  حل في مجموعة الأعداد المركبة 

0 2 0a z bz c  

1 2,
2 2
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z z

a a

     
 

0 2 0a z bz c  
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b i b i
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a a
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    2S 

2 5 6 0z z  25 4(1)(6) 25 24 1     2 5 6 0z z  

1 2
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2 , 3

2 2 2 2

b b
z z
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 2 , 3S 

2 1 0z z  21 4(1)(1) 3 3i     
2 1 0z z  

1 2

1 3 1 3
,

2 2 2 2

b i i b i i
z z
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1 3 1 3
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02 0a z bz c  
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0 2 0a z bz c  
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z

   فاهمهامانيش 

 راهم غالطينوقيلا 
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1)    ،2)   ، 

3  )   

 الحل :

المميز   (1

 

 المعادلة تقبل حلين متمايزين هما :

1 2

1 2 3 1 2 3
2 1

2 2 2 2

b i b i
z i ; z i

a a

           
          

 2 1S i ; i     

 المميز   (2

 نحسب الجذرين التربيعيين للمميز  

 .  فهو يحقق  هو أحد الجذرين التربيعيين لـ   إذا كان 

 تكافئ  تكافئ  نحل الجملة 

. وإذا  ويكون  فإن  فهما من نفس الإشارة وبالتالي إذا كان  بما أن 

 . وأخيرا الجذران التربيعيان للمميز  ويكون  فإن  كان 

 و    هما 

 حلان متمايزان هما :  للمعادلة 

 

 .وأخيرا 

 (1........) ومنه  تكافئ   (3

 (2........)أو 

 .تكافئ  ( تكافئ 1........) نحل المعادلة 

 .تكافئ  ( تكافئ 2........)نحل المعادلة 

 .وأخيرا 

 ثم نحل باستعمال المميز. يمكن نشر الطرف الأول في المعادلة  :ملاحظة 

 بحيث : كثير الحدود في  ليكن : 12تمرين تطبيقي 

 2 1 2 3 0z i z i     2 7 4 9 15 0z i z i    
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 2 7 4 9 15 0z i z i     
2

7 4 4(1)(9 15 ) 3 4i i i       
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 وما ذا تستنتج ؟ أحسب  (1

: بحيث من أجل كل  أوجد الأعداد المركبة   (2

 

 .المعادلة  حل في  (3

 الحل :

1)   

 .هو جذر لكثير الحدود  2ومنه 

2)  

 جد ن بالمطابقة مع 

 ومنه  تكافئ  

3) 

  تكافئ  

 أو    تكافئ :

 

تقبل . المعادلة نحسب المميز : 

 حلين متمايزين هما  

 هي :  وأخيرا مجموعة حلول المعادلة 

 13تمرين تطبيقي 

  تقبل حلا تخيليا صرفا  بين أن المعادلة  (1

 أوجد بقية الحلول .  (2     

 الحل :

0zعلى الشكل  تخيلي صرف فهو يكتب  (1 ai  حيث*a . 

3 2( ) (1 4 ) (6 6) 8 4P z z i z i z i      

(2)P

, ,c b az

2( ) ( 2)( )P z z az bz c   

( ) 0P z 

   
23(2) 2 (1 4 ) 2 (6 6) 2 8 4

8 4 16 12 12 8 4 0

P i i i

i i i

      

       

P

2 3 2 2

3 2

( ) ( 2)( ) 2 2 2

( ) ( 2 ) ( 2 ) 2

P z z az bz c az bz cz az bz c

P z az b a z c b z c

         

     
3 2( ) (1 4 ) (6 6) 8 4P z z i z i z i      
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2 1 4

2 6 6

2 8 4

a

b a i

c b i

c i


 


   
    

  

1

1 4

4 2

a

b i

c i




 
   

 2( ) ( 2) 1 4 4 2P z z z i z i       

( ) 0P z  2( 2) 1 4 4 2 0z z i z i       

2z  2 1 4 4 2 0z i z i    

 
2

1 4 4(1)( 4 2 ) 1i i       2 1 4 4 2 0z i z i    

1 2

1 4 1 1 4 1
1 2 , 2

2 2

i i
z i z i

     
     

( ) 0P z  2 , 2 , 1 2S i i  

 3 23 2 (1 6 ) 2 0z i z i z i     
0z

0z

 من كوارث البشر

ص تضعه في عينيك شخ 

فيعميك وشخص تضعه تحت 

 قدميك فيرفعك
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يكافئ  حل للمعادلة  

بعد النشر نجد  

 وهذا يكافئ  

 يحقق المعادلة  ، فقط الحل   أو    فنجد  نحل المعادلة 

 .ومنه  إذن الحل المشترك هو  

 بقية الحلول : (2

 ننا تستطيع تحليل  فإ هو حل للمعادلة  بما أن 

على الشكل  

 

 بعد النشر نجد 

 .بعد المطابقة نجد 

 تكافئ  تكافئ  

 أو    

 هي  حلول المعادلة 

هي  وتكون مجموعة حلول المعادلة 

 

 

 

 

الإنت

 قال من الشكل المثلثي إلى الشكل الجبري:

 cos sinz r i   هو شكل مثلثي معطى للعدد المركب z  نكتب .z   على الشكل الجبري

z x iy    حيث
cos

sin

x r

y r









 

 تمرين تطبيقي : 

 و       أكتب على الشكل الجبري كلا من

 :الحل 

0z ai 3 23 2 (1 6 ) 2 0z i z i z i     

      
3 2

3 2 (1 6 ) 2 0ai i ai i ai i     

   2 3 23 6 2 2 0a a a a a i       
2

3 2

3 6 0

2 2 0

a a

a a a

   

    

23 6 0a a  0a 2a 2a 

3 22 2 0a a a    2a 0 2z i

0 2z i 3 23 2 (1 6 ) 2 0z i z i z i     

 3 23 2 (1 6 ) 2z i z i z i    

 3 2 23 2 (1 6 ) 2 ( 2 )( )z i z i z i z i az bz c        

   3 2 3 23 2 (1 6 ) 2 ( 2 ) 2 2z i z i z i az b a z c b z ic          

1 , 3 , 1c b a  

 3 23 2 (1 6 ) 2 0z i z i z i     2( 2 )( 3 1) 0z i z z   

2z i
2 3 1 0z z  

2 3 1 0z z  
3 13 3 13

,
2 2

   

 3 23 2 (1 6 ) 2 0z i z i z i     

3 13 3 13
2 , ,

2 2
S i

     
  
  

1 2 cos sin
6 6

z i
  

  
 

2

3 3
6 cos sin

4 4
z i

  
  

 

قال الطبيب لوالدة الطفل المريض  : إن ابنك يتصبب عرقا وزيادة ضربات القلب  

نقوم ببعض التحاليل لمعرفة سبب ذلك . فقال الطفل السبب معروف هو س

 .سئلة أستاذ الرياضيات وتمارينه المعقدة   أ
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 التحويلات النقطية :

 الإنسحاب :(1

 من المستوي  النقطة  هو التحويل الذي يرفق بكل نقطة  اععه الإنسسحاب الذي شع

 بحيث  

فإن  على الترتيب بالإنسحاب الذي شعاعه  و  صورتي النقطتين  و  إذا كانت 

 متوازي أضلاع. 

 

 

 

 

 

 الكتابة المركبة للإنسحاب :( 2

 هي  الكتابة المركبة للإنسحاب الذي شعاعه 

 

 

 

 تمرين تطبيقي :

، نعتبر النقط في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد متجانس مباشر 

 التي لواحقها على الترتيب  

 .الذي شعاعه  والإنسحاب 

 ؟.  ما هي الكتابة المركبة للإنسحاب  (1

 .بالإنسحاب  صورة النقطة  عين لاحقة النقطة  (2

 .بالإنسحاب  سابقة النقطة  عين لاحقة النقطة  (3

 لحل :ا

1

3 1
2 cos sin 2 3

6 6 2 2
z i i i

    
       

   

2

3 3
6 cos sin 6 cos sin

4 4 4 4

2 2
6 cos sin 6 3 2 3 2

4 4 2 2

z i i

i i i

   
 

 

      
           

      

  
          

   

UM'M

'M M U

'A'MAMU

' 'AMM A

U'
U

z z z 

 , ,O u v

, , ,D C B A4 , 3 , 4 3 , 2 2D C B Az i z i z i z i      

tAB

t

ECt

FDt
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الكتابة المركبة للإنسحاب :  (1

 

 .بالإنسحاب  صورة النقطة  لاحقة النقطة  (2

     

 .بالإنسحاب  سابقة النقطة  لاحقة النقطة  (3

 تكافئ  

 

 

 

 

 

 

 

 (التحاكي :2

من  هو التحويل الذي يرفق بكل نقطة  حيث  ونسبته  التحاكي الذي مركزه 

 بحيث :  المستوي  النقطة 

  و  صورتي النقطتين  و  ذا كانت إ

  ونسبته  على الترتيب التحاكي الذي مركزه 

 و      فإن 

 

 

 

 لكتابة المركبة للتحاكي :ا

بالتحاكي الذي مركزه  صورة  لاحقة  من المستوي ،  لاحقة نقطة كيفية  لتكن 

 تكافئ  :  ونسبته  

 :11تمرين تطبيقي 

، نعتبر النقط المنسوب إلى معلم متعامد متجانس مباشر  في المستوي المركب

التي لواحقها على الترتيب  

الذي  والتحاكي  

 ونسبته  مركزه 

' 4 3 2 2 2B AAB
z z z z z z z i i z i            

ECt

2 3 2 2 4E Cz z i i i i       

FDt

2D Fz z i  2 4 2 2F Dz z i i i       

k*kM

'M' .M k M  

'A'MAM

k

' .M k M  ' .A k A  

zM'z'MM

k' .M k M   'z z k z z   

 , ,O u v

, ,B A

. 1 3 , 3 , 1 2B Az i z i z i      h

2k  

أستاذ الرياضيات وقع من 

ى السلم فأنكسر فيه ضلع عل

د من هذه 
ّ
وزاوية  وتعق

الواقعة فأصبح شبه 

منحرف بعد أن كان 

 مستقيما
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 ؟.  ما هي الكتابة المركبة للتحاكي  (1

 .بالتحاكي  صورة النقطة  عين لاحقة النقطة  (2

 بالتحاكي  سابقة النقطة  عين لاحقة النقطة  (3

 باعي ما هي طبيعة الر  (4

 الحل :

 :الكتابة المركبة للتحاكي  (1

 تكافئ  
 

أي 
 

 

 وأخيرا الكتابة المركبة لهذا التحاكي هي :

 .بالتحاكي  صورة النقطة  لاحقة النقطة  (2

 .بالتحاكي  سابقة النقطة  لاحقة النقطة  (3 

 ومنه  

 : طبيعة الرباعي  (4

  بهذا التحاكي فإن  هي صورة  بما أن 

 .بهذا التحاكي فإن  هي صورة  أن  وبما

 متوازيان وبالتالي  و   لمستقيمان ا

 هو شبه منحرف. الرباعي 

 

 

 

 

 : 12تمرين تطبيقي 

 .تحويل نقطي كتابته المركبة هي  

 .يطلب تحديد لاحقتها  بالتحويل  بين أنه توجد نقطة صامدة )مضاعفة(  (1

 .بين أن  (2

 .ة للتحويل عين طبيعة والعناصر المميز  (3

 الحل :

h

CAh

DBh

ABCD

h

 'z z k z z       ' 1 3 2 1 3z i z i     

    ' 1 3 2 1 3 1 3 2 2 6 2 3 9z i z i i z i z i             

' 2 3 9z z i   

CAh

2 3 9 2(1 2 ) 3 9 1 5C Az z i i i i          

DBh

2 3 9B Dz z i   
3 9 3 3 9

5
2 2

B
D

z i i i
z i

    
  

 

ABCD

CA2C A  

DB2B D  

 BC AD

ABCD

T' 3( 2 )z z i   

Tz

' 3( )z z z z    

T
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ومنه  أي  نقطة صامدة تكافئ   (1

. 

 تكافئ  (2

 

 .ونسبته  مركزه  ةهو التحاكي الذي لاحق  (3

 

 هو التحويل النقطي الذي يرفق بالنقطة  وزاويته  الدوران الذي مركزه :   (  الدوران3

  من المستوي وتختلف عن  نفسها ويرفق بكل نقطة  النقطة 

 بحيث :  لنقطةا

 

 فإن: صورة  إذا كانت 

 

 

     أو    ومتساوي الساقين من أجل زاوية الدوران  مثلث قائم في

. 

    أو    مثلث متقايس الأضلاع من أجل زاوية الدوران. 

 الكتابة المركبة للدوران :

 .هي  وزاويته  الكتابة المركبة للدوران الذي مركزه 

 

 تمرين تطبيقي:

، نعتبر النقط توي المركب المنسوب إلى معلم متعامد متجانس مباشر في المس

 والدوران  التي لواحقها على الترتيب  

 وزاويته الذي مركزه 

 ؟.  ما هي الكتابة المركبة للدوران  (1

 T  3( 2 )z z i    

6 3 3 3

4 2 4

i
z i

 
   

' 3( )z z z z    

 

 

3 3 1 1
' 3 2 3 2

2 4 2 4

3 3 3 3
3 3 3

2 4 2 4

z z z i i z i i

z i z i z z





 
             

 

    
               

    

T
3 3

2 4
z i   3



M
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'

( ; ') 2

M M

M M  

 

  

'MM

'MM
2



2




'MM
3



3




 ' iz z e z z

   

 , ,O u v

, ,B A. 1 3 , 3 , 1 2B Az i z i z i      r


2



r
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 .بالدوران  صورة النقطة  عين لاحقة النقطة  (2

 .بالدوران  سابقة النقطة  عين لاحقة النقطة  (3

 : الحل

   الكتابة المركبة للدوران  (1

 تكافئ  

 هي   الكتابة المركبة لهذا الدوران

 :بالدوران  صورة النقطة  لاحقة النقطة  (2

 تكافئ  

 :بالدوران  سابقة النقطة  لاحقة النقطة  (3

ومنه  تكافئ  

 

 التشابه المباشر (3

هو التحويل  حيث    ونسبته  وزاويته  ه التشابه المباشر الذي مركز  

من المستوي وتختلف عن  نفسها ويرفق بكل نقطة  النقطة  النقطي الذي يرفق بالنقطة 

 بحيث : النقطة  

 

      

 

 

 الكتابة المركبة للتشابه المباشر :

 هي ونسبته  وزاويته  التشابه المباشر الذي مركزه الكتابة المركبة 

 
  

 مرين تطبيقي:ت

، نعتبر النقط في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد متجانس مباشر 

والتشابه المباشر التي لواحقها على الترتيب  

 وزاويته  مركزه الذي نسبته   

 ؟. ما هي الكتابة المركبة للتشابه المباشر (1

CAr

DBr

r

 ' iz z e z z

       2' 1 3 1 3 ( 1 3 )

' 3 1 3 4 2

i

z i e z i i z i

z iz i i iz i



       

       

r' 4 2z iz i  

CAr

' 4 2z iz i  4 2 (1 2 ) 4 2 2 3C Az iz i i i i i        

DBr

' 4 2z iz i  4 2B Dz iz i  

4 2 3 4 2 1 3
3B

D

z i i i i
z i

i i i

      
     

k * 1k  

M

'M
 

'

( ; ') 2

M k M

M M  

  

  

k ' iz z k e z z

   

 , ,O u v

, ,B A. 1 3 , 3 , 1 2B Az i z i z i      

S2k 
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S
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 بالتشابه المباشر صورة النقطة  عين لاحقة النقطة  (2

 بالتشابه المباشر سابقة النقطة  ن لاحقة النقطة عي (3

 الحل :

 الكتابة المركبة للتشابه المباشر (1

 تكافئ  

 هي الكتابة المركبة لهذا للتشابه المباشر

 بالتشابه المباشر صورة النقطة  لاحقة النقطة  (2

 تكافئ  
 بالتشابه المباشر سابقة النقطة  لاحقة النقطة  (3

ومنه  ئ تكاف 

 
 ( الأعداد المركبة والتحويلات النقطية :5

 .المستوي منسوب إلى معلم متعامد متجانس 

ذات اللاحقة  النقطة  ذات اللاحقة  تحويل نقطي في المستوي الذي يرفق بكل نقطة  

 حقيقي أو مركب(. )  حيث  حيث :  

فإنها تحقق  ة( بالتحويل نقطة صامدة )مضاعف التي لاحقتها  إذاكانت النقطة 

              

 وحيدة. و فإن  ومنه من أجل  أي   

 نلخص طبيعة التحويل والعناصر المميزه له في هذا الجدول :

 

 

 

 كتابة أخرى له العناصر المميزة طبيعة التحويل aالعدد 

*a 1a  لاحقة شعاعه إنسحاب

u
z b  

'
u

z z z  

1a  نسبته  تحاكيk a  

ولاحقة مركزه هي  

 'z z k z z
 

   

CAS

DBS

S

 ' iz z ke z z

       
3

2' 1 3 2 1 3 2 ( 1 3 )

' 2 2 6 1 3 2 5 5

i

z i e z i i z i

z iz i i iz i



        

         

S' 2 5 5z iz i   

CAS

' 4 2z iz i  2 5 5 2 (1 2 ) 5 5 1 3C Az iz i i i i i           

DBS

' 4 2z iz i  2 5 5B Dz iz i   

5 5 3 5 5 8 6
3 4

2 2 2

B
D

z i i i i
z i

i i i

     
    

  

 , ,O u v

TMz'M

'z'z a z b 0a a

zT

 T  

z a z b  1a 
1

b
z

a
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1

b
z

a




  

*a 1a  زاويته   دوران Arg a  

ولاحقة مركزه هي  

1

b
z

a




  

 ' iz z e z z

 
   

1a  نسبته  تشابه مباشرk a  

وزاويته   Arg a  

مركزه هي   ولاحقة

1

b
z

a




  

 ' iz z ke z z

 
   

 .المستوي منسوب إلى معلم متعامد متجانس تمرين تطبيقي :

ذات اللاحقة  النقطة  ذات اللاحقة  تحويل نقطي في المستوي الذي يرفق بكل نقطة  

 بحيث : حيث :  

1)    ،2)      ،3)     ،4) 

. 

 ة كل تحويل وحدد العناصر المميزة له.عين طبيع

 الحل :

هوانسحاب لاحقة  ومنه  حيث  من الشكل   (1

 .شعاعه 

   2هوتحاكي نسبته  ومنه  حيث  من الشكل   (2

 .ولاحقة مركزه 

هودوران  ومنه و  حيث  من الشكل   (3

 .و لاحقة مركزه   زاويته 

و  حيث  من الشكل   (4

و لاحقة مركزه .  وزاويته  اشرنسبته هوتشابه مب ومنه 

 

  الصيغة المركبة لبعض التناظرات:

  صيغته المركبة هي   التناظر بالنسبة للمحور 

 , ,O u v

TMz'M

'z'z a z b 

' 3 2z z i  ' 2 5z z i  ' 2z iz i  

' (1 ) 2z i z i   

' 3 2z z i  'z a z b 1a T

3 2
U

z i 

' 2 5z z i  'z a z b 2a T

5
5

1 1 2

b i
z i

a



    

 

' 2z iz i  'z a z b a i1a i T

 arg
2

i



2 1 3

1 1 2 2

b i
z i

a i



   

 

' (1 ) 2z i z i   'z a z b 1a i 1 2a i  

T2a  arg 1
4

i


 

1 2
1

b
z i

a
  



 Ox'z z
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  صيغته المركبة هي   التناظر بالنسبة للمحور 

  صيغته المركبة هي  التناظربالنسبة للمبدأ 

  ركبة هي صيغته الم التناظر بالنسبة للمنصف الأول الذي معادلته. 

 :لمعرفة طبيعة التحويل  طريقة :

 نبحث عن النقط الصامدة )النقط المضاعفة( إن وجدت. .1

ثم نجد  بدلالة  ، نعبر عن  التي لاحقتها  إذا وجدت نقطة صامدة وحيدة  .2

 .عبارة التحويل المعروفة

 

 
   

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Oy'z z

O'z z

y x'z iz

f

'z z 
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 أربعة من علامات الإيمان:

لرضا بالكفاف، وحفظ اللسان، ومحبة الإخوان.حسن العفاف، وا  

 

 
 وأربعة من علامات النفاق:

 قلة الديانة، وكثرة الخيانة، وغش الصديق، ونقض المواثيق.
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 المجموع والجداء

 التمرين رقم 11 :

 أكتب على الشكل الجبري الأعداد المركبة التالية:

           4 3 3 2i i i   (3           
2

3 5 1 2i i     (2            5 3 2(2 7 )i i   (1 

 : 12التمرين رقم 

1
z    و

2
z   عددان مركبان بحيث

1
1 2z i    و

2
1 3z i    أكتب على الشكل الجبري الأعداد.

المركبة التالية : 
2

1 1 2 1 2 1 2
, , ,z z z z z z z  

 حاصل القسمة :

 : 13التمرين رقم 

 أكتب على الشكل الجبري الأعداد المركبة التالية:

3 2 1

1 3 3 2 3
; ;

1 2 2 13

i i i i
z z z

i i ii

   
   

  
  

 طويلة عدد مركب  

 :14التمرين رقم  

 أحسب ) بدون آلة حاسبة( طويلة كلا من الأعداد المركبة التالية :

  4 3 2 1

1 4
; 5 2 3 3 2 ; 3 6 ; 2

2 3

i
z z i i z i z i

i


       


  

 التمرين رقم 15:

طويلة كلا من الأعداد المركبة التالية ) بدون آلة حاسبة(عين   

 
 

 
4

5
4

83 2 1

1 3 1 2
; ; 1 3

3 41

i i
z z z i

ii

  
    

  
  

 :16التمرين رقم  

 أحسب ) بدون آلة حاسبة( طويلة كلا من الأعداد المركبة التالية :

 
  

1955

3 2 1

1 2 3 3
; ; 1 cos17 sin17

5 5 1 313cos 13 sin
6 6 2 2

i i i
z z z i i

i i
 

  
    

 

  

 

 

 مسكينالشيخ راه كبر

راه حاسب الآلة 

طويلةلالحاسبة فيها ا  
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 مرافق عدد مركب

 :17قم التمرين ر 

 أكتب الأعداد المركبة التالية على الشكل الجبري:

3 2(2 5 )i i              ،  2 4 3i i i            ،   
2 2

1 2 1i i    

 :18التمرين رقم 

نضع  
1

1z i      و
2

3 2z i   لمركبة التالية على الشكل الجبري:  . أكتب الأعداد ا

  1 2 2
1 1 1 1

(1 ) ; 2 3 ; 3i z i i z i z z z iz z       

 :19التمرين رقم 

 عين الأعداد المركبة التي مربعها يساوي مرافقها.

 طويلة ومرافق

 :11التمرين رقم 

 .و   عددان مركبان بحيث  و  

 هو عدد حقيقي. بين أن 

 ئطاصحيح أم خ: 11تمرين رقم  ال

1) 3 2 1 0i i i     
2)    

2

3 5 1 2 2 35 55i i i i      

3)  
2

1i    حقيقي 

7مرافق  (4 5i    7هو 5i   

5) 
7 2 9 5

1 2 2

i
i

i


 


  

6) 
1 3 2 2 6

1 2 5 5

i i
i

i i

 
   

 
  

7)   5 2 3 13 13i i i     

1zإذا كان     (8 i     2فهو حل للمعادلة 3 5 7 4 2z z i i      

 المعادلات من الدرجة الأولى : 

 و اكتب الحل على الشكل الجبري  المعادلات التالية حل في  : 12التمرين رقم 

1)        ،2  )        ،3 ) 

 معادلات من الدرجة الأولى بالمرافق:

  : 13التمرين رقم 

 و اكتب الحل على الشكل الجبري  اليةالمعادلات الت حل في 

1
z

2
z

1 2
1z z 

1 2
1 0z z 

1 2

1 2
1

z z
Z

z z






 2 7i z i  
2

3 2
3

i
z i

  


2
1

iz
i

z i


 



أنا بلا ما نحل ران عارف 

طأ خوال justeالصحيح هو 

باينة  بلا ما  Fauxهو 

 نكسر راس ي

منيين اللي نقعد في الطاولة الأخيرة 

 كنت نسمع منافق ماهيش مرافق
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1 )    ،2)     ،3 ) 3 10 6 0z z z z i     

4) 5 2 5 3 5iz i i z i      

 iحساب القوى الطبيعية للعدد المركب 

 : 14التمرين رقم 

10أحسب .1 9 8 7 6 5 4 3; ; ; ; ; ; ;i i i i i i i i  . 

1niفإن  4معدوم و مضاعف للعدد  عددا طبيعيا غير  بين أنه إذا كان  .2  . 

 غير المعدوم. حسب قيم العدد الطبيعي  عين  .3

2011أحسب .         .4 2012 2013i i i   

أحسب  .5 
10

1 i . 

 عمدة عدد مركب :

 : 15التمرين  رقم 

المستوي منسوب إلى معلم متعامد متجانس , ,O u v .  عطى  النقط
ُ
,ت ,C B A  التي لواحقها

على الترتيب : 1 3 , 1 , 1C B Az i z i z i       للزاوية  الرئيس ي  قيسالعين

 ,AB AC . 

 ئطا:  صحيح أم خ 16تمرين رقم ال

cosطويلة العدد المركب  (1 sin
3 4

i
 
   1تساوي. 

2) 
3


هي عمدة للعدد المركب     31 2

i

e


 . 

3عمدة   (3 2i   3هي  معاكسة لعمدة 2i . 

4) 5
2


   هي عمدة للعدد المركبsin5 cos5i  

5) 2013      و
2013

7 2012 2 1433







 
 لهما نفس العمدة .  

 مجموعة النقط

 :17التمرين رقم 

مد متجانساالمستوي منسوب إلى معلم متع , ,O u v  .  هي صورة العدد المركبz  

  نضع حيث  1 2 3 4Z i z z i      . 

 على الشكل الجبري.   Zأكتب .1

عين  .2 1
  حقيقيا. من المستوي حتى يكون  مجموعة النقط 

 2 3i z iz i   
2

1
3

z i
i

z i


  



n

nin

( , )M x y

z x iy 

( , )M x yZ

إذا كانت لك ذاكرة قوية ..وذكريات 

 مريرة.. فأنت أشقى أهل الأرض
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عين  .3 2
  تخيليا صرفا من المستوي حتى يكون  مجموعة النقط 

أنش ئ  .4 1
   و 2

. 

 :18التمرين رقم

مد متجانساالمستوي منسوب إلى معلم متع , ,O u v  .  هي صورة العدد المركبz  

6    نضع . حيث  2 15 6Z z z z iz i        . 

 على الشكل الجبري.   Zأكتب (1

عين  (2   حقيقيا. من المستوي حتى يكون  مجموعة النقط 

عين  (3 E  تخيليا صرفا من المستوي حتى يكون  مجموعة النقط 

أنش ئ  (4    و E. 

 :19التمرين رقم 

مد متجانس االمستوي منسوب إلى معلم متع , ,O u v.  هي صورة العدد المركب

z حيث التي لاحقتها  .نرفق بكل  نقطة   i   أي   , 0,1x y  النقطة 

 حيث   التي لاحقتها 
z i

Z
z i





  

 على الشكل الجبري. أكتب  .1

عين .2   حقيقيا. من المستوي حتى يكون  النقط  مجموعة 

عين .3 E   تخيليا صرفا من المستوي حتى يكون  مجموعة النقط 

أنش ئ   .4   و E. 

 : 21رقمتمرين ال

مد متجانساالمستوي منسوب إلى معلم متع  , ,O u v . عين ثم مثل مجموعة النقطM  ذات

 من الحالات التالية:حالة في كل  zاللاحقة 

2) 3 2z i    ،2)2 1z i   ،3) 3 2z i z      ،4) 1 2 4iz i z i      

  :21رين رقم التم

مد متجانساالمستوي منسوب إلى معلم متع , ,O u v . 

M مجموعة النقط  Eعين   في كل حالة من الحالات التالية :  zذات اللاحقة  

1)  arg( ) 2
2

z  


       ،   2)  arg( ) 2
4

z 


            ،3)   arg( )
6

z 


 . 

 :22التمرين رقم 

المستوي منسوب إلى معلم متعمد متجانس  , ,O u v.  عدد مركب حيث. 

 . حيث  لاحقتها  النقطة  لاحقتها  نرفق بكل  نقطة 

( , )M x yZ

( , )M x y

z x iy 

( , )M x yZ

( , )M x yZ

( , )M x y

z x iy Mz'M

Z

Z

( , )M x yZ

( , )M x yZ

zz x iy 

Mz z i'MZ
1z i

Z
z i

 




 لا تعمل شيئا في السر تستحي منة في العلانية
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عين E   من المستوي حتى يكون  مجموعة النقط . 

 

 ثلاث نقط من دائرة

 : 23التمرين رقم  

نقط من المستوي المنسوب إلى معلم متعامد متجانس   ,, , ,O u v  لواحقها على الترتيب

  ،  ،  . 

تنتمي إلى نفس الدائرة  ,,النقط أن بين     التي مركزهاH ويطلب تحديد  2ذات اللاحقة

 نصف قطرها.طول 

 في استقاميةثلاث نقط 

 :24التمرين رقم 

مد متجانس االمستوي منسوب إلى معلم متع , ,O u v .  لواحقها على الترتيب : نقط 

1 , 2 3 , 1 3
C B A

z i z i z i        

 في استقامية. ل الأعداد المركبة أن النقط بين باستعما

 :25التمرين رقم 

مد متجانساالمستوي منسوب إلى معلم متع , ,O u v  التي لواحقها على  .تعطى النقط

الترتيب :.
11

1 , 3 3 , 2
5

C B A
z i z i z i        

AB;أحسب لاحقة كل من الشعاعين  ( أ AC . 

 في استقامية. النقط استنتج أن  ( ب

 أنش ئ الشكل. ت(    

 متوازي أضلاع :

 :26التمرين رقم 

مد متجانساالمستوي منسوب إلى معلم متع , ,O u v .  م
ّ
,النقط  عل , ,D C B A  التي

3لواحقها على الترتيب : , 3 2 , 1 2 , 2D C B Az i z i z i z i            . 

 متوازي الأضلاع. ABCDبين أن الرباعي 

 

 

أحد البخلاء عندما تزوج سافر  ليقض ي  شهر العسل لوحده ، سأله صهره وهو أستاذ      

رياضيات لماذا لا تأخذ زوجتك معك ؟ فرد البخيل وكان طالبا عنده : أنا عدد أولي الذي له 

 (ونفس ي.1قاسمين فقط هو أنا )

( , )M x y1Z 

ABC

3
A

z i 
6

2

4 2

2B
z i


 2 2

C
z i 

ABC

, ,A B C

, ,A B C

, ,A B C

, ,A B C

نقط نعرف  2لوكان جاو 

نهم على استقاميةأنبيّ   

 البخيل والعدد الأولي
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 :27التمرين رقم 

م 
ّ
,نقط  ال عل ,C B A : التي لواحقها على الترتيب

3 1
1 3 , , 1

2 2
C B Az i z i z i           

 متوازي الأضلاع. ABCDحتى يكون الرباعي  Dعين لاحقة النقطة 

ـــع  مربــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :28التمرين رقم 

مد متجانساوي منسوب إلى معلم متعالمست , ,O u v .  م
ّ
,النقط  عل , ,D C B A  التي

2لواحقها على الترتيب : 2 , 3 , 2 , 1D C B Az i z i z i z i             . 

 هو مربع . ABCDبين أن الرباعي 

 مركز الثقل :

 :29تمرين رقم ال 

معلم متعامد متجانس المستوي منسوب إلى , ,O u v .  عطى  النقط
ُ
,ت , ,D C B A  التي

5لواحقها على الترتيب : , 1 4 , 1 2C B Az i z i z i      ، Dz   . 

 . ABDز ثقل المثلث مرك Cحتى تكون  Dعين لاحقة النقطة 

 نقط 3مرجـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــح 

 :31التمرين رقم 

نسوب إلى معلم متعامد و متجانسالمالمستوي المركب في  , ,O u v   نعتبر النقط , ,C B A  التي

3:لترتيبعلى الواحقها  2Az i   ،1 3Bz i   ،2 2Cz i    

مرجح الجملة  Gلاحقة النقطة  Gzأوجد       ,2 ; , 3 , ,5A B C 

  التمرين رقم 31:

 , ,C B A 2لمستوي المركب لواحقها على الترتيب   نقط من ا 3 , 3 , 3i i i    

 . مرجح الجملة المثقلة  عين لاحقة النقطة  .1

  من المستو ي بحيث: عين مجموعة النقط  .2

 إنشاء نقط إحداثياتها أعدادا صماء

 : 32التمرين رقم 

المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانسفي  , ,O u v  م بدون أي حساب وبدون قيم
ّ
عل

, تقريبية وباستعمال الطويلة فقط للنقط: ,C B A  2:على الترتيبالتي لواحقها 2Az i  

 ،2 2Bz i  ،2 2Cz i    

 

 

G      ,1 ; ,2 ; , 2A B C 

M2 2 4MA MB MC  
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 : 33التمرين رقم 

نسوب إلى معلم متعامد و متجانسلماالمستوي المركب في  , ,O u v  م بدون أي حساب وبدون
ّ
عل

, لنقط:اقيم تقريبية وباستعمال الطويلة فقط  ,C B A  على الترتيبالتي لواحقها:

1 3Az i   ،2 3 2Bz i  ،3Cz i    

 باستعمال الطويلة  طبيعة مثلث

 :34التمرين رقم 

مد متجانس االمستوي منسوب إلى معلم متع , ,O u v  التي لواحقها على  .تعطى النقط

1.الترتيب  5 , 3 , 1C B Az i z i z i        

 ؟.ما هي طبيعة المثلث 

 معادلات من الدرجة الثانية :

 لمعادلات التاليةا حل في  :35التمرين رقم 

1)       ،2  )    ،3 ) 

 :  36التمرين رقم 

أعط الشكل الجبري للعدد المركب  (1 
2

2 3i . 

2المعادلة  حل في  (2 5 12z i   

 : 37التمرين رقم 

2المعادلة  حل في  2 cos 1 0z z     حيث  عدد حقيقي ثابت من المجال 0 ,  . 

 معادلات تؤول إلى معادلة من الدرجة الثانية 

  : 38تمرين رقم ال

 المعادلات التالية : حل في مجموعة الأعداد المركبة 

1) 
2

5 3 0z z         ،2 )3 23 7 0z z z           ،3)  
1

2 2z
z

  . 

:معادلات من الدرجة الثالثة   

 التمرين رقم 39 :

لدينا : بحيث من أجل كل عدد مركب  عين الأعداد الحقيقية (1

 

 المعادلة  حل في  (2

 : 41التمرين رقم 

 حيث : لأعداد المركبة كثير حدود في مجموعة ا 

 .أحسب  (1

, ,A B C

ABC

2 5 6 0z z  2 2 11 0z z   2 1 3 3 0z z   

, ,c b az

  3 2 23 3 14 2z z z z az bz c      

3 23 3 14 0z z z   

 P z3 2( ) 3 3 7P z z z z   

( 1)P 
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cالأعداد الحقيقية عين  (2 ; b ; a    : بحيث  21z az bz c   . 

 .حل المعادلة  (3

:معادلات من الدرجة الرابعة   

 التمرين رقم 41 :

 المعادلة  ثم حل في  أنشر 

 التمرين رقم 42 :

دلة الهدف من هذا التمرين هو حل المعا E  4التالية :  في 3 22 9 8 20 0z z z z     . 

,بين أنه  توجد ثلاثة أعداد  حقيقية  (1 ,c b a   بحيث من أجل كل عدد  مركبz :

  4 3 2 2 22 9 8 20 4z z z z z az bz c        . 

المعادلة  حل في (2 E . 

 ئطاصحيح أم خ:  43تمرين رقم ال

 برّر ببرهان أو بمثال مضاد :

العدد  (1 
256

1 i  .هو عدد حقيقي 

الجزء الحقيقي للعدد المركب  (2
1 3

4 3

i

i




هو   

1

4
 . 

2حلول المعادلة  صورتا (3 3 5 0z z   .متناظرتين بالنسبة إلى محور الفواصل 

بحيث  يكون  العدد  4المختلفة عن  zمجموعة الأعداد المركبة  (4
3 1

4

z i

z

 


حقيقيا هي    

0,6مجموعة  لواحق النقط من المستقيم الذي معادلته  2,4y x   . 

بحيث  يكون  العدد  4المختلفة عن  zمجموعة الأعداد المركبة  (5
3 1

4

z i

z

 


تخيليا صرفا    

5التي لاحقتها   Hهي  مجموعة  لواحق النقط من الدائرة التي مركزها  3
H

z i     وطول

 . 1نصف قطرها يساوي 

 الشكل المثلثي لعدد مركب  غيرمعدوم :

 التمرين رقم 44 :

 الأعداد المركبة التالية :ثم على الشكل الأس ي كل من  أكتب على الشكل المثلثي 

1) 
1

3 3z i     ،2 )
2

6 2z i    ،3 )
3

4 3 4z i     ،4   )
4

3 3 3z i   

 : 45التمرين رقم  

 الأعداد المركبة التالية :ثم على الشكل الأس ي كل من  أكتب على الشكل المثلثي 

  1 2 3

1
, , 1 3 1

11 3

i i
z z z i i

ii


     


 

 

( ) 0P z 

  2 23 3 2z z z z   4 3 22 2 7 6 0z z z z    
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 التمرين رقم 46 :

 أكتب على الشكل المثلثي الأعداد المركبة التالية :

1 2
4 cos sin , 2 cos sin

3 3 6 6
z i z i

      
       

   
 

3 4
4 sin cos , 4 cos sin

3 3 5 5
z i z i

      
       

   
 

 :74التمرين رقم 

2نضع  2 2 2a i    . 

  واكتب النتيجة على الشكل الجبري.  2aأحسب  (1

2بين أن  (2 44
i

a e


  واستنتج الطويلة وعمدة للعدد المركبa . 

cosالقيم المضبوطة لكل من  استنتج (3
8


sinو   

8


 

 :  48 التمرين رقم

عين الشكل المثلثي للعدد المركب  
3

1
4

i
z i

 
   

 
  

 الإنتقال من الشكل المثلثي إلى الشكل الجبري 

 التمرين رقم 49 :

لتالية :أكتب على الشكل الجبري الأعداد المركبة ا
0

2 cos sin
3 3

z i
  

  
 

      ،

1

5 5
4 cos sin

6 6
z i

 
  

 

 
 

  
2

2 2
4 cos sin

3 3
z i

 
  

 

 
        ،

3

4 4
8 cos sin

3 3
z i

 
  

 

 
 

 كتب على الشكل الجبري الأعداد المركبة التالية :أ 51التمرين رقم 

3

0
6

i

z e


           ،
2

3

1
4

i

z e


                   ،
7

6

2
8

i

z e


             ،4

4
2

i

z e




 

 الإنتقال من الشكل الجبري  إلى الشكل الأس ي 

 اكتب على الشكل الأس ي الأعداد المركبة التالية :  51التمرين رقم 

1) 
0

3 3z i         ،2) 
1

2 3 2z i         ،3) 
2

3 3

2 2
z i       ،4) 

3
2z i  

 متعدد الإختياراتتمرين 

 ي كل سؤال يوجد جواب واحد فقط صحيح،  عينه بدون تبريرف :52التمرين رقم 

A   وB  نقطتان لاحقتاهما على الترتيب
1

1 3z i   و
2

3z i    
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 الجواب ج الجواب ب الجواب أ 

السؤال رقم 
 

طويلة 
1

z وعمدته هما 
و   2

3


و   2  

3


  2   و

3


  

السؤال رقم 
 

1الشكل الجبري لـ 

2

z

z
  1 3

3

i

i



 
  

3 1

2 2
i   

1
3

3
   

السؤال رقم 
 

2عمدة 

1

z

z
 هي 

5

6


  

5

6


 

2


 

السؤال رقم 
 

من  Mمجموعة النقط 

  zالمستوي ذات اللاحقة 

والتي تحقق 
1

2z z   

 هي

المستقيم 

 AB 

الدائرة ذات 

  Aالمركز 

نصف المستقيم 

  Aالذي مبدؤه 

السؤال رقم 
 

من  Mمجموعة النقط 

  zالمستوي ذات اللاحقة 

والتي تحقق 

 arg 2
3

z


  هي 

ستقيم الم

 AB  

الدائرة ذات 

  Oالمركز 

نصف مستقيم 

 مستثنى من مبدئه

السؤال رقم 
 

2المعادلة  4 7 0z z     تقبل حلين هما ليس لها حلول 

2 3 و

2 3 

 تقبل حلين هما

2 3i و

2 3i 
 

Aطبيعة مثلث باستعمال العمدة والعبارة C

B C

z z

z z




   

، نعتبر النقط  في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد متجانس : 53التمرين رقم  

 التي لواحقها على الترتيب :  

Aكبعين الطويلة وعمدة للعدد المر  (1 C

B C

z z

z z




 .واستنتج طبيعة المثلث   

 .واستنتج طبيعة المثلث  عين الطويلة وعمدة للعدد المركب  (2

، نعتبر النقط  في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  : 54التمرين رقم 

عين الطويلة .التي لواحقها على الترتيب :  

A للعدد المركب B

C B

z z

z z




 .واستنتج طبيعة المثلث   

 , ,O u v

, , ,D C B A3 , 2 3 , 2 3 , 1D C B Az z i z i z      

ABC

A C

D C

z z

z z




DAC

 , ,O u v

, ,C B A4 3 , 1 , 2 3C B Az i z i z i      

ABC
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

نعتبر النقط ، نعتبر  في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد متجانس   : 55التمرين  رقم  

,النقط ,C B A    : التي لواحقها على الترتيب

2 5 , 2 2 , 1 2
C B A

z i z i z i        

 عين الطويلة وعمدة للعدد المركبA B

C B

z z

z z




 .واستنتج طبيعة المثلث   

نعتبر النقط  في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد متجانس   :56التمرين  رقم   

, ,C B A    : 1التي لواحقها على الترتيب 5 , 3 3 , 1
C B A

z i z i z i        

  لعدد المركبا أكتب على الشكل الجبريA B

A C

z z

z z




 .واستنتج طبيعة المثلث   

  : 57التمرين  رقم  

,، نعتبر النقط في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد متجانس   ,C B A   التي

2لواحقها على الترتيب :   3 , 1 2 , 2
C B A

z i z i z i        

  للعدد المركب أكتب على الشكل الجبريA B

A C

z z

z z




أن النقط تنتج واس  

, ,C B A .في استقامية 
 

 التحويلات النقطية

التالية مع ذكر العناصر المميزة لكل النقطية عين طبيعة كل تحويل من التحويلات  : 58التمرين  رقم  

 منها.

1) 
1
: 2 5f z z i           ،2  )

2
: 5f z iz i         ،3 )

3
: 2 6 4f z z i  . 

 
 

 
 

 3كيلو موز و 5ذهب تلميذ بليد إلى محل بيع الفاكهة المجاور لبيته،وقال للبائع:من فضلك زن لي 

فسأله ،فقام التاجر بوزن ما طلبه التلميذ ووضعه في كيس كبير.كيلو برتقال 6كيلو تفاح و 

 التلميذ:كم يكون وزن الكيس الكبير؟

،إحتفظ بكيس الفاكهة لك،فلا أريده،فقد كانت .غرامكيلو  14فقال التاجر:
ً
قال التلميذ:حسنا

 .مسألة حسابية في كتاب الرياضيات ولم أكن أعرف الجواب
 

 , ,O u v

ABC

 , ,O u v

ABC

 , ,O u v



 

 

97 

  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 
 
 
 
 

 : 11حل التمرين رقم 

1)  5 3 2(2 7 ) 5 3 4 14 1 17i i i i i          

2)    
2 23 5 1 2 3 5 1 4 4 2 9 4 6 9i i i i i i i              

3)       24 3 3 2 12 4 3 3 2i i i i i i i         

                   213 3 2 39 26 3 2 41 23i i i i i i          

 : 12حل التمرين رقم 

 1 2
1 2 1 3 2 3z z i i i              ،

 1 2
1 2 1 3 2 2 3z z i i i         

      2

1 2
1 2 1 3 1 3 2 2 3 1 2 3 2 3z z i i i i i i               

   
2 2 2

1
1 2 1 4 4 1 4 4 3 4z i i i i i            

 : 13حل التمرين رقم 

1

2 3 2 3 1 2 2 3 3 1 5

1 1 1 2 2 2

i i i i i
z i

i i i

     
      

  
 

2

3 3 3 3 2 3 1 1 3

3 1 2 23 3 3

i i i i
z i

i i i

    
     

  
 

3

3

1 3 1 1 2 3 2 1 2 2 6 3 2 1

1 2 2 1 2 1 2 2 2 1 4 4 1

1 3 5 5 4 8

5 5 5 5

i i i i i i i i i i
z

i i i i i i

i i
z i

           
       

       

  
   

  

 :14التمرين رقم  لح

 
1

2 0 4 4 2z i      

2
3 6 3 6 9 3z i      

      

  

3
5 2 3 3 2 5 2 3 3 2

25 12 9 4 37 13 481

z i i i i     

     

 

4

1 41 4 1 16 17 17

2 3 2 3 134 9 13

ii
z

i i

 
    

  
. 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

  :15التمرين رقم حل 

   
4 4

4

1
1 3 1 3 2 16z i      

 
 

5
5 5 5

52

1 41 2 5 1 1 5

3 4 5 1255 25 59 16

i
z

i

     
                

 

 
 
 

 
   

4 4

4

8 8 83

1 3 1 3 2 16
1

161 1 1 2

i
z

i

 
    

 
 

 :16حل التمرين رقم  

    2 2

1
1 cos17 sin17 1 1 cos 17 sin 17 2 1 2z i i          

2

3 3 9 9
18 3 2

1 31 3

4 42 2

i
z

i

  
   



 

 1955

3

2 2

1 2 1 5 5

5 5 135 513cos 13 sin 13 cos sin
6 6 6 6

i i
z

i
   

 
  

   
 

 

 :17حل التمرين رقم 

3 2(2 5 ) 3 4 10 4 7 4 7i i i i i i            

     2 4 3 8 2 3 24 8 6 2 2 26 2 26i i i i i i i i i                

   
2 2

1 2 1 1 4 4 1 2 1 3 2 3 2i i i i i i               

 :18حل التمرين رقم 

1 2
3 (1 ) 3( 3 2 ) 1 9 6 10 7iz z i i i i i i            

     1 1 2
2 3 2 1 3 1 3 2 4iz z z i i i i i           

      
    

1 1 1 1 1 1
(1 ) (1 ) 1

1 1 1 1 1 2 2

i z i iz i z i iz i z i iz

i i i i i i i i

          

           
 

 :19حل التمرين رقم 

zليكن العدد المركب  a ib   حيثa   وb  .عددان حقيقيان 

2zالمطلوب هو إيجاد الأعداد المركبة التي تحقق  z . 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

2z z  تكافئ 
2

a ib a ib     2. ننشر فنجد 2 2a b iab a ib      ومنه
2 2

2

a b a

ab b

 


 
 . 

2 2

2

a b a

ab b

 


 
تكافئ  

 

2 2

2 1 0

a b a

a b

 


 
تكافئ  

2 2

0

a b a

b

 



أو  

2 2

2 1 0

a b a

a

 


 
. 

 
2 2

0

a b a

b

 



تكافئ  

0

0

a

b





أو   

1

0

a

b





0zأي       1أوz  . 

 
2 2

2 1 0

a b a

a

 


 
تكافئ  

2 2

1

2

a b a

a

 



 


تكافئ  

21 1

4 2

1

2

b

a


 


  


تكافئ 

21 1

4 2

1

2

b

a


 


  


أي  

2 3

4

1

2

b

a





  


  

وهذه الأخيرة تكافئ 

3

2

1

2

b

a





  


أو   

3

2

1

2

b

a


 


  


وبالتالي   
1 3

2 2
z i    أو

1 3

2 2
z i  . 

مرافقها  هي :      الأعداد المركبة التي مربعها يساوي وفي النهاية 

1 3 1 3
0 , 1 , ,

2 2 2 2
z z z i z i      . 

 :11حل التمرين رقم 

 حقيقي معناه  طريقة : 

أي   معناه كذلك  وبالمثل   .أي   معناه كذلك  نعلم أن 

. 

 حقيقي.  وبالتالي  ومنه 

 :11تمرين رقم  حل ال

3لأن    صحيح : (1 2 21 1 1 1 1 0i i i i i i i i              . 

ZZ Z

1 1z 1 1 1z z 1

1

1
z

z
2 1z 2 2 1z z 

2

2

1
z

z


2 1

1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 2 1 2 1

1 2 2 1

1 1

1 11 1 11

z z

z z z z z z z z
Z Z

z z z z z z

z z z z




 
    

  

Z ZZ
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

لأن    صحيح : (2      
2

3 5 1 2 2 13 3 4 35 55i i i i i i         

لأن       :  ئطاخ (3 
2

1 2i i    .وهو تخيلي صرف 

7لأن    مرافق     :  ئطاخ (4 5i     5هو 7i . 

لأن      : ئطاخ (5
7 2 9 5

1 2 2

i
i

i


 


  

لأن   صحيح  : (6
1 3 2 3 4 2 6

1 2
1 2 5 5 5 5

i i
i i i

i i

 
        

 
  

لأن      :  ئطاخ (7  5 2 3 13 13 13 13i i i i       

لأن     صحيح  : (8   2 1 3 1 5 7 4 2i i i i        

  :21التمرين رقم حل 

1)  2 7i z i     تكافئ
  
  

7 27 13 9

2 2 2 5 5

i ii
z i

i i i

 
   

  
 . 

وأخيرا مجموعة حلول  المعادلة  2 7i z i     هي
13 9

5 5
i

 
 

 
  

2) 
2

3 2
3

i
z i

  


3تكون هذه المعادلة معرفة إذا وفقط إذا كان     0z i    أي
1

3
z i.                      

من أجل 
1

3
z i  فإن

2
3 2

3
i

z i
  


تكافئ     3 2 3 2i z i     تكافئ 

9 3 6 2 2z i iz       تكافئ 9 6 3i z i     أي

 
  

3 23 2 3

9 6 3 2 3 2 3 2 13 13

i ii i
z i

i i i i

   
     
       

 . 

وأخيرا مجموعة حلول  المعادلة 
2

3 2
3

i
z i

  


هي   
2 3

13 13
i

 
  
 

  

3) 
2

1
iz

i
z i


 


zمعرفة من أجل   i       .                                                                                  

zمن أجل كل عدد مركب  i  فإن
2

1
iz

i
z i


 


تكافئ     2 1iz i z i                                

2تكافئ  1iz z i iz      1كافئ تz i   

وأخيرا مجموعة حلول  المعادلة 
2

1
iz

i
z i


 


هي    1 i . 

  : 13التمرين رقم حل 

1)  2 3i z iz i     نضع .z x yi    و منهz x yi    حيث  2,x y   
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

إذن المعادلة  2 3i z iz i      تكافئ    2 3i x yi i x yi i                                               

تكافئ      2 2 3 1x y i x y y i x         تكافئ
2 3

2 1

x y y

x y x

  


  
2xتكافئ       و

1

2
y  

            
أي  

1
2

2
z i    . 

إذن مجموعة حلول المعادلة  2 3i z iz i     هي
1

2
2

S i
 

   
 

  

2) 
2

1
3

z i
i

z i


  


3معرفة من أجل    0z i    أي

1

3
z i   أي

1

3
z i  . 

من أجل 
1

3
z i   ، نضعz x yi    منهو z x yi    حيث  2,x y    فإن

2
1

3

z i
i

z i


  


تكافئ                 2 1 3z i i z i        أي

    2 1 3x iy i i x iy i        لنشر والتبسيط نجد بعد ا

     2 3 3 1 3 3 1x y i x y x y i           أي
3 3 1

2 3 3 1

x x y

y x y

   


    
ومنه   

5

17
x     و

1

17
y    أي

5 1

17 17
z i   .  إذن مجموعة حلول المعادلة

2
1

3

z i
i

z i


  


هي  

5 1

17 17
S i

 
   
 

 . 

3)  3 10 6 0z z z z i       نضعz x yi    منهو z x yi    حيث

  2,x y    . 3 10 6 0z z z z i      تكافئ

    3 10 6 0x iy x iy x iy x iy i                       تكافئ

2 2 6 10 6x y iy i    نحصل على
2 2 10

6 6

x y

y

 


 
أي  

2 9

1

x

y




 
                                         

1yومنه      3)وx    3أوx   ) 3. وأخيراz i    3أوz i   

حلول المعادلة  إذن مجموعة  3 10 6 0z z z z i      هي 3 ; 3S i i    . 

4)  5 2 5 3 5iz i i z i      تكافئ 5 5 2 3 5iz i i z i     تكافئ

 5 2 3 5 5iz i z i i     تكافئ 5 2 8 5i i z i     ومنه

  
  

5 8 5 35 8 1 55

5 3 5 3 5 3 34 34

i ii
z i

i i i

  
    
     

أي                              

1 55

34 34
z i   
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 : 14التمرين رقم حل 

1) 
5 4 4 2 2 3 2; 1 ; 1i i i i i i i i i i i i             

   
4 48 2 7 6 6 5 21 1 ; ; 1i i i i i i i i i i             

10 9 2 9 81 ;i i i i i i i i        

4nعلى الشكل فإنه يكتب  4مضاعف للعدد  nإذا كان  (2 k ث حيk  وبالتالي

   4 4 1 1
k kn ki i i   

.
 

3)  

   4إذا كانn k   فإن   4 4 1 1
k kn ki i i   . 

   4إذا كان 1n k    4فإن 1 4 1 1n k ki i i i i i     . 

   4إذا كان 2n k    4فإن 2 4 2 21 1n k ki i i i i      . 

   4إذا كان 3n k    4فإن 3 4 3 31n k ki i i i i i      . 

2011حساب  (4 2012 2013i i i :لدينا  . 

 2011 4 502 3     4من الشكل 3k    2011إذنi i      

 2012 4 503    4من الشكلk   2012إذن 1i      

 2013 4 503 1     4من الشكل 1k    2013إذنi i     

2011وبالتالي :  2012 2013 1 1i i i i i        

2011يمكن حساب  ملاحظة : 2012 2013i i i   : بالطريقة التالية

     

   

   

1005 10052011 2010 2

1006 10062012 2

1006
2013 2012 2

( ) 1 1

1 1

( ) 1

i i i i i i i i

i i

i i i i i i i

       

   

   

  

2011إذن  2012 2013 1 1i i i i i      . 

5)        
5

10 2 5 5 51 1 1 2 1 2 32 32i i i i i i         
 

  

 : 15رقم حل التمرين 

  3 1 1 3 3 1
, arg arg arg arg

1 1 2 2 2

C A

B A

z z i i i i
AB AC i

z z i i i

      
      

      
  

و 
5

6


    هي عمدة للعدد المركب

3 1

2 2
i   إذن

5

6


  للزاوية هو قيس رئيس ي ,AB AC . 
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 :16تمرين رقم الحل 

لأن :   ئطاخ (1
2 2 2

1 1 3
cos sin cos sin

3 4 3 4 4 2 4
i

      
        

   
 . 

لأن الكتابة  :   ئطاخ (2  31 2
i

e


   ليست شكل أس ي باعتبار العدد الحقيقي 1 2 

 سالب تماما.

 من الدرس عددان مركبان مترافقان لهما عمدتان متعاكستان.  صحيح : (3

sin5لأن  صحيح : (4 cos5 cos 5 sin 5
2 2

i i
    

       
   

 . 

موجب تماما  ومن أجل كل عدد  kمن الدرس رأينا أنه من أجل كل عدد حقيقي  صحيح : (5

kو   zفإن  zمركب غير معدوم  z  .لهما نفس العمدة 

 :17التمرين رقم حل 

1)       1 2 3 4 1 2 3 4Z i z z i i x iy x iy i              بعد النشر

والتبسيط نجد  3 3 4Z x y i x y       

4إذا وفقط إذا كان   حقيقيا يكون  (2 0x y     وبالتالي 1
 وعة النقط مجم

4هي المستقيم الذي معادلته  حقيقيا من المستوي حتى يكون   0x y  . 

3تخيليا صرفا إذا وفقط إذا كان  يكون  (3 3 0x y    وبالتالي 2
  مجموعة النقط

الذي معادلته تخيليا صرفا  هي المستقيم  من المستوي حتى يكون  

3 3 0x y  . 

 اءنشإ (4 1
   و 2

. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 : 18التمرين رقم حل  

1) 6 2 15 6Z z z z iz i      تكافئ

      6 2 15 6Z x iy x iy x iy i x iy i          

Z

( , )M x yZ

Z

( , )M x yZ
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

بعد النشر والتبسيط نجد  2 2 6 2 15 2 6 6Z x y x y x y i          

2إذا وفقط إذا كان   حقيقيا  يكون  (2 6 6 0x y    3أي 3 0x y      وبالتالي

   هي المستقيم الذي  حقيقيا من المستوي حتى يكون  مجموعة النقط

3معادلته  3 0x y   . 

2إذا وفقط إذا كان  صرفا  تخيليا يكون  (3 2 6 2 15 0x y x y        نكتبها على

الشكل :      
2 2

3 1 25x y      وبالتالي E من  مجموعة النقط

 تخيليا صرفا   المستوي حتى يكون 

هي الدائرة ذات المعادلة   
2 2

3 1 25x y     مركزها النقطة 3 , 1H     نصف طول و

 . 5قطرها 
 

نشاء إ    و E. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :19حل التمرين رقم 

zمن أجل  الشكل الجبري للعدد المركب  (1 i :
 
 

1

1

x y iz i x iy i
Z

z i x iy i x y i

   
  

                 

إذن
  

 
 

 
     

2 2

2 22 2

1 1 1 2

1 1 1 1

x y i x y i x y x
Z i

x y i x y i x y x y

     
   

       
 

2حقيقيا  إذا وفقط إذا كان  يكون  (2 0x  و   , 0,1x y    وبالتالي   مجموعة النقط

0xحقيقيا هي المستقيم الذي معادلته  من المستوي حتى يكون    باستثناء النقطة 

 0,1A . 

2تخيليا صرفا  إذا وفقط إذا كان  يكون (3 2 1 0x y   و   , 0,1x y    

وبالتالي  E تخيليا صرفا  هي الدائرة ذات  من المستوي حتى يكون  مجموعة النقط 

 

Z

( , )M x yZ

Z

( , )M x y

Z

Z

Z

( , )M x yZ

Z

( , )M x yZ
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

2المعادلة  2 1 0x y    مركزها النقطة 0 , 0O    باستثناء النقطة  1نصف قطرها طول و

 0,1A . 

 

 

 

 

 

 

  : 21رقم تمرين حل ال

2) 3 2z i  

3Hzها النقطة التي لاحقت Hلتكن :  11الطريقة  i. 

3 2z i   تكافئ 3 2z i   2تكافئHz z   

2HMتكافئ   إذن مجموعة النقطM   هي دائرة مركزهاH 

 .2طرها نصف قطول و  

3 : 12الطريقة  2z i  3تكافئ 2x iy i    تكافئ 3 2x y i    تكافئ

 
22 3 2x y    وبتربيع الطرفين نحصل على 

22 3 4x y    . 

3التي تحقق  zحقة ذات اللا  Mوأخيرا مجموعة النقط  2z i   هي الدائرة E مركزها التي

 0,3H   2نصف قطرها طول و. 

3) 2 1z i   

2الطريقة الأولى : 1z i    2تكافئ 1z i    2تكافئ 1z i   

2Hzالنقطة التي لاحقتها  Hلتكن   i . 

2 1z i    تكافئ 2 1z i    1تكافئHz z   1تكافئHM   وهي دائرة مركزهاH 

 نصفطول و 

 .1قطرها  

2الطريقة الثانية  1z i     2تكافئ 1x iy i     تكافئ   2 1 1x y i      تكافئ

   
2 2

2 1 1x y      وبتربيع الطرفين نحصل على   
2 2

2 1 1x y     . 

2التي تحقق   zذات اللاحقة  Mوأخيرا مجموعة النقط  1z i   هي الدائرة E  مركزها التي

 2,1H   1نصف قطرها طول و. 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 

 

 

 

 

 

 

3) 3 2z i z    

3Azالنقطة ذات اللاحقة  Aلتكن  :11الطريقة  i     وB  2النقطة ذات اللاحقةBz  

3 2z i z     تكافئ 3 2z i z      تكافئ
A Bz z z z    تكافئAM BM. 

3التي تحقق  zذات اللاحقة  Mوأخيرا مجموعة النقط  2z i z    هي محور القطعة

المستقيمة  AB   

 : 12الطريقة 

 3 2z i z    3تكافئ 2x iy i x iy       تكافئ

     3 1 2x y i x yi                  تكافئ

     
2 2 2 23 1 2x y x y      بعد تربيع الطرفين والتبسيط نجد

10 2 6 0x y                 5أي 3y x . 

  Mوأخيرا مجموعة النقط 

3التي تحقق  zذات اللاحقة  2z i z    هي 

المستقيم  d 5الذي معادلته 3y x  

 

 

4)1 2 4iz i z i     

1 2 4iz i z i      تكـــــــــــــــــــــــــافئ
1 2

4
i

i z z i
i

 
    

 
2تكـــــــــــــــــــــــــافئ   4i z i z i                     

2تكافئ  4z i z i     1لأنi  . 

2Azالنقطة ذات اللاحقة  Aلتكن  i     وB  4النقطة ذات اللاحقةBz i 

2 4z i z i      تكافئ 2 4z i z i     تكافئ
A Bz z z z    تكافئ

AM BM. 
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1التي تحقق zذات اللاحقة  Mوأخيرا مجموعة النقط  2 4iz i z i      هي محور القطعة

المستقيمة  AB  . 

 :21التمرين رقم حل 

 ،  zذات اللاحقة   النقطةMإذا كانت  (1

القول أن 
2


  عمدة لـz   تعني أن النقطةM  

وأن أحد الأقياس بالراديان لـ  Oتختلف عن ,u OM  

هي 
2


 . E هي إذن نصف مستقيم أي الجزء 

 سالبة تماما.التي تكون فيها تراتيب نقطه  راتيبمحور التمن   

2) arg( ) 2
4

z 


 

، القول أن  zذات اللاحقة  النقطة Mإذا كانت 
4


 Oتختلف عن Mتعني أن النقطة   zعمدة لـ  

وأن أحد الأقياس بالراديان لـ  ,u OM  هي
4


 . E  مبدؤه  المستقيم المفتوحهي إذن نصفO 

 ويشمل النقطة  1,1A   . 

 

 

 

 

 

 

3) arg( )
6

z 


 

 arg( )
6

z 


  تعنيz  (  غير معدومM  تختلف عنO) 

و أن   
6


أو   

6


  ي عمدة لـ هz  . 

إذن  E  هي المستقيم الذي يمر منO 

tanوميله
6

a


   أي
3

3
a  

وهو مستقيم معادلته  
3

3
y x  باستثناء النقطةO . 
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 : 22حل التمرين رقم 

 لدينا   من أجل

 يأ  ومنهتكافئ  ومنه 

. 

وأخيرا  E  هي مستقيم معادلته. 

 : 23حل التمرين رقم

تنتمي إلى نفس الدائرة  ,,النقط     التي مركزهاH     معناهAH BH CH . 

2لدينا 3 1 2
H A

AH z z i i           

   
4 2 6 2 6 2 6

2 2
2 2 2 2 4 4

H B
BH z z i i


           

2 2 2 2 2
H C

CH z z i i        

تنتمي إلى نفس الدائرة   ,,ومنه النقط     التي مركزهاH  نصف  طول  و  2ذات اللاحقة

  2قطرها هو 

 :24التمرين رقم حل  

مرتبطان خطيا أي يوجد  و  في استقامية ، نبين أن الشعاعين  حتى نبين أن النقط 

ACبحيث  عدد حقيقي  k AB   : أو باستعمال الأعداد المركبة 

1 ( 1 3 ) 2 4
C A

z z i i i            2  و 3 ( 1 3 ) 3 6
B A

z z i i i         

ومنه  
 
 

2 1 22 4 2

3 6 3 1 2 3

C A

B A

iz z i

z z i i

 
  

  
أي يوجد   

2

3
k    بحيث 

 في استقامية . ومنه النقط 

 :25التمرين رقم حل 

3 ( أ 3 2 5 2
B AAB

z z z i i i            

11 6
1 2 3

5 5
C AAC

z z z i i i        

لدينا       ( ب

6
3

35

5 2 5

C A

B A

i
z z

z z i




 
 

ومنه  
3

5
C A B A

z z z z    أي
3

5
AC AB  أي

AB; الشعاعان AC  في استقامية. النقط مرتبطان خطيا وبالتالي 

 الشكل : ( ت
 

 

 z i
   

 

2 2

22

1 111

1

x yx yi iz i
Z

z i x yi i x y

     
  

    

1Z      
2 2 221 1 1x y x y          

2 2 221 1 1x y x y     

2 4 1 0x y  

2 4 1 0x y  

ABC

ABC

, ,A B CABAC

k C A B Az z k z z  

 C A B Az z k z z  

, ,A B C

, ,A B C
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :26التمرين رقم  حل 

ABنبين أنّ متوازي الأضلاع  ABCD الطريقة الأولى : DC 
B أي A C Dz z z z    

   

   

1 2 2 3

3 2 3 3

B A

C D

z z i i i

z z i i i

       

      
 

ومنه
B A C Dz z z z    وبالتالي ABCD  متوازي الأضلاع 

نبين أن  الطريقة الثانية : AC  و BD  لهما نفس المنتصفE : 

لاحقة منتصف  AC  هي
2 3 2 1 1

2 2 2 2

A C
z z i i

i
    

    

لاحقة منتصف  BD  هي
1 2 3 1 1

2 2 2 2

B D
z z i i

i
  

    

ومنه  AC  و BD  نفس المنتصف لهماE  ذات اللاحقة
1 1

2 2
i . 

 :27التمرين رقم  حل 

   ABCD  متوازي الأضلاع معناهAB DC 
B أي A C Dz z z z  . 

 
3 1 5 3

1
2 2 2 2

B Az z i i i
 

        
 

 

 1 3C D Dz z i z    

Bومنه   A C Dz z z z    تكافئ 
5 3

1 3
2 2

Di i z     

ومنه   
5 3 3 9

1 3
2 2 2 2

Dz i i i        

 :28التمرين رقم حل 
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متقايسان ) أي يتقاطعان في منتصفهما(،  قطراه متناصفانهو مربعا إذا كان  ABCDيكون الرباعي 

 .متعامدانو 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 2 , 3 , 2 , 1D C B Az i z i z i z i          

لاحقة منتصف  AC  :
1 3

1
2 2

A C
z z i i   

    

لاحقة منتصف  BD  :
2 2 2

1
2 2

B D
z z i i   

    

 ومنه AC  و BD  يتقاطعان في منتصفهماE  1ذات اللاحقة . 

2 4

4 2

D B

C A

z z i
i

z z i

  
  

  
Dونفسر هذه النتيجة بأن عمدة    B

C A

z z

z z




 قيس للزاوية الموجهةهي   

 ,AC BD   وبما أن
2


  هي عمدة للعدد المركبi   نستنتج أن الشعاعينAC   وBD  

 متعامدان. ABCDوبالتالي القطران  في الرباعي متعامدان 

Dلدينا سابقا  B

C A

z z
i

z z


 


1Dومنه   B

C A

z z
i

z z


  


ومنه  

D B C A
z z z z     أي

BD AC    وبالتالي القطران  في الرباعيABCD . متقايسان 

 .متعامدانو متقايسان ) أي متقاطعان في منتصفهما(،  قطراه متناصفان ABCDوأخيرا الرباعي 

 مربع ABCDالرباعي إذن  

 :29تمرين رقم الحل 

C  مركز ثقل المثلثABD   معناه
3

A B D

C

z z z
z

 
   ومنه

     3 3 5 1 2 1 4 13
D C A B

z z z z i i i i             

 :31التمرين رقم حل 

3 2Az i   ،1 3Bz i   ،2 2Cz i     

2لدينا مجموع المعاملات غير معدوم : 3 5 0     إذنG .موجود 
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     2 3 2 3 1 3 5 2 22 3 5 1 15

2 3 5 4 4 4

A B C
G

i i iz z z
z i

       
    

 
 

  حل التمرين رقم 31:

1) 
2 2 3 6 4 6

4 3
1 2 2 1

A B C

G

z z z i i i
z i

    
    

 
  

2) 2 2 4MA MB MC     تكافئ 1 2 2 4MG    4تكافئMG    إذن

مجموعة النقط المطلوبة هي الدائرة التي مركزها النقطة  4,3G   4وطول نصف قطرها . 

 : 32حل التمرين رقم 

2Aلدينا  B Cz z z    إذن النقط, ,C B A  تنتمي إلى الدائرة التي مركزهاO   وطول

 . 2نصف قطرها 

  2لدينا 2Az i   الجزء الحقيقي   يساوي الجزء التخيلي  أي

   Re Im 2
A A

z z   إذن النقطةA ستقيم الذي معادلته تنتمي إلى المy x  وتقع

A  في الربع الأول لأن   Re 0 , Im 0
A A

z z  

  2لدينا 2Bz i   الجزء الحقيقي   معاكس  الجزء التخيلي  أي

   Re Im
B B

z z   إذن النقطةB  تنتمي إلى المستقيم الذي معادلتهy x  وتقعB 

في الربع الرابع لأن    Re 0 , Im 0
B B

z z  

   2لدينا 2Cz i    الجزء الحقيقي   معاكس  الجزء التخيلي  أي

   Re Im
C C

z z  إذن النقطة C  تنتمي إلى المستقيم الذي معادلتهy x   وتقعC 

في الربع الثاني لأن    Re 0 , Im 0
C C

z z  
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 : 33التمرين رقم حل 

  1لدينا 3Az i    2و
A

z  النقطة  إذنA   تنتمي إلى الدائرة التي مركزهاO  

إذن فهي نقطة تقاطع هذه الدائرة مع المستقيم  1وفاصلتها تساوي   2وطول نصف قطرها 

1xالعمودي الذي معادلته    ،  وتقعA  في الربع الأول لأن   Re 0 , Im 0
A A

z z  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  2لدينا 3 2Bz i    12و 4 4
B

z    النقطة  إذنB   تنتمي إلى الدائرة التي

إذن فهي نقطة تقاطع هذه الدائرة  2وترتيبتها تساوي   4نصف قطرها وطول   Oمركزها 

2yمع المستقيم الأفقي الذي معادلته     ،  وتقعB  في الربع الرابع لأن

   Re 0 , Im 0
B B

z z  

 3نا لديCz i     2و
C

z  النقطة  إذنC   تنتمي إلى الدائرة التي مركزهاO  

تقاطع هذه الدائرة مع المستقيم إذن فهي نقطة  1وترتيبتها تساوي   2وطول نصف قطرها 

1yالأفقي الذي معادلته    ،  وتقعC  في الربع الثاني لأن   Re 0 , Im 0
C C

z z  

 :34التمرين رقم حل 

3 نحسب الأطوال :    1 4B AAB z z i i       

              1 5 1 4 4C AAC z z i i i         

1 5 3

4 4 16 16 32

C BBC z z i i

i

      

     
 

ABلدينا من جهة  AC   2ومن جهة أخرى 2 2AB AC BC    

 ومتساوي الساقين.  Aقائم في  ABCإذن المثلث 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 :  35التمرين رقم حل 

1) 2 5 6 0z z     25نحسب المميز 4(1)(6) 1      المعادلة تقبل حلين حقيقيين هما

1 2

5 1 5 1
2 , 3

2 2
z z

 
       إذن 2 , 3S  . 

2) 2 2 11 0z z    24نحسب المميز 4(1)(11) 40 40i        المعادلة تقبل حلين

مركبين مترافقين  هما 
1

2 40 2 2 10
1 10

2 2

i i
z i

   
          

2

2 40 2 2 10
1 10

2 2

i i
z i

   
      إذن

 1 10 , 1 10S i i      

3)  2 1 3 3 0z z     نحسب المميز 
2

1 3 4 3 4 2 3        المعادلة

1تقبل حلين حقيقيين : لاحظ أن مجموع الحلين يساوي  3   إذن   3 وجداؤهما يساوي

هما  
1 2

3 , 1z z    فتكون 1 , 3S   

 :  36التمرين رقم حل 

1)  
2

2 3 4 9 12 5 12i i i       

2) 2 5 12z i  تكافئ     
22 21 5 12 2 3z i i i        تكافئ 

22 2 2 3 0z i i  

   2 3 2 3 0z i i z i i          إما ، 2 3 0z i i      أو

 2 3 0z i i    

إذن  2 3 3 2z i i i         أو 2 3 3 2z i i i      وأخيرا 3 2 ,3 2S i i     

 :  37التمرين رقم حل 
2 2 cos 1 0z z     نحسب المميز ،

   
2 2 2 2 22cos 4 4cos 4 4 cos 1 4sin 4 sini               

معادلة حلين مركبين مترافقين هما : لل
1

2cos 2 sin
cos sin

2

i
z i

 
 


       و

2

2cos 2 sin
cos sin

2

i
z i

 
 


    إذن cos sin ,cos sinS i i       

  : 38تمرين رقم الحل 

zنضع    (1 x iy   حيث  2,x y   المعادلة .
2

5 3 0z z   الشكل  تصبح على

 2 2 5 3 0x y x iy       2أي 2 5 5 3 0x y x yi      

2 2 5 5 3 0x y x yi    تكافئ
2 2

5 0

5 3 0

y

x y x




   
تكافئ 

2

0

5 3 0

y

x x
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

2نحل المعادلة  5 3 0x x    فنجد
1 2

5 13 5 13
,

2 2
x x

 
  . 

وأخيرا  المعادلة 
2

5 3 0z z   تقبل حلين حقيقيين هما:  
1

5 13

2
z


     و

2

5 13

2
z


 

2)3 23 7 0z z z    تكافئ 2 3 7 0z z z     0إماz     2أو 3 7 0z z     نحل هذه

ميز نجد المعادلة باستعمال الم
2 1

3 19 3 19
,

2 2

i i
z z

 
  . 

3وأخيرا حلول المعادلة  23 7 0z z z    هي
2 1

3 19 3 19
0 , ,

2 2

i i
z z

 
  . 

3  )
1

2 2z
z

   تكافئ
22 2 1

0
z z

z

 
  22تكافئ 2 1 0z z     نحل هذه المعادلة نجد

1

1 1

2 2
z i                   و

2

1 1

2 2
z i  . 

 : 39التمرين رقم حل 

1)   3 2 23 3 14 2z z z z az bz c        

ننشر ونبسط ونطابق       2 3 22 2 2 2z az bz c az b a z c b z c          

1فنجد  , 2 3 , 2 3 , 2 14a b a c b c           1أي , 5 , 7a b c   . 

ويكون   3 2 23 3 14 2 5 7z z z z z z       

2) 3 23 3 14 0z z z      تكافئ  22 5 7 0z z z      2ومنه إما 0z    أي

2z                     2أو 5 7 0z z    نحل هذه المعادلة الأخيرة بالمميز  نجد

   225 4 1 7 3 3i       ترافقين هما وللمعادلة حلين مركبين م

1 2

5 3 5 3 5 3 5 3
,

2 2 2 2 2 2

i i
z i z i

   
          وأخيرا مجموعة حلول

3المعادلة  23 3 14 0z z z      هي
5 3 5 3

2 , ,
2 2 2 2

i i
  

    
  

  

 : 41التمرين رقم حل 

1) ( 1) 0P   . 

2)       2 3 2( ) 1P z z az bz c az b a z c b z c            نطابق فنجد 

1فنجد  , 3 , 3 , 7a b a c b c         1أي , 4 , 7a b c    . 

ويكون   2( ) 1 4 7P z z z z    
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يكافئ   (3  21 4 7 0z z z      1إماz      2او 4 7 0z z     عند

حل هذه الأخيرة نجد 
1 2

2 3 , 2 3z i z i          

وأخيرا مجموعة حلول المعادلة   0P z   هي  1 ,2 3 , 2 3i i    

 : 41التمرين رقم حل 

  2 2 4 3 23 3 2 2 2 7 6z z z z z z z z          

4 3 22 2 7 6 0z z z z      تكافئ  2 23 3 2 0z z z z       2إما 3 2 0z z    أو
2 3 0z z   ة عند حل المعادلتين نجد مجموعة حلول المعادل 

هي 
1 1 1 1

1 ; 2 ; 11 ; 11
2 2 2 2

S i i
 

     
 

  

 : 42التمرين رقم حل 

: zمن أجل كل عدد  مركب  (1

    2 2 4 3 24 4 4 4z az bz c a z b z a c z bz c          

1بالمطابقة نجد   , 2 , 5a b c     أي .

  4 3 2 2 22 9 8 20 4 2 5z z z z z z z         

2) 4 3 22 9 8 20 0z z z z      تكافئ  2 24 2 5 0z z z       تكافئ

 2 4 0z  
                      
أو   2 2 5 0z z   

  المعادلة 2 4 0z    2تكافئ 24 4z i     2ومنهz i    2أوz i  . 

  المعادلة 2 2 5 0z z    24مميزها 20 16 16i       المعادلة تقبل حلين .

1مترافقين هما  2i   1و 2i  

4وأخيرا المعادلة  3 22 9 8 20 0z z z z      أربعة حلول :  تقبل في

 2 , 2 , 1 2 , 1 2S i i i i    . 

 ئطاصحيح أم خ:   43تمرين رقم الحل 

لأن    صحيح :  (1

       
128 64256 2 128 64128 2 128 1281 1 2 2 2 1 2i i i i             

 

لأن   : ئطاخ (2
  
  

1 3 4 31 3 13 9

4 3 4 3 4 3 25 25

i ii
i

i i i

 
  

  
 

2لأن المعادلة صحيح :  (3 3 5 0z z    مميزها سالب فتقبل حلين مركبين مترافقين 

لأن   صحيح : (4
   

2 2

2 22 2

3 1 3 3 4 3 5 12

4 4 4

z i x y x y x y
i

z x y x y

       
  

    
 

( ) 0P z 

4 3 22 2 7 6 0z z z z    
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من أجل يكون حقيقيا  
   

3 5 12 0

, 4,0

x y

x y

  



3أي    5 12 0x y     0,6أو 2,4y x   

لأن    : ئطاخ (5
   

2 2

2 22 2

3 1 3 3 4 3 5 12

4 4 4

z i x y x y x y
i

z x y x y

       
  

    
 

يكون تخيليا صرفا من أجل 
   

2 2 3 3 4 0

, 4,0

x y x y

x y

    




كتب على الشكل   
ُ
وت

   

2 2

3 3 17

2 2 2

, 4,0

x y

x y

   
      

   
 

ة مركزها إذن مجموعة النقط هي دائر  
3 3

,
2 2

F
 
 
 

وطول نصف  

قطرها 
17

2
ما عدا   4 0A ,  

 : 44التمرين رقم حل 

5) 
1

3 3z i    :  3 3 9 9 3 2r i     

عمدة لـ  إذا كانت 
1z : فإن 

3 2
cos

23 2

3 2
sin

23 2

x

r

y

r






  





  


ومنه     1arg 2
4

z



 

إذن الشــــــــكل المثلثــــــــي للعــــــــدد المركــــــــب  
1z  1هــــــــو 2 cos sin

4 4
z i

  
  

 
والشــــــــكل الأســــــــ ي هــــــــو       

4

1
3 2

i

z e


    

2) 
2

6 2z i      : 

     6 2 6 2 8 2 2r i       

 فإن : 2zعمدة لـ  إذا كانت 

6 3
cos

22 2

2 1
sin

22 2

x

r

y

r





 
   





   



ومنــــــــــــــــــــــــــــــــه     2arg 2
6

z


     أي   2

7
arg 2

6
z


 إذن

الشـــــــــكل المثلثـــــــــي للعـــــــــدد المركـــــــــب 
2z  2هـــــــــو

7 7
2 2 cos sin

6 6
z i

  
  

 
والشـــــــــكل الأســـــــــ ي هـــــــــو      

7

6

2
2 2

i

z e


  . 
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3 )
3

4 3 4z i   

     4 3 4 48 16 64 8r i       

عمدة لـ  إذا كانت 
3z : فإن 

4 3 3
cos

8 2

4 1
sin

8 2

x

r

y

r





 
   


   


ومنـــــــــــــــــــــــــــه     3arg 2
6

z


     أي   3

5
arg 2

6
z


 إذن

الشكل المثلثي للعدد المركب 
3z  3هو

5 5
8 cos sin

6 6
z i

  
  

 
والشكل الأس ي هو    

5

6

3
8

i

z e


    

4)
4

3 3 3z i  

     3 3 3 27 9 36 6r i      

عمدة لـ  إذا كانت 
4z : فإن 

3 3 3
cos

6 2

3 1
sin

6 2

x

r

y

r






  


    



ومنـــــه     4arg 2
6

z


     إذن الشـــــكل المثلثـــــي للعـــــدد المركـــــب
4z 

4هو  6 cos sin
6 6

z i
      

     
    

 
6والشكل الأس ي هو    

4
6

i

z e


  . 

 : 45التمرين رقم حل 

  نستعمل الخواص التي درسناها سابقا :       2arg z z ' arg z arg z '   

7)   
1

2arg arg z
z

 
  

    

،
     

    2
z

arg arg z arg z '
z '

 
   

 .

 

 
1

1

1 3

i
z

i





      :

1 2 cos sin , 1 3 2 cos sin
4 4 3 3

i i i i
        

           
      

   
  

وبالتالي  

1

2 cos sin
1 24 4

cos sin
2 4 3 4 31 3

2 cos sin
3 3

i
i

z i
i

i

 
                                     

 

 

   

 

 



 

 

118 

  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

7

12

1

2 7 7 2
cos sin

2 12 12 2

i

z i e
     

      
    

 

 
2

1

i
z

i



 

1 cos sin , 1 2 cos sin
2 2 4 4

i i i i
   

        
   

   
  

 وبالتالي 
2

1 cos sin
12 2

cos sin
1 2 4 2 42

2 cos sin
4 4

i
i

z i
i

i

 
                         
 

 

   

 
 

4

2

2 2
cos sin

2 4 4 2

i

z i e
     

      
    

 

   3
1 3 1z i i    

5 5
1 2 cos sin , 1 3 2 cos sin

4 4 3 3
i i i i

      
         

   
  

 وبالتالي   3

5 5
1 3 1 2 cos sin 2 cos sin

3 3 4 4
z i i i i

         
            

      
19

4
5 5 19 19

2 2 cos sin 2 2 cos sin 2 2
3 4 3 4 12 12

i

i i e
               

                
          

 :  46 لتمرين رقماحل 

1) 
1

4 cos sin
3 3

z i
  

   
 

    عدد حقيقي سالب. 4غير مكتوب على الشكل المثلثي لأن  

على الشكل المثلثي  4نكتب العدد  4 4 cos sini      : 

 1
4 cos sin 4 cos sin cos sin

3 3 3 3
z i i i

   
 

    
           

    
أي

  

1

4 4
4 cos sin

3 3
z i

  
  

 
.

 

2)
2

2 cos sin
6 6

z i
  

  
 

 
 و  بما أن 

 
2

2 cos sin 2 cos sin
6 6 6 6

z i i
         

           
      

 

3)
3

4 sin cos
3 3

z i
  

  
 

 

   cos cos     sin sin   
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  و  بما أن 

sinأي  cos cos
3 2 3 6

    
   

 
          ،cos sin sin

3 2 3 6

    
   

 
  

3
4 sin cos 4 cos sin

3 3 2 3 2 3
z i i

           
           

       

أي
 

3
4 cos sin

6 6
z i

  
  

  

4)
4

4 cos sin
5 5

z i
  

   
 

 

 4
4 cos sin 4 cos sin cos sin

5 5 5 5
z i i i

        
           

      

   
 

 

          
4

4 4
4 cos sin 4 cos sin

5 5 5 5
z i i

   
 

      
           

       
 :47حل التمرين رقم 

1)   2 2 2 2 2 2 2 2 2 2a i        

 إذن
2 2 2 2 2a i . 

2) 2 4 42 2 1 2 2 2 4
i i

a i e e
 

       2.طويلةa  وبالتالي طويلة  4هيa   2هي    .

هي  2aعمدة  
4


هي   aوبالتالي عمدة  

8


    . 

2هو    aالشكل المثلثي للعدد المركب  (3 cos sin
8 8

a i
  

  
 

وشكله الجبري هو   

2 2 2 2a i     ومنه
2 2 2 2

cos , sin
8 2 8 2

  
   

 : 48 التمرين رقمحل 

نضع 
1

1z i    ونضع
2

3 3 1

4 4 4

i
z i


    

1

1 1 2 2
1 2 2 2 cos sin

2 2 4 42 2
z i i i i

     
           

    
 

2

3 1 4 1 1

16 16 16 4 2
z        و

2

1 3 1 1
cos sin

2 2 2 2 6 6
z i i

    
      

  
 . 

باستعمال خواص الطويلة والعمدة نجد 
1 2 1 2

1 2
2

2 2
z z z z z        

 cos sin
2


 

 
  

 
 sin cos

2
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      1 2
arg arg arg 2z z z     أي   arg 2

4 6
z  

 
   أي   

5
arg 2

12
z 


 

وأخيرا  الشكل المثلثي للعدد المركب  
3

1
4

i
z i

 
   

 
هو   

2 5 5
cos sin

2 12 12
z i

  
  

 
  

 : 49التمرين رقم حل 

1) 
0

1 3
2 cos sin 2 1 3

3 3 2 2
z i i i

    
       

   
  

1

5 5
4 cos sin 4 cos sin

6 6 6 6
z i i

      
           

      

   
  2 )  

1

3 1
4 2 3 2

2 2
z i i

 
      

 
                                                                      

3)
2

2 2
4 cos sin 4 cos sin

3 3 3 3
z i i

      
           

      

   
  

                                  
2

1 3
4 2 2 3

2 2
z i i

 
      

 
                                              

   
3

4 4
8 cos sin 8 cos sin

3 3 3 3
z i

      
           

      

   
  4      )  

3

1 3
8 4 4 3

2 2
z i i

 
      

 
                                                      

 حل التمرين رقم 51 :

3

0

1 3
6 6 cos sin 6 3 3 3

3 3 2 2

i

z e i i i
     

        
   

   

2

3

1

2 2 1 3
4 4 cos sin 4 2 2 3

3 3 2 2

i

z e i i i
     

          
   

  

7

6

2

7 7 3 1
8 8 cos sin 8 4 3 4

6 6 2 2

i

z e i i i
     

          
   

  

    4

4

2 2
2 2 cos sin 2 2 2

4 4 2 2

i

z e i i i
        

           
      

  
  

 : 51التمرين رقم حل 

 
5

4

0

1 1 5 5
3 1 3 2 3 2 cos sin 3 2

4 42 2

i

z i i i e
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5

6

1

3 1 5 5
2 3 2 4 4 cos sin 4

2 2 6 6

i

z i i i e
    

          
  

                 

2

3

2

3 3 1 3 2 2
3 3 cos sin 3

2 2 2 2 3 3

i

z i i i e
    

           
  

       

2

3
2 2 cos sin 2

2 2

i

z i i e
    

          
    

 
  

 : 52التمرين رقم حل 

 : 53التمرين رقم حل  

1)
1 2 3 3 3 1 3

2 22 3 2 3 2 3

A C

B C

z z i i
i

z z i i i

     
   

   
 

 
1 3

arg arg 2
2 2 3

A C

B C

z z
i

z z




  
    

   
     

و  
1 3

1
2 2

A C

B C

z z
i

z z


  


ACأي  BC  

 متقايس الأضلاع ABCوالمثلث 

2)
1 2 3 3 3

3
3 2 3 1 3

A C

D C

z z i i
i

z z i i

     
  

   
 

 arg arg 3 2
2

A C

D C

z z
i

z z




 
  

 
3و      3A C

D C

z z
i

z z


 


3ACأي  DC  

 . Cقائم في النقطة  المثلث 

 

 

  

 

 

 

 

 

DAC

السؤال رقم 
 

السؤال رقم 
 

السؤال رقم 
 

السؤال رقم 
 

السؤال رقم 
 

السؤال رقم 
 

 ج ج ب أ ب ج
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 حل التمرين رقم  54:

2 3 1 3 4 7 24

4 3 1 3 4 25 25

A B

C B

z z i i i
i

z z i i i

      
   

    
 

و     
7 24

1
25 25

A B

C B

z z
i

z z


  


ABأي  BC  متساوي الساقين. ومنه المثلث 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  : 55حل التمرين  رقم  
1 2 2 2 3

2 5 2 2 3

A B

C B

z z i i
i

z z i i i

     
  

   
 

 arg 2
2

A B

C B

z z

z z

 
 

 


     1وA B

C B

z z
i

z z


 


ABأي  BC  

 ومتساوي الساقين.  Bقائم في النقطة   ABCالمثلث 

  : 56حل التمرين  رقم 

 
1 3 3 4 2 4 3

1 1 5 2 4 5 5

A B

A C

z z i i i
i

z z i i i

      
   

      
 

و     
16 9

1
25 25

A B

C B

z z

z z


  


ABأي  BC  

 متساوي الساقين.  ABCإذن المثلث 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ABC
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  : 57حل التمرين  رقم  

 

 
 
 

3 12 1 2 3 3 3

2 2 3 4 4 4 1 4

A B

A C

iz z i i i

z z i i i i

       
   

        
 

A B

A C

z z

z z




,النقط إذن  يساوي عدد حقيقي   ,C B A .في استقامية 
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125 

  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 

 

 

 :11التمرين رقم 

كما يلي :  كثير حدد معرف في مجموعة الأعداد المركبة  

. 

 يطلب تعيينها بحيث  من أجل كل عدد مركب  حقيقية أعداد  ةوجد ثلاثتبين أنه  (1

 لدينا : 

 .المعادلة  حل في  (2

 . نسوب إلى معلم متعامد متجانس مالمستوي  (3

 ا على الترتيب :التي لواحقه  أنش ئ النقط  

  ، ،  ،. 

 نصف قطرها .طول بين أن هذه النقط الأربعة تنتمي إلى نفس الدائرة يُطلب تحديد مركزها و 

 ؟ . ما هي طبيعة المثلث بالنسبة إلى  نظيرة النقطة  لتكن النقطة  (4

   :12التمرين رقم 

 كثير الحدود نعتبر في مجموعة الاعداد المركبة  (1

 أعداد حيث  يكتب على الشكل  بين أن أ(

 حقيقية يطلب تعيينها.

 .المعادلة  حل في  ب(

التي لواحقها  في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد متجانس ، نعتبر النقط  (2

 على الترتيب هي :

م النقط أحسب الطويلة وعمدة للعدد المركب  أ(
ّ
 .. عل

 ، واستنتج طبيعة المثلث  ثم عين الطويلة وعمدة لـ  أحسب  ب(

 .ثم علم النقطة  مرجح الجملة  ت(عين إحداثيي النقطة 

من المستوي بحيث : للنقط عين مجموعة النقط  ج(

. 

  :13التمرين رقم 

 .: عدد مركب بحيث 

P

4 3 2( ) 6 24 18 63.P z z z z z    

; ;c b az

  2 2( ) 3P z z az bz c   

( ) 0P z 

 ; ;O i j

, , ,A B C D

3
A

z i3
B

z i 3 2 3
C

z i 
D C

z z

EDOBEC

C
3 2( ) 12 48 128P z z z z   

( )P z
2( ) ( 8)( )P z z z z     , ,  

C( ) 0P z 

, ,C B A

8 , 2 2 3 , 2 2 3C B Az z i z i    

2 2 3Az i , ,C B A

A C

B C

z z
Z

z z





ZABC

D      , , , , ,A B CA z B z C zD

EM

2 2MA MB MC MA MB MC    

Z
1 3

1

i
Z

i
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 على الشكل الجبري . أكتب العدد المركب  ( 1

 على الشكل المثلثي و الأس ي. ركب أكتب العدد الم ( 2

 .و    استنتج القيمة المضبوطة لكل من  ( 3

  : 14التمرين رقم 

 .نضع   حيث   zمن أجل كل عدد مركب

 أعداد حقيقية. حيث  و   

 .و  بدلالة   عبر عن الجزء الحقيقي والجزء التخيلي للعدد المركب  (1

عين (2 E   حقيقيا. حتى يكون  ذات اللاحقة  مجموعة النقط 

عين (3 F   تخيليا صرفا. حتى يكون  ذات اللاحقة  مجموعة النقط 

   :15التمرين رقم 

 عدد طبيعي . حيث  و    بحيث :  نعتبر الأعداد المركبة 

النقطة التي لاحقتها  نضع م متعامد متجانس نسوب إلى معلالمفي المستوي  

 (.)الوحدة : 

 .أحسب الطويلة وعمدة للعدد المركب  (1

و أنش ئ النقط  ،     ،    أعط الشكل الجبري والشكل المثلثي لكل من   (2

3 2 1
, ,M M M   . 

 .واستنتج طبيعة المثلث  أحسب العدد المركب  (3

ندسيا لهذه وأعط تفسيرا ه أحسب  (4

 الأعداد.

 نضع :  (5

 .2هي متتالية هندسية  أساسها  بين أن المتتالية ذات الحد العام  ( أ

  بين أن  طول الخط المنكسر الذي يربط بين النقط  ( ب

 يساوي 

 ؟  يكون هذا الطول أكبر من  إبتداءا من أي قيمة للعدد الطبيعي  ( ت

  :16التمرين رقم 

، لواحقها على معلم متعامد متجانس نقط من المستوي المنسوب إلى  

  ، ،  ،  الترتيب 

Z

Z

5
cos

12

5
sin

12

1z
2

1

z
Z

z

z x iyZ X iY; ; ;x y X Y

Zxy

MzZ

MzZ

nz0 1z  1 1 3n nz i z  n

 ,O u vnMnz

1 c m

1 3i

1
z2z3z

2 1

1

z z

z


1 2OM M

2 3 2 1 2 1 0 1 0, ,d z z d z z d z z     

1n n nd z z 

 nd

2 1 0, .........., , ,nM M M M

 3 2 1n 

n1 k m

, , ,A B C D; ,o u v
 
 
 

 

2 3 3
A

z i 
3

3B
z i 4 3 3

C
z i  

3
2

3D
z i  
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 هو متوازي الأضلاع. بين أن الرباعي (1

 تخيلي صرف. بين أن (2

 .استنتج طبيعة متوازي الأضلاع  (3

 :17التمرين رقم

 مع التعليل  ئطاأجب بصحيح أو خ

 .    ليكن العدد المركب  

 حيث    (1

        2)   

 هو :  ثلثي للعدد المركب الشكل الم  (3       

     4)  

   5)   

 :18التمرين رقم 

التي لواحقها  ، نعتبر النقط  المستوي منسوب إلى معلم متعامد متجانس 

 .على الترتيب هي : 

 أولا :      

 .أعط الشكل الأس ي لكل من  ( أ

 .أنش ئ النقط   ( ب

 .عين طبيعة الرباعي  ( ت

من المستوي بحيث :  ذات اللاحقة   للنقط عين وانش ئ مجموعة النقط  ( ج

. 

 ثانيا :

 .ذات اللاحقة  نرفق النقطة   حيث  ذات اللاحقة  بكل نقطة 

 .المعادلة    حل في مجموعة الأعداد المركبة أ( (1

 .  و   استنتج النقط المرفقة بالنقطتين  ب(

 .لمثلث مركز ثقل ا عين وانش ئ النقطة   ت(

ABCD

D B

C A

z z

z z





ABCD

3 ( cos sin )
6 6

z i
 

  

arg( ) 2
6

z k


 k

3z

)( z






 





6
sin

6
cos3 iz








 





6

7
sin

6

7
cos3 iz








 





6

5
sin

6

5
cos

3

11
i

z

 , ,O u v, ,C B A

1 3 , 1 3 , 2C B Az i z i z    

1 3 , 1 3C Bz i z i   

, ,C B A

OBAC

 DMz

2z z 

Mz
Az z'M

4
'

2
z

z





4

2
z

z






BC

GOAB

Oh!! BAC 
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 .،  2المختلف عن  بين أنه من أجل كل عدد مركب  أ( (2

 المجموعة المعرفة في الفقرة الأولى (.)   تنتمي إلى  نفرض أن  ب(

نصف طول التي يطلب تعيين مركزها و  تنتمي إلى دائرة  المرفقة بالنقطة  بين أن النقطة 

 قطرها .

 .أنش ئ  

  :19التمرين رقم 

 التالية : المعادلة ذات المجهول  ل في مجموعة الأعداد المركبة  ثم حأنشر  (1

  . 

 المعادلتين : حل في مجموعة الأعداد المركبة   (2

 .  ب(  ،                          ( أ

عدد  حيث ليكن  (3

 مركب .

 غير معدوم لدينا : ه من أجل كل عدد مركب  نتحقق أ ( أ

 

 .استنتج مما سبق حلول المعادلة  ( ب

:11التمرين رقم 

 
 المعادلة التالية :  نعتبر في مجموعة الأعداد المركبة 

 يطلب تحديده. بين أن المعادلة تقبل حلا تخيليا صرفا  (1

 استنتج الحل الثاني للمعادلة. (2

و   و  التي لواحقها على الترتيب هي : و و  لتكن النقط  (3

 

 على الشكل المثلثي . و   و   أكتب أ(

 واستنتج طبيعة المثلث  د قيسا للزاوية حد ب(

 .بحيث :  التي لاحقتها  عين مجموعة النقط  ج(

 

 

 

z
2

' 2
2

z
z

z
 



M D D
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2

1 2z

 2 1 2 2 0z z   

1
1z

z
 

1
2z

z
 

     4 3 2( ) 1 2 2 2 1 2 1 0P z z z z z        z

z

 
2

2

( ) 1 1
1 2 2

P z
z z

z z z

   
        
   

( ) 0P z 

C 2 1 (1 3) 3 0z i z i     

0z

ABC1
A

z i 
Bz i

1 3Cz i 

AzBzCz
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:11التمرين رقم 

 
نعتبرالنقط ،الوحدة  المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد متجانس 

التي لواحقها على الترتيب الأعداد المركبة التالية  

  . 

 ثلثي لكل من عين الشكل الجبري ثم الشكل الم (1

 . أنش ئ النقط  (2

 فسر هندسيا كلا من الأعداد  نضع : (3

 

في هذا الترتيب تشكل حدود متعاقبة من متتالية هندسية يطلب  بين أن  (4

 تحديد أساسها 

 .  أحسب طول الخط المنكسر  (5

 إختيار من متعدد : 12التمرين رقم 

 الصحيح بدون تبرير.يوجد في كل سؤال جواب واحد فقط صحيح. عين هذا الجواب 

2حل المعادلة  (1 9z z i    : هو 

3  ت(،          i ب(،           3أ(           i 

2) z  .عدد مركبz i  ي :تساو 

1zأ(          ،)1 بz          ،)1  تi z  

3 )z  عدد مركب غير معدوم عمدته عمدة العدد المركب .
1 3i

z

 
 هي : 

 أ(
3


           ، )ب

2

3


        ، )ت

2

3


 

4)  n  عدد طبيعي .يكون العدد  المركب 3
n

i : تخيليا صرفا إذا وفقط إذا كان 

3n أ(          ،3 (ب 6n k   حيثk           ، )6تn k  حيثk  

5) A  وB  نقطتان لاحقتاهما على الترتيب هماi   1و مجموعة النقط .M  التي لاحقتها

z x iy     1والتي تحققz i z   : هي 

المستقيم  أ( AB      ،  )الدائرة التي قطرها ب AB      ،)ستقيم العمودي على الم ت AB 

 Oالمار من المبدأ 

6)    1النقطة ذات اللاحقة i مجموعة النقط .M  التي لاحقتهاz x iy  ق والتي تحق 

1 3 4z i i    : معادلتها هي 

1yأ(  x            ،  )ب 
2 21 5x y         ،)1 ت 5 iz i e    حيث  

 , , ,O i j k2 c m

0 1 2 3
, , ,M M M M

0 1 0 2 1 3 2

1 1 1
4 ; ; ;

2 2 2

i i i
z z z z z z z

  
   

0 1 2 3
; ; ;z z z z

0 1 2 3
, , ,M M M M

0 0 1 1 1 2 2 2 3
; ;d z z d z z d z z     

0 1 2
; ;d d d

0 1 2
; ;d d d

0 1 2 3
M M M M
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7) A  وB 3و   4ما على الترتيب هما نقطتان لاحقتاهi لاحقة النقطة .C  بحيث يكون المثلث

ABC  متساوي الساقين مع ,
2

AB AC


 : هي 

1أ(  4i          ،)3   بi         ،   )7ت 4i 

مجموعة حلول المعادلة  (8
2

1

z
z

z





 هي : في  

 أ( 1 i          ،)ت(مجموعة خالية        ،     ب   1 , 1i i  

 إختيار من متعدد   :13مرين رقم الت

 تأكيدات: واحدة فقط صحيحة عينها مع التعليل 4في كل سؤال توجد 

 .المستوي منسوب إلى معلم متعامد متجانس 

يكتب  تخيليا صرفا إذا وفقط إذا كان  عدد طبيعي ، يكون العدد المركب   (1

 على الشكل :

 .  ج(،        ت(،       ب(،       ( أ

. أحد أقياس الزاوية ،         نقطتان لاحقتاهما على الترتيب : و  (2

 هو : 

 . ج(،        ت(،        ب(،        ( أ

 هي : وزاويته  بالدوران الذي مركزه  صورة النقطة  لاحقة النقطة   (3

  ج(،       ت(،       ب(،      ( أ

لمستقيم هي ا والتي تحقق  ذات اللاحقة  مجموعة النقط   (4

 الذي معادلته :

  ج(،        ت(،       ب(،       ( أ

  : 14التمرين رقم 

المستوي منسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O u v. 

2المعادلة  حل في مجموعة الأعداد المركبة  (1 8 3 64 0z z   

B,نعتبر النقطتين  (2 A 4التي لا حقتاهما على الترتيب 3 4Az i       و

4 3 4Bz i . 

أكتب  ( أ
Az   و

Bz  .على الشكل الأس ي 

,أحسب  الأطوال  ( ب ,AB OB OA  واستنتج طبيعة المثلثOAB. 

 , ,O u v

n 3
n

in

6 1n k 6 2n k 6 3n k 6n k

ABAz i3Bz 

 ,u AB

5

6




6

47

6

5

6



CBA
3



Cz i 2Cz i3Cz i 3 2Cz i 

Mz x iy 1z z i  

1y x y x 1y x  y x
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3Czالتي لاحقتها  Cلتكن النقطة  (3 i      وليكن الدوران  ،r  الذي مركزهO  وزاويته

3


   عين اللاحقة .

Dz  للنقطةD  صورةC  بالدورانr. 

مرجح الجملة المثقلة  Gنسمي  (4      , 1 , , 1 , , 1O D B   

4وبين أن لاحقتها  Gتحقق من وجود  ( أ 3 6Gz i . 

م النقط  ( ب
ّ
,عل , , ,G D C B A . في شكل 

 متوازي أضلاع. OBGDبين أن الرباعي  ( ت

 ؟AGCما هي طبيعة المثلث  (5

  :15التمرين رقم 

 . المستوي المنسوب إلى معلم متعامد متجانس 

 على الترتيب :حقها نقط من المستوي لوا   ،  ، 

  ، ، . 

 بقية التمرين. فيعلم النقط السابقة في المعلم ثم نكمل  ( 1

 ؟. .ما هي طبيعة المثلث أكتب على الشكل الجبري العدد المركب  ( 2

 .ونسبته  بالتحاكي الذي مركزه  ، صورة النقطة  للنقطة  أحسب اللاحقة  ( 3

ة مرجح الجمل لتكن النقطة  ( 4      1 1 1A , ; B , ; C ;
 
للنقطة  أحسب اللاحقة  

. 

 مربع. بين أن  ( 5

عين وانش ئ  ( 6 1   من المستوي بحيث :  مجموعة النقط

 

لتكن  ( 7 2 من المستوي بحيث :  مجموعة النقط 

  تنتمي إلى  بين أن النقطة 2. 

  عين وانش ئ 2. 

  :16التمرين رقم 

في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد متجانس O , i , j   تعطى النقط ، 

 التي لواحقها على الترتيب 

 . و    عين الطويلة وعمدة لكل من ( 1

 ثم على الشكل المثلثي.على الشكل الجبري  أكتب (2

 ; ;O i j

ABI

3 2
A

z i 3
B

z  1 2
I

z i 

I A

I B

z z
Z

z z
IAB

C
ZCIA2
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z
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ABCD

M

1

2
MA MB MC MA MC

M4 5MA MB MC

B

; ; ;I C B A

6 2
1 ; ; 1 ;

2

A

I C B A

B

z i
z z z i z

z

A
z

B
z

C
z



 

 

132 
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 و   استنتج القيمة المضبوطة لكل من  (3

 .ما هي طبيعة المثلث  (4

 بهذا الدوران. و  . أوجد صورة كلا من النقطتين وزاويته  الدوران الذي مركزه   (5

 .استنتج طبيعة المثلث  (6

 :17التمرين رقم 

جانس في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد مت O , i , j
 
 ، تعطى النقط  

التي لواحقها على الترتيب    والشعاع 

 

   ونسبته  هو التحاكي الذي مركزه. 

   الإنسحاب الذي شعاعه. 

   وزاويته  الدوران الذي مركزه النقطة. 

 أحسب لاحقة كلا من النقط : ( 1

 ين.قائم متساوي الساق بين أن المثلث  (2

 .استنتج طبيعة الرباعي 

 :18التمرين رقم 

 .  منسوب إلى معلم متعامد متجانس المستوي المركب 

 والتي تحقق : التي لاحقتها من المستوي  مجموعة النقط  عين  (1

 

مبدأ  إلى  التي لاحقتها  الذي يحول النقطة  عين الكتابة المركبة للتشابه المباشر  (2

. عين  التي لاحقتها  إلى النقطة  التي لاحقتها  النقطة   الإحداثيين ويحول 

 مركز ونسبة وزاوية هذا التشابه.

 المعرفة في السؤال الأول . باستعمال نتائج السؤال الثاني أوجد المجموعة  (3

 :19التمرين رقم 

 التالية :  المعادلة ذات المجهول  حل في  (1

 هو الحل الآخر . موجب و  هو الحل الذي جزؤه التخيلي حيث 

 .  و   أكتب على الشكل المثلثي كل من  أ( (2

cos
12

sin
12

0IB

rO
12

IB

OAC

; ; ;P C B A

W

5 1 3 3
1 ; 3 2 ; 3 ; 6 ; 6
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P C B AW
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 .  عين الطويلة وعمدة  للعدد المركب  ب(   

 .الوحدة :  في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  (3

 ، النقطة  التي لاحقتها   ، النقطة  التي لاحقتها   نعتبر النقطة 

 . حقتها  التي لا 

 . ونسبته  الذي مركزه  بالتحاكي  ، صورة  عين لاحقة النقطة  ( أ

 . وزاويته  الذي مركزه  بالدوران  ، صورة  عين لاحقة النقطة  ( ب

 . ،  ،  ،  ،  أنش ئ في نفس المعلم النقط  ( ت

 أحسب  ( ث

بين أن .  بالنسبة إلى  نظيرة  و  منتصف  لتكن النقطة  ج (            

 تشكل مربعا .  ،  ،  ،  النقط  

 إختيار من متعدد  :21التمرين رقم 

عطى النقط المستوي منسوب إلى معلم متعامد متجانس 
ُ
التي لواحقها  . ت

 على الترتيب هي :

 عدد حقيقي كيفي . 

 ج :في كل سؤال ، يوجد إقتراح واحد فقط صحيح من بين الإقتراحات الأربعة أ ، ب ، ت ،

 هو : الشكل الجبري للعدد  (1

 .  ج(،          ت(  ،          ب(،          ( أ

 هو : الشكل الأس ي للعدد  (2

   ج(،         ت(،       ب(،       ( أ

 هي  وزاويته  بالدوران الذي مركزه  صورة النقطة  لاحقة النقطة  (3

   ج(،        ت(،        ب(،       ( أ

 اوية :هو قيس الز   (4

  ج(،      ت(،    ب(،       ( أ

2

1

2

z

z
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2

2
Az 

3M2MhA3

4M2MhO
2




A1M2M3M4M
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 هو : أحد حلي المعادلة  (5

   ج(،       ت(،       ب(  ،       ( أ

 هي :  بحيث  التي لاحقتها  مجموعة النقط  (6

 .نصف قطرها طول و  الدائرة التي مركزها  ( أ

 .محور القطعة المستقيمة  ( ب

 .المستقيم  ( ت

 .باستثناء النقطة  المستقيم  ( ج

 يساوي : المركب العدد  (7

   ج(،         ت(،          ب(،           ( أ

 هو : التحويل النقطي في المستوي الذي كتابته المركبة  (8

 تناظر . ج(إنسحاب   ،   ت(تحاكي    ،   ب(دوران    ،    ( أ

   :21التمرين رقم 

المستوي المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  ; ;O i j . 

عطى النقط  
ُ
 التي لواحقها على الترتيب : A ،B  ،Cت

 3Az i  ،3Bz i   ،2Cz i . 

 .A ،B  ،Cأنش ئ النقط (1

أكتب على الشكل المثلثي كلا من   (2
Az ،

Bz ،
Cz. 

ليكن  (3
0z  عدد مركب بحيث

0 1z i شكل الجبري كلا من :.أكتب على ال 

0 0 0; ;A B Cm z z n z z p z z     . 

أكتب على الشكل المثلثي العدد المركب  (4
0z. 

;إستنتج الشكل المثلثي لكل من الأعداد المركبة  (5 ;m n p. 

;أنش ئ النقط  (6 ;M N P  التي لواحقها على الترتيب; ;m n p. 

;أحسب الأطوال  (7 ;AB BC CA  و ما هي طبيعة المثلثABC .؟ 

,بين ان النقط  (       ,C B A   و النقط, ,P N M  تنتمي إلى دائرتين 1
C   و 2

C مختلفتين

  Oمركزاهما المبدأ 

 

 

24 4 2 0z z  

1 iBz
1

4

i1 3

2



Mz
1

1
2

i
z z
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 التمرين رقم 22 :

المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد متجانس  , ,O u v 1. الوحدةcm. 

,نعتبر النقط  , ,S B A  على الترتيب هي :التي لواحقها

2 2 , 5 5 , 4 2 , 2 4S B Az i z i z i z i             

S;أوجد الشكل المثلثي لكل من  (1 B Az z z z  . 

3SCالنقطتان بحيث  Dو      Cنسمي  (2 SA      3وSD SB. 

4هي  C بين أن لاحقة النقطة 2Cz i     و لاحقة النقطةD  2هي 4Dz i   

,بين أن النقط  (3 , ,D C B A  مركزها تنتمي إلى دائرةO  نصف طول يطلب تعيين

 قطرها.

والتي تحقق  zمن المستوي التي لاحقتها  Mجموعة النقط أ( عين م (4

2 4 4 2z i z i    . 

بين أن المستقيم ب( S   هو محور القطعة المستقيمة AB  

منتصف القطعة المستقيمة  Hلتكن   (5 AC عين .H

D B

z z
arg

z z


 
 

 
واستنتج قيسا للزاوية  

 ,BD H. 

   23التمرين رقم 

 إختر الجواب الصحيح من بين الإجابات  المقترحة :

2أحد حلي المعادلة  (1 6 13 0z z    : هو 

3  ( أ 2i         )3،      ب 2i       )3،     ت 2 10i      )2،    ثi  . 

2)  A    وB  1نقطتان لاحقتاهما على الترتيب هماAz i       ،4Bz i . 

 ومتساوي الساقين  هي : Bقائم في  ABCحتى يكون المثلث  Cلاحقة النقطة 

1 ( أ 2Cz i    )3،   ب 4Cz i     2(   ، ت 4Cz i        )6،   ث 2Cz i . 

1بحيث :  zالتي لاحقتها  Mمجموعة النقط  (3 3 5z i z i      هي المستقيم الذي

 معادلته هي :

1y ( أ x    )2،   ب 4y x        )ت ،
1 7

2 2
y x        )2،   ث 8y x . 

4) h   التحاكي الذي مركزه النقطة 2 i    والذي يرفق بالنقطة 7 4A i  النقطة

(1 2 )B i   .k  : نسبة هذا التحاكي هي 

أ(
1

3
k    )ب   ،

1

2
k        )ت ،

1

2
k        )3،   ثk . 

5) A    وB 1قطتان لاحقتاهما على الترتيب هما نAz       ،1 2Bz i . 
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بحيث يكون   zالتي لاحقتها  Mمجموعة النقط 
1

1 2

z

z i



 
 تخيليا صرفا هي:  

المستقيم  ( أ AB   ب( القطعة المستقيمة   ، AB       ت(   الدائرة التي قطرها ، AB  

،   ث(  المستقيم  العمودي على  AB .  والمار من المبدأ 

المستوي منسوب إلى معلم متعامد متجانس   (6 ,O u v 4).النقطة )A i  هي صورة

1)النقطة  3 )B i بـ  : 

3الإنسحاب الذي شعاعه  ( أ 2u v    (2)،   ب( الدوران الذي مركزه  وزاويته
2


   

التحاكي الذي مركزه  ( ب 2 2i    2و نسبته   ث(  الإنسحاب الذي شعاعه  ،

3 2u v     

   24التمرين رقم 

كما يلي :  كثير حدود معرف في مجموعة الأعداد المركبة  

. 

 واكتبه على الشكل الجبري. عدد حقيقي . أحسب  ليكن  (1

 تقبل حلين تخيليين صرفا. استنتج أن المعادلة   (2

لدينا :  يطلب تعيينهما بحيث  من أجل كل عدد مركب  بين أنه يوجد حقيقيين  (3

 

 .المعادلة  حل في  (4

 . المستوي المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  (5

،  ، ، التي لواحقها على الترتيب : ،  ،  ، أنش ئ النقط  

. 

 .،  ،  ، النقط مركز ثقل  عين لاحقة النقطة  

ثم  من المستوي بحيث:  مجموعة النقط  عين  (6

 .أنش ئ 

   25التمرين رقم 

 .المعرف بـ  نعتبر كثير الحدود 

 .أحسب  (1

 .المعادلة  حل في  (2

 . المستوي المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  (3     

عطى النقط   (4
ُ
 .، ، التي لواحقها على الترتيب :  ،  ، ت

P

4 3 2( ) 10 38 90 261.P z z z z z    

( )P i

( ) 0P z 

;b az

  2 2( ) 9P z z z az b   

( ) 0P z 

 ; ;O i j

ABCD3ia 3b i5 2c i 

5 2d i 

GABCD

 M10MA MB MC MD   

 

P3 2( ) 6 12 16P z z z z   

(4)P

( ) 0P z 

 ; ;O i j
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 . ،  ، أنش ئ النقط ( أ

 متقايس الأضلاع. بين أن المثلث  ( ب

 . الإنسحاب الذي شعاعه  .  وقياس زاويته الدوران الذي مركزه  ( 5

K  النقطة التي لاحقتها.  

 على الترتيب. و  الإنسحاب بالدوران  صورتي النقطة  و  أوجد لاحقتي النقطتين 

 عامدان.مت و  بين أن المستقيمين 

 التمرين رقم 26 :

المستوي منسوب إلى معلم متعامد متجانس  O ; u ;v  

2المعادلة  حل في مجموعة الأعداد المركبة  (1 2 3 4 0z z   . 

3Azذات اللاحقة   Aنعتبر النقطة  (2 i    والنقطةB   3ذات اللاحقةBz i   

منتصف  Cوالنقطة  OB  ذات اللاحقةCz . 

Bعين الشكل الأس ي لكل من  ( أ Az ; z   وCz . 

م النقط  ( ب
ّ
Bعل ; A  وC . 

 متقايس الأضلاع.     OABبين أن المثلث  ( ج

وزاويته   Oالذي مركزه  rبالدوران   Cصورة   Dلتكن النقطة  (3
2


 . 

 . 2vالذي شعاعه  tبالإنسحاب  Dصورة  Eولتكن النقطة 

هي   Eثم بين أن لاحقة النقطة  Dzأوجد  ( أ 1
1 4 3

2
Ez i   

 
 . 

5تحقق من أن  ( ب 2 3OE BE   . 

  : 27التمرين رقم 

المستوي منسوب إلى معلم متعامد متجانس  O ; u ;v  ولتكن . C مركز ها الدائرة التيO 

 من الدائرة  A. نعتبر النقطة  1وطول نصف قطرها  C  3لاحقتها
i

Az e



 . 

وزاويته  Oالذي مركزه  rبالدوران Aصورة   Bللنقطة  Bzأ(عين اللاحقة  (1
2

3


 . 

وزاويته  Oالذي مركزه  rبالدوران Bصورة   Cللنقطة  Czعين اللاحقة  ( ب
2

3


 . 

أ( تحقق من أن الدائرة  (2 C  محيطة بالمثلثABC  أنش ئ النقط .C ; B ; A . 

 ؟ABCبيعة المثلث ما هي ط ( ب

 . 2ونسبته   Oالتحاكي الذي مركزه  hليكن  (3

ABC

ABC

RO
3


TOB

3k i 

FGKRT

 OC OF
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

Qأكمل الشكل بإنشاء النقط  ( أ ; P   وR   صورB ; A   وC  على الترتيب بالتحاكي

h. 

 ؟PQRما هي طبيعة المثلث  ( ب

 . hأ( أعط الصيغة المركبة للتحاكي  (4

Aأحسب  ( ب B Cz z z    واستنتج أنA  هي منتصف QR . 

ماذا يمثل المستقيم  ( ج QR  بالنسبة إلى الدائرة C ؟ 

   التمرين رقم 28 :

 اختر الجواب الصحيح مع التبرير

 الجواب )ج( الجواب )ب( الجواب   )أ(  

السِؤال 

 11رقم 

د المركب عمدة العد

1 3

1

i
z

i





 هي 

12


  

7

12


 

12


 

السِؤال 

 12رقم 

1Azلدينا  i  

2Bz i  2وCz    .

حتى  Dلاحقة النقطة 

متوازي  ABCDيكون 

 أضلاع هي:

 

3Dz i   3 3Dz i   1 3Dz i   

السِؤال 

 13رقم 

 zعدد مركب من أجل كل 

حيث   z i z i   

هو عدد 

 حقيقي

و عدد مركب ه

 تخيلي صرف

لا هو حقيقي ولا 

 تخيلي صرف

السِؤال 

 14رقم 

2Azليكن  i   

مجموعة النقط  M z 

بحيث 

2 1 2z i z i      

هي مستقيم 

يشمل النقطة 

A  

هي مستقيم لا 

يشمل النقطة 

A 

هي دائرة مركزها 

A  

السِؤال 

 15رقم 

5لدينا  5Az i  

2Bz i   و

6 2Cz i   المثلث.

ABC  : هو 

 

مثلث متقايس 

 الأضلاع

 مثلث كيفي مثلث قائم
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  29رقم التمرين 

 يوجد جواب واحد فقط صحيح من بين الإجابات المقترحة . عين هذا الجواب الصحيح.

الشكل الجبري للعدد المركب  (1   2
1 2 2 3i i    : هو 

4 ( أ 3 4i      )4،    ب 3 4i         )4،     ج 3 4i      ،      )4د 4 3i . 

الشكل المثلثي للعدد المركب  (2
 

 

2
1

2 2 3

i

i




 هو :  

 ( أ
1 5 5

2 6 6
cos i sin

  
 

 
،      ب(    

1

2 6 6
cos i sin

  
 

 
        

ج(  
1

4 6 6
cos i sin

  
 

 
،    د(      

1 7 7

2 6 6
cos i sin

  
 

 
   . 

 س ي للعدد المركب الشكل الأ (3  1 1 3i i    : هو 

أ( 
7

12
i

e



،     ب(      
5

122 2
i

e



،    ج(        
7

122 2
i

e



،    د(        
5

12
i

e



  . 

4 )
2

3 3
i i

e e

 

  : يساوي 

ie،   ج(        1،   ب(     3iأ(         )د    ،i   . 

  31التمرين رقم

2المعادلة : حل في مجموعة الأعداد المركبة 31 (1 6 13 0z z   . 

متجانس و توي المركب منسوب إلى  معلم متعامد المس O ,u ,v  

Cنعتبر النقط  , B , A   4لواحقها على الترتيب 3 2 3 2C B Az i , z i , z i     . 

م النقط  (2
ّ
Cأنش ئ الشكل وعل , B , A. 

 ع.متوازي أضلا   OABCبين أن  (3

 . OABCتوازي الأضلاع م، مركز   Gعين لاحقة  (4

12MOمن المستوي بحيث  Mعين مجموعة النقط  (5 MA MB MC    . 

نقطة من المستقيم  Mلتكن  (6 AB  وليكن .  الجزء التخيلي للاحقة النقطةM   .

وزاويته   Gبالدوران الذي مركزه   Mصورة النقطة  Nولتكن النقطة 
2


 . 

هي   Nبين أن لاحقة  ( أ
5 5

2 2
i  . 

تنتمي إلى المستقيم  Nحتى تكون   كيف يمكن اختيار  ( ب BC .؟ 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

  31التمرين رقم 

متجانس و عامد المستوي المركب منسوب إلى  معلم مت O ,u ,v  

نعتبر الأعداد المركبة التالية  3 2 13 2 1 1z i , z i , z i        . 

2010أحسب أ(   (1
1z 

2حتى يكون  nعين العدد الطبيعي ب( 
nz .حقيقيا وموجب تماما 

Cنقط نعتبر ال  (2 , B , A  3التي  لواحقها على الترتيب 2 1z , z , z . 

حتى تقبل الجملة  عدد حقيقي . عين  أ(       1 1A , , B , , C ,  مرجحاG . 

تمسح  عندما   G عين مجموعة النقطب(  2  . 

 . Cإلى  Bوالنقطة  Bإلى  Aالذي يحول النقطة  rنعتبر الدوران  (3

 . rعين العناصر المميزة للدوران أ( 

 . rبالدوران  Aصورة النقطة  'Aعين لاحقة  النقطة ب( 

  32التمرين رقم 

كثير الحدود،   كبة نعتبر في مجموعة الاعداد المر   4 217 28 260P z z z z     حيثz 

 عدد مركب.

بحيث   bو  aعين العددين الحقيقيين  (1    2 2 4 20P z z az b z z     . 

المعادلة حل في  (2  0P z  . 

م في معلم متعامد ومتجانس أ(  (3
ّ
عل O ; u ,v النقط C , B , A  وD  التي لواحقها على

2 الترتيب 3 2 3 2 4 2 4D C B Az i ; z i ;z i ;z i          . 

Cالذي يحقق  zعين العدد المركب ب( 

A

z z
i

z z





م النقطة   

ّ
 . zصورة  Mثم عل

Cفسر هندسيا  أ( (4

A

z z

z z




Cو   

A

z z
arg

z z

 
 

 
  

 . ACMما هي طبيعة المثلث  ب(

 مربعا. AMCEحتى يكون  Eعين لاحقة  ج(

  33التمرين رقم 

المستوي منسوب إلى معلم متعامد متجانس  O ; u , v  

2المعادلة  أ( حل في مجموعة الأعداد المركبة  (1 8 3 64 0z z   . 

 ب( أكتب حلي هذه المعادلة على الشكل الأس ي.

4ذات اللاحقة   Aنعتبر النقطة  (2 3 4Az i     والنقطةB  ذات اللاحقة

4 3 4Bz i      
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 . OABما هي طبيعة المثلث 

3Czذات اللاحقة  Cالنقطة  لتكن  (3 i   ولتكن النقطة ،D   صورةC   بالدورانr 

وزاويته   Oالذي مركزه 
3


 . Dلاحقة النقطة Dz. أوجد  

مرجح الجملة المثقلة  Gنسمي  (4      1 1 1O ; , B ; , D ; . 

4هي  Gأ( بين أن لاحقة النقطة  3 6Gz i   . 

م الن
ّ
Gقط ب( عل ; D ; C ; B ; A  . 

 متوازي أضلاع. OBGDج( بين ان الرباعي 

أثبت أن  (5
1 3

2 2

C G

A G

z z
i

z z


 


 . AGCواستنتج طبيعة المثلث   

  34التمرين رقم 

في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  O , u ,v  

,نعتبر النقط  ,C B A  صور الأعداد المركبة  التالية على الترتيب

3 3 2C B Az i ; z i ;z i        

Cأ( اكتب        (1 B Az ; z ;z   على الشكل الأس ي 

)نصف قطر الدائرة طول استنتج مركز و  ( ب )C لنقط التي تشمل ا, ,C B A . 

,جـ( علم النقط   ,C B A  ثم أرسم الدائرة( )C 

Bأ( اكتب العدد         (2 A

C A

z z

z z




 على الشكل الجبري ثم على الشكل الأس ي .  

 ABCاستنتج طبيعة المثلث  ( ب

و زاويته  Aالدوران الذي مركزه  rنليك (3
3

 

Oبين أن النقطة  ( أ    3ذات اللاحقة i   صورة النقطةO   بالدورانr 

Oبين أن   ( ب C     قطرا للدائرة( )C . 

)جـ(  انش ئ  )C   صورة الدائرة( )C  بالدورانr. 

)تحقق أن الدائرتين  ( د )C  و( )C   تشتركان في النقطتينA  وB . 

أ(  عين  ( 4 E  مجموعة النقطM  صورةz  : 3بحيثz z i   

تنتميان إلى   Bو  Aأن النقطتين ب( بين       E. 

 35التمرين رقم 

2المعادلة   حل في مجموعة الأعداد المركبة  (1 18 82 0z z   . 
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علم متعامد متجانس نعتبر في المستوي المركب المنسوب إلى م (2 O , u ,v  النقط ،

C , B , A   :التي لواحقها على الترتيب هي

11 9 9C B Az i ; z i ; z i      . 

Cأ( أحسب B

A B

z z

z z




 ومتساوي الساقين. Bقائم الزاوية في  ABCثم استنتج أن المثلث   

ب( أوجد الشكل المثلثي للعدد المركب  4 1 i . 

ج( بين أن     4 1C A C Bz z z z i     4ثم استنتج  أن 2AC BC   

zو  Mلاحقة النقطة  zلتكن  (3 Mلاحقة النقطة   ' الذي مركزه  rبالدوران   Mصورة   '

B  وزاويته
3

2


  . 

10بين أن  8z ' iz i     قة النقطة  ثم تحقق من أنّ لاحC'   صورة  النقطةC   بالدوران

r   9هي 3C'z i  . 

 36التمرين رقم 

2المعادلة   حل في مجموعة الأعداد المركبة  (1 2 2 0z z   . 

نعتبر في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  (2 O , u ,v  النقط ،

D , C , B , A   :التي لواحقها على الترتيب هي

3 2 1D C B B A Az ; z z ; z z ; z i     . 

م النقط  
ّ
D عل , C , B , A . ثم  أتمم الشكل في بقية التمرين 

Cأن النقط بين  (3 , B , A  تنتمي إلى دائرة مركزهاD  .ويطلب تحديدطول نصف قطرها 

أحسب  (4
3

3

C

A

z

z




 .  DACواستنتج طبيعة المثلث  

وزاويته  Dالذي مركزه  rالدوران   وليكن. 2ونسبته   Dالتحاكي الذي مركزه  hليكن  (5
2


  . 

 rبالدوران     'Cصورة  النقطة   ''Cو   hبالتحاكي   Cصورة  النقطة   'Cلتكن

بين أن المستقيمين  AC  و C'C'' متعامدان. 

 37رقمالتمرين 

 

1بحيث    2zو    1zعين العددين المركبين  (1 2

1 2

2 3 9 2

3 8 8

z z i

z z i

  


  
 . 

نعتبر في المستوي المركب  المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  (2 O , u ,v  النقط ،; B ; A  

1قها على الترتيب التي لواح 2 3 3 2B Az i ; z ; z i       . 



 

 

143 

  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

أ( أثبت أن  B Az z i z z    . 

 . ABب( عين طبيعة المثلث 

 . 2ونسبته   Aالتحاكي الذي مركزه النقطة   hليكن  (3

 . hأ( عين الكتابة المركبة للتحاكي 

 . hبالتحاكي   صورة النقطة   Cلاحقة النقطة  Czب( عين 

مرجح الجملة   Dالنقطة  لاحقة Dzج( عين       1 1 1A , ; B , ; C , . 

 مربع.  ABCDد( بين أن 

لتكن  (4 E   مجموعة النقطM  4من المستوي التي تحقق 5MA MB MC     

تنتمي إلى المجموعة  Bن النقطة أ( تحقق أ E ثم  عين طبيعة ، E .وحدد عناصرها المميزة 

ب( أنش ئ المجموعة  E. 

 38التمرين رقم

كثير الحدود  نعتبر في مجموعة الأعداد المركبة 

     3 28 3 25 24 75P z z i z i z i      . 

أحسب  (1 3P i  وما ذا تستنتج؟ 

:   zبحيث من أجل كل عدد مركب   bو  aعين العددين الحقيقيين  (2

    23P z z i z az b    . 

المعادلة  حل في  (3  0P z  . 

نعتبر في المستوي المركب  المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  (4 O ; u , v  النقط ،

D ;C ; B ; A   التي لواحقها على الترتيب

4 3 3 4 3 1 2D C B Az i ; z i ; z i ; z i        . 

Dأ( مثل النقط  ;C ; B ; A. 

ب( أحسب  
C A

D A

z z

z z



   و
C B

D B

z z

z z



  

 . BCDو   ACDج( استنتج طبيعة المثلثين 

Dد( بين أن النقط  ;C ; B ; A  تنتمي إلى دائرة  .يطلب تعيين مركزها وطول نصف قطرها 

 Cصورة النقطة  Eلاحقة النقطة  Ez. أوجد  ADالإنسحاب الذي شعاعه   tليكن  (5

 . tالإنسحاب ب

 39التمرين رقم

2التالية :   zالمعادلة ذات المجهول  حل  في مجموعة الأعداد المركبة  (1 2 4 0z z   . 
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استنتج حلي المعادلة  التالية :  (2 
2

2 2 3 2 4 3 0z i z i      حيث z  مرافقz . 

في  المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  (3 O; u , v  نعتبر النقط ،

D ;C ; B ; A   : التي لواحقها على الترتيب  هي

1 3 1 3 1 3 3 1 3D C B Az i ; z i ; z i ;z i            . 

 ؟. ABDما هي طبيعة المثلث  أ(

وزاويته   Bالذي مركزه  Sب( حدد العبارة المركبة للتشابه 
6


   ونسبته

2 3

3
 . 

 . Sبالتشابه  Cصورة النقطة  Eقة النقطة لاح  Ezج(عين 

Bد( أحسب العدد المركب  E

A E

z z

z z




 . ABEDواستنتج طبيعة الرباعي   

 41التمرين رقم

نعتبر العدد المركب 
2 2

7 7
z cos i sin

 
  . 

2نضع  4S z z z           3و 5 6T z z z   . 

k :7kبين أنه من أجل كل عدد صحيح ( 1 kz z  . 

Tبين أن  (2 S . 

بين أن  (3  0Im S  . 

Sأحسب  (4 T   وST . 

 . Tو  Sاستنتج  (5

 41التمرين رقم

في  المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  O; u , v . 

z   و z عددان مركبان بحيث   '
2

4 5 4z ' z iz i    . 

عين  (1 E   مجموعة النقطM  ذات اللاحقةz   بحيث يكونz  حقيقيا. '

عين  (2 E'   مجموعة النقطM  ذات اللاحقةz   بحيث يكونz  تخيلي صرف. '

1zتالية ال  zالمعادلة  ذات المجهول   حل في مجموعة الأعداد المركبة   (3 '     1. نرمز بـz  إلى

 إلى الحل الآخر. 2zالحل الذي جزؤه التخيلي سالب  و 

1Azلاحقتاهما على الترتيب   Bو   Aنعتبر النقطتين   (4 i      1و 5Bz i    ولتكن النقطة

C   نظيرة النقطةA   بالنسبة إلى المبدأO  عين  .Cz   لاحقةC   وGz   لاحقةG   مركز ثقل

 . ABCالمثلث 

وزاويته   2الذي نسبته   Sعين مركز التشابه  (5
3

4


 . Cإلى  Bويحول   
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 : 11حل التمرين رقم 

 

 بالمطابقة نجد :  ( 1

 .ومنه   

يكافئ :     ( 2 2 3 0z    أو 2 6 21 0z z    

  حلا المعادلة 2 3 0z    و   هما 

 حلا المعادلة 2 6 21 0z z     و   هما 

 .و   ،  ،   هي :  وأخيرا حلول المعادلة 

  تنتمي إلى نفس الدائرة التي مركزها    ،  ،  ، نبين أن النقط   (3

   . 

       ، 

 نستنتج أن:

 تنتمي إلى نفس الدائرة التي مركزها   ،  ،  ، وهذا يعني أن النقط  

 .نصف قطرها طول و  

 فإن : بالنسبة إلى  نظيرة النقطة  بما أن النقطة   ( 4

  نحسب أطوال القطع المستقيمة :

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  2 2 4 3 23 (3 ) 3 3z az bz c az bz a c z bz c        

1; 6 ; 21a b c  2 2( ) 3 6 21P z z z z   

( ) 0P z 

3i3i

3 2 3i3 2 3i

( ) 0P z 3i3i3 2 3i3 2 3i

ABCD(3,0)I
2

2 3 3 9 3 12AI i
2

2 3 3 9 3 12BI i

2
2 2 3 12CI i

2
2 2 3 12DI i

2 3AI BI CI DI

ABCD(3,0)I

2 3

EDO3 2 3
E D

z z i

; ;BE EC BC

3 2 3 3 3 3 3 36 6
E B

BE z z i i i

3 2 3 3 2 3 6
C E

EC z z i i

4 3 2( ) 6 24 18 63.P z z z z z    
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  وبالتالي 

 متقايس الأضلاع. ومنه المثلث 

 :12حل التمرين رقم 

ل على الشكل التالي : هو جذر لكثير الحدود  8فإن  بما أن أ(  (1
ّ
فهو إذن يُحل

 

وبالتالي  د :   بعد النشر والتبسيط نج

 

 .أو   يكافئ   ب(

1هما : حلا المعادلة  2 2 3z i         ،2 2 2 3z i . 

هي  مجموعة حلول المعادلة  8 2 2 3 2 2 3; i ; i 
 
. 

2أ(  (2 2 3 4Az i  
 

   ، 

2هي عمدة للعدد المركب  ونستنتج أن  2 3Az i . 

ب(
      

  عمدة للعدد المركب  و   ومنه 

 متقايس الأضلاع . ومنه المثلث 

 

 

 

 مرجح الجملة  ،    لدينا :   ت(

 .مرجح الجملة  أو كذلك 

 .ومنه  ويكون لدينا : 

 فإن   مرجح الجملة  بما أن  ج(

 لدينا : ومن أجل كل نقطة 

 

3 2 3 3 3 3 3 36 6
C B

BC z z i i i

BE EC BC

BEC

(8) 0P P

2( ) ( 8)( )P z z z z     

16 , 4 , 1     

2( ) ( 8)( 4 16)P z z z z   

( ) 0P z 8z 2 4 16 0z z  

2 4 16 0z z  

( ) 0P z 

1 3
4 4 cos sin

2 2 3 3
Az i i

       
           

     

3




2 2 3 8 1 3

2 22 2 3 8

A C

B C

z z i
Z i

z z i

  
   

  

1Z 
3


Z

ABC

8 , 4 , 4C B Az z z  D      ,4 , ,4 , ,8A B C

D      ,1 , ,1 , ,2A B C

2
5

4

A B C
D

z z z
z

 
  5 , 0D

D      ,1 , ,1 , ,2A B C2 4MA MB MC MD  

M

2 2MA MB MC MC CA MC CB MC CA CB        
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وبالتالي 
    

 

 أو  كافئ ي

ومنه مجموعة النقط  ولكن  E   نصف طول و  هي الدائرة التي مركزها

 .3قطرها 

  :13حل التمرين رقم 

1) 
  

  

1 3 11 3 1 3 3 1 3 1 3

1 1 1 2 2 2

i ii i i
Z i

i i i

          
    

  
 

 :  لدينا من جهة( 2

  ولدينا من جهة أخرى  

نستنتج : 

 

  

: نطابق بين الشكل الجبري والشكل المثلثي  ( 3
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 نساوي بين الجزئين الحقيقيين والجزئين التخيليين فنجد :
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  : 14حل التمرين رقم 

1) 
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تخيليا صرفا إذا كان    (3
   

2 2 3 2 0

1 0

x y x

x , y ,

    


 

 أي  F   هي

 .باستثناء النقطة  نصف قطرها طول و  دائرة مركزها النقطة 

  : 15حل التمرين رقم 

 عمدة هذا العدد فيكون لدينا :إلى  ، نرمز بـ    (1

 .  ومنه  و   

2)  

 

 

3)   . 

 ومنه المثلث         

 .قائم في 

 

 

 

 

 

 

 

4)  

وهي المسافة  
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  أ( (5

 .2هي متتالية هندسية  أساسها  أي المتتالية 

 يساوي  الطول  ( ب

 :وهو مجموع   حدود متتابعة من متتالية هندسية  وبالتالي 

 

 يوافق  ومنه  الوحدة المعطاة هي   ( ت

 تكافئ  أي  يعني  

 ، لدينا  أي   وهذا يكافئ 

 .  يكون الطول أكبر من وأخيرا ابتداءا من 

  :16حل التمرين رقم 

 .متوازي الأضلاع معناه   (1

   

 هو متوازي الأضلاع إذن  أي  ومنه
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2)  

 

 

 

 . ، أي أن حيث  

 معين  ) القطران متعامدان( وبالتالي الشكل 

 

 :17حل التمرين رقم 

ليست شكل مثلثي ، لأن الشكل المثلثي يكون  لأن الكتابة ئ طاخ (1

 . حيث  على الصيغة 

 صحيح (2

حيث  هو الشكل المثلثي للعدد المركب  صحيح  (3

 

 ;  

على الشكل   : يمكن كتابة   صحيح(4

 

 فإن  إذا كان أنه  : لأنه نعلمصحيح  (5

                                            إذن لدينا   

لأن   أي  ومنه 

 .  حيث   
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 :18حل التمرين رقم 

 اولا :

 ومنه  ،     لدينا أ(

 فإن  وبما أن   ب(

 ومنه  لدينا  ت(

 متوازي أضلاع.  إذن 

 .أي  ولدينا من جهة أخرى 

 

 

 

 

 

 

 وازي أضلاع وفيه ضلعين متتابعين لهما نفس الطول فهو إذن معين.مت 

 .بحيث :  تعيين وإنشاء  مجموعة النقط    ( ج

تنتمي إلى محور القطعة  وهذا يكافئ أن النقطة  أي  تكافئ  

 .المستقيمة 

 .هي محور القطعة المستقيمة بحيث :  للنقط   مجموعة النقط

 ثانيا :

 .المعادلة   وعة الأعداد المركبة نحل في مجم أ((1

 أي  تكافئ   ،  من أجل 

1،     نحل هذه المعادلة فنجد   3Cz i  . 

 .  و   هما   و   نستنتج أن النقطتين المرفقتين بالنقطتين  ب(

 هي :  لمركز ثقل المثلث  اللاحقة   ت(

 ومنه 
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 .،  2المختلف عن  نبين أنه من أجل كل عدد مركب  أ( (2

 

 وحسب ما سبق كذلك تكافئ  وتكافئ   تكافئ   ب(

 .2نصف قطرها طول و تنتمي إلى دائرة مركزها  أي   أو   أي 

 :19حل التمرين رقم 

1)  

 للمعادلة  

 .أو       حلان متمايزان هما : 

لة تقبل حلين مركبين مترافقين هذه المعاد أي  تكافئ   أ( (2

 أ و        هما  :    

هذه المعادلة تقبل حلين مركبين  أي  تكافئ   ب(

 أو         مترافقين هما  :    

  أ( (3 
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 .لأن  ليس حلا للمعادلة  0أولا  ب(

 أي  تكافئ  

فحسب ما سبق  هو حل للمعادلة   يكون  بوضع 

 هي : حلول المعادلة  إذن  أو   أي   أو      نجد 
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 أو             أ و          

:11حل التمرين رقم 

 
 عدد حقيقي غير معدوم  حيث   نضع (1

 معناه : تقبل حلا تخيليا صرفا  المعادلة 

 أي   

 . وبالتالي عدد حقيقي  ن حل مرفوض لأ  أو  نحصل على 

، نعلم أن  استنتاج الحل الثاني للمعادلة وليكن  ( 2

إذن   أي 

. 

 .و   و  لدينا ( 3

و   و   أ(

  

 هو  قيس الزاوية  ب (  

حيث  و بالتالي  

 . قائم في النقطة  والمثلث  

 . بحيث :  التي لاحقتها  مجموعة النقط  ج(

 أي  

 ه ومن

بحيث :  التي لاحقتها  إذن مجموعة النقط  وأخيرا نحصل على  

 .هي مستقيم  معادلته  

  :11حل التمرين رقم 

 لدينا :  (1
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 إنشاء النقط :  (2

  

 

 

 

 

 

 

 

3)     

 و نلاحظ :     (4

 في هذا الترتيب تشكل حدود متعاقبة من متتالية هندسية أساسها 

     هو   طول الخط المنكسر  (5

 أي  إذن 

 فإن  وبما أن وحدة المعلم المعطاة هي 

 :12حل التمرين رقم 

         السؤال رقم

 ت أ ت ت ب ب ت ت الجواب رقم 

 حل التمرين رقم 13:

التعليل  هي الصحيحة :  ت(التأكيدة  (1

.يكون تخيليا صرف إذا كان  

 .ومنه  تكافئ   

0 1

2 3

4 4(cos0 sin0) ; 2 2 cos sin
4 4

3 3
2 cos sin ; 2 cos sin

2 2 4 4

z i z i

z i z i

 

   

 
     

 

   
      

   

0 0 1 1 0 1 1 2 2 1 2 2 3 3 2
; ;d z z M M d z z M M d z z M M        

 

0 0 1

1 1 2

2 2 3

4 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 1 1 2

d z z i i

d z z i i

d z z i i i

       

      

       

1 2

0 1

2

2

d d

d d
 

0 1 2
; ;d d d

2

2

0 1 2 3
M M M M

0 1 2 3
L M M M M

0 1 1 2 2 3
L M M M M M M  

0 1 2
2 3 2L d d d    

2 c m4 6 2L cm 

6 3n k 

  6 63 2 2 2 cos sin
6 6

n
n

n i i
n n n n

i e e i
 

    
       

  

cos 0
6

n
 2 1

6 2

n
k

 
 6 3n k 



 

 

155 

  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 : التعليل الصحيحةهي    ت(التأكيدة  (2

مع العلم أن  

. 

 . التعليل  : هي الصحيحة  ج(  التأكيدة  (3

ومنه  

. 

 . التعليل : هي الصحيحة    ب(التأكيدة  (4

 .حيث  تكافئ  

 .إذن  تكافئ  

 :14حل التمرين رقم 

2نحل المعادلة  (1 8 3 64 0z z    باستعمال المميز نجد
264 3 64 4 64 64i        : والمعادلة تقبل حلين مركبين مترافقين

 4 3 4 ; 4 3 4S i i   
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 متوازي أضلاع. OBGDومنه 

10GAنجد بسرعة  (5 CA CG    

 متقايس الأضلاع. ACGوبالتالي 

 

 

 

 

 

 

  :15حل التمرين رقم 

2 )  

 أي  وبالتالي :  لدينا من جهة :

أي  وبالتالي :  ولدينا من جهة أخرى : 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ومتساوي الساقين . قائم في  إذن المثلث 

 لاحقة النقطة  ( 3

أي  معناه  ونسبته  بالتحاكي الذي مركزه  صورة  
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 .أي  ومنه  

مرجح الجملة  النقطة  ( 4      1 1 1A , ; B , ; C ,
 
                                  معناه  

 ومنه  أي

3 إذن  2 3 1 6 5 4D A B Cz z z z i i i          

 . طبيعة ( 5

3هي  لاحقة  3 2 6 2B Az z i i         

1هي  لاحقة  6 5 4 6 2C Dz z i i i          إذن  ومنه 

 وازي الأضلاع. بالإضافة إلى ذلك :مت

5هي لاحقة  4 3 2 2 6D Az z i i i         

على الشكل يمكن كتابة  بما أن 

   6 2D A B Az z i i i z z        

أي 2
D A B A

i
z z e z z



     بالدوران الذي  هي صورة النقطة  وهذا يعني أن النقطة

ع فيه ضلعان متتاليان متقايسان ومتعامدان متوازي الأضلا  . وأخيرا وزاويته  مركزه 

 فهو إذن مربع.

6 )  1   من المستوي بحبث :  مجموعة النقط 

مرجح الجملة  لأن  لدينا :       1 1 1A , ; B , ; C , 

هو منتصف القطعة المستقيمة حيث  وكذلك  AC    : إذن

  أي  ئ تكاف 

هي منتصف  إذن  هي :  ولدينا لاحقة 

 AC 

وأخيرا مجموعة النقط تكافئ إذن   1  هي محور القطعة المستقيمة

 ID. 

تنتمي إلى   ( 7 2 حبث : من المستوي ب مجموعة النقط 

 فنجد في الطرف الأول :  بالنقطة  نعوض 

ولكن  مربع فهو متوازي أضلاع. لأن

 

2( )
C A I A

z z z z3 2 2(1 2 3 2 ) 1 6
C

z i i i i

D0DA DB DC

( ) ( ) ( ) 0
A D B D C D

z z z z z z0
D A B C

z z z z

ABCD

AB

DCAB DCABCD

AD

2 1i2 6
D A

z z i

DB

A
2

ABCD

M
1

2
MA MB MC MA MC

MA MB MC MDD

2MA MC MJJ

1

2
MA MB MC MA MC

1
2

2
MD MJMD MJ

J
3 2 1 6

1 2
2 2

A C

J I

z z i i
z i zI

MD MJMD MI

BM4 5MA MB MC

MBBA BB BC BA BC BD

ABCD

5 4 3 8 4 4 5
D B

BD z z i i



 

 

158 

  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

تنتمي إلى  ومنه  2. 

  تعيين 2   :  لأن  تكافئ 

مرجح الجملة       1 1 1A , ; B , ; C ,  وبالتالي 2  طول و  هي الدائرة التي مركزها

 .نصف قطرها 

  : 16التمرين رقم حل 

 .      لتكن    و     (1

2ومنه  و   : لدينا  عمدة 
6

k


      حيثk   

2ومنه . و   : لدينا  عمدة  لتكن 
4

k


      حيثk 

. 

2)  

 

ومنه  
12 12

Cz cos i sin
 

   . 

 : نطابق بين الشكل الجبري والشكل المثلثي للعدد  (2

    
12 12

Cz cos i sin
 

       و  

 فنجد 

 

 .: قائم في طبيعة المثلث  (3

 . لدينا إذن: وزاويته  بالدوران الذي مركزه  و  صورتي  و  لتكن  (4
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 12
B' O B O

i
z z e z z



     أي

   12 12
6 2 6 2

1 1
4 4

i i

B ' Bz z e i e i i

    
      

 
ومنه     

6 2

2 2
B' Az i z    

 استنتاج طبيعة المثلث  (5

 الذي مركزه  بالدوران   هي  و كذلك صورة   هي  وجدنا في السؤال السابق  صورة 

 قائم في  المثلث . هي  المثلث  القائم في  ثلث صورة الم ن.إذوزاويته 

 :17حل التمرين رقم 

 هي :  الذي شعاعه  الصيغة المركبة لللإنسحاب  (1

 .أي  معناه  

هي :  ونسبته    الذي مركزه  الصيغة المركبة للتحاكي   (2 z ' z k z z    

معناه   
1

3
R C P Cz z z z      ومنه 

1
5

3
R C P Cz z z z i      

هي :  وزاويته   مركزه الذي  الصيغة المركبة للدوران   (3 iz ' z e z z
    

معناه  2
i

S A P Az z e z z




    أي 
5 9

2 2
S A P Az z i z z i         

هي صورة  أن النقطة  متساوي الساقين. يكفي أن نبينو قائم  حتى نبين أن المثلث  (4

وحتى نبين ذلك نبين : وزاويته  بالدوران الذي مركزه   النقطة

 R Q P Qz z i z z     

و منه    لدينا من جهة : 
5 11 11 5

2 2 2 2
P Qi z z i i i

 
      

 
 

  ولدينا من جهة أخرى :

إذن   R Q P Qz z i z z    ين .متساوي الساق قائم في وبالتالي المثلث 

      هي   الشعاع  ةلاحق   

 هي   و لاحقة الشعاع     

 

OAC

ICBArO

12
OIBIOCAOCAC

tW'
W

z z z

( )Q t B
Q B W

z z z
1 7

2 2
Q

z i

hk

( )R h P

r

( )S r P

PQRR

PQ
2

5 11

2 2
P Q

z z i

11 5

2 2
R Q

z z i

PQRQ

PQ
5 11

2 2
Q P

z z i

SR

5 11

2 2
R SSR

z z z i
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  ومنه الرباعي  =أي 

 متوازي الأضلاع بالإضافة للنتائج السابقة :

 إذن هو مربع. و    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :18حل التمرين رقم 

كتب بعد إخراج  المساواة  (1
ُ
 كعامل مشترك كما يلي  ت

   3
1 3 4

1 3

i
i z

i

 
   

 
 فإنّ  و    وبما أن  

 .  أي  تكافئ 

 2قطرها  فنصطو ل و  مركزها النقطة  هي دائرة   Mمجموعة النقط أي  

zالكتابة المركبة للتشابه تكون من الشكل : (2 ' az b      وذلك  و  نعين العددين المركبين

 و      على :  فنحصل بحل الجملة :

  نسبته    هي : ومنه الكتابة المركبة للتشابه

أي وزاويته  2
3


      التي تحقق  هي النقطة الصامدة لاحقتها  ومركزه 

    ومنه  

 لدينا :  (3

SRPQPQRS

QP QRQP QR

 1 3 3 4i z i   1 3i

1 3 2i  3 1 3i i i  

  3
1 3 4

1 3

i
i z

i

 
   

 
2 4z i 2z i 

2z i  CA

ab

'

O A

B B

z a z b

z a z b

 


 
1 3a i 3 1b   

S ' 1 3 3z i z i   1 3 2k i  

arg(1 3)iz


 1 3 3z i z i
 
    1

3 3
3

z i

  

 ' 1 3 3z i z i   



 

 

161 

  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

أي  تكتب على الشكل  المساواة في السؤال الأول :  

 
 . نصف قطرها طول و   Oمركزها  هي الدائرة  وهذا يعني أن مجموعة النقط 

 أي  صورة مركز الدائرة Oمركزها ، التشابه ب هي صورة هذه الدائرة 

 S A O نصف قطرها  وR' k R    2أي طول نصف قطرها 2 4 
 
 . 

 :19حل التمرين رقم 

  حل المعادلة  (1

 ،      ، حلا المعادلة هما    المميز 

 ،            أ(   (2

،      ب(         
2

1 1
1 2

2 2

2 2 2
z z

arg arg arg z arg z
z z

   
        

   
 

لدينا  أ( (3
2

2
Az     3،  ولتكن   هي لاحقة  وz لاحقة . 

أي    : تعني  ونسبته  الذي مركزه  بالتحاكي  ، صورة   

 3 23A Az z z z      ومنه     أي  . 

 .  لاحقة . 4zلتكن  ب(

2 تعني : وزاويته  الذي مركزه  بالدوران  صورة  
4 2

z e z





 

أي  4
2 2 2 2i i iz     . 

 

 

 

 ت( 

 

 

 

 

 

 

 1 3 3 4i z i   ' 4z 

' 4OM 

'M 'C4

 'C CS C

2 2 2 4 0z z  

28 8i    1 2 1z i  2 2 1z i 

1 2(cos sin )
4 4

z i
 

 2 2(cos sin )
4 4

z i
  

 

2 2

11

2

2 1

1
zz

z z
 

 2 2 1z i 2M3M

3M2MhA33 23AM AM

3 2

2 2
3

2 2
z z

 
   

 
3 2 3 2z i  

4M

4M2MhO
2






 

 

162 

  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 

 

 ث(
 

 
3 1

4 1

2 2 12 3 2 2 2

2 2 2 2 2 2 1

iz z i i
i

z z i i i

     
   

      
  

 فإن قطري الرباعي  بالنسبة إلى  نظيرة  و  منتصف  بما أن النقطة  ج(

 يتقاطعان في منتصفهما وهذا يعني أن الرباعي متوازي الأضلاع 

وهذا  أي  ومنه  ولكن وجدنا سابقا 

 تجاوران متقايسان فهو معين هذا من جهةإذن هذا الرباعي له ضلعان م  يعني 

ومن جهة أخرى        3 1

4 1

2
2

z z
arg arg i

z z

  
     

 
أن وهذا يعني  

   1 3 1 4M M M M  

 هذا المعين له ضلعان متعامدان إذن هو مربع

 :21حل التمرين رقم 

 هو : الشكل الجبري للعدد   ت (الإقتراح الصحيح هو الإقتراح  :  (1

 لأن : 

 هو : الشكل الأس ي للعدد   أ (قتراح الصحيح هو الإقتراح : الإ (2

 و  و  لأن : لدينا : 

. 

 هي  لاحقة النقطة   أ(الإقتراح الصحيح هو الإقتراح  :  (3

ومنه  أي  و  لأن :

 

 هو قيس الزاوية  أ(الإقتراح الصحيح هو الإقتراح  :  (4

لأن :   2B

C A

i z
arg AC ,BJ

z z

 
  

 
 أي  2

j BB

C A C A

z zi z
arg arg

z z z z

   
    

    
 

I
3 4M M 

 5M1MI

1 3 5 4M M M M

3 1

4 1

z z
i

z z


 


3 1

4 1

1
z z

i
z z


  


3 1 4 1z z z z  

1 3 1 4M M M M

Az1 i

  
  

7 3 5 27 3 29 29
1

5 2 5 2 5 2 29
A

i ii i
z i

i i i

  
    

  

Cz
2

32
i

Cz e




1 3Cz i 2Cz 

1 3 2 2
1 3 2 2 cos sin

2 2 3 3
Cz i i i

    
         

  

'B
'

2
1

2
B

i
z  

1Iz  4' 1 1
i

z e z




  '

2 2 1 1
1 1

2 2 2 2
Bz i i

  
      

  

'

2
1

2
B

i
z  

arg B

C A

i z

z z

 
 

 
 ,AC BJ
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  ب(الإقتراح الصحيح هو الإقتراح  :  (5

للمعادلة حلان مركبان مترافقان  ، المميز   لدينا : 

 و      هما 

 .محور القطعة المستقيمة  ب(الإقتراح الصحيح هو الإقتراح  :  (6

هي : محور القطعة المستقيمة   بحيث  التي لاحقتها  مجموعة النقط 

 وهذا يكافئ  تكافئ  لأن : 

 ب(الإقتراح الصحيح هو الإقتراح  :  (7

 نعلم أن 

 ومنه  

 تحاكي . ب(الإقتراح الصحيح هو الإقتراح  :  (8

 أي  يكافئ  لأن : 

 .ونسبته  تحاكي مركزه 

  :21حل التمرين رقم 

1 )3Az i  ،3Bz i   ،2Cz i . 

2 )2 cos sin
6 6

Az i
  

  
 

   

 5 5
2 cos sin

6 6
Bz i

  
  

 
  

2 cos sin
2 2

Cz i
   

  
 

. 

 

 

 

 

 

 

0الشكل الجبري لـ :( 3 0 0; ;A B Cm z z n z z p z z     . 

Bz

24 4 2 0z z  
216 32 16 16i     

1

4 4 1

8 2

i i
z

 
 

2 1

1

2
B

i
z z z


  

 BI

Mz
1

1
2

i
z z


   BI

1
1

2

i
z z


  I Bz z z z  MI MB

cos , sin
2 2

i i i ie e e e

i

   

 
  

 

2 2

2 2cos sin 1
2 2

i i i ie e e e

i

   

 
     

      
   

 
3

'
2

C Cz z z z   
3

'
2

C Cz z z z  
3

'
2

CM CM

C
3

2
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0

0

0

3 1 3 1 3 1

3 1 3 1 3 1

2 1 2 2

A

B

C

m z z i i i

n z z i i i

p z z i i i

        

           

      

 

 .0zالشكل المثلثي للعدد( 4

0 2 cos sin
4 4

z i
  

  
 

. 

;الشكل المثلثي لكل من  (5 ;m n p. 

0 لدينا سابقا : 0 0; ;A B Cm z z n z z p z z      

0 2 cos sin 2 cos sin
6 6 4 4

Am z z i i
   

        
   

    

5 5
2 2 cos sin cos 2 2 cos sin

6 4 6 4 12 12
i i

           
           

      
 

0

5 5
2 cos sin 2 cos sin

6 6 4 4
Bn z z i i

      
        

   
 

5 5 13 13
2 2 cos sin cos 2 2 cos sin

6 4 6 4 12 12
i i

           
           

      

0 2 cos sin 2 cos sin
2 2 4 4

Cp z z i i
       

        
   

 

2 2 cos sin cos 2 2 cos sin
2 4 2 4 4 4

i i
              

           
      

 

 الشكل  (6

;حساب الأطوال ( 7 ;AB BC CA 

2 3 2 3

3 3 2 3

3 3 2 3

B A

C B

A C

AB z z

BC z z i

CA z z i

    

     

    

  

 متقايس الأضلاع. ABCومنه المثلث  

3بما أن  ( 2AOA z i    ،3 2BOB z i     ،2 2COC z i    ّفإن 

,النقط  ,C B A  تنتمي إلى الدائرة 1
C  التي مركزهاO  2وطول نصف قطرها . 

بما أن    3 1 3 1 2 2MOM z i        2و 2NON z  

2و  2OP  النقط .فإن, ,P N M  تنتمي إلى الدائرة 2
C  التي مركزهاO  وطول نصف قطرها

2 2  
 :22حل التمرين رقم 

1)   4 2 2 4 20B Az z i i i        

كن في حياة الناس 

، حتى وإن كحبة سكر 

اختفيت ...... تركت 

 طعما جميلا
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20إذن    cos sin
2 2

B Az z i
   

   
 

 

   2 2 5 5 20Sz z i i i          20 ومنه cos sin
2 2

Sz z i
 



  
   

 
       

2) 3SC SA تكافئ 3C S A Sz z z z      3ومنه 2 4 2C A Sz z z i    

3SD SB تكافئ 3D S B Sz z z z      3ومنه 2 2 4D B Sz z z i     

20Aنتحقق بسهولة أن   (3 B C DOA OB OC OD z z z z        

,النقط ومنه  , ,D C B A  مركزها تنتمي إلى دائرةO 20نصف قطرها.طول  و 

2أ(( 4 4 4 2z i z i      تكافئ   2 4 4 2z i z i       تكافئ

A Bz z z z    ر القطعة المستقيمة ومجموعة النقط هي محو AB 

لدينا  ب( 3, 3S    و 2, 2AB    متعامدان لان الجداء السلمي لهما يساوي صفر هذا من

جهة  و من جهة اخرى  3 , 3I   تنتمي إلى المستقيم Sنه . وم S  هو محور القطعة

المستقيمة  AB 

لتكن النقطة     (5 1 , 3H   منتصف القطعة المستقيمة AC   1ونكتب 3Hz i  

2 2 1 3 3 1

2 4 4 2 2 6 2

H

D B

z z i i i
arg i

z z i i i


       

    
      

ومنه  

2 ,
2

H

D B

z z
arg k k

z z




 
    

 
 

     
 
 
 

 :23حل التمرين رقم 

3ت( الجواب الصحيح هو  (1 2 10i      

6ث(   الجواب الصحيح هو  (2 2Cz i . 

2ب( الجواب الصحيح هو  (3 4y x      

أ(الجواب الصحيح هو  (4
1

3
k     

ت(   الدائرة التي قطرها   ح هو الجواب الصحي (5 AB   

3أ( الإنسحاب الذي شعاعه الجواب الصحيح هو  (6 2u v 

 :24حل التمرين رقم 

4 ومنه  (1 3 2( ) 10 38 90 261.P z z z z z    

 , 2 ,
2

H

D B

z z
arg BD H k k

z z
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 معناه    (2

 .أو  أو  فنجد  نحل المعادلة 

 .يحققان المعادلة الثانية  و  فقط القيمتين 

 .و  تقبل حلين تخيليين صرفا هما  عادلة  ومنه الم

 و  جذرين لـ  و  بما أن  (3

 ننشر ونبسط ونرتب فنجد : يحلل على الشكل  فإن

 

 .ومنه  و  بالمطابقة نجد 

 .أو  تكافئ  (4

   أو  ومنه  تكافئ. 

   مميزها  

 .و  تقبل حلين مركبين مترافقين هماومنه المعادلة 

 .،  ،  ،  حلول هي : 4تقبل ا المعادلة وأخير 

 : لاحقة النقطة  (5

. 

 أي  تكافئ  (6

 .نصف قطرها طول و  هي دائرة مركزها النقطة وبالتالي  ومنه 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

4 3 2

4 2 3

( ) ( ) 10( ) 38( ) 90( ) 261

( ) 38 261 (10 90 )

P i i i i i

P i i

    

    

    

    

( ) 0P i 

3

4 2

10 90 0

38 261 0

 

 

  


  
310 90 0  0 3 3  

3 3  4 238 261 0   

( ) 0P z 3i3i

3i3iP   23 3 9z i z i z   

( )P z  2 2( ) 9P z z z az b   

    2 2 4 3 29 ( ) 9 9 9z z az b P z z az b z az b         

10a  29b   2 2( ) 9 10 29P z z z z   

( ) 0P z  2 9 0z   2 10 29 0z z  

 2 9 0z  2 29 9z i  3z i3z i 

 2 10 29 0z z  216 16i   

 2 10 29 0z z  5 2i5 2i

( ) 0P z 3i3i5 2i5 2i

G

3 3 2 5 5 2 5

4 4 2
G

a b c d i i i i
z

       
  

10MA MB MC MD   4 10MG 4 10MG 

5

2
MG  G

5

2
OG 
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 :25حل التمرين رقم 

 جذر لكثير الحدود. 4ومنه  ( 1

 بحيث من أجل كل عدد مركب  فإنه يوجد كثير حدود من الدرجة الثانية جذر لـ  4بما أن  (2

بعد النشر والتبسيط نجد  لدينا : 

 

 ويكون  بالمطابقة نجد 

 أو  أي  معناه  

 .من أجل  

و  فهي تقبل حلين مركبين مترافقين هما  مميزها  

 
 .و  ،  4حلول هي  ةتقبل ثلاث وأخيرا المعادلة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .طبيعةالمثلث  (3

هي صورة  أي النقطة  ن ونستنتج أ 

 متقايس الأضلاع. وبالتالي المثلث  وزاويته  بالدوران الذي مركزه النقطة  النقطة 

 . وقيس زاويته الذي مركزه  بالدوران  صورة  (4

 .ومنه    

 . الذي شعاعه  الإنسحاب ب   صورة  

(4) 0P 

Pz

2( ) ( 4)( )P z z az bz c   

3 2( ) ( 4 ) ( 4 ) 4P z az b a z c b z c     

1; 2, 4a b c   
2( ) ( 4)( 2 4)P z z z z   

( ) 0P z 
2( 4)( 2 4) 0z z z   ( 4) 0z  

2( 2 4) 0z z  

( 4) 0z  4z 

2( 2 4) 0z z  
212 12i   1 3i

1 3i

( ) 0P z 1 3i1 3i

ABC

3
1 3 4 1 3

2 21 3 4

ic a i
i e

b a i


  

   
  

 3
i

c a e b a


  C

BA
3


ABC

FKRO
3



 3
i

F O K Oz z e z z


   1 3
3 3

2 2
Fz i i i

 
        
 

GKTOB
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5) 

 النقطة هي صورة  وهذا يعني أن النقطة  أي  لدينا : 

 متعامدان. و  ، وبالتالي وزاويته  بالدوران الذي مركزه 

   حل التمرين رقم 26 :

2حل المعادلة   (1 2 3 4 0z z        :212 16 4 4i      حلان مركبان  للمعادلة

1مترافقان هما 

2 3 2
3

2

i
z i


          2و

2 3 2
3

2

i
z i


       . 

63أ(    (2 2 2
6 6

i

Az i cos i sin e


      

          
    

                                                                                          

63 2 2
6 6

i

Bz i cos i sin e


      

        
    

     

6

2 2

i
O B B

C

z z z
z e




    

 

 

 

 

 

 

 ة للواحق النقط.ب(   لإنشاء النقط المطلوبة ، نستعمل الطويلات والأجزاء الحقيقي

فاصلة كلا منهما  2وطول نصف قطرها   Oتقعان على الدائرة ذات المركز  Bو   Aالنقطتان     

 . 1تساوي   Bو ترتيبة  1تساوي   Aموجبة وترتيبة 

فاصلتها موجبة وترتيبتها تساوي  1وطول نصف قطرها  Oتقع على الدائرة التي مركزها  Cالنقطة 

1

2
 . 

   3 1 3 1 3 1 3G K OB
z z z i i i          

3

1 3

F

C

z i
i

z i

 
  


F Cz iz FC

O
2


 OC OF
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 :      AOBج(  نحسب أطوال المثلث

 62 2
i

A O AOA z z z e




                       

 62 2
i

B O BOB z z z e



         

 2 2B AAB z z i                                                                                                                                             

OAإذن  OB AB   وبالتالي المثلثOAB متقايس الأضلاع . 

أ(   (3 2
i

D O C Oz z e z z




      ومنه
1 3

2 2
Dz i  

2E Dz z i     ومنه 1 3 1 1
2 1 4 3 1 4 3

2 2 2 2
Ez i i i i i          

   
 . 

5ب(  2 3OE BE    نتحقق حسابيا وبسهولة أن 

 1 4 3
5 2 3

2
E O

i
OE z z

 
         

و 
 1 4 3

3 5 2 3
2

E B

i
BE z z i

 
        

   حل التمرين رقم 27 :

وزاويته   Oالذي مركزه  rأ( العبارة المركبة للدوران  (1
2

3


هي  

2

3
i

z ' e z



   ومنه 

2 2

3 3 3 1
i i i

i
B Az e z e e e

  

      

 ( ب
2 2 5

3 3 3 3
1 3

2 2

i i i i
i

C B Az e z e e e e z i

   


        

 متناظرتان بالنسبة لمحور الأعداد الحقيقية.  Cو   Aنستنتج أن 

1Aأ( لدينا  (2 B Cz z z     1أيOA OB OC     وهذا يعني أن النقط

C ; B ; A تنتمي إلى الدائرة التي مركز هاO  أي إلى الدائرة  1وطول نصف قطرها C . 

 :ABC طبيعة المثلث ب( 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

وزاويته  Oالذي مركزه  rبالدوران Aصورة   B( 1من السؤال 
2

3


نستنتج أن  

  2

3
OA , OB


  

وزاويته  Oالذي مركزه  rبالدوران Bصورة   C وكذلك 
2

3


نستنتج    2

3
OB , OC


 . 

باستعمال علاقة شال نستنتج أن   2

3
OC , OA


. 

و Oمثلثات متساوية الساقين رأسها   OCAو  OBCو  OABالمثلثات 
2

3


هي قيس زاوية الرأس  

O    متقايستين وقيسهما ومنه الزاويتين الباقيتين
3


 متقايس الأضلاع. ABC.ومنه المثلث  

 أ( الشكل (3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 متقايس الأضلاع كذلك. PQRمتحاكيان ومنه المثلث  ABCو   PQRالمثلثان  ( ب

2zهي :  hالصيغة المركبة للتحاكي ( أ (4 ' z . 

 ( ب
1 3 1 3

1 0
2 2 2 2

A B Cz z z i i        
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

0A B Cz z z    معناهA B Cz z z    2ولكنQ Bz z    أي
1

2
B Qz z    ولدينا

2Rكذلك  Cz z    أي
1

2
C Rz z   إذن

1 1

2 2 2

Q R

A B C Q R

z z
z z z z z


      

هي منتصف  Aوهذا يعني أن  QR . 

Oج( من تعريف التحاكي تكون النقط  , P   وA  امية. المستقيم في استق PA هو محور المثلث

PQR  وهو ارتفاع كذلك  ومنه OA  عمودي على QR . 

وأخيرا المستقيم  QR  هو مماس للدائرة C  في النقطةA . 

   حل التمرين رقم 28 :

 :)أ( الجواب الصحيح هو  : 11السؤال رقم 

لدينا  التبرير :
1 3

1

i
z

i





   

  1 3 2
3

arg i k , k


         و 1 2
4

arg i k , k


    . 

ومنه 
1 3

2 2
1 3 4 12

i
arg z arg k k , k

i

   
       


 

 :)ج( لجواب الصحيح هو ا : 12السؤال رقم 

متوازي أضلاع معناه  ABCD التبرير :
AB DC

z z   أيB A C Dz z z z     

D C B Az z z z   

2 2 1 1 3D C B Az z z z i i i          . 

 :)أ( الجواب الصحيح هو  : 13السؤال رقم 

 التبرير :  z i z i  .هو جداء عددين مركبين مترافقين فهو عدد حقيقي 

 :)ب( الجواب الصحيح هو  : 14السؤال رقم 

 التبرير :

2 1 2z i z i      تكافئA Bz z z z    2حيثAz i    1و 2Bz i   
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

مجموعة النقط  M z  التي تحققA Bz z z z    هي محور القطعة المستقيمة AB  

 . Aإذن هي مستقيم لا يشمل النقطة 

 :)ج( الجواب الصحيح هو : 15السؤال رقم 

2لدينا  التبرير : 5 5 3 4 5B AAB z z i i i           

6 2 5 5 1 3 10C AAC z z i i i         

6 2 2 4 17C BBC z z i i i           المثلثABC  .كيفي 

   حل التمرين رقم 29 :

 لأن :   ب(  الجواب الصحيح هو  (1

   2
1 2 2 3 1 2 1 2 2 3 4 3 4i i ( i )( i ) i       . 

 لأن :   أ(  الجواب الصحيح هو  (2

 
   

2
1 5

2 1 2 2 3 2
4 3 62 2 3

i
arg arg i arg i

i

       
                  

  

 لأن :   ج(  الجواب الصحيح هو  (3

         1 1 3 2 2 2 2i i     

        7
1 1 3 1 1 3

4 3 12
arg i i arg i arg i

     
           

   
 

 إذن  
7

121 1 3 2 2
i

i i e



  . 

 لأن :   أ(  الجواب الصحيح هو  (4
2

3 3
2 2 1 3 1 3

3
3 3 3 3 2 2 2 2

i i

e e cos i sin cos i sin i i i
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

   حل التمرين رقم 31 :

1) 2 6 13 0z z    تكافئ 
2

3 9 13 0z       أي 
2

3 4z      أي

 
2 23 4z i   2ومنه للمعادلة 6 13 0z z    3حلين مركبين مترافقين  هما 2i     

3و   2i . 

 الشكل : (2

 

 

 

 

 

 

 

لدينا  (3 0 4OC و     , 0 4AB OCإذن  , AB   ومنهOABC .متوازي أضلاع 

4) G  مركز متوازي الأضلاعOABC   هو منتصف OB  إذن
3

2 2

O B
G

z z
z i


     أي

3
1

2
G ,
 
 
 

  

5) G   مركز ثقل متوازي الأضلاعOABC   0أيGO GA GB GC     

12MO MA MB MC     4تكافئ 12GM GO GA GB GC     أي

4 12GM  3تكافئGM   مجموعة النقط .M  من المستوي بحيث

12MO MA MB MC      هي الدائرة التي مركزهاG   3وطول نصف قطرها . 

3Mzلدينا إذن  أ( (6 i    .N  صورة النقطةM  لدوران الذي مركزه باG   وزاويته

2


معناه   N G M Gz z i z z     تكافئ

3 3 3 3 5 5
3 3 1

2 2 2 2 2 2
Nz i i i i i i i i
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

معادلة المستقيم  ( ب BC  :
2

4
3

y x   . 

 N BC تكافئ 
5 2 5

4
2 3 2

 
    

 
ومنه   

1

4
  . 

في هذه الحالة  ) حالة 
1

4
   تكون  )

1 9 5
3

4 4 2
M ; ; N ;

   
   
   

  

   حل التمرين رقم 31 :

2010حساب أ(  (1
1z 

1 1 2
4 4

z i cos i sin
  

    
 

ومنه    
2010

2010
2010

1 2
4 4

z cos i sin
  

  
 

 

2010أي  1005
1 2 2010 2010

4 4
z cos i sin

  
    

                                                                                        
 

إذن    2010 1005 1005 1005
1 2 502 502 2 2

2 2
z cos i sin i i

      
         

     

2حتى يكون  nتعيين العدد الطبيعي ب(  
nz  وموجب تماما.حقيقيا 

 2

3 3
2 1 2 2

4 4
z i cos i sin

  
     

 
 

 2

3 3
2 2

4 4

n
n n n

z cos i sin
  

  
 

 

2
nz حقيقي موجب تماما تكافئ

3
0

4

3
0

4

n
sin

n
cos





 



تكافئ   
3

2
4

n
k


    3أي 8n k  معk  . 

 . 8مضاعف لـ  nفحسب مبرهنة غوص فإن   3nيقسم   8و 3أولى مع 8

: حتى تقبل الجملة  تعيين  (أ(2      1 1A , , B , , C , مرجحا يجب أن يكون

1 1 0    أي 2   . 

تمسح  عندما   Gتعيين مجموعة النقط ب(  2 . 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

لدينا 
     1 2 3
1 2 1 3 5 1

2 2 2 2
G

i i iz z z
iz



             
   

       
  

أي 
5 1

2 2
G ;

    
 
    

أي   

5

2

1

2

G

G

x

y

 
  


  

  

7ومنه   6 0G Gx y     مجموعة . إذن

تمسح  عندما   Gالنقط  2   هي المستقيم   7ذو المعادلة 6 0x y   . 

 . rتعيين العناصر المميزة للدوران أ(  (3

zالصيغة المركبة للدوران هي  ' az b  حيث  2a ,b   1وa    . 

بالجملة   Cإلى  Bوالنقطة  Bإلى  Aلنقطة الذي يحول ا rالدوران   نعبر عن
 

 

r A B

r B C

 



 

2وهذا يكافئ 1

3 2

z az b

z az b

 


 
ومنه    3 2 2 1z z a z z     3أي 2

2 1

z z
a i

z z


 


1bو    i    

1zهي   rالصيغة المركبة للدوران إذن ' iz i  . 

هي  rزاوية الدوران  arg i   أي
2


اللاحقة ومركزه النقطة الصامدة  ذات  

1
1

1

i
z

i


 
  


 . 

. نكتب  rبالدوران  Aصورة النقطة  'Aتعيين لاحقة  النقطة ب(  r A A'  

 1 1 1 2 2A' Az iz i i i i i          

   حل التمرين رقم 32 :

بحيث   bو  aلعددين الحقيقيين عيين ات (1    2 2 4 20P z z az b z z     . 

عند نشر   2 2 4 20z az b z z    نجد  

     4 3 24 4 20 20 4 20z a z a b z a b z b         بالمطابقة نجد

4 13a ; b     وبالتالي    2 24 13 4 20P z z z z z      

المعادلة حل في ن (2  0P z  . 

  0P z   2 تكافئ 4 13 0z z      2أو 4 20 0z z   : نحل المعادلتين فنجد 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

1 2 3 42 3 2 3 2 4 2 4z i ; z i ;z i ;z i         . 

 تعليم النقط (3

 

 

 

 

 

 

Cالذي يحقق  zكب تعيين العدد المر ب( 

A

z z
i

z z





 . zصورة  Mثم تعليم النقطة   

C

A

z z
i

z z




 
تكافئ   A Ci z z z z     ومنه

 2 3 2 4 1 11

1 1 2 2

C A
i i iz iz

z i
i i

   
   

 
وبالتالي   

1 11

2 2
M ;

 
 
 

 . 

Cالتفسير الهندس ي لكل من   أ(( 4

A

z z

z z




C و   

A

z z
arg

z z

 
 

 
  

C

A

z z MC

z z MA





    . 

   

     

C
C A

A

z z
arg arg z z arg z z

z z

u ,MC u ,MA MA ,MC

 
    

 

  

 

C

A

z z
arg

z z

 
 

  
تمثل الزاوية  MA , MC . 

 . ACMطبيعة المثلث  ب(
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

Cوجدنا سابقا

A

z z
i

z z





1Cوبالتالي    

A

z z MC
i

z z MA


  


و كذلك  

  2
2

C

A

z z
arg arg i k , k

z z

  
     

 
ومتساوي  Mقائم في ACMومنه المثلث  

 الساقين.

 مربعا. AMCEحتى يكون  Eتعيين لاحقة  ج(

MA  مربعا  إذا كان AMCEومتساوي الساقين، فيكون  Mقائم في ACMالمثلث  لدينا CE  

Aأي  M E Cz z z z     ومنهE A M Cz z z z     وبالتالي 

1 11 1 3
2 4 2 3

2 2 2 2
Ez i i i i          

   حل التمرين رقم 33 :

2حل المعادلة أ(  (1 8 3 64 0z z   . 

المميز 
2264 64 8i i      1المعادلة تقبل حلين مركبين مترافقين هما 4 3 4z i                

2 و 4 3 4z i   . 

 كتابة حلي هذه المعادلة على الشكل الأس ي. ب(

5

6
1 4 3 4 8

i

z i e



          و
5

6
2 14 3 4 8

i

z i z e




     . 

 . OABطبيعة المثلث (2

3
i

B O B

A O A

z z z
e

z z z




 
     

و
8

1
8

B O B

A O A

z z z

z z z


  


1أي  

OB

OA
   أيOA OB  

 2
3

B O

A O

z z
arg

z z

 
 

  
أي

 
   2

3
OA ; OB


 

    
متقايس الأضلاع. OABوبالتالي  المثلث 

 

 . Dلاحقة النقطة Dzتعيين  (3

عبارة المركبة للدوران هي لدينا بشكل عام ال iz ' z e z z
      وبالتالي

 3
i

D O C Oz z e z z



    إذن 3
1 3

3 2
2 2

i

D Cz e z i i i

  
     

 
 . 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

4هي  Gأ( نبين أن لاحقة النقطة  (4 3 6Gz i   . 

4 3 4 2 4 3 6
1 1 1

O B D
G B D

z z z
z z z i i i

  
         

  
  

Gب( تعليم النقط  ; D ; C ; B ; A  . 

 متوازي أضلاع. OBGDج( نبين ان الرباعي 

OBGD  متوازي أضلاع معناهOB DG   أيB O G Dz z z z    

4 3 4B O Bz z z i       4    و 3 6 2 4 3 4G Dz z i i i        إذن 

B O G Dz z z z    ومنهOBGD .متوازي أضلاع 

إثبات أن ( 5
1 3

2 2

C G

A G

z z
i

z z


 


  . 

   
   

3 4 3 6 5 3 5 1 3

10 2 24 3 4 4 3 6

C G

A G

i iz z i
i

z z ii i

    
   

     
  

 AGCاستنتاج طبيعة المثلث 

لدينا 
1 3

1
2 2

C G

A G

z z CG
i

z z AG


   


CGومنه    AG . 

1 3
2

2 2 3

C G

A G

z z
arg arg i k , k

z z

  
      

   

 متقايس الأضلاع. AGCنستنتج أن المثلث 
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   حل التمرين رقم 34 :

 الشكل الأس ي :( 1

22أ(  2 2
2 2

i

Az i cos i sin e


  

     
 

5

6
5 5

3 2 2
6 6

i

Bz i cos i sin e


  

      
 

     

63 2 2
6 6

i

Cz i cos i sin e


  

     
 

  

2Aب( لدينا  B Cz z z     أيOA OB OC   

,النقط  معناه ,A B C   تنتمي إلى الدائرة التي مركزهاO  2قطرها ف نصطول و   

,تعليم النقط   ( ج ,A B C رسم الدائرة  . 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 

Bوالأس ي للعدد  ( الشكل الجبري أ(2 A

C A

z z

z z




     :

1 3

2 2

B A

C A

z z
i

z z


 


        ،

3
i

B A

C A

z z
e

z z







  

     

 ABCج طبيعة المثلث ااستنتب(  

لدينا 
1 3

2 2

B A

C A

z z
i

z z


 


ومنه   

1 3
1

2 2

B A

C A

z z
i

z z


  


ACأي    AB   هذا من

3جهة ومن جهة ثانية 
i

B A

C A

z z
e

z z







2أي  
3

B A

C A

z z
arg k ;k

z z

 
   


المثلث وبالتالي   

ABC .متقايس الأضلاع 

لدينا  أ( (3 3
i

O' A O Az z e z z



     ومنه

 3
1 3

2 2 2 3 3
2 2

i

O' A Az z e z i i ( i ) i i i

  
              

 
 . 

Oأن  نبينب( C     قطرا للدائرة( )C . 

3 لدينا 3 0O' Cz z i i       وبالتالي النقطتان O'  وC   متناظرتان بالنسبة إلىO 

)مركز الدائرة  )C . فهما متقابلتان قطريا 

 رسم ج( C' . 

)تنتمي إلى  Aبما أن  د( )C  و هي مركز الدورانr  فهي  تنتمي إلى( ')C و .C ةنقط  

)من  )C  صورتها وفقr  هيB إذنB تنتمي( ')C علما أن  B نقطة من( )C. 

أ( (4
 

3z z i  
 

معناه     3Oz z z i     أي'O Ozz z z  أي

( )E القطعة المستقيمة محور 'OO 

2OAلديناب(  OA'  2وOB O' B  ن االنقطتبالتالي وA وB القطعة نقطتان من محور

المستقيمة  'OOأي من( )E.  

   حل التمرين رقم 35 :

2نحل المعادلة  (1 18 82 0z z   . 



 

 

181 

  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 24 2i   1.للمعادلة حلين مركبين مترافقين هما 9z i    2و 9z i   

Cحساب أ(  (2 B

A B

z z

z z




      :

11 9 2

9 9 2

C B

A B

z z i i
i

z z i i i

   
   

   
 

 :ABCاستنتاج طبيعة المثلث 

Cلدينا B

A B

z z
i

z z


 


ومنه      2C B

A B

z z
BA ;BC arg

z z


 


أي   

    2BA ;BC arg i    

ومنه    
3

2
2

BA ;BC


    إذن   BA BC  أي المثلثABC  قائم الزاوية فيB  هذا

1Cلدينا من جهة ومن جهة أخرى  B

A B

z z
i

z z


  


BCأي    BA  وبالتالي المثلثABC  قائم

 .ومتساوي الساقين. Bالزاوية في 

ب( حساب الشكل المثلثي للعدد المركب  4 1 i   : 
7 7

4 1 4 2
4 4

i cos i sin
  

   
 

  

ج( نبين أن     4 1C A C Bz z z z i    : 

         11 9 11 9 2 2 2 4 1C A C Bz z z z i i i i i i              

4استنتاج  2AC BC    لدينا  :    4 1C A C Bz z z z i        ومنه

    4 1C A C Bz z z z i        4أي 2AC BC . 

10نبين أن  (3 8z ' iz i      

لدينا  
3

2
i

B Bz ' z e z z



    + ومنه 
3

2
i

B Bz ' e z z z



    وبالتالي

 9 9z ' i z i i       10أي 8z ' iz i    

9نبين أن  3C'z i    :  

 r C C'   معناه 10 8 11 10 8 9 3C' Cz iz i i i i i           . 
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

   حل التمرين رقم 36 :

2نحل المعادلة  (1 2 2 0z z   . 

المميز  
224 4 2i i     2تقبل حلين مركبين مترافقين هما  المعادلة 1z i     و

1 1z i  

 تعليم النقط  (2

3لدينا  (3 1 2 5D AAD z z i i          و

3 1 2 5D BBD z z i i         

2 2 3 1 2 5C DDC z z i i         

5ADومنه  BD DC     النقط وبالتاليC , B , A  تنتمي إلى دائرة مركزهاD  وطول

 . 5نصف قطرها

حساب  (4
3

3

C

A

z

z




 .DACواستنتاج طبيعة المثلث  

3 2 2 3 1 2

3 1 3 2

C

A

z i i
i

z i i

    
  

    
Cأي    D

A D

z z
i

z z





التالي وب  C D A Dz z i z z   

 أي

  2
i

C D A Dz z e z z



    وهذا يعني أنC  هي صورةA  بالدوران الذي مركزهD   وزاويته

2


 . 

 متساوي الساقين .و  D في قائمDACالي المثلث وبالت

هي 2ونسبته   Dالذي مركزه  hالكتابة المركبة للتحاكي  أ( (5 2D Dz ' z z z     أي

2 3z ' z  . 

  حسابC 'z       :C'   صورة  النقطةC   بالتحاكيh   ومنه

 2 3 2 2 2 3 4 4 3 1 4C' Cz z i i i            1إذن 4C'z i   أي

 1 4C' ,  . 
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وزاويته   Dالذي مركزه  rالكتابة المركبة للدوران  ب(
2


هي   2

i

D Dz ' z e z z



     أي 

 D Dz ' z i z z     3ومنه 3z ' iz i   . 

  حسابC''z       :C''   صورة  النقطةC'   بالدورانr  الذي مركزهD  وزاويته
2


  . 

 3 3 1 4 3 3 7 2C'' C'z iz i i i i i           7إذن 2C''z i    أي 7 2C'' ,   

  لدينا 1 3AC ;         و 6 2C'C'' 6ومنه     ; 6 0AC.C'C''      ومنه

ن االمستقيم AC  و C'C'' متعامدان. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   حل التمرين رقم 37 :

1بحيث    2zو    1zيين العددين المركبين تع (1 2

1 2

2 3 9 2

3 8 8

z z i

z z i

  


  
 . 

1 2

1 2

2 3 9 2

3 8 8

z z i

z z i

  


  
1تكافئ  2

1 2

2 3 9 2

9 3 24 24

z z i

z z i

  


  
بالجمع طرف لطرف نجد 

111 33 22z i    1ومنه 3 2z i   2عد التعويض نجد  وب 1 2z i   

أ( أثبات أن (2 B Az z i z z    . 
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3لدينا من جهة 1 2 4 2Bz z i i          ومن جهة أخرى

     3 2 1 2 2 4 4 2Ai z z i i i i i i            

و بالتالي  B Az z i z z   . 

  ABب( طبيعة المثلث 

 لدينا B Az z i z z     أيB

A

z z
i

z z









1Bوبالتالي   

A

z z B
i

z z A





 
  

 
أي  

A B   ولدينا كذلك   
2

B

A

z z
arg A ; B arg i

z z





 
    


ABومنه  المثلث   

 ومتساوي الساقين. قائم في 

 . hأ( تعيين الكتابة المركبة للتحاكي  (3

 2A Az ' z z z     2ومنه 3 2z ' z i     وهي الكتابة المركبة للتحاكيh . 

 . hبالتحاكي   صورة النقطة   Cلاحقة النقطة  Czب( تعيين 

2 3 2Cz z i     ومنه 2 1 2 3 2 1 6Cz i i i        

مرجح الجملة   Dلاحقة النقطة  Dzج( تعيين       1 1 1A , ; B , ; C , . 

3 2 3 1 6
5 4

1 1 1 1

A B C
D

z z z i i
z i

     
   

 
  

 مربع.  ABCDد( نبين أن 

يكفي أن نبين أن القطرين  AC  و BD .متقايسين ومتعامدين ولهما نفس المنتصف 

5 4 3 8 4 64 16 80D BBD z z i i          

1 6 3 2 4 8 16 64 80C AAC z z i i i              

 القطران متقايسان ومنه 

لدينا  8 4BD ,    و 4 8AC ,    32ومنه 32 0AB.AC       ومنه  القطران

 متعامدان.
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

لدينا 
3 5 4

1 2
2 2

B Dz z i
i

   
        و

3 2 1 6
1 2

2 2

A Cz z i i
i

   
     ومنه

 مربع.  ABCDالقطران متناصفان وأخيرا 

تنتمي إلى المجموعة  Bأ( نتحقق أن النقطة  (4 E ثم  نعين طبيعة ، E  ونحدد عناصرها

 المميزة.

4لدينا  5MA MB MC    4تكافئ 5MD  . 

B  تنتمي إلى المجموعة E  4معناه 5BD  . 

5 4 3 8 4 4 5D BBD z z i i          ومنه النقطةB  تنتمي إلى المجموعة E. 

طبيعة  E المميزة. وتحديد عناصرها 

 E  دائرة مركزهاD   4وطول نصف قطرها 5 . 

ب( أنشاء المجموعة  E. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   حل التمرين رقم 38 :

1 )         
3 2

3 3 8 3 3 25 24 3 75P i i i i i i i      
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       33 27 8 3 9 25 24 3 75 0P i i i i i i        

 3 27 72 27 75 72 75 0P i i i i i          3ومنهi  هو جذر لكثير الحدود P z . 

2)    23P z z i z az b    

        2 3 23 3 3 3P z z i z az b z a i z b ai z bi           

بالمطابقة نجد 

3 8 3

3 25 24

3 75

a i i

b ai i

bi i

   


  
  

وبالتالي  
8

25

a

b

 



إذن  

    23 8 25P z z i z z    . 

3)   0P z   3 تكافئ 0z i       2 أو 8 25 0z z   . 

3نحل المعادلة  0z i   3فنجدz i    2ونحل المعادلة 8 25 0z z    4فنجد 3z i   

4و  3z i   

إذن مجموعة حلول المعادلة   0P z   هي 3 4 3 4 3S i ; i ; i   .  

Dأ(  تمثيل النقط  (4 ;C ; B ; A 

ب(  نجد بسهولة 
1

5

C A

D A

z z
i

z z





 و        

2

3

C B

D B

z z
i

z z


 

 

 . BCDو   ACDاستنتاج طبيعة المثلثين  ج( 

  لدينا
1 1

5 5

C A

D A

z z
i

z z


 


أي    

1

5

AC

AD
  و

1
2

5 2

C A

D A

z z
arg arg i k , k

z z

 
    


أي     

  2
2

AD , AC k , k


      ومنه المثلثACD لزاوية في قائم اA . 
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  لدينا
2 2

3 3

C B

D B

z z
i

z z


  


أي    

2

3

BC

BD
 

2
2

3 2

C B

D B

z z
arg arg i k , k

z z

  
       

  
أي   

  2
2

BD , BC k , k


       ومنه المثلثBCD  قائم الزاوية فيB . 

فإنه محيط بدائرة  Aقائم الزاوية في  ACDن المثلث د(  بما أ   أحد أقطارها CD   وبما أن

أحد أقطارها  ط بدائرة فإنه محي Bقائم الزاوية في  BCDالمثلث  CD    أي الدائرة   وبالتالي

Dالنقط  ;C ; B ; A  تنتمي إلى دائرة   مركزهاH  منتصف CD  أي

3 4 3
2

2 2

C D
H

z z i i
z

  
    وطول نصف قطرهاr  حيث

4 3 3 4 6 52 2 13
13

2 2 2 2 2 2

D Cz z i i iCD
r

   
        

5) E  صورة النقطةC  بالإنسحابt  الذي شعاعهAD   معناهAD CE   أي

D A E Cz z z z    

Eأي  D A Cz z z z     4ومنه 3 1 2 3 5 2Ez i i i i        
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   حل التمرين رقم 39 :

2نحل المعادلة   (1 2 4 0z z   : 

 
2

24 16 12 12 2 3i i         للمعادلة حلان مركبان مترافقان هما .

2 2 3 2 2 3
1 3 1 3

2 2

i i
z i ; z ' i

 
      . 

استنتاج حلي المعادلة  التالية :  (2 
2

2 2 3 2 4 3 0z i z i      

2نضع         2 3Z z i     2ومنه 2 3z Z i     وتصبح المعادلة

 
2

2 2 3 2 4 3 0z i z i       على الشكل 2 2 2 2 3 4 3 0Z Z i i      

2أي  2 4 0Z Z     فحسب ما سبق نجد 

1 3Z i      1و 3Z ' i   1ومنه 3 3z i        1أو 3z i    وأخيرا المعادلة .

 
2

2 2 3 2 4 3 0z i z i       1تقبل حلين مركبين هما 3 3z i   

1و  3z i   . 

2:   لدينا  ABDأ( طبيعة المثلث  (3 3B AAB z z       2و 3D AAD z z    

 متقايس الساقين.  ABDومنه المثلث 

وزاويته   Bزه الذي مرك Sب(  العبارة المركبة للتشابه 
6


   ونسبته

2 3

3
هي :  

 6
2 3

3

i

B Bz ' z e z z




    وبعد التبسيط نجد
3 3

1 3
3 3

z ' i z i
 

    
 

  

 . Sبالتشابه  Cرة النقطة صو  Eلاحقة النقطة   Ezج(تعيين 

3 3
1 3

3 3
E Cz i z i

 
    
 

3أي    3Ez i    

Bد( حساب العدد المركب  E

A E

z z

z z




 . ABEDواستنتاج طبيعة الرباعي   

نجد بعد التبسيط أن  
1 3

2 2

B E

A E

z z
i

z z


 


 متقايس الأضلاع. ABEومنه المثلث  
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  الأعداد المركبة  امس المحور الخ

 معين. ABEDالرباعي 

   حل التمرين رقم 41 :

لدينا  (1
2 2

7 7
z cos i sin

 
   باستعمال دستور موافر

   7

7 2 7 2 72 2

7 7 7 7

k

k k k
z cos i sin cos i sin



      
    
 

  

7 2 2 2 2
2 2

7 7 7 7

k k k k k
z cos i sin cos i sin           

              
        

7 وأخيرا : 2 2

7 7

k

k kz cos i sin z   
   
 

 

Tنبين أن  (2 S  

 لدينا
3 5 6T z z z    ومنه 

3 5 6 3 5 6T z z z z z z      . 

بما أن 
7k kz z   فإن

7 7k k kz z z     أي

3 7 3 4 5 7 5 2 6 7 6z z z ; z z z ; z z z          وبالتالي
3 5 6 4 2T z z z z z z S       . 

نبين أن  (3  0Im S  . 

لدينا  
2 4 8 2 4

7 7 7 7 7 7
Im S sin sin sin sin sin sin

     
       

بما أن 
2

0
7 2

;
  
 
 

فإن   
2

0
7

sin

        و

4

7 7
sin sin

 
  وبالتالي   0Im S  

Sحساب  (4 T   وST . 

لدينا 
6

2 3 4 5 6 1

1

z
S T z z z z z z z

z
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7kبما أن  kz z  فإن 
7 1z   وبالتالي 

6 1z z    6أي 1
z

z
   ومنه

6
1

1
1

1
1 1

z zS T z z
z z




    
 

1Sوأخيرا    T   . 

لدينا 

  2 4 3 5 6 4 6 7 5 7 8 7 9 10ST z z z z z z z z z z z z z z z               

7بما أن  1z    8فإن 7 9 8 2 10 9 3z z z z ; z z z z ; z z z z           وبالتالي

3 3 1 2ST S T      . 

 . Tو  Sاستنتاج  (5

نحل الجملة 
1

2

S T

ST

  



أو نحل المعادلة    2 0x S T x ST      فنجد 

 
1 7 1 7

2 2 2 2
S ; T i ; i

  
     
  

وحسب ما سبق بينا أن    0Im S    وبالتالي

1 7

2 2
S i             و

1 7

2 2
T i   

   حل التمرين رقم 41 :

zنضع   x iy    2ومنه 2 4 5 4 1z' x y y ( x )i      . 

تعيين  (1 E  : يكونz 4حقيقيا من أجل  ' 1 0( x )    1أيx   إذن . E  هي المستقيم

1xالذي معادلته   . 

تعيين  (2 E'  : 

zيكون  2تخيلي صرف  من أجل  ' 2 4 5 0x y y      أي 
22 2 9x y    إذن . E' 

الدائرة التي مركزها   0 2, 3صف قطرها وطول ن . 

1zحل المعادلة  (3 '  . 
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1z '   2تكافئ 2 4 5 4 1 1x y y ( x )i      تكافئ
2 2 4 5 1

4 1 0

x y y

( x )

    


 
أي   

2 4 5 0

1

y y

x

   



ومنه      1 1x , y ,      أو   1 5x , y ,  1ومنه 1z i    و

2 1 5z i   

Cz :1C   تعيين (4 Az z i      

: ABCمركز ثقل المثلث   Gلاحقة   Gzتعيين 
1 5

3 3 3

A B C
G

z z z
z i

 
   . 

وزاويته   2الذي نسبته   Sالعبارة المركبة للتشابه   (5
3

4


:  ومركزه  

 
3

42z ' z e z z



      وبالتالي  1z ' z i z z       

بما أن  S B C   فإن  1C Bz z i z z        1وبالتالي 3z i    

 

 
 

 


