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Présentation de la série
« Tous les exercices
de mathématiques »

L’évolution récente de I’enseignement des disciplines scientifiques dans les C.P.G.E
s’est concrétisée par la définition d’'un nouveau programme de premiere année en
2003 et de deuxieme année en 2004. Un des objectifs de cette évolution a été de com-
bler le fossé grandissant entre la classe de terminale et les classes préparatoires. La
progression est explicitement imposée par le nouveau programme qui prévoit notam-
ment « un programme de début de I’année », qui exclut la présentation abstraite des
concepts au profit d’une démarche fondée sur I’exemple comme point de départ de
la conceptualisation, qui préconise I’approche algorithmique en complément de I’ap-
proche démonstrative et qui légitime la démarche expérimentale en mathématiques
par I’utilisation des logiciels Maple ou Mathematica, logiciels systématiquement uti-
lisés dans de nombreux concours, notamment dans le concours commun « Centrale
- Supelec ». Mais les programmes des classes préparatoires ne sont pas les seuls a
avoir évolué, les programmes de 1’enseignement secondaire ont fait 1’objet d’une
évolution préalable. Enfin, I’attitude nouvelle des éleéves face aux disciplines scien-
tifiques rend inefficace 1’approche axiomatique et leur appropriation grandissante de
I’outil informatique nécessite d’intégrer cet outil a la pédagogie. L’ensemble de ces
changements rend impérative la rédaction de nouveaux ouvrages.

On constate que c’est davantage la structure, I’ordre des themes abordés, I’esprit du
programme qui ont évolué, le fond étant resté relativement stable. Sur ce fond, que
nous n’avons pas la prétention de renouveler, il existe déja une abondante et excel-
lente littérature ; nous revendiquons une continuité par rapport a nos illustres prédé-
cesseurs et nous nous sommes largement inspirés de leurs écrits pour y puiser exer-
cices et sujets en nous efforcant de les présenter en parfaite cohérence avec 1’esprit
du programme actuel. Car cette nouvelle collection répond a une nécessité : entiere-
ment rédigée apres la parution des nouveaux programmes et le début de leur mise en
oeuvre, elle garantit une parfaite compatibilité entre la rédaction des ouvrages et les
préconisations du programme. .. ce que n’aurait pu assurer sans risque d’anomalies
une simple remise en forme d’une rédaction antérieure. Tous les ouvrages de cette
collection sont écrits trois ans apres 1’apparition des nouveaux programmes et en
respectent scrupuleusement 1’ esprit.

Les rédacteurs, ont enseigné et interrogé dans le cadre de 1’ancien et du nouveau pro-
gramme. Ils percoivent donc parfaitement I’importance de 1’évolution. Leur expé-
rience de 1’enseignement en classes préparatoires et a I’Université, leur interven-
tion réguliere en « colles », leur participation aux concours comme interrogateurs
a ’oral et/ou correcteurs a 1’écrit permettent d’affirmer qu’il s’agit d’équipes tres
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« professionnelles ». L’équilibre entre la pluralité des approches qui enrichit le fond
et la cohérence de la forme qui renforce ’efficacité est le résultat d’un véritable
travail collaboratif, d’une maitrise d’oeuvre rigoureuse et de sources d’inspiration
précieuses. .. citons particulierement pour les exercices d’oral la Revue de Mathé-
matiques Spéciales, 1’Officiel de la Taupe et les Archives des Professeurs de Spé du
Lycée Henri Poincaré de Nancy en particulier celles constituées par Walter APPEL.

Cette collection a I’ambition de faire bénéficier le lecteur de 1’expertise profession-
nelle des rédacteurs, chaque ouvrage est donc rédigé avec un souci de rigueur et de
clarté au service de la pédagogie, souci qui s’exprime dans quelques principes :

— La qualité de rédaction aboutie exigée des éleves nécessite que les auteurs
soient eux-mémes exemplaires dans leur rédaction, aussi bien celle des énon-
cés que celle des corrigés. Un soin tout particulier est apporté a 1’écriture des
éléments « logiques » : précis et sans ambiguité , le style traduit explicitement
les connexions logiques, implication, nécessité, suffisance, etc. dans un souci
permanent de rendre explicite ce qui, ailleurs, reste parfois implicite.

— Les corrigés proposés sont toujours complets et commentés quand il le faut,
en privilégiant les solutions méthodiques et raisonnables aux approches « astu-
cieuses » et « miraculeuses ». L’expérience prouve en effet qu’un corrigé trop
« brillant » inquiete 1’éleve qui se sent incapable de la méme performance et
ne lui apprend rien de la démarche constructive qui peut amener a une solution
lorsqu’on possede une maitrise suffisante des concepts. L’ expérience montre aussi
la vertu du contre-exemple. . . il en est fait un usage courant.

— La présence de rappels de cours synthétiques est nécessaire pour replacer les
exercices dans leur contexte théorique sans avoir a quitter I’ouvrage en cours de
lecture, pour fixer aussi quelques notations choisies parmi les standards. Mais
ces éléments de cours ne se substituent en rien a 1’enseignement magistral ou
aux ouvrages de référence, ils constituent seulement un « minimum concep-
tuel » immédiatement disponible pour aider la compréhension des exercices qui
restent la matiere essentielle de 1’ouvrage.

— La volonté de respecter I’esprit des nouveaux programmes privilégie la présen-
tation de sujets récents (de 2003 a 2006) en respectant scrupuleusement la forme
de leur rédaction : aucun toilettage rédactionnel ne doit en masquer 1’origina-
lité, voire la difficulté. Le respect du lecteur exige sa mise en situation réelle de
concours. Toutefois ces énoncés sont commentés et expliqués pour rassurer le lec-
teur en lui montrant que sous des traits parfois déroutants on peut retrouver des
« visages connus ». Certains exercices proposés aux concours avant 2003 figurent
également dans cette collection en raison de leur intérét; ils sont alors rédigés
sous une forme compatible avec le programme actuel.

Si ces principes généraux sont respectés dans I’ensemble de la collection, la plus
grande maturité des éleves de deuxieme année justifie quelques différences entre les
ouvrages de premiere et de deuxieme année. L’éleve de premiere année peut avoir des
difficultés a choisir seul, avec discernement, des sujets d’écrits dans les annales. Les
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ouvrages de premiere année présentent donc une sélection d’extraits de problemes
d’écrits. L’éleve de deuxiéme année, plus miir, est capable de trouver lui-méme des
sujets d’écrit, les ouvrages de deuxieme année n’en présentent donc pas. Cette plus
grande maturité explique aussi le choix qui a été fait de présenter en deuxieéme année
un bon tiers des exercices d’oral dans leur rédaction d’origine, sans commentaires
explicatifs, pour placer I’éleve au plus pres de la situation réelle du concours ; bien
entendu, le corrigé est toujours rédigé clairement, avec toutes les indications et tous
les commentaires que nécessite leur compréhension. L’ objectif essentiel est le res-
pect des éleves que 1I’on met dans une situation proche de celles des concours tout
en les guidant dans la correction. Il semble également que des ouvrages spécifiques
suivant les programmes (MP-MP*, PC-PC* et PSI-PSI*) soient justifiés en Mathé-
matiques Spéciales alors qu’ils ne le sont pas en premier semestre de Mathématiques
Supérieures. Mais, quels que soient les ouvrages, les auteurs ont réalisé un travail de
sélection important parmi la multitude d’exercices disponibles pour proposer ceux
qu’ils considerent comme les plus significatifs : certains sont sélectionnés pour leur
intérét pédagogique, leur généralité, leurs déclinaisons possibles etc., d’autres sont
présentés essentiellement pour donner une idée fidele de « I’état de I’art actuel » des
exercices d’oral et faire I’objet de commentaires au profit des futurs candidats.

On aura compris que les ouvrages de cette collection sont avant tout au service
des éleves pour lesquels elle constitue un véritable outil pédagogique d’appren-
tissage et d’entrainement en vue des concours. Ces ouvrages devraient également
convaincre les éleves de I’étendue des points abordés dans les sujets d’oral et d’écrit,
qui couvrent réellement les programmes de premiere et de deuxieéme année. Mais les
enseignants des C.P.G.E pourront aussi utiliser cette collection comme support de
travaux dirigés et comme référence. Enfin, les examinateurs disposeront avec cette
collection d’exemples de vrais sujets d’oraux donnés récemment ; les commentaires
qui en sont faits pourront inspirer leur propre démarche pour une évaluation efficace
et progressive des candidats.

Pour conclure cette présentation, on me pardonnera d’utiliser un ton plus person-
nel. Maitre de conférences et agrégé en Mathématiques, j’ai souhaité partager plu-
sieurs années d’expérience en assurant la maitrise d’oeuvre des ouvrages de cette
collection. Quinze années de participation a différents concours en tant que correc-
teur d’écrit et examinateur d’oral, m’ont permis de bien connaitre la littérature exis-
tante et de bien observer I’évolution de I’ attitude des éléves qui sont soumis, toujours
davantage, a des sollicitations nombreuses et diverses, sollicitations qui ne facilitent
pas la concentration et peuvent, parfois, les géner dans la maitrise de I’ensemble des
techniques. La nécessité ressentie d’ouvrages adaptés, I’enthousiasme face a 1’idée
de les rédiger, I’'impossibilité de réaliser seul un tel travail, m’ont conduit a réunir
des équipes de rédaction et a assurer la maitrise d’oeuvre du projet tout en partici-
pant activement a I’écriture. Au dela de I’ambition de réaliser un travail de qualité, il
s’agit d’une expérience humaine inoubliable.

Trois personnes ont contribué & la réalisation de ce projet et je souhaite, au sens
propre, leur donner le dernier mot : merci.
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Merci a Eric d’Engenieres, responsable d’édition chez Dunod, qui m’a accordé sa
confiance, a su m’encourager par la qualité de nos échanges et a pu me guider par
des conseils et suggestions toujours formulés de maniere chaleureuse.

Merci a Hervé Coilland, directeur de I’L.LU.T Nancy-Charlemagne et Vice-Président
de I’Université Nancy 2 qui a toujours trouvé le temps pour des discussions ami-
cales au cours desquelles se précisent les objectifs, s’échangent les idées et s’ affinent
quelques points de rédaction.

Merci, infiniment, a Nezha, ma femme, qui accepte que beaucoup de temps soit
consacré a ce projet, qui préserve autour de moi le calme nécessaire a une entreprise
rédactionnelle, qui m’encourage et me conseille dans les phases les plus critiques et
dont I’amour est un soutien permanent.

Nancy, le 15 février 2007
El-Haj LAAMRI



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

Avant-propos

Ce livre couvre le programme d’Analyse de deuxiéme année MP et poursuit la
démarche rédactionnelle entamée avec les ouvrages de premiere année. Comme pour
I’ensemble de la collection, le respect du programme officiel est un principe que nous
avons suivi a la lettre. Par ailleurs, le programme prévoit la reprise et 1’approfondis-
sement en deuxieme année de certains points abordés en premiere année : suites
numériques, fonctions réelles d’une variable réelle, intégration sur un segment. Nous
avons mis a profit cette possibilité pour que le présent ouvrage, tout en étant sans
ambiguité destiné aux éleves de deuxieme année, présente trois chapitres utilisables
en premicre lecture des le deuxieme semestre de premicre année et pour les « révi-
sions estivales » entre la premicere et la deuxieéme année.

Les premiers chapitres traitent des suites numériques et des fonctions réelles d’une
variable réelle. Ces notions déja détaillées dans I’ouvrage de premiere année sont
complétées ici par des exercices d’oral de 2007 et par des sujets nécessitant une
maturité qu’on ne peut attendre au premier semestre de la premiere année. L’inté-
gration sur un segment présente un large choix d’exemples de calculs d’intégrales
ainsi que la mise en ceuvre des propriétés de 1’intégrale (essentiellement les inégali-
tés) et I’étude de fonctions définies par une intégrale. Ce chapitre permet de réviser
et d’approfondir le programme de premicre année tout en donnant une vue réaliste
des exercices donnés a 1’oral. Dans les chapitres sur les séries numériques, séries
de fonctions, séries entieres, séries de Fourier, nous insistons sur les méthodes et
non sur les solutions astucieuses. .. souvent peu reproductibles. De méme dans les
chapitres concernant I’intégration sur un domaine non compact, nous avons privi-
1égié la méthode et la comparaison des outils. Par la ressemblance de leurs conclu-
sions (mais non de leurs conditions d’application) certains théorémes sont source de
confusion : convergence uniforme, convergence normale, convergence dominée et
corollaire, convergence des séries entieres. Exemples et contre-exemples posent des
points de reperes pour éviter les confusions. Ensuite, dans la présentation des espaces
vectoriels normés, nous avons tenu compte de 1’appréhension, voire du malaise, que
I’expérience nous a fait constater chez les éleves. Cette partie est partagée en trois
chapitres :

— les généralités indépendantes de la dimension, d’abord mise en ceuvre dans un
contexte familier et bien matrisé par les éleves (espaces de matrices et espaces de
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fonctions numériques continues sur un segment), puis faisant 1’objet d’exercices
d’approfondissements plus abstraits ;

— les espaces vectoriels normés de dimension finie a propos desquels des exercices
plus fins et plus difficiles reposent essentiellement sur les propriétés li€es a la
dimension finie ;

— la dérivation et I’intégration sur les espaces vectoriels normés de dimension finie
sont I’objet d’exercices parfois originaux.

Les équations différentielles linéaires constituent un chapitre tres riche qui fait appel
a un ensemble de connaissances débordant largement le cadre du chapitre. La partie
consacrée a I’assimilation propose une révision puis un inventaire technique avec des
exercices de mise en ceuvre directe. La synthese et 1’approfondissement font le lien
avec la technique et I’ouverture vers des notions plus étendues et plus générales. Cla-
rification et points de reperes nous ont semblé, 1a aussi, nécessaires. Enfin, méme si
les sujets concernant les équations différentielles non linéaires proviennent essentiel-
lement des concours les plus « prestigieux », nous avons fait un effort particulier de
rédaction pour les rendre abordables a tous les éleves et donner une occasion d’en-
tralnement a 1’écrit. Dans le chapitre consacré au calcul différentiel, nous avons tout
d’abord rappelé les définitions essentielles, puis nous avons présenté de nombreux
exemples d’application a la recherche d’extrema et a la résolution d’équations aux
dérivées partielles, et nous avons terminé ce chapitre par des exercices théoriques et
plus difficiles. Le dernier chapitre est consacré aux calculs d’intégrales multiples et
curvilignes, nous avons notamment insisté sur la notion d’intégabilité, puis sur I’im-
portance du paramétrage du domaine d’intégration, et enfin, sur les techniques de
changement de variables.

Les premiers chapitres, par leur contenu et leur structure, marquent la transition entre
les principes rédactionnels et pédagogiques propres aux ouvrages de premicre année
et ceux utilisés pour les ouvrages de deuxieme année. En premicre année, nous avions
choisi de présenter et d’illuster de fagon linéaire chaque nouvelle notion I’une apres
I’autre. Nous nous adressions alors & des lecteurs sortant des classes terminales et
encore peu autonomes dans leur approche. En deuxieme année, nous avons choisi
de présenter globalement 1’essentiel des notions d’un chapitre puis de progresser par
étapes vers une compréhension et une maitrise de plus en plus approfondies. Chaque
chapitre (sauf les deux premiers) est donc constitué de trois parties :

— une présentation synthétique de 1’essentiel du cours suivie d’exercices d’assimila-
tion immédiate, dans lesquels chaque nouvelle notion est testée, sans complication
inutile & ce niveau, dans un contexte qui permet d’identifier clairement une et une
seule difficulté et de la résoudre, en respectant une sorte de « régle des trois uni-
tés » : un exercice, une difficulté, une solution ;

— des exercices d’entralnement dont la rédaction progressive et le découpage en
questions ont pour objectif d’amener le lecteur a la compréhension en le confron-
tant de fagon progressive aux difficultés propres a la notion étudiée ;
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— des exercices d’approfondissement destinés a mettre 1’éléve en situation de
concours , avec la nécessité pour lui de faire preuve de compréhension, d’initia-
tive, d’intuition et de maitrise technique.

La lecture d’un tel chapitre n’est donc plus nécessairement linéaire. La structure est
parfaitement adaptée a des lecteurs de niveaux variés qui pourront éventuellement
passer directement a une forme d’auto-évaluation en se concentrant sur les exercices
d’approfondissements ou, au contraire, progresser pas a pas avec les exercices d’as-
similation.

Si les éleves de deuxieme année ont pu gagner en autonomie, il n’en reste pas
moins que leurs niveaux de compétence et de compréhension restent tres hétéro-
genes. Ainsi, entre des « 3/2» qui découvrent le programme pour la premiere fois
et n’ont encore été confrontés a aucun concours, des « 5/2 » qui ont déja étudié le
programme mais ont échoué & leur premicre expérience et des « 5/2 » déja admis a
des concours mais dont I’ambition les ameéne a viser encore plus haut, les différences
sont tres fortes. Ce sont ces différences, constatées en particulier lors des séances
de « colles », qui nous ont amenés a cette rédaction permettant plusieurs niveaux de
lecture et d’utilisation de 1’ouvrage.

Entre les chapitres eux-mémes, le programme de deuxieme année n’impose pas
d’ordre ni de découpage, contrairement au programme de premiere année. Cette
liberté nous a permis de choisir une progression qui nous semblait la plus adaptée
et la plus équilibrée. Chaque étape présente un nombre de notions nouvelles accep-
table pour une perception d’ensemble compatible avec la structure des chapitres. 1l
n’y a pas que la hauteur des étages qui fait la difficulté d’un escalier : la hauteur
acceptable des marches et leur régularité peut faciliter I’ascension... Nous avons
donc retenu une progression qui nous semble adaptée, sans affirmer pour autant
que d’autres progressions sont a rejeter. Notre diversité d’expérience, avantage de
la rédaction collective, nous amene d’ailleurs a utiliser différentes progressions dans
nos pratiques d’enseignement. Il reste ensuite le choix le plus difficile : face a I’infi-
nité d’exercices possibles et au temps fini dont disposent les éleves pour préparer les
concours, que proposer ? Quelques principes ont guidé notre sélection :

— respecter le parti-pris de progressivité en donnant des exercices qui permettent
d’assimiler, puis de s’entrainer et enfin d’approfondir;

— donner une vue précise et réaliste d’exercices qui « tombent a ’oral » en s’ap-
puyant en particulier sur une veille attentive des sujets donnés a I’oral dans plu-
sieurs concours depuis plusieurs années ;

— privilégier les exercices « génériques » dont la maitrise donne les clefs de nom-
breux exercices (comme il avait déja été annoncé en avant-propos des ouvrages
de premiere année : habituer les éleves a reconnaitre les « visages connus » sous
leurs différentes apparences) ;

— profiter du « nomadisme » des exercices constaté entre des concours différents
et ne pas hésiter a proposer un sujet de PC ou PSI si son intérét pédagogique le
justifie, sachant que ce méme sujet peut apparaitre plus tard en MP.
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— convaincre les éleéves que les oraux couvrent tout le programme des deux années
(le théoreme des accroissements finis, par exemple, pose beaucoup de problémes
aux éleves qui doivent I’utiliser a I’ oral).

Pour éviter I’arbitraire des préférences personnelles lors d’une rédaction collective,
une référence incontestable et « objective » est nécessaire : nous avons choisi pour
référence la réalité des exercices donnés a I’oral, principalement depuis 2004, date
d’application du nouveau programme. Mais ces exercices ont pour objectif le « clas-
sement » des éleves et non leur formation. Dans un ouvrage d’apprentissage quoti-
dien, certaines retouches se sont avérées nécessaires : lorsqu’ils utilisent ce livre, les
éleves sont en cours de formation et pas encore en concours ! Notre expérience d’en-
seignants d’abord, de « colleurs » ensuite, d’examinateurs enfin, nous a permis d’ob-
server en situation réelle, dans différentes classes, les éleves face a ces exercices. ..
ce qui nous a convaincus de la nécessité d’en faire évoluer la rédaction pour qu’ils
passent du statut d’exercice d’oral au statut d’exercice pédagogique. Notre expé-
rience nous a permis cette adaptation sans, en aucune maniere, dénaturer ces exer-
cices. La rédaction retouchée de certains exercices répond a la fois a un objectif péda-
gogique et psychologique. Objectif pédagogique de guider I’éleve par une rédaction
détaillée qui fasse apparaitre de facon explicite les difficultés et les techniques a mai-
triser. Objectif psychologique de rassurer I’éléve en I’amenant a résoudre seul une
majorité de questions en favorisant ainsi le développement de son autonomie. Si un
sujet a été donné a plusieurs concours, nous avons toujours choisi la version qui nous
semblait la plus pédagogique, la plus détaillée. Nous avons également regroupé cer-
tains énoncés d’oral qui nous semblaient complémentaires ou permettaient de donner
un apercgu des sujets régulicrement abordés a I’écrit. Quant aux éléments de cours,
chacun sait que ce qui est élégamment écrit dans un cours a la rédaction parfaite
n’est pas toujours aussi clair dans I’esprit des éleves. .. et nous n’avons pas hésité,
parfois, a sacrifier I’élégance de la rédaction a la redondance lorsque cette derniere
nous permettait de rendre explicites des notions souvent restées implicites.

C’est en premier lieu aux éléves des classes préparatoires MP, MP*, PC1, PC2 et PC*
du Lycée Henri Poincaré et PSI et PSI* du Lycée Henri Loritz de Nancy que nous
adressons, collectivement, nos remerciements. Ils ont en effet largement contribué
par leurs réactions, leurs questions, leurs erreurs et leur compréhension a guider nos
efforts de présentation des exercices, de clarification des questions, de simplification
des corrigés.

Toujours aussi enthousiasmante cette aventure rédactionnelle est aussi une aventure
humaine dans laquelle nous avons été aidés.

Aidés matériellement par 1’ Institut Elie Cartan de Nancy qui nous a permis d’utiliser
ses moyens informatiques et ses ressources documentaires.

Aidés par I'IREM qui nous a donné un acces privilégié a ses ressources documen-
taires, ainsi que par I’LU.T Nancy-Charlemagne dont la bibliotheque nous a toujours
recus avec sourire et efficacité.

Aidés également par le Lycée Henri Poincaré de Nancy qui nous a accueillis chaque
samedi matin, de septembre a mars, dans une salle équipée de moyens informatiques.
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Aidés aussi par deux collegues de I’ Institut Elie Cartan, Julien Chenal et Yannick Pri-
vat, qui ont lu une partie du manuscrit.

Aidés enfin par trois collegues du Lycée Henri Poincaré, Gilles Demeusois, Michel
Eguether et Edouard Lebeau qui nous ont lus en détail et dont les remarques ont
sensiblement amélioré le présent ouvrage.

Que tous soient sincérement remerciés.

Il est inévitable que certaines erreurs aient échappé a la vigilance de tous ceux qui
ont lu cet ouvrage. Nous en assumons seuls la responsabilité et nous espérons que
ceux qui en découvriront voudront bien nous faire part de leurs remarques a I’adresse
suivante Elhaj.laamri @iecn.u-nancy.fr.

Enfin, si dans cette aventure humaine certaines personnes nous ont aidés, il en est
sans qui rien n’aurait été possible. Nos compagnes, par leur infinie patience, leur
soutien sans faille et leur attentive présence ont joué un role essentiel dans 1’abou-
tissement de ce projet. Au moment de mettre un point final a cet ouvrage c’est vers
elles que nos pensées se tournent.

Nancy le 15 avril 2008
El-Haj Laamri, Philippe Chateaux, Gérard Eguether, Alain Mansoux,
Marc Rezzouk, David Rupprecht, Laurent Schwald

Les exercices qui nous ont semblé les plus difficiles sont signalés par un ou deux
symboles K.
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Suites Numériques

-

zeN 2

Ce chapitre, comme celui des fonctions d’une variable réelle, a déja été étudié en
premiere année mais est tres fréquemment abordé aux concours. Avant la rentrée
en deuxieme année, ce chapitre sera 1’occasion d’éprouver la maturité acquise en
premiere année. Avant les oraux, il fournira une excellente occasion de révision et
d’entrainement.

1.1 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Centrale PSI 2005

| "
Pour tout n € N*, on pose, u, = (5 sin — + 3 cos n) .
n

Montrer que lim u, = 0.

n——--+oo

Soitn € N*. 1l est naturel de commencer par majorer [u, |. Sachant que [sin 1 /n*| < 1
et |cosn| < 1, on a alors d’apres I’inégalité triangulaire

o1
sin —

1 1 1 1
55in—+§cosn <5 e +§\cosn|<5+§

n2

1\" \"
soit |u,| < <5+ 5) . Mais lim (5+ 3) = 400, ce qui ne permet pas

n—-~+=+0o0o
d’aboutir. Affinons cette premiere approche en constatant que c’est le nombre 5 qui
nous empéche de conclure. On va donc majorer et minorer plus finement. Comme
lim sin(l/nz) =0, il existe un rang N € N* tel que, pour toutn € N*etn > N,

n—-s+00
o1 . 1 1
on ait ~3 < 5sin (—2> < 5 Donc, pour toutn > N,
n

) 1 1
5sin o) +§cosn

2\" :
lu,| < <5> et comme nir{floo<

2<5_ 1 +1 <2
— < 5sin| — —cosn < —,
5 n? 5 5

d’ou < —. On en déduit enfin que, pour tout n > N,

N NN

) =0, lim u,=0.

n—--+=+0o0
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CCP MP et PC 2006

Soit (u#,)uecn une suite réelle. Montrer que si les suites extraites (#2,)nen,
(U2n+1)nen et (U3,)nen convergent, alors la suite (u,),cn converge.

Par hypothese, les suites extraites (#2,)nen, (Uon+1)nen €t (U3,)nen convergent,
notons a, b et ¢ leurs limites respectives.
La suite (#¢,)nen est une suite extraite de (u2,),en. Elle converge donc vers

a = lim uy,. Mais c’est aussi une suite extraite de (u3,),en. Elle converge donc
n—+oo

vers c = lim us,. Il en résulte que a = c.
n—+oo

La suite (i6,+3)ncn €St une suite extraite de (U1 )neny caron +3 =2QBn+1) + 1.
Elle converge donc vers b = hm Urne1. Mais c’est aussi une suite extraite de

n—+
(u3n)nen- Elle converge donc vers c. Il en résulte que b = c.
On a donc a = b, et comme les suites des termes de rang pair et de rang impair
convergent vers la méme limite, la suite (u,),cn converge vers cette limite commune.

Remarque

Il arrive que les suites extraites (#2, ), en €t (U2,+1)neN CcOnvergent, alors que la suite
(un)nen ne converge pas. C’est le cas par exemple de la suite de terme général

wy = (= 1Y,

CCP PSI 2005, diverses écoles MP 2007
1) Montrer que : ¥n > 4,k € {2,...,n — 2}, (Z) S n =1

2
S|
2) En déduire que la suite de terme général u,, = Z —— converge et déterminer
k=0 (k)
sa limite £.
3) Question de la rédaction : Déterminer un équivalent de u,, — ¢ lorsque n tend
vers +o00.

1) On a, pour toutn > 4 ettoutk € {2,...,n — 2},

n n! _nn—=1)...(n—k+1)
k k!-(n—k)!_ k!

n(n—l) n—k—2+j n(n—l)
H ; ;
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1.1 Exercices d’entrainement 0

2) Ecrivons tout d’abord, pour tout n > 4,

3
)
3
|
(3]

1 1 2 1
MR I A M A M}

k=2

U, =

0

Il en résulte d’apres la question précédente

n—2
2 2 2 2(n-3
u <2+—+27:2+—+M.
noo= nn—1) n nn-—1)
2 2 2n-3
On obtient ainsi ’encadrement 2+ — < u, < 2+ —+M. Dou lim u, =2.
n n nn-—1) n—s+00
n—2
. 2 ..
3) Soit n > 4. Posons v, = u,, — —+ Z n et cherchons un équivalent de la
n
k=2 k
suite (v,)n>4. On a pour toutn > 6,
n—3
2 4 1
V= —+——+ -
n nn-—1) kzzg (k)

D’autre part, pour toutk € {3,...,n —3},ona

<n> :n(n—l)(n—Z)ﬁn—k—3+j >n(n—l)(n—Z)

k 1-2-3 i j 6
2 4 6 2 1
d’ou 0 < — - < . Ainsi = - — | etd
ol Uy " n(n—1)+(n—1)(n—2) insi v, n+o<n>e onc
2
U, —2 ~ —.
n—+oo N
CCP MP 2005
. 1
Pour tout entier n > 2, on pose u,, = Z el
i+j=n
i>1, j>1

Déterminer un équivalent simple de u, lorsque n tend vers +oo.

Pour tout entiern > 2,ona :

n—1 n—1 1
= o k(n —k) ZE (‘

k=1

| =

SEDICE

) B 2]1—1
nk:l



Q Chap. 1. Suites Numeériques

—00

n—1 n
1 1 . . . )
Or ,; 1 e ,{E_l ol Inn (voir exercice 2.3 page 9 dans notre livre d’ Analyse

. 2Inn
de Premiere année) et par conséquent u,, ~ .

n—o00 n

CCP MP 2006, trés proche de CCP MP 2007

1) Montrer que deux suites réelles (¢,),cn €t (v,)nen, équivalentes en +co, sont

de mé&me signe a partir d’un certain rang.

1 1
2) Quel est le signe de u,, = sin — — th — au voisinage de +oc ?
n n

1) Il s’agit d’un résultat a garder présent a [’esprit.

Par hypothese, il existe une suite (g,) de limite nulle telle que, pour tout n supérieur
a un certain entier ng, on a u, = v,(1 + g,). En particulier pour ¢ = 1/2, il existe
un entier n; = ng tel que Vn > ny, —1/2 < g, < 1/2, ce qui implique que
1/2 < 1+e, < 3/2, et par conséquent, u, et v, sont de méme signe pour tout
n>=nj.

2) En utilisant les développements limités on sait que, au voisinage de 0,

x3 x3
sinx =x — — +o0(x°) et thx=x— 3 +0(x3),

x3 3 x3
d’otu sinx —thx = 3 +o0(x”) vE Par conséquent,
L1 1 1
U, =sin——th— ~ —>0.
n n n—+oo 613

On déduit de la premiére question, que u,, est positive a partir d’un certain rang.

Centrale PSI 2006, Polytechnique MP 2006 et 2007

Soit la suite réelle définie par ug € RetVn € N, u,.1 = u, exp(—u,) .
1) Etudier cette suite selon uy € R.
2) On suppose uy € R . Déterminer un équivalent de u,,.

On pourra commencer par déterminer a réel tel que v, = u,,,, —u, aitune limite
finie non nulle, puis appliquer le théoréeme de Cesaro a cette suite (V,)yeN -
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1.1 Exercices d’entrainement a

1) La fonction f : x — xe™* est continue sur R, et f(x) est du signe de x. Puisque
e " — 1 est du signe de —x, on a toujours f(x) —x < 0. Comme u,,; = f(u,) pour
tout n, on en déduit que u,, est décroissante, donc a une limite, finie ou —oco. D’autre
part, le seul point fixe de f est 0, donc si u,, converge, sa limite est 0.

e Siugy < 0, alors par décroissance de (u,), on a pour tout , u, < ug < 0, donc (u,)
ne peut tendre vers 0, et par conséquent, elle a pour limite —oo.

e Siug > 0, comme l'intervalle ]0, +o00[ est stable par f, la suite (u,,) est décrois-
sante positive, donc converge, et sa limite est nulle.

e Siug = 0, alors (u,,) est la suite nulle.

2) Cherchons a pour que (u,,; — u, ) ait une limite finie non nulle. On a

47

Up, —uy =up(e” " —1).

Puisque (u,) converge vers 0, en utilisant 1’équivalent ¢ — 1 ~ u, on obtient

u—0
u, —u® ~ —au®'. La suite (au®*") admet une limite finie non nulle si et
n—oo
. . 1 1
seulement si « = —1. La suite (v,) = — — ) converge alors vers 1. Par
Un+1 Un

ailleurs, pour tout n € N*, on a

n—1 n—1
1 1 1 1 1 1 1
Sn:_ = — _—— = — _ .
n ka n Z( uk) n (Mn u())

u
k=0 k=0 \k+l

Le théoreme de Cesaro entraine que la suite (S,,) converge vers 1. On en déduit que

. 1 1
la suite [ — | converge vers 1, etdonc que u,, ~ —.
nuy, n—oo 1

Centrale PSI 2005

Avec Maple : soit la fonction f définie sur R* par f(x) = x In |x|.
1) Donner I’allure de f, le signe de f(x) — x, le signe de f(x)+x .
2) Etudier la suite définie par U,4; = f(U,) avec Uy = 3.

3) Donner le signe de f o f(x) — x.

4) Etudier la suite définie par W,.; = f(W,) avec Wy = 1/4.

1) Remarquons que la fonction f est impaire et se prolonge par la valeur O en 0.
La fonction f est dérivable sur R* et I'on a f'(x) = In|x|+ 1. Sur ]0, +oo[, la
fonction f” est du signe de x — e~ '. Elle admet donc un minimum local en 1/e et
f(l/e)=—1/e.

Remarquons aussi que f(x)/x tend vers —oo quand x tend vers 0. La fonction f
n’est pas dérivable en O et y admet une tangente verticale.
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Six #0,ona f(x) —x =x(In|x| — 1), d ot

{x eR*| f(x) —x >0} =]—e,0[U]e, 400 .

De plus f — Id s’annule en e et —e et se prolonge en O par la valeur 0. Les nombres
e, —e et 0 sont donc les trois points fixes de f.

Onaaussi f(x)+x = x(In|x|+ 1), d ol
{xeR"|f(x)+x >0} =1-1/e, 0[U]1/e, +o0[ .
De plus f +1d s’annule en —1/e, 1/e et se prolonge en O par la valeur 0.

2) L’intervalle I = [e, +oo[ est stable par f et contient Uy. Sur I'intervalle /, la
fonction f vérifie f(x) > x, il en résulte que la suite (U,) est croissante. Si elle
admettait une limite finie ce serait un point fixe de f dans I’intervalle [ Uy, +oo [, ce
qui n’est pas possible. Donc la suite (U,) admet +oo pour limite.

3)Six >0,0na fof(x)—x = f(xInx)—x =xInxIn|xInx|—x = xlnxg(nx),
oul’onaposé gu)=u+Inlu| —1/u.

La fonction g est croissante sur ] —co, 0[U]0, +oo[ et s’annule en —1 eten 1.

Il en résulte que {u € R| g(u) >0} =1—1,0[U]1, +oo[,

puis que {x > 0| g(Inx) >0} =]11/e, I[U]e, +o0[

et finalement que {x > 0| f o f(x) —x >0} =10, 1/e[U]e, +oo[ .

Enfin, puisque f o f — Id est impaire,

{xeR|fof(x)—x>0}=]1—e, —1/e[U]0, 1/e[U]e, +o0] .

De plus fo f —Ids’annuleen e, —e, 1 /e et —1/e et se prolonge en 0 par la valeur 0.
Les nombres e, —e, 1/e, —1/e et 0 sont donc les points fixes de f o f.

4) Lintervalle J =10, 1/e[ est stable par f o f et contient Wy. Sur cet intervalle
f o f(x) > x. Alors la suite (W,,) est une suite croissante majorée de [ Wy, 1/e]
et converge vers un point fixe de f o f dans cet intervalle. La limite est donc 1/e.
Mais, puisque, pour tout n € N on a Wy,,1 = f(Wh,), la suite (W5,,,) converge vers
f(1/e) = —1/e . 1l en résulte que la suite (W,,) n’a pas de limite.
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L’exercice suivant est un classique qu’on trouve chaque année dans plusieurs
CONCOUrs.

Exercice 1.8
Centrale MP 2006, Polytechnique PC 2005 et MP 2007 K

. . 1
Montrer que la suite complexe (u,,),cn, définie parug € C* etu,, = 5(u,,+|u,, D,

converge et trouver sa limite suivant u.

1
On pose pour tout z € C, f(z) = §(z+|z\). Pourtoutn € N,onaalors u,.; = f(u,).

e Siug € R, alors pourtoutn > 1,u, =0.

e Siuy € R*, alors pour tout n, u, = uy .

e Siuy € C\ R : on remarque d’abord que pour tout z € C \ R, il existe
(r,0) € Rix ] —a, w[\{0} tel que z = re’’. On a alors

1 . ro, roio [ o 0
if i6 i5 is —is
f@) = Z(ré+r)==(e"+1 :—ez(e2+e 2)
L (e er) = L (1) =
r if 0 0 if
= —¢'2.2co0s- =rcos—-e'?.
2 2 2
En écrivant u, sous la forme u, = r,e'%, on obtient u,,; = ry e’ avec
0, 0,
Tpel = T, COS > et 6, = >

Ainsi, si on pose uy = re'’

avec r > Oet @ €]—m, w[\{0}, on vérifie par
S N*, 6, = o = ; o O dédui
récurrence que, pour toutn € N*, §, = S etr, =r Hcos oc- Onen déduit que
k=1
n n

2 sin %cos % sinz,ji,l sin 6
e i I

bl 2sin 5 paler ZSin% 2" sinz%.
sin 6 ) . .0 0
D’otiu, =vr ——--¢'7 . Sachant que sinx ~ x,ona2'sin— ~ 2".-— =4§
2" sin 2% x—0 " p—oo on
‘ . sin 6
et par conséquent lim u, =r
n—--+00 0
Extrait de Centrale PC 2006
Soit (1,)n>0 la suite définie par ug > 0,u; > O et
u
() VneN', up=—"—.
1+u,u,_

1) Montrer que la suite (u,),>0 converge et trouver sa limite.
2) En considérant 1/u?, trouver un équivalent de u,,.
Indication de I’examinateur : Appliquer le théoréeme de Cesaro.
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Une récurrence immédiate montre que pour tout n € N, on a u,, > 0.

2

. —U,Up— . , .

1)Soitn > 1,ona u,y —u, = H"i"l < 0. Donc la suite (u,,) est décroissante.
UpUp—1

Comme elle est minorée par 0, elle converge vers une limite ¢ > 0. En passant a la

. : . 4 .
limite dans la relation (*) on obtient ¢ = 1o d’oul =0.
2) Le théoreme de de Cesaro a été€ introduit comme exercice dans le livre d’ Analyse
de premiere année voir exercice 10.14 pages 162 et 163.

' 1 1+ 2upu, g +ulu?_ !
Soitn > 1,ona —— = "nz el ol ——
u u
n+1 n

Un+1 o 1

Un 1+ UpUp—1

1 Uy—1
_ - 2
n Uy

u

Par ailleurs, . I en résulte que la suite (u,41 /u,) converge vers

1

- : 1
1 (on a en particulier u,,; ~ u,) et la suite <2— — — | converge vers 2. En
n—oo
n+l n

appliquant le théoreme de Cesaro, on a

R gy 1 1 /11
HE?M;Z(Z——M—QZHEIPOO;<ﬁ‘u—>=2-

=0 \Hk+1 n i
P 1 . 9 1 1
Onendéduit lim — =2, d’ou u; ~ —— etdonc u, ~ .
n—+co NU;, n—oo 2n n—o00 1/2n
Exercice 1.10
Centrale PSI 2005, CCP MP 2006
nok
Soit n € N, on considere la fonction f;, définie sur R par f,(x) = %
k=0

1) Déterminer le nombre des racines réelles de f,, pourn =0, 1, 2.

2) Soit n € N. Montrer que f>, n’admet pas de racine réelle et que f,+; admet
une unique racine réelle qu’on note r,,.

3) Montrer que, pour tout n# € N, on a —(2n + 3) < r, < 0. En déduire que la
suite (r,) décroit vers —oo.

2

1) 11 est clair que les fonctions fy : x — fo(x) =1, fr:x — folx) =14+x+ %

n’ont pas de racine réelle et f : x — fi(x) = 1 + x a pour unique racine réelle —1.
2) Montrons par récurrence la propriété &7, suivante : f,, n’ a pas de racine réelle,
fon+1 @ une unique racine réelle qui est simple. On a montré dans la question précé-
dente que la propriété & est vraie.

Soit n € N. Supposons que la propriété &7, est vraie et montrons que la propriété
P, est vraie.

e Montrons que fo,4, > 0.

On a f2,n +2 = Jans1. L'hypothese de récurrence entraine alors que la fonction f,42
décroit sur I’intervalle ] —oo, r,, ] et croit sur [r,, +oo[. La fonction f,,,, atteint
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1.1 Exercices d’entrainement 0

donc son minimum en r,,. Déterminons le signe de f5,.2(r,). Puisque r, est racine de

fons1,0na
2n+2 r2n+2
n

Jane2(rn) = fane1(ra) + (2n +2)! - 2n +2)! >0

Par ailleurs, f>,+1(0) = 1, le nombre réel r,, n’est donc pas nul, et par conséquent,
fonsa(ry) > 0. Ainsi, fo,40 > 0.

e Montrons que f>,+3 admet une et une seule racine réelle et que cette racine est
simple.

Comme f;, +3 = fasz > 0, la fonction f5,43 est strictement croissante sur R. En
outre, elle est continue sur R et varie de —oo a +00, il existe donc un réel unique 7,4
tel que fo,43(ry+1) = 0. Cette racine n’est pas une racine multiple de f>,.3, sinon elle
serait aussi racine de la dérivée fy,.3 = fons2 -

La propriété est donc vraie au rang n + 1. Le principe de récurrence assure qu’elle est
vraie pour tout entier 7.

3) e« Montrons que —(2n + 3) < r, < 0. La fonction f5,,; étant strictement
croissante sur R, pour montrer que —2n — 3 < r, < 0, il suffit d’établir

que fr+1(—2n +3)) < 0 = fo(ra) < f2041(0). Comme f5,41(0) = 1,
on a immédiatement r, < 0. D’autre part, en écrivant f,,1(x) sous la forme

n 2k 2k+1
Z x + * , on obtient
— 2k)!  Q2k+1)!

2 2k
f2n+1( 2n +3) —22 ((2’;{ 1))' m+1-%k <0

e Montrons que la suite (r,,),>0 est décroissante. Soit n € N

2n+2 p2n+3
J— n n
Jarsalra) = o)+ 5 P G 431
2n+2
= 0+( 3)'(2n+3+r,,)>0—f2n+3(i’n+1)

Puisque f>,43 est strictement croissante sur R, on a alors r;, > 7,41 .

e Montrons enfin que (7,,) tend vers —oo

Si ce n’était pas le cas, étant décroissante, elle aurait une limite finie & < 0. Comme

fons1 €st croissante, on aurait Vi, fr,11(@) < fou41() = 0.0r lim f5,41(a) = €%,
n—oo

d’ou par passage a la limite dans 1’inégalité précédente, ¢“ < O : contradiction.

Exercice 1.11

CCP MP 2006

On pose, pour tout n € N*, u,, = vn —E/n).

1) Montrer que la suite (u,),cn+ diverge.

Indication : on pourra étudier la sous-suite de terme général u,2,,,,.
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2) Question de la rédaction : montrer que tout nombre € [0, 1] est limite
d’une suite extraite de (u,,).

1) Comme la suite (u,) est bornée, pour montrer qu’elle diverge, on en extrait deux
suites qui convergent vers des limites différentes.

e Comme il y a une racine carrée, on va étudier la sous-suite (u,2),cn+. Soitn € N*,
onau,;, = Vn2 — E(\/l’?) = n — E(n) = 0. La suite extraite (u,2),cn+ converge
vers 0.

e En remarquant que, pour toutn € N, n’ < P +2n<n’+2n+1= (n+ 1)2, ona

alorsn < Vn2+2n <n+1.Ainsi E(Vn? +2n) = nd’ ol u,2,,, = Vn*+2n — n.
2n

En multipliant par la quantité conjuguée on obtient, Vn? +2n —n = I
n+vn*+2n

D’of]n Iim w2, = 1.

—+00

e Les suites extraites (u,2),en+ €t (U240, )nen+ NE convergeant pas vers la méme
limite, il en résulte que la suite (u,),cn+ n’admet pas de limite.

2) Soit (p,/q,) une suite de nombres rationnels qui converge vers a, ol (p,, q,)
appartient a N* x N* et p, < ¢,.

On a (nq,,)2 < (nq,,)2 + 2np, < (nq,,)2 + 2ng, + 1 = (ng, + 1)2. D’ou
ng, < (ng,)?*+2np, < ng, + 1 et donc E(r/(ng,)*+2np,) = ng,. Ainsi

WUing,+2p,n = (nqn)2 + 2”pn — nqn-

En multipliant v/ (ng,)? + 2np, — ng, par sa quantité conjuguée, on obtient
2np, Dn 2

Ung,2+2p,n = =
(ny 2 \/(”%)2"‘2’11%"‘”% 4n 1+ 1+2”’;

nqy
po 11 1

2 ~
ngy ndqn 4n n

. Alors la suite (g, 242np, )

converge vers «, car 0 <

Remarque
Les lecteurs intéressés peuvent trouver un résultat plus général dans le chapitre 6
« espaces vectoriels normés ».

1.2 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 1.12

Centrale MP 2005
1

Soit (p)p>1 C [0, +oo[ vérifiant : () u, + upey ~ —.
n—+oo N

1) Etablir que lim u, =0.

n—---+oo

1

2) Montrer que si la suite (#,),>1 est décroissante, alors u,, ~ —.
n—+o0o 2n

3) Donner un exemple d’une suite réelle vérifiant (x) et telle que u,, ne soit pas
équivalente a 1/(2n) .
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1.2 Exercices d’approfondissement a

1) On a d’une part, pour tout n € N*, 0 < u, < u, + u,y et d’autre part
. . 1 .
lim (u, +u,41) = lim — =0, donc la suite (,),>1 converge vers 0.

n—--+00 n—s+oo n

2) Si la suite (u,),> est décroissante, on a alors, pour tout n € N*,
n(uy + Uni1) < 2nup < n(Up—1 + Up)
et, par le théoréme d’encadrement, on en déduit que la suite (2nu,,) converge vers 1,

1
dotiu, ~ —.
" n—+oo 2n
3) Soit n € N*, on pose u,, = 1/n” si n est pair et u, = 1/n si n est impair.
La suite (u,),>1 n’est pas monotone mais vérifie ().

Centrale MP 2006

1) Montrer que, pour tout entier n > 2, I’équation x" = x + n admet une unique
solutionu, €11, 2].

2) Déterminer lim u,. On notera £ cette limite.
n—---=+oo

3) Déterminer un équivalent de u, — /.

1) Soit n > 2. La fonction f,, : x — f,(x) = x" — x — n est dérivable sur R" et

n—1
ona f/(x) = nx"~' — 1. Donc f/(x) > 0 <= x > <—> . Ainsi, f, réalise
n

une bijection de [ 1, +oo[ sur [ —n, +oo [. Il existe donc u,, €]1, +00 [ unique tel
que f,(u,) = 0. Par ailleurs, f,(2) = 2" — 2 — n. On vérifie par une récurrence
immédiate que pour tout n > 2,2" —2 —n > 0. On en déduit alors que pour tout
n>=2u,€]1,2].

2) D’habitude, on montre que la suite converge en établissant qu’elle est monotone

et bornée puis on calcule sa limite. Il se trouve qu’il n’est pas commode de montrer

que la suite (#,),>> est monotone. On va donc calculer la limite directement.

Soite > 0,ona fy(1+e)=U+&)" —(1+e)—n=¢"" _py 1 — ¢ donc
lim f,(1+¢&) = +oo car les exponentielles I’emportent sur les puissances. Il existe

n—+oo
alors un entier ng > 2 tel que, pour tout n > ng, f,(1 + &) > 0. Ainsi, pour tout

n = no, 1 <u, <1+eg,cequiprouve que n1—1>IPoo u, = 1.

3) Déterminons un équivalent de u, — 1.
n

. .ou u .Uy .u

On déduit de la relation % = 1 + —= que lim % = 1+ lim —= = I.
n n n—+o00 N n—+o00 N

Par conséquent lim (nlnu, — Inn) = 0 et donc nlnu, — Inn = o(lnn).

n—-+0o0o
. Inn )
Ce qui prouve que nlnu, ~ Inn et donc Inu, ~  ——. Par ailleurs,
n—+00 n—+o0o n
Inn

Inu, =In(l+@w,—-1) ~ wu,—1,car lim u,=1.Dotiu,—1 ~ —.
n—+00 n—+00 n—+oo N
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Exercice 1.14

Mines - Ponts MP 2007

n—+oo

n
1
1) Montrer que Z — ~ Inn.
k=1

2) Pourn > 1, on pose P, = X(X — 1)---(X — n). Montrer qu’il existe un
unique r, €10, 1[ tel que P,(r,) = 0.
3) Donner un équivalent de r,, quand n tend vers +oo.

1) Voir, par exemple, chapitre 4 séries numériques exercice 4.16 ou exercice 2.3
page 9 dans notre livre d’ Analyse de Premiere année.

2) Soit n > 1. En appliquant le théoréeme de Rolle sur les intervalles [k, k+ 1] ou
k € {0,...,n — 1}, on obtient n racines deux a deux distinctes de P,. Comme P,
est de degré n, on a localisé toutes les racines de P,. En particulier, P, admet une
unique racine dans ]0, 1[.

On peut aussi introduire la fonction f, définie sur 10, 1[ par f,(x) = P'(x)/P(x).

+ e + 1 .

—1 xX—n

La fonction f, est continue et strictement décroissante sur |0, 1[, comme somme
de fonctions continues strictement décroissantes. De plus, on a li%l Jn(x) = +00,

ey

1
On aalors f,(x) = < +

n

et pour toutn > 2 f(1/2) = Z < 0. 1l en résulte que f,, donc P,

1/2 -k
k=2
s’annule une fois et une seule dans I'intervalle ]0, 1 [, pour une valeur r, telle que
0<r,<1)2.
1 1 1 .
3)Onadonc, — = + + -+ . En utilisant les encadrements
I'n 1—r, 2-—r, n—r,
1 1
1< <2,et,sin =2, — < < déduit
. et,sin P — on en dédui
n n—1
Tel el
k " r, k
k=1 k=1
n 1 n—1 1
Et puisque 2 T Innet 2+ k; ot In(n — 1) et Inn, on a alors

1/r, ~ Inn.

n—+oo

Conclusion :r, ~ 1/lnn.

n—+oo



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

1.2 Exercices d’approfondissement a

Mines - Ponts MP 2007

1) Montrer que, pour tout n € N*, I’équation x + Inx = n admet une solution et
une seule que 1’on notera u,,.

2) Donner un développement asymptotique a trois termes de u, lorsque n tend
vers I’infini.

1) Comme la fonction f : x — f(x) = x + Inx est continue et strictement
croissante (comme somme de deux fonctions continues et strictement crois-
santes) sur ]0, +oo [, c’est une bijection de I’intervalle ]0, +oo[ sur son image
] lirrb f(x), . lin;loo fx)[= R. Elle admet donc une bijection réciproque f -1
x—0* —

continue et strictement croissante de R sur ]0, +oo[ et I'unique solution de I’équa-
tionx +Ilnx = nestu, = f_l(n). I1 en résulte que la suite (u,),>1 est croissante.

Enoutre, lim u,= lim [~ !(n)=+ococar lim f~!'(x)= +oo.
n——-+oo n—---+oo X—>+00

2) Pour déterminer un développement asymptotique a trois termes de u,, on va pro-
céder par étapes.

L . n Inu
e En écrivant la relation u,, + Inu,, = n sous la forme — =1+ " et sachant que
Un Un
. . . n AN
lim wu, =+oo,onobtient lim — =1douu, ~ n.
n—s+00 n—s+00 U, n—+00
e Puisque u, ~ n, il existe une suite (v,),>1, qui converge vers 0, telle que
n—+oo
u, = n(l +v,). (D)
En remplagant u, par n(1 + v,) dans la relation u, + Inu, = n, on obtient
. —Inn  In(1+v
n =n+nv,+In(n(1+v,)) = n+nv,+Inn+In(1+v,). D’ou v, = — ( n)
n
—Inn . . . —Inn Inn
etdonc v, ~ . Ainsi, au voisinage de +o0, v, = +o0|—).La
n—+co R n n
relation (1) s’écrit alors
—Inn Inn
u,,:n<1+ +0<—>> =n—Inn+o(lnn). (2)
n n

e En écrivant (2) sous la forme u, = n — Inn + w,Inn avec lim w, = 0 eten

n——--+oo

reportant dans la relation u,, + Inu,, = n, on obtient I’égalité

n=n—Inn+w,Inn+In(n —Inn+w,Inn),

1 1 1 1 _1
d’ott w, In n+In <1—ﬂ+wn2> —0.0rln <1—ﬂ+wn2> N nn
n n

n n n—+o0o n
Inn oo Inn . 1
car w,— est négligeable devant — lorsque n — +o00. Ainsi w, ~ — ou
n n n—+o0 N



% Chap. 1. Suites Numeériques

n n

1 1
U, = n—Inn+w,Inn=n—1Inn+ (—+0<—>>lnn
n n

Inn <lnn>
= n—Inn+—+0| — ).
n

n
Exercice 1.16

Centrale MP 2006 et 2007 K

1 1 .
encore w, = — +0 <—> On aboutit finalement a

3

21 admet, pour tout n € N*, une unique
X2 —

solution x,, dans Jn7m — 7/2, nr + 7 /2[.

2) Donner un développement asymptotique a quatre termes de x,,.

Indication de la rédaction : Introduire la suite de terme général y, = n7+m /2—x,

1 1 1
et montrer que y, = — — S +o <—2>
nm 2wn n

1) Montrer que 1’équation tan x =

1) L’application f, définie sur I'intervalle 1 n7 — 7 /2, nar + 7 /2 [ par tanx—

x2-1
est dérivable dans cet intervalle et on a
4 2 2
/ 2 X" —3x 2 x“+1
x)=1+tan"x - ———— =tan"x+ ——— > 0.
S (xz = 1) (x> —1)

Continue et strictement croissante sur |n7 — /2, nm +/2[, f est donc une
bijectionde Jnm — 7/2, nm+ /2 [ sur] lim f(x), lim , f)[=R.
X )~

—(nm—1/2)* x—(nmw+m
Par conséquent, il existe un unique x, € |n7m — 7 /2, nm + /2 [ tel que f(x,) = 0.
On peut méme préciser que nm < x, < na + /2 car f(nm) < 0.

2) Soit n > 1, posons y, = nm + 7/2 — x,. Comme la fonction tangente
L 1 x2—1
est -périodique, on a tany, = tan(w/2 — x,) = = =z - En
tan x, X;
x2—1 11
outre, y, €]0, 7/2[, donc y, = Arctan ——— = Arctan( — — — | . Par
Xn Xn X5
ailleurs, x, ~ nm et la fonction arctangente est continue et s’annule en 0, d’ou
n—+oo
lim y, = 0. Ainsi
n—+oo
1 1
Xp=nm+m/2—y, =nm+m7/2+0()=nmw 1+2—+0 — .
n n

On en déduit

1 1 1 1 | 1+ 1 1 1 N 1
—_—_— = ——to0|— ]| =—— ol = ).
X, N 1+%+0(%) nir 2n n nm  2mn? n?
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1.2 Exercices d’approfondissement a

) 1 1 1 1 1 1 1
Il en résulte que — =0 | — | etl’onaalors — — — = +o0 .

3 2 3 - 2 n2
x; n X, x; nm 27n n

1 1 1
D’ou y, = Arctan [ — — +o0 ( — | |. En utilisant le développement limité
nm  2mn? n?
2 : 1 1 1 P N 10
en 0 : Arctanh = h + o(h“), on obtient y, = — — +o0|—).Doul’on
nmw  2mwn? n?

déduit finalement x, = nm + T_ L + ! +0 <i) .
2 nm  2mn? n?
Remarque
L’énoncé d’origine proposait comme premiere question d’étudier le méme pro-
bléme avec tanx = x. Le lecteur, intéressé par une solution détaillée de cette
question, pourra consulter notre livre d’ Analyse de premicre année, exercice 16.6
pages 338, 339 et 340.

Exercice 1.17

ENS Cachan MP 2006

Soit (a,b) € R? tel que a < betsoit f : [a,b] — [a, b] une fonction
1-lipschitzienne. On considere la suite (x,),cn définie par la donnée de xy dans
Xn + f (xn)

[a, b] etparlarelation Vi € N, x,,1 = >

Montrer que la suite (x,),cn converge.

e Commencons par rappeler que toute fonction lipschitzienne est continue et que
toute fonction f : [a, b] — [a, b] continue admet un point fixe c’est-a-dire qu’il
existe « € [a, b] tel que f(a) = a (on applique le théoréme des valeurs intermé-
midiaires a la fonction x — f(x) — x, le lecteur intéressé par des compléments sur la
notion de point fixe pourra consulter avec profit notre ouvrage d’analyse de premiere
anné pages 255-257).

. . . x+ f(x)
e Introduisons la fonction g définie sur [a, b] par g(x) = —
— La fonction g est continue sur [a, b] et g([a, b]) C [a, b], donc la suite
(x,)nen est bien définie et bornée.
— Montrons que g est croissante sur [a, b]. Soit (x,y) € [a, b]2 tel que x < y.
Puisque f est 1-lipschitzienne, ona f(x)— f(y) < |f(x)— fY)| < |[x—y| =y —nx,
d’ou f(x)+x < f(y)+yetdonc g(x) < g(y).
e Comme g est croissante sur [a, b ], la suite (x,),cn est monotone. Par ailleurs,
elle est bornée, elle est donc convergente.
e Comme g est continue et la suite (x,),cn converge, sa limite ¢ est solution de

t+ f0
2

I’équation ¢ = ,d’ou £ = f(¢) et donc ¢ est un point fixe de f.

e Conclusion : La suite (x,),cn converge vers un point fixe de la fonction f.
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Exercice 1.18

Polytechnique MP 2007

Que dire d’une suite (u,),cn réelle positive, telle que, pour tout n € N on ait
Up + Unt2
Upsl < #

La condition donnée s’écrit aussi : Vn € N, u,41 — u, < Uy — Uyy et signifie que
la suite (v,) = (u,4+1 — U,) est croissante.

e Si la suite (u,) est décroissante, comme elle est positive elle converge alors vers
une limite finie £ > 0.

e Si la suite (u,) n’est pas décroissante, soit alors ng, le plus petit entier tel que
Uno+1 > Up,. Puisque la suite (v,) est croissante, pour n > ng, on a, v, = v,, > O et
donc u,4+1 > u,. La suite (u,) commence par décroitre, puis, a partir du rang n elle
est strictement croisante. En outre, pour n > ng + 1, on obtient

n—1 n—1
Up — Upy = E Uk P E Upy = (I’l - nO)vno ’

k:no k:no

d’ou u, = u,, + (n — no)vy,. Ce qui montre que nErJrnoo U, = +00.

Remarque
On peut se demander si de telles suites existent. La réponse est oui, il suffit de
prendre f convexe positive et de considérer la suite (f(n)).

Exercice 1.19

Polytechnique MP 2006, TPE MP 2006 K

n k n
On se propose d’étudier la suite de terme général u, = Z <—> .
n
k=1
1) Montrer que, pour tout x € [0, 1[,ona

—X

M) Wml-<-x e @  Inl-x)>——

e
e—1°

2) Montrer que u, <

p n
k
3) Soientn € N* et p unentiertel que 1 < p < n.Onpose v, , = E <1 — ) .
k=0
2

p
P _
Montrer que v, , = e "7 E e k.
k=0

4) Conclure.
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1.2 Exercices d’approfondissement a

1) Les inégalités (1) et (2) résultent de I’étude des fonctions x — In(1 — x) + x et

, sur 'intervalle [0, 1.

n n n—1
k n
2) Soit n € N*. On a u, = E <—> = E (1 — B) . Or, pour tout
n n

k=1 p=0

x»—>ln(1—x)+1x

p € {0,...,n — 1}, on obtient In (1 — 3) < —P @apres Uinégalité (1), et
n n

donc nn (1 _ 3) < —p,dob (1 _ 3) < e, Ainsi
n n
n—1 n e

1—e"
—p
un<Ze 1 —e ! ge—l'
p=0

3) Soit n € N* et soit p un entier tel que 1 < p < n. D’aprés 'inéga-

k —k —nk
lité (2), on a pour tout k € {0,...,p}, nln(1——=] > = " .
n I—E n—=k
2 2 _ 2
o " ke P gounm(1-F) s Ko P
n—k n—k n—p n _k n—p
n

k\" 2 P k\" L
et donc (1 — ;) > e ke7 7. Dol E <1 — ;) >e n-p E e k.
k=0 k=0

4) On déduit des questions 2) et 3) que pour tout n € N* et tout entier p < n

P
_ — e
ey et <y < : ()
e—1
k=0

2
On choisit p en fonction de n tel que lim p(n) = +ocoet lim _pm -
n—+00 n—s+o0 N — p(n)

(par exemple, p(n) = E(v/n)). L'inégalité (x) montre alors que la suite (u,),>1

converge et a pour limite

Remarque
On peut aussi démontrer ce joli résultat en utilisant le théoréme de convergence
dominée, voir notre livre d’ Analyse de deuxieme année PC-PSI, exercice 9.19.

Centrale MP 2005 K

Soient les suites réelles (x;)nen, (Vu)nen €t (2,)nen définies par la donnée de x,
Yo, Zo et les relations de récurrence

Vn € N7 Xn+l = |yn _Zn’7 Y+l = ‘Zn _-xn|7 n+l = ’xn - yn’~
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1) Calculer a I'aide de Maple les 10 premieres valeurs de ces suites pour
3
=11,—,0
(x07y05Z0) < ) 167
une précision de 107 lorsque (xo, o, 20) = (2, 7, \/E).
2) Montrer que les trois suites convergent, I’une vers 0 et les deux autres vers
des limites égales.

>. Calculer les 10 premieres valeurs de ces suites avec

3
1) e Pour (xg, o, 20) = (1, T3 0) , on peut utiliser la procédure Maple suivante :

x:=1;y:=3/16;z:=0;

for i from 1 to 10 do
b:=abs(z-x) :c:=abs(y-x):
X:=a:y:=b:z:=c:
print(a,b,c); od:

ni| 0 1 2 3045|6781 8 |10
x, || 1 |3/16 | 3/16 |3/16|3/16|3/16 |3/16|1/16|1/16|1/16 | 1/16
yall3/16] 1 | 5/8 | 5/8 | 1/4 | 1/4|1/8|1/8] 0 | 0 | ©

|| 0 |13/16|13/16|7/16|7/16 | 1/16|1/16|1/16|1/16|1/16|1/16

e Pour (x¢, yo, 20) = (2, 7, \f2), on adapte la procédure Maple précédente :

x:=2;y:=Pi;z:=sqrt(2);

for i from 1 to 10 do

b:=abs(z-x) :c:=abs(y-x):

x:=a:y:=b:z:=c:

print (evalf(a,5),evalf(b,5),evalf(c,5)); od:

Remarque
Le second argument de la commande evalf précise le nombre de chiffres du résultat
demandé et non le nombre de chiffres apres la virgule.

Voici les dernieres valeurs obtenues.

n 7 8 9 10
X, || 0,436 | 0,436 | 0,376 | 0,376
ya || 0,465 | 0,406 | 0,406 | 0,346
Zn || 0,030 | 0,030 | 0,030 | 0,030

En prolongeant les calculs avec Maple, en essayant d’autres valeurs initiales, on
constate que I’une des suites semble converger vers 0, tandis que les deux autres
semblent converger vers la méme limite (éventuellement nulle).
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1.2 Exercices d’approfondissement a

2) On remarque tout d’abord que les trois suites jouent des réles symétriques ce qui
réduit les calculs. De plus, ces trois suites sont a termes positifs a partir du rang 1 et
donc il suffit de montrer qu’elles sont décroissantes.

Xn+l —Xn = ‘})n - Zn| - ‘yn—l - Zn—1|

- ||Zn—1 *xn—1| - |xn—1 - yn—l|| - ’yn—l - Zn—1|-

Or, pour tout (x, y) € R, ||x| — |y|| < |x — y| donc

Xn+l — Xn = Hxn—l - Zn—l| - ’xn—l - yn—lH - ’yn—l - Zn—l’
< \anl — Zn—1 — (Xn—1 —)’n71)| - ’yn—l _Zn71|
< ’yn—l - Zn—1| - |yn—1 - Zn—ll =0.

Décroissante et minorée par 0, la suite (x,),>1 est donc convergente, appelons ¢; sa
limite. On montre de la méme facon que les suites (y,),>1 €t (2,)n>1 convergent et
I’on note ¢, et {5 leurs limites respectives. D’apres les propriétés des suites conver-
gentes, les trois réels ¢, ¢, et {3 vérifient

€1:|€2—€3’, 52:‘&—(1’ et 53:’61—€2|,
En notant «, B, 7y les trois réels ¢y, ¢, et {3 rangés dans 1’ordre croissant, on a donc
as<B<Sy et y=B+a=p—a,

doua=0etB =1y.

Centrale MP 2005 K
Soit (a,) une suite de nombres réels dans | —1, +oo[.

1) Montrer que lim (a, — In(1 +a,)) =0= lim a, =0.
n—+oo n—+oo

. Ay ap \"
2) Montrer que lim — =0 <= e ~ <1+—> .

n—+00 /N n—+00 n

1) La fonction f : x — f(x) = x — In(1 + x) est dérivable sur ] —1, +oo[ et
f’(x) - 1 ix
et f([0, +c0[) = [f(0), lir+n f)[= [0, +co[ . De méme, f est strictement
décroissante sur | —1, 0] et f(]—1,0]) = [f(0), lirﬂlf(x)[: [0, 400 .
L’application f; (rep. f>), définie sur [0, +oo[ (resp. ]| —1, 0]) par fi(x) = f(x)
(resp. fa(x) = f(x)), est une bijection continue de [0, +oo[ (resp.]—1, 0]) sur
[0, +00].

Sia, € [0, 400[, on aalors a, = fl_l(f(an)). Etsia, € [ —1, O], on a cette fois
a, = fz_l(f(a,,)) . Ainsi, dans tous les deux cas |a,| < ]fl_l(f(an))lﬂfz_l(f(a,,))\ )

est du signe de x. Ainsi, f est strictement croissante sur [0, +oo [
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Comme f1_1 et fz_1 sont continues sur [0, +oo[ et s’annulent en 0, on en déduit
que si la suite (f(a,)) converge vers 0, alors la suite (| fl_l( fla))| +| fz_l( fla))))
converge vers 0. Il résulte alors du théoreme d’encadrement que la suite (a,, ) converge
vers 0.

[~

. ap\" , .
2) Remarquons tout d’abord que la relation e  ~ (1 + —n> équivaut
n

n—+o0

. a,\ " < 4. _ an N
lim e (1 + —”) — 1 ou encore & lim e "(1+%) — | et finalement 2
n—+o00 n n—+o0o

lim (an —nln (1+a—">> =0.
n—+00 n

¢ Si e ~ (1 +“—") Calors  lim (“—” “In (1 +“—")) — 0. Tl résulte alors
n n

n—+0o0o n—+oo n
de la premiére question que lim (a,/n) = 0. Ainsi, en utilisant un développement
n—+o0

o . a, a, a? a?
limité, on obtient lorsque n — +o0, In (1 + —) = — — +0| —= | et donc
n

n n  2n? 2
an a? a? a? , . 2
an—nln(l+—) =" +o0| " ~ . Ilenrésulte que lim a,/(2n)=0
n 2n n ) n—+oo 2n n—+00
etdonc que lim a,/v/n =0.
n—+0o0o

e Supposons maintenant que lim a,/v/n = 0.Onendéduitque lim a,/n =0, et
n—+0oo n—+00

2 2 2
donc a, —nln <1 + a_,,) BT (a—"> ~ I opyr ailleurs, lim a,/v/n =0
n—+oo

n n n n—+oo 2Zn

entraine que lim a?/n = 0, car la fonction x — x? est continue. Ainsi
n—+oo
. an s <~ a anp\"
lim (@, —nln(1+-=))=0.Dob e” ~ (1+—) .
n—+0o n n—+00 n

Exercice 1.22

Polytechnique MP 2005 KK

Soit (ug, u1) €10, +0o [ 2. Etudier la suite (¢4 )n>0 définie par la relation de récur-
rence : Vn € N, upy0 = Julns1 + /Uy

Indication de la rédaction : montrer que la suite (u,),>> est minorée par un
nombre réel strictement positif et majorer |u,, — 4| par v, ou HEIII v, = 0).

(oo}

e Si ug et u; sont nuls, alors u,, = 0 pour tout n . On se placera donc dans le cas ou
I’un de ces deux réels n’est pas nul.

e Si la suite (u,),>0 converge, alors sa limite ¢ est solution de I’équation ¢ = 2V/1 et
donc ¢ ne peut valoir que 0 ou 4.

e Montrons que la suite (u,),>> est minorée par un nombre réel strictement positif.
Posons K = min(1, \/ug+ +/u;). Ainsi K €10, 1] et K < VK.
Montrons, par récurrence la propriété &2, :Vn > 2, u, > K .



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

1.2 Exercices d’approfondissement o

Par définition de K,ona wu; = /ug++/u1 > K, donc &2, est vraie .
Soit n > 2. Supposons que u,, > K et montrons que u,; > K.

Puisque la fonction x — \/x est croissante, on a \/u, > VK, d ol

Upsl = Up +JUp_1 2 Ju, 2 VK 2 K|

et I'inégalité est vraie au rang n + 1.

Le principe de récurrence entraine que pour toutn > 2,u, > K.

I résulte d’apres ce qui précede que la suite (u,),>0 ne peut pas tendre vers 0.

e Montrons que la suite (|u, — 4]),>0 est majorée par une suite qui converge vers 0.
Soitn € N.On a

Uns1 — 4 u, —4
iz =4 = (Vi = 2)+ (it = 2) = 25 A L
vV Un+l n

2(|un+1 — 4]+ |u, —4)).

d’ou lon tire |u, — 4| <

1
K+2
telle que, pourn = 2etn = 3 ,onait |u,—4| < v,, alors, une récurrence immédiate,
montre que cette inégalité est vraie pour tout n > 2 . En effet, si la propriété est vraie
aux ordres n et n + 1 , on aura
sl — 4]+l — 4D <
et elle sera encore vraie a I’ordre n + 2.
Le polyndme caractéristique P(X) = (K +2)X*> — X — 1 a pour racine positive
1+ V044K
2K +2)
v, = Ma",onapourtoutn > 2, |u, — 4| < Mo"
Il reste a vérifier que @ < 1. On peut le faire directement ou en remarquant que
P(1) = K > Oetil enrésulte que 1 est a 'extérieur des racines du trindme P, donc
O<a<l.
Conclusion : 1a suite (|u, — 4|),>0 tend vers 0, ce qui montre que lim u, = 4.

n—+oo

Si une suite (v,),>> Vvérifiant la relation de récurrence v, = (Vpg1 + vy) est

’un+2 - 4’ < 2(vn+1 + vn) < Un+2 5

|Lt2 — 4’ |M3 — 4|

)

. Ainsi, en posant M = max ( > et en prenant

a? o’

L’exercice suivant est assez astucieux

Mines - Ponts MP 2005 KK
Soit (ug,uy) € R?. Etudier la suite (tn)n>0 définie par la relation

Vn e N Upyp = |Upe1| —u
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Bien que la relation () ressemble a celle définissant les suites récurrentes linéaires,
le comportement des suites vérifiant (x) est treés différent. En fait, sauf dans le cas
particulier évident o uy = u; = 0, pour lequel on obtient la suite nulle qui converge
donc vers 0, les suites obtenues sont périodiques de période 9.

Remarquons que si une suite (u,) vérifie (x), alors, pour tout A > 0, la suite (Au,,)
vérifie également (x). On peut donc se contenter d’étudier les cas ou uy prend une
des valeurs —1, 0 ou 1. On pose |u;| = a . On peut alors former le tableau suivant :

Jo Lo [ we | s | wa | ws [ wo [ wr | s [ o]

a>?2 1 a |a—1 -1 2—a | a—1|2a—3|a—2|1—-a| 1 a
1<a<?2 1 a |a—1 -1 2—a | 3—a 1 a—2|1—-al| 1 a
1/2<a<1| 1| a |a-1|1-2a a 3a—1|2a—1| —a |[1—al| 1 | a
0<a<l1/2|| 1 |a |a-1|1-2a|2-3a| 1—a |(2a—1| —a |l—a| 1l | a

a>1 1 |—ala—1|2a—-1 a 1—a -1 a a+l | 1 | —a
0<axl1 1 |—ala-1 1 2—a l1—a -1 a a+l1| 1 | —a

a>1 —1| a |a+1 1 —a a—1 |2a—1 a l—al|—-1]| a
0<axl1 —1| a |a+1 1 —a a—1 1 2—al|ll—a|—-1]| a

a>0 —1|—-a|la+1|2a+1 a —1—a 1 24+a |a+1|—-1]|—a

a>0 0| a a 0 —a a 2a a —a 0| a

a>0 0 | —a a 2a a —a 0 a a 0| —a

Pour toutes ces suites, on a ug = ug et u; = ujg, et on en déduit par récurrence que
pour tout n € N on a u,,9 = u, donc toutes les suites précédentes sont de période 9
et aucune ne converge.

Autre démonstration
L’idée naturelle est de commencer par regarder un cas particulier pour voir comment
la suite peut se comporter. Partons par exemple du cas ou les deux premiers termes

sont négatifs. Posons ug = —a et u; = —f avec a et 8 dans R*. On a alors la suite
des termes :

up=—a;,u=—Bsuy=a+Bu3s=a+2B;us=p; us=—a—pf;
ug=a;u;=2a+Bug=a+pB;ug=—a;uyg=-—3.

Ceci montre que uy = ug et u; = uyp. On en déduit par récurrence que pour tout

n € Nonau,.9 = u, donc la suite est de période 9.

On peut alors remarquer que si I’on prend pour ug et u; deux des termes consécutifs
de la suite précédente (il y a donc 9 possibilités de le faire), la suite obtenue sera elle
aussi périodique de période 9. Il ne reste plus qu’a s’assurer que I’on obtient alors
tous les cas possibles :

1 2 3

Uy = —« ug=—p_ up=a+p
uy=-—p uy=a+p U =a+28
up<0;u; <0 0< —up < u 0 <up <up <2u
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4 5 6

uo = a+2p uo =P up=—a—B
u =p Uy =-—a—p U =a

0 <uy <up/2 0<up < —u 0<u < —up
7 8 9

Uy = uy =2a+p up=a+p
u =2a+p uy=a+p U = —«a

0 < 2ug < uy 0<ug/2<u; <up |0< —u; <ug




Fonctions réelles
/ d’une variable réelle

2N 2

Les fonctions a valeurs réelles ou complexes d’une variable réelle ont déja été étu-
diées dans le livre de premicre année. L’ objectif est ici d’en consolider les acquis,
ce chapitre faisant I’objet de nombreuses questions aux concours. Les exercices
sélectionnés ici ont été ordonnés selon leur difficulté et leur ensemble constitue un
excellent moyen de préparation pour 1’éleve désireux d’aborder sereinement 1I’en-
trée en deuxiéme année et un excellent support de révision pour les lecteurs au
moment de la préparation aux épreuves orales.

2.1 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

CCP PC 2006
1 x €

Soit (x,y,z) € R¥*telque x < y < z.Montrer A= (1 y ¢€”| > 0.
1 z ¢

Question de la rédaction : Montrer que le résultat ci-dessus reste vrai lorsqu’on
remplace la fonction exponentielle par toute fonction f : R — R strictement
convexe.

Notons Ly, L, et L3 les trois lignes du déterminant.
e En remplacant L3 par L3 — L, puis L, par L, — L, on obtient

1 x e’
A=10 y—x & —¢e| =@ —x)e—¢e)—(z—y)e —eY).
0 z—y e —¢

Puisque la fonction exponentielle est dérivable sur R, il existe, d’apres le théoreme
des accroissements finis, ¢ €]x, y[ telque e’ — e = (y —x)e‘etd €1y, z[ tel
que ¢ — e’ = (z — y)e?. Il en résulte, puisque ¢ < y < d, que

A= (y—x)z—y)e! —e)>0.

e Puisque y € ]x, z[,ilexiste A €]0, 1[ tel que y = Ax + (1 — A)z. En remplagant
L, par Ly — (ALy + (1 — A)L3), on obtient

f(x)
O =Af@)+A =D f@)| =G@=x)Af)+A =1 [f@)— ).

1
A=10
1 f@)

N O =
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2.1 Exercices d’entrainement a

Il en résulte, en vertu de la convexité stricte de f, que A > 0.

Saint-Cyr MP 2006, CCP PC 2005
Soit I un intervalle non vide et soit f : I — R. On pose

A={xel|fof(x)=x}etB={xel]|f(x)=x}

1) Montrer que si f est strictement croissante sur I, alors A = B.

2) Question de la rédaction : montrer, par un exemple, que le résultat de 1) est
faux lorsque f est strictement décroissante sur /.

3) Déterminer le nombre de solutions de I’équation exp(ae®™) = x, ot a > 0.

1) e Sans hypothese sur f, si x est dans B, alors f o f(x) = f(f(x)) = f(x) =x
et x estdans A. Donc B C A.

¢ Si x n’est pas dans B, alors f(x) # x. Ou bien f(x) < x et comme f est stricte-
ment croissante, on a f(f(x)) < f(x)d’ou fo f(x) < x.

Ou bien f(x) > x et comme f est strictement croissante, on a f(f(x)) > f(x)d ou
f o f(x) > x.Dans les deux cas f o f(x) # x. Il en résulte que x n’est pas dans A.
Donc I\ B C 1\ Aetalors A C B.D’ou A = B.

2) Soit f la fonction définie sur I/ = [0, 1] par f(x) = 1 — x. Dans ce cas,
A=1[0,1]etB={1/2}.

3) Pour x € R posons f(x) = e**. La fonction f est strictement croissante lorsque
a > Oetles ensembles A et B sont égaux. Comme f(x) > 0, ils sont inclus dans R}.

Pour x > 0, posons g(x) = f(x) — x et étudions les variations de g. On a
gx)=f'x)—1=ae™ —1.

Lorsque a > 1,0na g’(x) > 0 et g est croissante. Son minimum est atteint en 0 et
vaut g(0) = 1. Donc g ne s’annule paset A = B = &.

. Ina .
Lorsque 0 < a < 1, la fonction g’ s’annule en x) = ———, et le minimum de g est
a

. . 1+Ina
atteint en ce point. Il vaut m = .

La fonction g décroitde 1 a m lorsctz]ue x varie de 0 a xq et croit de m a +oo lorsque
x varie de xg a +00. Donc

—lorsque m > 0 c’est-a-dire pour a €]1/e, 1[, la fonction g ne s’annule pas et de
nouveau A = B = &,

—lorsque m < 0 c’est-a-dire pour a €]0, 1 /e[, la fonction g s’annule une fois et
une seule dans chacun des intervalles |10, m [ et ]m, +oo[, et donc les ensembles
A et B contiennent deux éléments.

— lorsque m = 0, ¢’est-a-dire pour a = 1/e, la fonction g est nulle en e uniquement
et A= B ={e}.
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Centrale PC 2005

Une application de R dans R est contractante si elle est A—lipschitzienne avec
0<A<l

1) Soit f une application contractante de R dans R.
Montrer que f admet un unique point fixe «, qui est la limite de la suite (u,)
définie par ug € Ret,Vn € N, u,,1 = f(uy).
2) Une application 1—lipschitzienne admet-elle un point fixe ?
3) Soit f une fonction dérivable de R dans R. Donner une condition nécessaire
et suffisante sur £ pour que f soit contractante sur R.

3u? +2

4) Soit (u,) définie par uyg € RetVn € N, u,,; = I i 5~ - Montrer que (uy)
u

n
converge vers un réel £.

1) Soit g = f — Idr. La fonction f est continue sur R donc g également. Montrer
que f admet un point fixe revient a montrer que g s’annule.

« Existence du point fixe. Soita € R. Pour tout réel x,ona | f(x)— f(a)| < Alx —a]|

done f(a) — Alx —a| < f(x) < f(a)+Alx —al.

Pour tout x > a,on a g(x) < f(a) — Aa — (1 — A)x. Comme 1 — A > 0, on en

déduit que lim (f(a) — Aa — (1 — A)x) = —c etdonc lim g(x) = —oo. Par

X—+00 X —+00

ailleurs, pour tout x < a, on a g(x) = f(a) — Aa — (1 — A)x, et on en déduit que
lim (f(a) — Aa — (1 — A)x) = +ooc etdonc lim g(x) = +oo. Il résulte alors

X——00 X——0o0

du théoreme des valeurs intermédiaires que g s’annule au moins une fois dans R. La

fonction f admet bien un point fixe.

e Unicité du point fixe. Si a; et a; sont deux points fixes de f, alors

la) — ar] = |f(ar) — f(ar)] < Ay — as.

Or, A < 1, donc ceci n’est possible que si |@; — az| = 0. Le point fixe est alors
unique.
Remarque 1

On aurait pu montrer que I’application g est une bijection de R sur R en montrant
que g est strictement décroissante.

e Convergence de la suite (i,) vers le point fixe
Puisque f(a) = a, onaalors pour toutn € NI'inégalité | f(u,)— f(a)| < A|lu,—«|,
c’est-a-dire |uye1 — @] < Alu, — af, et 'on en déduit par récurrence que
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2.1 Exercices d’entrainement a

lu, — al < A'lup — a|. Comme la suite (A") converge vers 0, il résulte du
théoréme d’encadrement que la suite (u, ) converge vers a.

Remarque 2

Les résultats ci-dessus restent vrais si 1’on remplace R par un intervalle fermé /
telque f(I) C I.

2) L’exemple de I’application x — x+1 qui est 1—lipschitzienne montre qu’une telle
application peut ne pas avoir de point fixe.

3) Si f est A lipschitzienne sur R, on a alors, pour tout (x,s) € R x R*, ’inégalité
‘f(X+h)—f(X)
h

<A

Jx+h) — fx)
h

Lorsque f est dérivable, |f'(x)| = }llir% ' < A. On en déduit que

f' est bornée sur R et que sup |f/(1)| <A< 1.
teR

Réciproquement, supposons f dérivable telle que sup | f/(r)| < 1. Soient x et y réels.
teR

Il résulte de I’inégalité des accroissements finis que | f(x)— f(y)| < |x—y|sup|f'()|.
reR
La fonction f est donc lipschitzienne de rapport A = sup | f'(¢)|, et puisque A < 1,
teR

la fonction f est contractante.
Conclusion : lorsque f est dérivable sur R, elle est contractante si et seulement si la
fonction f’ est bornée avec sup | f/(¢)] < 1.

1€R

Mise en garde : il existe des fonctions dérivables sur R telles que pour tout
t € R, |f'(t)] < 1 mais sup|f'(r)] = 1. Bien entendu, f n’est pas contractante
teR

dans ce cas. Pour un exemple, prenez la fonction définie sur R par f (1) = V2 + 1.

2

4) La fonction f : x — f(x) = 3;27:12 est dérivable sur Ret f/(x) = @22+I)2 .
1 —3x?2
Sur [0, +00 [, la fonction f’ est positive et atteint son maximum pour 1/ V/3. Alors,

3v3
puisque f” est impaire, ona sup | f'(1)| = f'(1/V3) = T\/_ < 1.Lafonction f est
teR

donc contractante. Elle admet un unique point fixe ¢ et la suite (u,,) converge vers £.

Comme f’ est dérivable, on étudie ses variations en calculant f”(x) = 2

Remarque
En utilisant un logiciel de calcul formel, par exemple avec Maple

f:=x->(3%x"2+2) /(1+x72) ;x:=1.;
for i from 1 to 10 do x:=f(x) od;
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On obtient comme valeur approchée de ¢ le nombre 2,89328919. On remarquera
que la constante de contraction étant « petite » (proche de 0,65), la convergence
vers £ est trés rapide.

Centrale MP 2007

1 X
1) Montrer que ’application ¢ : x € [1,e] — (1 + —) est une contraction
X

sur [1,e] .
2) Calculer inf{x € R™ (x +1)* <x**'}.

1) Etudions les variations de ¢ sur I = [ 1, +oo].
La fonction ¢ est dérivable sur I, et 'on a ¢'(x) = w(x)g(x), ou I'on a

1 1
posé g(x) = In (1 + —) -1 La fonction g est dérivable sur / et ’on a
X X

g'(x) = . Donc g est décroissante sur /. Comme lim g(x) = Oon a,
X—+00

S x(x+1)2

sur 1, I’encadrement 0 < g(x) < g(1) = In2 — 1/2. Donc ¢’(x) > 0 et la fonction

¢ est croissante. De plus  lim ¢/(x) = e. Il en résulte que, six € I,ona ¢(x) < e,
X—+00

etdonc 0 < ' (x) <e(ln2—1/2)~0,52< 1.

De plus (1) = 2 etonendéduitque ([ 1, e]) C [1, e],etque sup | (x)] < 1.
xe[l,e]

Donc la fonction ¢ est contractante sur [1, e] .

On remarque également que sur /, la fonction x — #(x) — x a une dérivée négative.

Elle est donc strictement décroissante sur /.

2)Soit E = {x € R*™, (x+1)" < x**'}.Onaégalement E = {x € R™, (x) < x}.
Lorsque x €10, 1[,ona (x + 1)* > 1 > x**! et x n’appartient pas a4 E. Sur [ la
fonction x — (x) — x est strictement décroissante et varie de 1 2 —oco. Comme elle
est continue elle s’annule en un point ¢ et un seul. Il en résulte que inf £ = £ et ¢ est
I’unique point fixe de .

Il résulte des résultats de I’exercice précédent, que, quel que soitle pointxg € [1, e],
la suite définie par la relation de récurrence x,.; = /(x,) converge vers cet unique

point fixe £. Un calcul effectué avec Maple donne 2, 293166 comme valeur approchée
de /.

CCP PC 2006, Mines-Ponts MP 2006

2
ex

-1
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = six #Z0et f(0) =0.

1) Montrer que f est dérivable en 0.



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

2.1 Exercices d’entrainement o

2) Montrer que f une bijection de R sur R.
3) En admettant que f est de classe ¥*° au voisinage de 0, déterminer les cing
premiers termes du développement limité de f~' au voisinage de 0.

1) Montrons que f est dérivable en 0. En effet, pour tout x € R* on a

2 2
_ SR -1 —
fx) = 1O = ¢ 5 . Comme ¢ 5 ~ 1,onaalors lim M =1.
X X X x—0 x—0 X
Donc, f est dérivable en 0 et f/(0) = 1.
2x2 — 1)e* + 1
2) La fonction f est dérivable sur R* et on a f'(x) = %. La

2
X
fonction f’ est du méme signe sur R* que la fonction u définie sur R par
2

u(x) = 2x* — e* +1.

. 2 , .
Cette fonction u est dérivable et 1'on a u'(x) = 2x(2x% + 1)¢* . On en déduit
que u’(x) est du signe de x. Alors u est strictement décroissante sur ] —oo, 0] et
strictement croissante sur [0, +oo [ et puisque u#(0) = 0, on en déduit que u, et donc
également f’, sont strictement positives sur R*. En outre f'(0) > 0. On en conclut
que f est strictement croissante sur R.
Conclusion : la fonction f est une application bijective de R sur l’intervalle

1 lim_f(0, lim fo[=R.
3)

Remarque
On peut montrer que f est une fonction ¥°° sur R en utilisant les séries entiéres.

Comme f est de classe € au voisinage de 0 et que f'(0) # 1, alors f ! est de
classe ¥°° au voisinage de f(0) = 0, donc admet des développements limités de
tous ordres. Par ailleurs, la fonction f est impaire, donc f ' est également impaire.
La fonction f~! admet donc un développement limité au voisinage de 0 de la forme
f*](x) =ax +bx> +cx’ +o(xY).

On a facilement le développement limité de f a ’ordre 5. En effet, puisque

xr X3
" =1+x+—+— +o0(x>), on obtient
2 6
4 6 3 5
x* x X
ex2:1+x2+7+€+0(x6), d’ou f(x):x+7+g+0(x5).

En effectuant le développement limité de f~! o f a ’ordre 5 au voisinage de 0, on
obtient

(f "o F)x) = af (x) + bf (x)* + cf (x)° + o(x7).

Par ailleurs

5
(O =4 009, et (F@) =2 +olx?).
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D’ou

(flofxwzax+(%+®x3+<%+%1H)x5+mfy

D’autre part, pour tout x réel, f~! o f(x) = x. Ainsi, par unicité du développement

3b
Hmﬁéonomwnﬂegm&nma::1,%+b::%+~5A1r:0dbﬁronﬁmb::—4/2
etc=7/12.
3 7x5
On a finalement f_l(x) =X— —+— +o(x5).
2 12
CCP MP 2005

Soit n un entier > 2 et soit f la fonction définie sur R par f(x) = x" sin <l> si
x #0et £(0)=0. *

1) Montrer que f est dérivable en 0.

2) La fonction f admet-elle un développement limité en O ? Si oui a quel ordre ?

1) La fonction x — sin(1/x) est dérivable sur R* comme composée de fonctions

dérivables, et donc f est dérivable sur R* comme produit de fonctions dérivables.

fO= O _ ey
" =

a une limite nulle en 0, et puisque x — sin(l1/x) est bornée, il en résulte que

0
lim f@ = /O = 0. La fonction f est donc dérivable en 0 et f'(0) = 0.

x—0 X

1

. 1 . . _
Par ailleurs, sin — . Puisque n > 2, la fonction x — x"
X

. . 1 .
2) D’apres ce qui précede, hrrg) xsin— = 0, et, en écrivant, pour tout x non nul,
x— X

1
f(x) = x""'xsin— on en déduit que f(x) = o(x"~"). Donc f admet un dévelop-
X

pement limité en O d’ordre n — 1.
Supposons que f possede un développement d’ordre n en 0. On aurait alors

1
f(x) =a,x" +o(x"), et donc a, = lim S = lim sin — . Mais x +— sin(1/x) n’a
x—0 X x—0 X

pas de limite en 0, d’ou une contradiction. L’ordre n — 1 est donc maximal.

Mines - Ponts MP 2006
In(1 +

Soit f :]—1, +oo [ — R, donnée par f(x) = nifx)

X
1) Trouver le plus grand intervalle ouvert / contenant O sur lequel f est un
C°° —difféomorphisme.
2) On note g I’application réciproque de f|;. Montrer que les coefficients du
développement limité de g en 0 a un ordre quelconque sont positifs.
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2.1 Exercices d’entrainement a

1) La fonction f est de classe € sur ] —1, +oo[ et ’on a, pour tout x de cet
1 —In(1+x)
1+ x)?

x = e — 1. Elle est positive sur | —1, e — 1 [ et négative sur ]Je — 1, +oco[ . Donc f
est strictement croissante sur | —1, e — 1[ et c’est le plus grand intervalle contenant

0 sur lequel elle est strictement monotone.

Ona f(]-1l,e—1[) =] lirglf(x),f(e — )[=]—00, 1/e[ . Donc Iappli-

cation réciproque g est définie sur ] —oo, 1/e[ . Comme f’ ne s’annule pas sur
]—1, e —1[, la fonction g est de classe € sur ] —oo, 1/e[ . De plus, g(0) = 0
car f(0) =0.

intervalle, f'(x) = . Cette fonction s’annule si et seulement si

In(1 + In(1 +
il ¥e) sietseulementsix = g(y).D’ouy = In(l + ¢(y))

b 1+g()
etdonc 1 + g(y) = ¢’1H80) — V80
Par ailleurs g étant de classe €°°, elle admet un développement limité a tout ordre

2)Soitx € I,onay =

au voisinage de 0 sous la forme Z ay* +o0(y") avec a; = g'(0) = 1/ f'(0) = 1.
k=1

Soit n € N*. Supposons a; > 0 pour tout k € {1,...,n — 1} et montrons que

a, = 0.

n+l

Sachant que yg(y) = Z ar ' + o(y"), les coefficients du développement limité
k=1

a I’ordre n de la fonction y — e”) sont positifs par composée des développements
limités. En outre, les coefficients du développement limité de y +— ¢ sont aussi
positifs. Donc ceux de y — 1 + g(y) le sont aussi ; en particulier a,, > 0.

On conclut par récurrence que pour tout n € N*, g, > 0.

Mines - Ponts MP 2006

Soit f : R* — R uniformément continue. Montrer qu’il existe (a, b) € [0, +o0 [2
tel que | f(x) |< ax + b pour tout x > 0.

Il existe 7 > 0 tel que, (x,y) € [0, +00[? et |x — y| < n impliquent 1’inégalité
) — FO < 1.

Soit ¢ dans [0, +oo [ et soit n la partie entiere de ¢ /7 . Onadonc ny <t < nn+n,
ou encore |t —nm| < 7, et par suite |f(r) — f(nm)| < 1. Par ailleurs, comme

(p+1)n— pn| <m,onauraaussi |f((p+1)n)— f(pn)| < 1.O0n en déduit
lfO] < [f@) = fnam)| +|f ()|

< LfF@ = fam+ Y [F o) — f(p — D] + | £(0)]
p=1
< n+1+][f0)].
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t
Maisn < t/n,donc |f ()] < —+1+]|f(0)|.On obtient bien le résultat voulu, avec
n

a=1/n,etb=1+]|f(0).

Mines - Ponts MP 2006

Soit f : R — R dérivable.

1) Montrer que si f’ est bornée sur R, alors f est uniformément continue sur R.
2) Montrer que si | f'(x)] — +o0o quand x — +00, alors f n’est pas uniformé-
ment continue sur R.

1) Si f n’est pas la fonction nulle, notons M = sup | f/(¢)| . 1l résulte de I’inégalité
t€R

des accroissements finis que pour tout (x, y) € R?, | f(x) — f(»)| < M|x —y|. Donc
si|x —y| <e/M,ona|f(x)— f(y)| < eet f estuniformément continue sur R.
2) Soit @ > 0 et soit n € N*. En vertu du théoréme des accroissements finis, il
existe ¢, € [n,n+a] tel que |f(n +a) — f(n)| = a|f'(c,)|. Comme ¢, > n,
la suite (c,),>0 admet +oo pour limite. Alors, puisque |f/(x)| tend vers +oo en
+00, la suite (| f(c,)|)n>0 admet +oo pour limite. En particulier, il existe ng tel que
| f(no+a)— f(no)| = 1.0n pose xg = ng+a et yp = ng. On a montré que pour tout
a > 0, il existe xg et yo dans R tels que |xo — yo| < a et | f(xo) — f(yo)| > 1/2.
La fonction f n’est donc pas uniformément continue sur R.

Remarque

On peut montrer que la réciproque est fausse, en considérant par exemple la fonc-
3
X

tion définie sur R* par x — et prolongée en 0 par 0.

Exercice 2.10

Polytechnique MP 2006
Soit f : R* — R dérivable a dérivée bornée telle que f(n) — +oo quand
n — +00. Montrer que f(x) — 400 quand x — +00.

Nous avons a montrer : pour tout A > 0, il existe B > Otel que six € [ B, +oo [,
alors f(x) > A.

Puisque f’ est bornée, M = sup | f'(x)| existe.
xeR

Soit A > 0. Puisque lim f(n) = +oo, il existe N > 0 tel que n > N implique
n—+00
fn) > A+ M.
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2.1 Exercices d’entrainement a

Soitx > N,onalE(x) > N etdonc f(E(x)) > A+ M. Par ailleurs, Il résulte de
I’inégalité des accroissements finis que, pour tout réel x,

|f(x) = fEX)] < M(x —E(x)) < M, etdonc f(x)
Ainsi pour tout x > N,ona f(x) = f(Ex))+ f(x)— f(E(x))

Exercice 2.11

Polytechnique MP 2007
Soit f :10, 1] — R dérivable. On suppose que f(x) — £ et xf'(x) — ¢ quand
x — 0. Que dire de ¢’ ?

JEX) — M.

>
> A+M—-M=A.

Prolongeons f en O en posant f(0) = /. La fonction f est alors continue sur
[0, 1] et dérivable sur ]0O, 1[. On peut donc appliquer le théoréme des accrois-
sements finis. Ainsi, pour tout n dans N*, il existe ¢, dans ]0, I/n[ tel que
fA/m)—fO e / _

—1/n = f'(cy). On en déduit que c,f'(c,) = nc,(f(1/n) — £(0)).
Comme c, appartient 2 10, 1/n[, on a 0 < nc, < 1 et par conséquent
leaf'(c)] < |f(1/n) — f(0)]. Comme, la suite (c,) converge vers 0, on a
nlirgo cuf'(cy) = F et, en passant a la limite dans I’inégalité précédente, on en

déduit que ¢ = 0.

Exercice 2.12

Polytechnique MP 2007

Soit f : [0, +4+00[ — [0, +o0[ deux fois dérivable, majorée et telle que
f" > a*f ot @ > 0 donné.

1) Montrer que f' < 0.

2) Montrer que f(x) admet pour limite O lorsque x tend vers +co.

3) Montrer que f'(x) admet pour limite 0 lorsque x tend vers +0o0.

4) Déduire de ce qui précede que Vx > 0, a f(x) < — f'(x).

5) Montrer que Vx > 0, f(x) < f(0)exp(—ax).

Indication de la rédaction : introduire la fonction g : x — g(x) = f(x)e®".

1) Par hypothese f” > a®f > 0, la fonction f’ est donc croissante sur [0, +oo [ .

Montrons que f' < 0. Raisonnons par 1’absurde et supposons qu’il existe a € R*

tel que f'(a) > 0. On a alors, en vertu du théoréme des accroissements finis et

de la croissance de f' : Vx € [a, 400 f(x) = f'(a)(x — a)+ f(a). D’ou
lim f(x) = +o00, ce qui est en contradiction avec le fait que f soit majorée.

X—+00

2) Puisque f’ est négative, f est alors décroissante et admet donc une limite en +00.
De plus, f est minorée par 0, elle admet donc une limite positive qu’on notera £.
Montrons que ¢ = 0. Raisonnons par 1’absurde et supposons ¢ > 0. On aura alors :
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Vx € RY,  f"(x) > o&®f(x) > o*¢. Dans ce cas, la fonction x — f'(x) — a?¢x,
sera croissante et on aura Vx € R, f'(x) — a*x > f'(0). Il en résultera alors
que lim f’(x) = +o0. Ce qui contredit ' < 0.D’o lim f(x) = 0.

X—+00 X—+00

3) Comme f’ est croissante, elle admet une limite qu’on notera ¢’ en +co. En outre
f' <0, donc ¢ < 0. Raisonnons par 1’absurde et supposons que ¢’ < 0.

Comme f” est croissante sur [0, +00 [, on a pour tout réel ¢ > 0, f'(t) < ¢ et donc
pour tout réel x > 0, f(x) < £'x + £(0). 1l en résulte alors que XEIPOO f(x) = —o0.

Ce qui est en contradiction avec lim f(x) = 0.
X—+00

4) Puisque f” > a*f et f/ < 0, onadonc2f f" < 2> ff’. 1l en résulte que
I’application o? f 2 (f /)2 est croissante sur [0, +oo[ et on a alors

Vx>0, (af()’—(f (1)< lim ((af ()’ = (f'(x)*) =0.
Comme af >0et f' <0,onaalorsaf < —f.

5) L'application g : x +— f(x)exp(ax) est dérivable sur [0, +oo[ de dérivée
g x — (f'®)+afx))exp(ax). Comme g’ < 0 d’apres la question pré-
cédente, g est donc décroissante sur [0, +oo[ et on a pour tout x € [0, +oo[,

g(x) < g(0) = f(0). dot f(x) < f(0) exp(—ax).

Exercice 2.13

Polytechnique MP 2006

On se propose de déterminer toutes les fonctions f appartenant a ¢’ (R , R) véri-
fiant (x) V(x,y) €R’  flx+y)+ f(x—y)=2f@)[f().

1) Soit f vérifiant (x). Montrer que si f(0) # 0, alors f(0) = 1 et f est paire.
2) Soit f vérifiant (x) et de classe €.

Montrer que pour tout x € R, f”(x) = f”(0) f(x). En déduire toutes les fonc-
tions de classe € vérifiant ().

3) Montrer que toute fonction continue sur R vérifiant (x) est de classe ¢ 2 sur R.
Conclure.

1) En appliquant la formule (x) avec x = y = 0, on obtient 2 £(0) = 2 f(0)>. Donc
si f(0)#0,ona f(0)=1.

En appliquant la formule (x) avec x = 0, on obtient f(y) + f(—y) = 2f£(0) f(y).
Puisque f(0) = 1, on en déduit que f(—y) = f(y). La fonction f est donc paire.

2) Etudions tout d’abord le cas out f(0) = 0. En appliquant la formule (x) avec
y = 0, on obtient 2 f(x) = 0 et la fonction f est la fonction constante nulle.
Supposons désormais que f(0) est non nul. On a donc f(0) = 1.

En dérivant la relation (x) deux fois par rapport a la variable x, on obtient
"+ y)+ f'(x —y) = 2f"(x) f(y), puis en dérivant deux fois la relation () par
rapport 2 la variable y, on obtient cette fois, f”(x +y)+ f"(x — y) =2f(x) f"(y).
On en déduit que, quels que soient x et y réels, ona f”'(x) f(y) = f(x)f"(y), eten

particulier, en prenant y = 0, on a, pour tout x réel, f”(x) = f"(0)f(x).
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2.2 Exercices d’approfondissement a

Sil’onpose a@ = f”(0),la fonction f est la solution paire de I’équation différentielle
y"" = ayy, qui vaut 1 en 0 (on a donc y’(0) = 0).

sia = w®> > 0, on aalors f(x) = ch(wx),
Cette solution est connue : { si @ = —w® < 0, on a alors f(x) = cos(wx),

siaa =0,onaalors f(x)=1.
On vérifie que les solutions obtenues satisfont bien (x). C’est bien sfir le cas de
la fonction constante 1; pour les deux autres fonctions, cela résulte de la formule
de trigonométrique cos(x + y) + cos(x — y) = 2cosxcosy et de son analogue
hyperbolique ch(x + y) + ch(x — y) =2chxchy.

3) Soit f vérifiant (x). Supposons que f n’est pas la fonction nulle. Notons F sa pri-
mitive nulle en 0. La fonction F n’est donc pas la fonction nulle. En intégrant la rela-

tion () pour x fixé, on obtient /y f(x+t)dt+/y fx—0)dt =2f(x) /y f@)de,
0 0 0

ce qui peut encore s’écrire, en effectuant des changements de variable dans les deux
premieres intégrales X+y f@®de + ) f@®)dt = 2f(x) /y f()dt, et finale-
ment F(x +y)— F(x — );) = 2f(x)F(y;._(yfh0isissons y tel queOF(y) ne soit pas nul,
alors f(x) = Fort yz)}:( i(x =) , et puisque F est de classe €', il en résulte que
f est de classe €. AlorsyF est de classe €2, donc f également. Il n’y a donc pas

d’autres solutions de (x) que celles trouvées dans 2).

2.2 EXERCICES D'’APPROFONDISSEMENT

Exercice 2.14

Polytechnique MP 2006 KK

On se propose de déterminer toutes les fonctions continues f de [0, 1]
dans [0, 1] telles que, pour tout x € [0,1], 2x — f(x) € [0,1] et
fQ@2x — f(x) =x.

1) Soit f une solution. Montrer que f est bijective sur [0, 1] et a pour fonction
réciproque la fonction g, définie pour tout x € [0, 1], par g(x) = 2x — f(x).
2) Conclure.

1) Soit f une solution.
e La fonction g est une applicationde [0, 1] dans lui-méme, etI’ona fog = Id ¢, 17 .
Il en résulte que f est surjective et g est injective.

Pourtoutx € [0, 1] ona2x — f(x) < let f(x) < 1, donc on obtient I’encadre-
ment 1 > f(x) > 2x — 1. En faisant tendre x vers 1, on en déduit que f(1) = 1 et
aussi g(1) = 1.

Pour tout x € [0, 1] ona2x — f(x) > Oet f(x) > 0, donc on obtient I’enca-
drement 2x > f(x) > 0. En faisant tendre x vers 0, on en déduit que f(0) = O et
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aussi g(0) = 0. Comme g est continue, il en résulte qu’elle est surjective. Donc g
est bijective. Alors f est aussi bijective et f~! = g. On en déduit que, pour tout

x€[0,1],ona %(f(x)+f_1(x)):x.

Soit & (resp. %~ 1a courbe représentative de f (resp. de f 1.

Si (x,y) = (x, f(x)) est un point de ¥, alors (x,2x — y) = (x, g(x)) est un point
de €. Par ailleurs les courbes % et ' sont symétriques par rapport a la pre-
miere bissectrice, donc (2x — y, x) est un point de €. L’application ® définie par
D(x,y) = (2x — y, x) est donc une application de ¥ dans % . C’est une application
2

1 B (1)> . En remarquant que (A — 1)> = 0,on a

linéaire de matrice A = (

n 0 _(1+n —n
A=U+A-1)) _I+n(A—I)_<n 1—n>’
et ’on en déduit que pour tout n € N on a
P"(x,y)=((1+n)x —ny,nx+(1 —n)y) = (x+n(x —y), y+n(x —y)), et ce point
appartient a 4. Mais la suite (x + n(x — y)),>1 est bornée si et seulement si x = y.
On a donc nécessairement f(x) = x. La seule fonction possible est donc Id ¢, 17 et

elle convient de maniére évidente.

Mines - Ponts MP 2006 K

Soit (a,b) € R* tel que a ¢ {0, 1}. Pour tout x € R, on pose /(x) = ax +b. On
note S ’ensemble des fonctions dérivables f : R — R telles que f o f = h.
1) Montrer que S = @ sia < 0.

Rappel de la rédaction : Si une fonction réelle est continue et injective sur un
intervalle 7, alors elle est strictement monotone sur /. Voir exercice 13.17 page
264 dans notre livre d’ Analyse de premicre année.

Désormais on suppose a > 0 (et a # 1).

2) Montrer que & est une homothétie ; préciser son centre et son rapport.

3) Soit f € S. Montrer que ' o f o h = f. En déduire une expression de f.
Indication de I’examinateur : on commencera parle cas 0 < a < 1.

1) Soit f € S, montrons tout d’abord que f est une bijection de R sur R.
e Soit (x1,x2) € R tel que f(x1) = f(x2). Alors f o f(x;) = f o f(x,), et donc
ax; +b = ax, + b, d’ou I’on déduit x; = x. Donc f est injective.

-b .
ePourtouty € R,ona f (f <y_>> =y, donc f est surjective.

a
En outre, f est continue et strictement monotone, et f o f est croissante. Mais I’ ap-
plication x +— ax + b est décroissante si a < 0. Donc si a < 0 I’ensemble .7 est
vide.
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2.2 Exercices d’approfondissement a

2) On cherche a tel que A(x) — @ = a(x — @) . Onentire h(x) = ax + a(l —a) etil
suffit de prendre @ = b/(1 —a) . Donc h est une homothétie de centre @ = b/(1 —a)
et de rapport a .

3)Comme fo f =h,onaaussih~ ' = f~'o f~!, donc

hlofoh=f"loflofofof=1F.

On en déduit que h o f = f o h, et par récurrence, on obtient pour tout n € N, la

relation A" o f = foh" . Lafonction 4" est une homothétie de centre « et de rapport
n

a",donc i'(x) —a =a" (x —a) ,d’ou h'(x) =a"x+b 1

. En particulier

h"(x) = «a si et seulement si x = a.
e Supposons tout d’abord que 0 < a < 1.
Pour tout x réel, la suite (h"(x)),> converge vers a. Alors, en faisant tendre n vers
I’infini dans la relation 2" ( f(x)) = f(h"(x)), on obtient, compte-tenu de la conti-
nuité de f, la relation @ = f(a).
J('(x) — fla) W' (f(x))—«a

(x)—a  h'(x)—a
Mais en simplifiant le membre de droite, on constate qu’il ne dépend plus de n et on
JW'X) = fle)  fx)—a

mx)y—a —  x—a
Lorsque n tend vers I’infini, (h"(x)) converge vers « et le membre de gauche tend

O =@ eiay, o
X —a

I’on déduit f(x) = f'(a)(x — @)+ a . Les éléments de . sont donc des homothéties

de centre a. Si A est le rapport d’une de ces homothéties, celui de f o f vaut A%, et

donc A* = a.
Conclusion : ./ = {x — &\/a(x —a)+a|e = +1}.

Si x # a, on a alors

obtient

vers f'(a). On obtient donc, pour tout x # « la relation

. - _ _ _ X .
e Si maintenanta > 1,alors f ~'oh™! =h o f~lavec h~'(x) = = — = . Puisque
a a
1/a < 1, on peut appliquer le cas précédent en remplagant a et b respectivement par
1/a et —b/a. Le centre de I’homothétie 71~ étant le méme que celui de /, on obtient
que f ! est une des homothéties de centre « et de rapport £/+/a, avec € = £1. Donc
on retrouve les mémes fonctions f que dans le cas précédent.

Remarque : on se sert uniquement du fait que f est dérivable au point /(1 — a).

Centrale MP 2006
On pose, pour x € R, f(x) = sup |xt —sint|.
0<t<m/2
Montrer que f est bien définie, continue et admet un minimum sur R.
Vérifier sans calcul numérique que f(2/7) < f(1).
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e Soient x un réel, et g, la fonction définie sur R par g,(f) = xt — sinf. Comme la
fonction g, est continue sur le ségment [0, 77/2 ], elle est bornée et il en résulte que

sup |xt — sinz| existe. La fonction f est donc bien définie sur R.
0<t<m/2
e Soient x et y deux nombres réels.
Pourtout € [0, m/2],0na g.(r) = g,(t) +(x — y)t, et on en déduit les inégalités

8] < lgy )]+ thr = 3| < F+ 2 Jx =1

Le nombre f(y) + % |x — y| est un majorant de |g,(¢)| lorsque t € [0, 7/2], donc
il majore la borne supérieure de |g.|, ce qui donne f(x) < f(y)+ g |x —y|.On
obtient f(x) — f(y) < g |x — y|, et en permutant les roles de x et de y, on a

également f(y) — f(x) < g |x — y|, d’ot finalement |f(x) — f(y)| < g lx —y|.
Il en résulte que la fonction f est lipschitzienne, donc continue, sur R .
e On a également f(x) > |g.(7/2)] = |x g — 1‘ > x| g — 1, et f(x) tend vers

+o0 lorsque |x| tend vers +oo.

On remarque aussi que f(1) > — — 1 > 0. Il existe donc A > 0 tel que |x| > A

implique f(x) > f(1).

Posons B = max(A, 1). La fonction continue f atteint son minimum sur [ —B, B ]
en un point xg, et en particulier, puisque 1 < B, on a f(xg) < f(1). Mais si
|x| > B, on a aussi [x| > A, et donc f(x) > f(1) > f(xo). Il en résulte que
xlrelij fx) = f(xo).

e La fonction sinus étant concave sur [0, 77/2] sa courbe représentative, sur cet
intervalle, est située au-dessus de la droite joignant les points (0,0) et (77/2, 1). Il en
résulte que [g,/,(t)| = sint — 2t /7 . Par ailleurs, la courbe est située au-dessous de
sa tangente en 0, donc, sit > 0,on a sint < ¢ . Alors

2t 2t /T
SO <t— === ——1),
|g2/7(1)] < p- 77_(2

(SYE

et puisque 2¢ /7 < 1, on en déduit
T
|82/=(1)] < 37 1 =gi(m/2) < f(1).

Comme |g5 /| atteint son maximum sur [0, 77 /2] en une valeur 7o non nulle, on en
déduit que f(2/7) = |g2/7(t0)] < f(1).

Remarque
On peut expliciter la fonction f (Voir notre livre d’Analyse de deuxieéme année
PC-PSI, exercice 2.15).
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2.2 Exercices d’approfondissement a

Exercice 2.17

Mines - Ponts MP 2006 K
f) - f@&/2)

Tx 1.

Soit f :]10, +oo[ — R telle que lin}) f(x) =0cet lirr(l)

Trouver un équivalent simple en 0 de f.

L’hypothése de I’énoncé signifie que f(x) — f(x/2) ~. Vx.

En remplacant x par x /2 dans I’expression f(x)— f(x/2) on obtient f(x/2)— f(x/4),
ce qui donne envie, en réitérant ce processus, de faire apparaitre f(x/ 2Ky — flx/ 2k+,
Or la somme de telles expressions se simplifie (procédé télescopique). Il va falloir
faire attention a gérer correctement le fait que 1’on voudra faire tendre a la fois k
vers +oo et x vers 0. On va pour cela revenir a la définiton des équivalents.

Soit & > 0. Il existe n > 0 tel que 0 < x < 7 entraine

1—eVx < f(x)— f(x/2) < (A +e)Vx.
Si0 < x < 7, alors, pour tout k£ dans N on a aussi 0 < x/2k < m, et donc

Vk € N (1—8)\/§<f<%>—f<%><(1+8)\/§.

En sommant ces inégalités, on en déduit que, pour tout n dans N, on a

1 - X X 1
=ex Y =<3 (f(5) ~f (557)) <A+ > —=.
par 2 2 o V2
ce qui donne finalement, en calculant les différentes sommes,

n+l n+l
11— (L 1— (-
(1—e)x 1(7@) < fO) — fG/2"N < (4o 1(7@) .

V2 V2
Comme par hypothese on a lirr(l) f(x) = 0, en faisant tendre n vers +o0, on obtient
X—

(1 — VX2 +V2) < f(x) < (1+e)Vx(2+V2).
On a donc montré que pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que 0 < x < 7 entraine
(1 —e)/x2+V2) < f(x) < (1 +&)y/x(2+V2). Ceci signifie exactement que

xhi% (24_][(%2))\/} = 1. Conclusion : f(x) ot 2+ \/5)\/)7

Exercice 2.18

Mines - Ponts MP 2006

Montrer, pour tout x €10, 77/2[, I'existence de 6, €10, 1[ tel que
3
sinx = x — % cos(xf,).

Etudier lim 6, .
x—0
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e La formule de Taylor avec reste intégral donne pour la fonction sinus

x 2

. X —1

sinx = x —/ ( ) costdt.
0 2

D’autre part, comme la fonction cosinus est continue et strictement décroissante sur
10, w/2[,pour x €10, 7/2[ ona

X £\ X AV X AV
cosx/ =1 dt</ ) costdt</ > =1 dt,
0 0 0

2 2 2

2 2
tervalle Jcosx, 1[ . Il résulte du théoréme des valeurs intermédiaires qu’il existe ¢,
dans 10, x[ tel que Q(x) = cosc, Mais alors 6, = c,/x appartient a 10, 1[ et
(c 1y dt = x — x_3 cos(x6,)
2 6 i

e En utilisant le développement limité de x +— sinx a ’ordre 5 en 0, on a
3 5 2

sinx =x — —+ — +o0(x”),donc cos(xf,)=1— — +o(x?).
¢t 120 (x7), ( x)' 20 ( .)

D’autre part, comme x — 6, est bornée, on a lim x6, = 0, ainsi

x—0

X —t 2 X —t 2
et donc le quotient Q(x) = / =1 costdt/ / =1 dt appartient a I’in-
0 0

X
I'ona sinx = x — cos(x6,) /
0

262 202
cos(xf,) = 1 — XT +o(x?0%) =1— XT +o(x?).

On en déduit 62 = 1/10+ o(1), et il en résulte que 6> tend vers 1/10 quand x tend
vers 0. Et, puisque 6, > 0, on en déduit que 6, tend vers 1/v/10 quand x tend vers 0.

Polytechnique MP 2006 KK

Soit f : R — R.

1) Montrer que f est convexe si et seulement si pour tout ¢ réel et tout couple
(a, b) de réels tels que a < b, larestriction a [a, b] de f — cIdr présente un
maximum en a ou b.

2) On suppose f continue. Montrer que f est convexe si et seulement si, pour

1 x+h
tous x réel et h réel strictement positif, f(x) < o / f(t)dr.
x—h

Remarquons tout d’abord que si f est une fonction convexe sur R, alors pour tout
(e, B) € R?, la fonction g = f + a/Idg +8 est aussi convexe sur R.
Soit f une fonction définie sur R et soit (a,b) € R? tel que a < b, nous noterons &

la fonction affine x +— W (
g=f—06.0Onadonc g(a) =gb)=0.

x —a)+ f(a) qui coincide avec f ena et b, et
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2.2 Exercices d’approfondissement a

1) e Supposons que f est convexe. Alors pour tout (a,b) € R? tel que a < b et tout
x € [a,b],ona f(x) < 6(x), donc rr[la)%] fx) < rr[laxb] 6(x) . Mais comme 6
x€la, x€[a,

est une fonction affine, donc monotone, on a 1’égalité

max 6(x) = max(f(a), f(D)).

x€la,

Il en résulte que emaxb : f(x) = max(f(a), f(b)).

)

Soit ¢ un nombre réel. Puisque f est convexe, la fonction f — cIdg est encore

convexe, et donc le maximum de la restriction de ¢ — cIdr a [a, b] est atteint

en a ou en b d’apres ce qui précede.

¢ Nous allons raisonner par contraposée. Supposons que f n’est pas convexe sur R.

11 existe (a,b) € R%etw €] a, b[ tel que le point (w, f(w)) soit au-dessus de la

corde joignant les points (a, f(a)) et (b, f(b)). Donc avec les notations introduites

plus haut, la fonction g est telle que g(a) = g(b) = 0et g(w) > 0.

f®) - f@
b—a

Le maximum de la restriction de g a [a, b] n’est atteint ni en a, ni en b, donc le

maximum de la restrictionde f — cIdr a [a, b] n’est atteint ni en a, ni en b.

Donc, si pour tout ¢ réel et tous a et b réels tels que a < b, larestrictiona [a, b] de

f — cldgr présente un maximum en a ou b, la fonction f est convexe sur R.

Sil’on pose ¢ = nag = f —cldg+K ol K est une constante.

2) e Supposons que f est convexe et continue sur R. On a en particulier, pour tout
1
(x,1) € R? Iinégalité f(x) < 3 (f(x+t)+ f(x—1)) . Fixons x et intégrons I’inégalité

précédente sur I'intervalle [ —h, h] ou h €]0, +00 [, on obtient

h h h
2hf(x) < ! / (fGe+t)+f(x—1)) dt _! f(x+t)dt+/ flx —t)de | .
2 ) 2 —h —h

En faisant le changement de variable # = x +¢ dans la premiere intégrale etu = x —¢

h h x+h
dans la seconde, on obtient / fx+t)dt = f(x—t)dt = f(u)du d’ou
—h —h —h
x+h !
finalement 2Af(x) < f(u)du , ce qui donne le résultat voulu.
x—h

e Supposons que f n’est pas convexe sur R. En reprenant les notations de la question
1), la fonction g est donc telle que g(a) = g(b) = 0 et g(w) > 0. Soit M le
maximum de la restrictionde g a [a, b] .Ona M > 0.

L’ensemble {x € [a, b]| g(x) = M} est un ensemble non vide et il est minoré
par a. Il admet une borne inférieure u > a, et puisque g est continue, on a encore
g(u) = M et sur I'intervalle [a, u[ ona f(x) < M.

Soith €]0, +oo[ telquea < u —h < u+h < b, on a alors, puisque f n’est pas

u+h

constante sur I'intervalle [u — h, u+h], o f@®ydet <M= f(u).
h
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Il en résulte que si, pour tous x réel et i réel strictement positif on a I’inégalité
x+h

fx) < f(t)dt alors f est convexe.
x—h

Polytechnique MP 2006 et 2007 KK

1) Soit f € €°(R,R) telle que :

X+Yy
2

1
v,y € R (F50) < 5@+ Fo. (M

Montrer que f est convexe.
2) Soient f € CO%(R,R) et M > 0 tels que :

V(x,y) ERY | fx+ )+ flx —y) —2f(x) |[< My™. 2)

Etudier la convexité de x — f(x)+ Mx? et x — f(x) — Mx? et montrer que f
est de classe €.

On peut utiliser le résultat suivant : si une fonction est convexe et continue sur
un intervalle ouvert [, alors elle admet en tout point de / une dérivée a droite et
une dérivée a gauche.

1) Montrons tout d’abord par récurrence sur n que, quels que soient les nombres
X1, X2, ..., xon dans R, on a

X1 +XxX24 -+ xpn 1
f(EEEIEE) < (P ) e [
Par hypothese, la propriété est vraie si n = 1. Supposons la vraie au rang n et
montrons qu’elle est vraie au rang n + 1.

Soient x1, x3, ... , X dans R.

X1 +“'+x2n Xongq +"‘+xzn+l
y = . Alors

Posons x = B T E— et T

P = p (BRI @+ fon

2 on+l
1 xl---+x2n) Xong] + <+ o+ Xonst
<)ol )
) (g
On applique alors I’hypotheése de récurrence aux deux familles de 2" éléments
X1y X2, «ooy Xon €6 Xonyq, Xpngp, ..., Xowi , C€ qui donne
X{+ -+ Xon 1
F(FEE) < G+t fln)
Xongl + 00+ Xonwt
(5

et

1
) < S (FOman) +-o + f ).

b X 1
On en déduit alors que f (=1 2n: 21 < S () + -+ ), et la

propriété est vraie au rang n + 1 donc pour toutn > 1.
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2.2 Exercices d’approfondissement a

Soient x et y dans R. Posons x| = -+ = x, = xetxp = -+ = xp» = y.
Alors, si I'on pose A = p27~", on obtient, en utilisant la formule précédente
fAx + (1 — Ay) < Af(x) + (1 — A)f(y). Si maintenant A est un nombre réel
quelconque, il est limite d’une suite (A;);>o de nombres de la forme p2™" (en
utilisant par exemple 1’écriture en base 2 d’un nombre réel). Donc, pour tout s,
Fx + (1 — Ap)y) < Ay f(x)+ (1 — Ay f(y), et par passage a la limite, puisque f
est continue f(Ax + (1 — A)y) < Af(x) + (1 — A)f(y), ce qui montre que f est
convexe.

2) e Remarquons tout d’abord que la condition (1) est équivalente, en posant
X=x+y)/2etY =(x—y)/2,a

VX, Y) R, 2f(X) < fF(X+Y)+ f(X —Y). 3)

Si f vérifie larelation (2) |f(x+y)+f(x—y)—2f(x)| < My?, nous allons montrer
que ’application ¢ : x — f(x)+ Mx? est convexe en utilisant cette condition (3).
Soit (X,Y) € R?. Evaluons D(X,Y) = (X +Y)+ (X —Y).

DX,Y) = fX+)+fX-Y)+MX+Y) +MX —7Y)?
FX+Y)+ f(X —Y)+2M(X*+Y?).

Mais f(X+Y)+ f(X —Y) > 2f(X)— MY? donc

DX, Y) =2 2f(X)— MY*+2M(X*+Y?) = 20(X)+ MY? > 2¢(X).

Il en résulte que ¢ est convexe.

On montre de méme que I’application ¢ : x — f(x)— Mx? est concave (c’est-a-dire
que —¢ est convexe). Evaluons A(X,Y) = ¢y (X +Y)+ (X = 7).

AX,)Y) = fX+Y)+f(X—-Y)—MX+Y)?—MX —Y)>
= fX+Y)+f(X—-Y)—2M(X*+Y?).

Mais f(X+Y)+ f(X —Y) <2f(X)+ MY? donc

AX,Y)<2f(X)+MY? —2M(X>+Y?) = 2(X) — MY? < 24(X).

e Les application ¢ et —i sont continues et convexes, donc sont dérivables a droite

et a gauche en tout point. Il en résulte que f est dérivable a droite et a gauche en tout

point.

— Montrons tout d’abord qu’elle est dérivable.

f+y)—fx)  fa=y)—f»
y -y

et quand y tend vers 0, on obtient |Df.(x) — Df_(x)| < 0. On en déduit que

Df.(x) = Df_(x). La dérivée a droite en x est égale a la dérivée a gauche en x et f

est donc dérivable en x.

- Montrons maintenant la continuité de f”.

Puisque ¢ est convexe, écrivons que la courbe représentative de ¢ est au-dessus de

sa tangente au point x. Quels que soient x réel et i réel strictement positif, on a

o(x +h) > o(x)+he'(x), d ot I’on déduit

Soit y > 0. On déduit de (2) < My

fx+h) +Mx+h)? > f(x)+Mx>+h(f'(x)+2Mx),
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dolr f'(x) <

h) —

flot i)z ZACY + Mh . Puisque ¢ est concave, on déduit de la méme

fx+h)— fx)
h

—Mh.

Si x et y sont deux réels, les inégalités précédentes vont permettre de majorer
| f'(x) — f'()]. A partir des encadrements

fG+h)— f(x)

maniere que f'(x) >

; thf’<x)<f(“h,)l_f(x)+Mh,
f(y+h})z_ IO i < i < f(y+h;)z_ IO 4

on déduit, pour tout réel & > 0,

(x+h)—fx)  fO+h) - fO)

@ - o)< [FE )

+2Mh ,

ou €ncore

1
f'&) = 'l < E(If(X+h) = SO+ +[fC) = fOD+2Mh.

Fixons x réel et ¢ > 0. Soit & fixé €]0, inf(e/(4M),1)[ . La fonction f étant
continue sur le segment [x — 1, x+1] elle y est uniformément continue. Il
existe donc > 0, tel que (u,v) € [x —1, x+1]% et |u — v| < 7 impliquent
| f(u) — f(v)] < he/4. Alors si |[x — y| < inf(n, 1 — h), les nombres y et y + h
sont dans Dintervalle [x — 1, x +1] et |f(x + h) — f(y + h)| < he/4 ainsi que
| f(x) — f(y)| < he/4. On obtient alors | f'(x) — f'(y)| < &, ce qui montre que f’
est continue en x. La fonction f est donc de classe €' sur R.



Intégration sur un segment

3.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

3.1.1 Intégrale fonction de sa borne supérieure

@ (e qu'il faut savoir

Soit I un intervalle contenant au moins deux points. Soit f une fonction continue
sur I a valeurs dans C.

X
e Soit xg € I. La fonction définie sur / par F(x) = / f(t)dt est 'unique
X0

primitive de f sur / qui s’annule en x.
e Soient J un intervalle contenant au moins deux points, u et v deux fonctions
v(x)
dérivables sur J a valeurs dans /. Alors la fonction G : x +— f(@)dt est
u(x)
dérivable sur J et, pour tout x € J,ona G'(x) = v'(x) f(v(x)) — u'(x) f (u(x)).

CCP MP 2006
1

Soit f € ‘50([0, 1],R) telle que / f()dt = 1/2. Montrer qu’il existe
0

x0 €10, 1[ tel que f(xp) = xo.
Indication de la rédaction : considérer une primitive de x — f(x) — x.

X 2
On considere la fonction ¢ définie sur [0, 1] par ¢(x) = / f@)yde — % .
0

X
Puisque f est continue sur [0, 1], la fonction x — / f(t)dt est dérivable
0

sur [0, 1], donc ¢ est dérivable sur [0, 1] et ¢'(x) = f(x) — x. En outre,
¢(0) = ¢(1) = 0. Le théoreme de Rolle entraine alors 1’existence d’un réel
xo €10, 1] tel que ¢’(x0) = 0, c’est-a-dire f(xp) —xo = 0.
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ENSEA MP 2005, CCP PSI 2006
Soit la fonction ® définie par la relation

sin® x cos? x
D(x) = / Arcsin V7 dt + / Arccos /1 dt.
0 0

1) Montrer que ® est bien définie sur R, paire et 7-périodique.
2) Etablir que ® est constante.

1 1
3) En déduire la valeur des intégrales / Arccos /1 dt et / Arcsin V7 dt.
0 0

1) o Les fonctions g : x + Arcsiny/x et h : x — Arccos+/x sont continues sur
[0, 1]. On note G et H leurs primitives respectives qui s’annnulent en 0. Comme
les fonctions u : x — sin®x et v : x — cos>x sont a valeurs dans [0, 17, les
fonctions G o u et H o v sont bien définies sur R, donc ® est bien définie.

e Comme les fonctions u et v sont paires et 7-périodiques, P 1’est aussi.

2) Puisque P est paire et 7r-périodique,il suffit de 1’étudier sur le segment [0, 7/2].
En outre ® est dérivable en tant que somme et composée de fonctions dérivables et
I’on a pour tout x € [0, 7/2]

'(x) = G'ul)u'(x)+H (vx)v'(x)
= Arcsin V/sin® x 2 sin x cos x — Arccos vV cos2 x 2 sin x cos x.

Or, pour tout x € [0, 7/2], on a Vsin?x = sinx car sinx > 0 et donc

Arcsin(V sin’ x) = Arcsin(sinx) = x. De méme Arccos(Vcos?x) = x, donc
Vx € [0, 7/2], ®'(x) = 0.
On en déduit que P est constante sur [0, 77/2], puis sur [ —7 /2, 7 /2] par parité,
et enfin sur R par périodicité.

3) On remarque que les deux intégrales a calculer sont ®(0) et P(7/2).
On va calculer la valeur de @ en 7 /4.

1/2 1/2
O(r/4) = / Arccos V1 dt +/ Arcsin V7 dt
0 0

1/2
= / (Arccos v/t + Arcsin /1) dt
0

Mais, pour tout x € [—1, 1], on a Arccos x + Arcsinx = 77 /2 d’ou

1/2
CD(7T/4):/ m/2dt = 7/4.
0

1 1
Finalement, / Arcsin V7 dt = / Arccos Vi dt = 7 /4.
0 0
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3.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation a

Remarque 1

Ces intégrales peuvent se calculer a 1’aide du changement de variable u = Arccos v/t
suivi d’une intégration par parties.

Remarque 2
Les formules suivantes :
Vxe [—1,1] , Arccosx+ Arcsinx = g
Vx € R* | Arctanx + Arctan(1/x) = g sign x

ont été démontrées dans le livre d’ Analyse de premiere année exercice 6.6 page 90.

I est tres utile de les retenir.

3.1.2 Inégalités et intégrales

Soit (a, b) € R? tel que a < b. Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b ]
a valeurs dans C.

b b
.‘/ f(t)dt‘g/ | f()|drt .

Voir exercice 3.4 pour étudier le cas d’égalité.

b b
¢ Si fetgsontavaleursdans Retsig < f sur [a, b],alors/ g(t)dt g/ f@de ;

b
en particulier si f > Osur [a, b], alors/ f@)ydt > 0.

Remarque trés utile dans la pratique

b

Si f est positive et continue sur [a, b] et si / f(@)dt =0, alors f = 0 sur
a

[a, b].

o Inégalité de Cauchy-Schwarz

b 1/2 b 1/2
<(/ |f(t)|2df) X(/ Ig(t)|2dt> :

b
/ fHg(t)dt

Le cas d’égalité se produit si et seulement si f et g sont proportionnelles.
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CCP MP 2005
Soit f € & [0, 1],R). On note M (resp. m) le maximum (resp. le minimum)
de fsur [0, 1].

1 1
Montrer que si / f(@)dt =0, alors / (f())*dt < —mM .
0 0

1
Les fonctions f —m et M — f sont positives, donc / (f)—m)(M — f(t))dt > 0.
0

En développant, on obtient

1 1 1
/0 (@) —m)M — f@)di = (m+ M) /0 Faydi — /O () di —mM

1
1 - —/ (FOYdi —mM >0,
d’oﬁ/ (f()*dt < —mM . ’
0

TPE PC 2007, CCP MP 2006
Soit (a,b) € R* tel que a < b et soit f € €°([a, b],C) vérifiant

b
/ f@dt

1) Montrer que si f est a valeurs réelles, alors f = |f|ou f = —|f].

2) Montrer que si f est a valeurs complexes, alors il existe § € R et
g€ €°(la, b],RY) tels que f = e'%g.

Indication de la rédaction : montrer que g = ¢ '’ f ol  est un argument de

b
/ f@)dt.

1) Lorsque f est a valeurs réelles, on a f = f* — f~et|f| = f"+ f,
ol f*(x) = sup(f(x),0) et f~(x) = sup(—f(x),0). En outre, f* et f~ sont

b
:/ |f@)|dr . ()

b
continues positives sur [a, b] puisque f I’est. Posons A = / f@)de et
a

b
B = / f(t)dt . Légalité (x) s’écrit alors |A — B| = A + B, ce qui équivaut a
(A—B=A+B)ou(—A+B = A+ B)) et finalement a (B = 0) ou (A = 0)).

Comme f~ est continue et positive sur [a, b], dire que I'intégrale B est nulle,
implique que la fonction f~ est la fonction nulle, et donc que f est positive, ce qui
donne | f| = f. De méme, A = 0 équivaut a f* = 0, c’est-a-dire | /| = —f.
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2) Lorsque f appartient 3 €°([a, b],C), il existe § €| —, 7] tel que

b ] b
/ ft)dt = e’ / f(t)dt

Posons g = e~ 10 f.Enintégrant sur [a, b], on obtient

b ) b b
/g(t)dt:e"@/ f@)dt = / f(t)dt|.

b b b
Par ailleurs / lg(0)| dt = / le "0 f(t)|dt = / | £(t)| dt . Si f vérifie (), alors

on a
/ 80| dt = / g di @)

En prenant la partie réelle des deux termes de (2), on obtient

)

b
/\g(z)|dr:/ Re(g(t))dt, d’ou /(\g(t)\—Reg(z)) dt =0.

Mais la fonction |g| — Re g est continue, positive (car |g|* = (Re g)* + (Im g)?) et
son intégrale est nulle, elle est donc identiquement nulle sur [a, b]. Il en résulte que
|g| = Reg, donc Img = 0. Par conséquent, g est réelle, et finalement |g| = g. La
fonction g est donc dans €°([a, b],R"), et ’'on a bien f = ¢'’g . Autrement dit
I’argument de f est constant.

Remarque
La réciproque est vraie dans les deux cas précédents.

Centrale MP 2007, CCP PC 2007
Soit (a,b) € R*tel que a < b. Pour tout h € E = ¢°([a, b], 10, +o0[) on

b b
pose ®(h) = (/a h(t)dt> X (/a %dt> .

1) Montrer que ® est minorée sur E et atteint sa borne inférieure.
2) Pour n € N*, on considére la fonction £, définie sur [a, b] par h,(x) = ™
Calculer hm D(h,) et en déduire que P n’est pas majorée.

n—+

3) Déterminer CD(E ).

1) Montrons que ® est minorée et atteint sa borne inférieure.
Soit h € E. En appliquant I'inégalit¢ de Cauchy-Schwarz avec f = Vh et

b 2 b b
g = 1/vh, on obtient (/ dx> < (/ h(t)dt> X (/ %dt) Cest-

a-dire (b — a)* < ®(h). Ainsi  est minorée.
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Si on exhibe une fonction hy € F telle que ®(hg) = (b — a)?, on aura alors
montré que (b — a)? est la borne inférieure de ® et qu’elle est atteinte. On prend
par exemple la fonction définie pour tout x € [a, b] par hy(x) = 1. On a donc
D(E) C [(b—a)*, +oo].

2) Soitn € N*. On a

dh,) = (/b e"xdx> (/b e”xdx> = [%e”x}z X [_Lne”x}:

—na —nb

nb na —e

e —e
= X
n n
(en(bfa) _ 1)(1 o efn(bfa)) en(bfa)
o n2 n—+00 n2 )

e

On déduit du théoréme de comparaison des puissances et des exponentielles que
lim ®(h,) = +oc. Il en résulte que P n’est pas majorée.

n—+00

3) Plus généralement, pour tout A > 0, considérons la fonction i, définie sur

[a, b] par hy(x) = €. Pour A > 0, un calcul identique & celui de la ques-
(e)L(b—a) o 1)(1 o e—A(b—a))

tion 2, donne, ®(h,) = et ceci peut encore s’écrire

2
sh? Ab—a)

Dhy) = 4 Tz . La fonction f : A +— ®(h,) est alors une fonction conti-

nue sur ]0, +oo[. Comme au voisinage de 0, on a shu ~ u, on en déduit que

}in%) f(A) = (b —a)> = £(0), et la fonction f est continue sur [0, +oo[. Par

ailleurs, d’apres la question 2, la fonction f n’est pas bornée supérieurement. Alors
OE) DO f([0, +c[) D [(b— a)z, +oo[. Comme on a I’inclusion inverse, on
obtient finalement ®(E) = [ (b — a)?, +o0[.

3.1.3 Intégration par parties et changement de variable

e Formule d’intégration par parties
Soient u et v deux fonctions de classe €' sur [a, b] avaleurs dans R ou C, alors

b b b
/u(x)v'(x)dx: {u(x)v(x)} —/ u'(x)v(x)dx.

¢ Formule du changement de variable
Soient I et J deux intervalles de R. Soient f : I — C continueet ¢ : J — I de
classe €. Soient « et 8 appartenant 4 J. Alors

o(B)

B
F)dx = / Fle)e ().

o(a)
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Remarque

b

Sur cette formule observons que, pour calculer / f(x)dx par le changement
de variable x = ¢(t), on procede a trois modifications :

(i) remplacer x par ¢(¢) dans f(x);

(ii) remplacer dx par ¢'(t)dt ;

(iii)remplacer les bornes a et b d’intégration en x par des bornes « et 8 d’inté-
gration en ¢ : telles que a = ¢(a) et b = ().

CCP MP 2007, Premiére question Mines-Ponts et Centrale MP 2006

1
Soit (p,q) € N x N, on pose I(p,q) = / xP(1 —x)1dx.
0

1) Montrer que si p € N*, alors I(I%CI)—l—I(F Lig+D.
+q

2) En dédui I(p,q) = &

) En déduire que I(p, q) m

3) Question de la rédaction : déduire de ce qui précede la valeur de

/2
B(p,q) = 2/ sin??*'t cos?*! ¢ dt.
0

1) Soit p € N*. Effectuons une intégration par parties en posant u(x) = x? et

1
v'(x) = (1 — x)?, onaalors u'(x) = px”'etv(x) = - x)?* d’ ot
q

1
I(p,q) = /x”(lx)qu
0
1 oo
= [——(l—x)q”-xp] + /pxpl-(l—x)q”a’x
0 q Jo

1+¢ 1+

P
= -2 I(p—1,qg+1).
+g (p—1l,g+1)

2) En répétant I’intégration par parties p — 1 fois, on obtient

p p—1 1 rlq!
I(p,q) = 1(0,q +p) = 1(0,q + p)
g+lg+2 g+p (p+q)!
or, 10 ]1 PPy = —— don I _ plat
—+ = — = ’ou = .
r, 1(0,q + p) /0( x)TPdx el ou I(p,q) (rrg+D)
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3) Effectuons le changement de variable x = sin’z. En effet, 1’application
@t sin’¢ est une bijection de [0, /2] sur [0, 1], de classe %' et I’on
adx = 2sint cost dt. On obtient alors

m/2 2p+l1 2 ! plq!
2/ sin*”* tcosq“zdt:/ xP —x)dx = ——— .
0 0 (p+g+1)!

3.1.4 Sommes de Riemann

Soit (a,b) € R? tel quea < b.Si f: [a, b] — C est continue, alors :

_ n—I1 _ _ n . b
. b aZf(chb a): . b—a ( b a):/ £t dr.
n—+oo N — n n—+00 N par n a

sont appelées

Les sommes

Zfa+k

sommes de Rlemann associées a f.

Navale MP 2005, CCP PC 2007

n
Soit @ > 0. Al’aide des sommes de Riemann, déterminer un équivalent de Z k*
k=1
lorsque n — +o0.

"k 1o (k\*
Soit n € N*. Nous avons » k% =n“ - ) =npet.= 2.
)3 >\ > (-
k=1 k=1 k=1
Comme la fonction x — x“ est continue sur [0, 1], on a alors

I /(k\“ ! 1
lim —Z(—) :/ x%dx = .
n—toon =\ n 0 a+1

Remarque
Ce résultat est a retenir. On I’utilise fréquemment.
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3.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

CCP MP 2005, CCP PC 2005, Centrale MP 2007
On cherche toutes les fonctions f : R — R continues vérifiant

Vx € R, f(x)+/x(x — O f(t)dt = 1+x. (1)
0

1) Soit f une solution de (1).

1.a Montrer que f est de classe €~ sur R.

1.b Montrer que f est solution d’une équation différentielle linéaire du second
ordre qu’on déterminera.

1.c Déterminer f.

2) Conclure.

1) Soit f une solution de (1).
l.a La relation (1) s’écrit Vx € R, f(x) = 1+x — x / f()dt +/ tf(t)dt.
0 0

Comme f est continue, les intégrales du membre de droite sont de classe ' sur R
en tant que fonction de leur borne supérieure. Il en résulte que f est de classe €' sur
R. Les intégrales du membre de droite sont alors de classe € sur R, donc f est de
classe € sur R.

1.b En dérivant deux fois de suite, on obtient pour tout x réel

f’(X)Zl—/O f(t)dt—Xf(X)+Xf(X)=1—/O f@dr; 2
') =—fx). 3)

1.c Les solutions de I’équation différentielle (3) sont les fonctions de la forme
f:x— Acosx+ Bsinx,ou A et B sont des constantes. Mais la relation (1) donne
£(0) = 1 et larelation (2) donne f'(0) = 1. On en déduit alors A = B = 1 et donc,
pour tout x réel f(x) = cosx +sinx.

On vient de montrer que si f est solution de (1), alors f : x — sinx + cos x.

2) Il reste a vérifier que cette solution convient. Soit x € R. En intégrant par parties,
ona

X X X
/(x—t)(cost+sint)dt = (x—t)(sint—cost)} +/ (sint — cost)dt
0 0 0

= x—cosx —sinx+1=—f(x)+x+1.

Conclusion : la fonction f : x +— sinx + cos x est 'unique solution de (1).
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Mines-Ponts PC 2007, Mines-Ponts MP 2005 K

Soit f : [0, +oo [ — R continue, strictement croissante et telle que f(0) = 0 et
lim f(x) = +oc.

XxX—+00
1) On suppose que f est dérivable sur [0, +oo[. Montrer que pour tout
x € [0, +o00 ]|

X fx)
/0 rode+ [0y = 5. )

Indication de la rédaction :
fx)

utiliser la fonction ¢ : x — / f@)de + ) dy — xf(x).
0 0
2) En déduire que pour tout (a,b) € [0, +oco[ X f([0, +o0[), on a

a b
/ f@t)dt +/ =Yt dt > ab. (%)
0 0

Etudier les cas d’égalité.

3) On ne suppose plus f dérivable sur [0, +oo[. Montrer que le résultat de la
question 1) reste vrai.

Indication de la rédaction : montrer que la fonction
f(x)
0:x+— F~Yy)dy — xf(x) est dérivable sur [0, +oo[ de dérivée — f.
0

f&x)
1) Pour x € R*, posons G(x) = fN)dr.
0
La fonction f est continue et strictement croissante, donc f~' est continue sur

y
f(RY), donc y — / f ) dt est dérivable, et comme f est également dérivable,
0

on en déduit que G est dérivable et que G'(x) = f'(x)f~'(f(x)) = xf'(x). Il en
résulte que ¢ est dérivable sur R*, et que

¢'() = f)+ /@ fTI(f) = fOx) —xf'(x) = 0.
Par conséquent, ¢ est constante. Or ¢(0) = 0, la fonction ¢ est donc la fonction
nulle et (x) est démontrée.

2) Soit b un réel positif fixé, considérons la fonction ¢, qui a touta € [0, +oo [,
a b
associe ¥(a) = / f@)dt +/ f~Yy)dy —ab.
0 0

Pour établir I’inégalité (xx), on va montrer que ¢ > 0.

La fonction ¢ est dérivable sur [0, +oo[ et I’on a pour tout a € [0, +oo],
' (a) = f(a) —b. Comme f est strictement croissante, i'(a) > 0 si et seulement si
a > f~'(b), donc la fonction  admet un minimum au point f~!(b). Par ailleurs,

g (f10) = d(f' () =0.
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a b
L’ application ¢ est donc positive sur R* d’otl / f@de+ / f~Yt)ydt > ab.
0 0

a b
Le calcul précédent montre que / f@)de + / f ~Y#)dt = ab si et seulement si
0 0
b= f(a).

3) Montrons que 1’égalité (x) a lieu lorsque f est continue et n’est pas nécessairement
dérivable sur [0, 400 [.

Soitx €]0, +oo| fixéetsoith € Rtelquex+h €]0, +oo.

fe+h)
0(x+h)—0(x):/ F ' dy —(x +h) f(x +h) +xf(x).
fx)
Lorsque 4 > 0, on a, en vertu de la croissance de £,
Fe+h)
x(flx+h)— f(x) < / F'dy < (x+h)(f(x+h) — f(x),
f(x)

d’ott —f(x+h) <
0(x +h) — 0(x)
h

0 h)—46
M < —f(x). Lorsque 2 < 0, on obtient de méme,

—fx) <

en déduit :

< —f(x + h). Sachant que f est continue au point x, on

0+ —0x) . Ox+h)—60(x)
A

En conséquence, # est dérivable sur [0, +oo[, de dérivée — f, donc ¢ est déri-
vable sur [0, +o0 [, de dérivée nulle. Elle est donc constante sur [ 0, +0o [ . En outre
¢(0) = 0, donc ¢ est identiquement nulle.

Exercice 3.10

Centrale MP 2006

/2
Pour n € N, on pose 1, = / sin” ¢ dt.
0

1) Montrer que la suite (/,),>0 converge.
2) K Montrer que lim [, =0.

n—+oo
+1
3) Soit n € N. Etablir que I, = n_+2 I,,. En déduire que la suite de terme
n

général (n + 1)1,,1,,; et constante.

4) Montrer que I, est équivalent a 4 / 21 quand n — 400.
n

1) Pour tout x € [0, 7/2],0na0 < sinx < 1 et par conséquent, pour tout n € N,
ona0 < sin"! x <sin" x. Ainsi, 0 < I, < I,.

Conclusion : La suite (1,,),>0 est positive décroissante, elle est donc convergente.
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Remarque
En fait 7, > 0, car I’application continue positive x +— sin” x n’est pas identique-
ment nulle. Cela va résulter aussi de la question 3 .

2) Le seul moyen a notre disposition actuellement est de travailler avec les epsilon.
On verra plus tard le théoréme de convergence dominée qui nous permet de conclure
rapidement.

Soit € > 0 (qu’on prendra < 7r/2). On a d’apres le relation de Chasles I, = J, + K,

T—E

> 3
ou J, :/ sin"tdtet K, = / sin" ¢ dt .
0 mT—E

- 3

Sachant que sin” r < 1, on a alors, pour tout n € N, I’inégalité K, < &/2.

. . . ™ P
Par croissance de la fonction sinus sur [0, > ], on en déduit

O<Jn<z<sin72_8> :g<cosf) .

2 2
. . w e\" . .
Mais la suite (5 (cos 5) ) converge vers 0. Donc il existe ny € N tel que Vn > no,
J, <eg/2,donc0< [, <e.
3) Soitn € N.
e En intégrant par parties /., ot I'on dérive u(x) = sin™! x et 'on primitive
v'(x) = sinx,onau’(x) = (n+ 1)sin” x cosx et v(x) = — cos x et on obtient
72 /2
Lo = — [sin”“ X COS x]o +(n+ 1)/ sin” x cos® x dx
0

/2
= (n+ 1)/ sin” x(1 — sin® x)dx
0
= (n+ DI, — (n+ Do,
+1
ot (1) o= ——1,
n+2
¢ En multipliant la relation (1) par (n + 2)1,.1, on obtient 1’égalité
n+2) 0l = (n+ 1)1,,11,, ce qui montre que la suite ((n + 1)In+11n)neN est
constante.
Sachant que I; = 1 et Iy = /2, on conclut que, pour tout n € N, on a
n+ DI, =1L1)= 7T/2
4) La suite (1,),>0 est strictement positive et décroissante. Ainsi pour tout n € N,

I, 1, I, +1
IZZ < I:l < 1. Sachant que IZZ = Z+2

In+1

on a

tend vers 1, on en déduit par

—— 1,s0it [py ~ I, .
n—oo

encadrement que
n
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I, I, N
Par ailleurs nln2 =" n+ DI, 1,1 = " -— tend vers g, d’ou

n+l I, n+l I 2
I~y .
2

Complément Sachant que Iy = 7/2 et I; = 1, on obtient en vertu de la relation (1)
Cp—-D2p—-3)---3-17 Cp) o
Qp2p =242 2 20(p) 2’
2p)@2p—2)---4-2 2°P(pl)*
Cp+DHR2p—-1)---3-1 - QCp+ 1!’

Terminologie Ces intégrales sont appelées intégrales de Wallis. On montre en utili-

3

b,

Ly

/2
sant le changement de variable t = g —xquel, = / cos” tdt.
0

Centrale MP 2005 K

Donner un équivalent quand x tend vers 0" de la fonction
2

X et
F(x) = dt
* = Fx) /x3 Arcsint

Indication de la rédaction : montrer que la fonction ¢t — g(t) =

e 1
o Arcsint ¢t
est prolongeable par continuité en 0.

t
est bien définie sur

e Sachant que la fonction f : ¢t — f(1) = Jvo
resin

[-1,0[U]0, 1] et que pour tout x €]0,1], ona 0 < x
fonction F est bien définie sur |0, 1].

e Montrons que g est prolongeable par continuité au point 0.
Pour ce faire, il suffit de montrer que g admet une limite finie lorsque ¢ tend vers
te' — Arcsint

3<x2<1,1a

0. Sachant que pour tout t+ € [—1,0[U]O0, 1], g(¥) = et que

t Arcsin ¢
t Arcsin ¢ ¥ 12, on va effectuer un développement limité 2 I’ordre 2 pour déterminer

un équivalent du numérateur. Ainsi te’ — Arcsint = 2+ t20(t). On en déduit que
g(1) ¥ 1.

La fonction g est prolongeable par continuité au point O et I’on pose g(0) = 1.

xZ

e Soitx €10, 1[, en notant G(x) = / g(t)dt,on a
x3
2 2

F(x):/ %dt+/ gt)dt = —Inx + G(x).

3 3
G
Pour conclure, il reste a établir que lin& G(x)=0cet lirr(} ] ) =0
x—0* x—0t Inx
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Sachant que g est continue sur [ —1, 1], elle est donc bornée. En notant M un majo-
rant de g, on a pour tout x €10, 1], |G(x)| < M(x* — x%), d’ot 1inE)1+ G(x)=0.

1 G
Par ailleurs, lim —— = 0, d"od lim 202 —
x—0* Inx x—0t Inx

Conclusion : ona F(x) N Inx.

0.

Le raisonnement, qu’on vient de faire dans 1’exercice précédent, s’ applique sou-
vent pour trouver des équivalents au voisinage d’un point xy a des fonctions du
v(x)
type x — F(x) = f(@)dt. On cherche un équivalent -qu’on note ¢- de f
u(x)
vérifiant :
v(x)
(i) I'intégrale / ¢(t)dt se calcule facilement ;
u(x)
(ii) la fonction g = f — ¢ est continue ou prolongeable par continuité au point
v(x)
xo de telle facon que lim g(t)dt = 0.

X—X0 M()C)

Ainsi, on montre facilement que :
3x t
e
1) / —dt ~ In3
. Arcsint = x—o0*

3
X
1
2) /x2 mdr ot Inx

2

X

1 ) P

3) / i td t ~ In2 ; bien entendu, dans cet exemple, on traite séparément le
x n x—

casx — ltetlecasx — 1.

Exercice 3.12

CCP MP 2007, Mines - Ponts MP 2006, CCP PC 2005

n
k k
Pour n € N*, on pose u, = Z sin <—> sin (—2) Montrer que la suite (u,)
p n n

converge et trouver sa limite.
Indication de la rédaction : on pourra utiliser la double inégalité
3

Vx€[0,+oo[,x—€<sinx<x. (%)

Soitn € N*, comme u,, n’est pas une somme de Riemann, nous allons 1’encadrer par
des sommes de Riemann a I’aide de la double inégalité (x).
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Soit n € N*, on a, en vertu de (x), pour toutk € {1,--- ,n}
k K < sin k < k
———<sin| =5 | < —=.
n?  6nd n2 n?

La fonction sinus étant positive sur [0, 1], on obtient

k . k KB k <« k\ . k - k . k
—sin|[ -] ——=—sin{— ) <sin{ = }sin[ = ] < —=sin( -
n? n 6n° n n n? n? n

ce qui, par sommation, conduit a

zn:isin E — . ﬁsin ﬁ <u, < - Esin E
n? n p 6no n) > " n? n)’

k=1 =1

. Ik . [k
On reconnait alors des sommes de Riemann. En effet, v, = — E — sin <—) est
nt=n n

une somme de Riemann associée a la fonction x — x sinx, continue sur [0, 1],
n n
Ty S - b , 1<K | [k
dou lim - E —sin| — | = x sinx dx . D’autre part, — E —sin | —
n—+oo n P n n 0 n =1 n n

est une somme de Riemann associée a la fonction x —— x> sinx, continue

| — &3 k !
sur [0, 1], donc lim —Z—sin — = X7 sin x dx, et par suite
k n’ 0

i 11"k3,k_0 13,d_0
n*l{l:oo@;;ﬁsln ; = X Oxsmx X = U.

1
Ainsi, d’apres le théoreme d’encadrement, lim u, = / xsinxdx.
o0
0

n—-+

1
En intégrant par parties on obtient , / xsinxdx =sinl —cos 1.
0

Conclusion: lim wu, =sinl — cos 1.

n——--+oo

Remarque

Voila une deuxiéme méthode utilisant Ia concavité de la fonction sinus sur [0, 1].
Pour tout n > 0, la fonction sinus est concave sur l’intervalle [0, 1/n]. Sur
cet intervalle, la courbe représentative est comprise entre la tangente en 0 et la
droite joignant les points (0,0) et (1/n,sin(1/n)), donc, si 0 < x < 1/n, ona

1 . .
nxsin — < sinx < x. Ainsi pour tout k € {1,---,n}, le nombre k/n* appar-
n

e L k .1 .k k
tient a I’intervalle [0, 1/n], et on en déduit que — sin — < sin — < — . Donc
n n n? n?
n

1 k .k I ~—k . k
sin — —sin—<u, < — —sin — .
I’lkz_;n l’l\ n\nkz_;l’l n
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Par ailleurs la suite (nsin(1/n)),>; converge vers 1. Comme on a les inégalités
. (1 . .
n sin (—) v, < Uy < vy, il résulte du théoréme d’encadrement que la suite (u,),>1
n

converge vers sin 1 — cos 1.

Exercice 3.13

TPE MP 2006, Polytechnique MP 2005
Soit (a, b) € R? tel que a < b, calculer les intégrales

b b
I:/ \/(xa)(bx)dxet]:/ xv/(x —a)b—x)dx.

Indication de la rédaction
Pour calculer 7, on pourra faire un raisonnement géométrique simple.
Pour calculer J, on pourra faire le changement de variable x = a +b — t.

e On peut obtenir / en remarquant que la courbe d’équation y = +/(x — a)(b — x)
est la partie, située dans le demi-plan des y > O de la conique d’équation
y2 —(x—a)(b—x) = 0, mais cette équation s’écrit aussi yz+x2 —(a+b)x+ab = 0, 0u

2 2
+b b—
encore <x — az) +y? = <2a> . I s’agit donc d’un demi-cercle de rayon

(b —a)/2 et I est’aire limitée par la courbe et I’axe Ox et vaut donc % (b—a)’.

e Pour calculer J, effectuons le changement de variable x = a + b — t. L’ap-
plication ¢ : t — a+b —t est une bijection de [a, b] sur lui-méme et I'on a

V(t —a)(b — 1) = \/(x — a)(b — x). On obtient

b b
J:/(a+b—t)\/(t—a)(b—t)dt:(a+b)/ ViE—a)b—1t)dt —J,

b b
et on en déduit J = % / Vi —a)b —1)dt = %(b+a)(b—a)2.
a

3.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 3.14

TPE MP 2007, Polytechnique MP 2005
dx

—x+\/x—a.

b
Soient a et b deux réels tels que a < b. Calculer I(a, b) = / 7
a

Pour calculer cette intégrale I(a,b), on peut commencer par faire le change-
ment de variable affine qui est une bijection de [a, b] sur [—1, 1] en prenant
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3.3 Exercices d’approfondissement a

b—a b—a

t (t+1)+adoncdx = dt.On

= (x —a) — 1, qui donne x =
b—a
obtient alors

b%“dt b—a

1
- - I(-1,1).
/—1 VA =0+ /B @+ ) 2

Pour continuer, il existe plusieurs méthodes possibles. On pourrait multiplier par la
quantité conjuguée du dénominateur, mais, ce faisant, on introduit une discontinuité
en 0, et I'intégrale a calculer releve alors du chapitre « Intégration sur un intervalle
non compact ». La méthode indiquée ci-dessous permet d’éviter cela. Elle consiste a
montrer que, pour x € [—1, 1], on a I’égalité

I(a,b)

1 1 1 1
= + .
l—x++vVx+1 2<\/1x+1 \/1+x+1>

En réduisant au méme dénominateur, celle-ci équivaut a

1 _ Vitx+yv/1—x+2
T—x+vVx+1l 20/T+x+DG/T—x+1)’

ou encore a
2VT+x+DWVT=x+ D=1 —x+Vx+DWV1+x+V1 —x+2).

Or en développant, on s’assure que cette derniere égalité est bien vraie.

Par un changement de variable x — —x, on obtient aussitdt que

1 1 1
dx dx dx

_— = ——— etdonc I(—1,1)= _—

/_1\/1—x+1 /_1 l+x+1 ( ) /_1\/1+x+1

Alors le changement de variable u = v/ 1 + x donne

V2 2u V2 1
1(—1,1)_/ du:2/ <1——> du =22 —In(1+V2)).
0 u 0 u

+1 +1
Exercice 3.15

Centrale MP 2007

dt.

+1?
Indication de la rédaction : on pourra commencer par écrire de facon plus simple

V3 2t
Calculer I = / Arcsin 1
0

2t
la fonction ¢t — f(t) = Arcsin .
F 1+122
On peut simplifier la fonction f de plusieurs manieres. En voici une utilisant les

formules de trigonométrie (bien entendu, on aurait pu calculer la dérivée, voir notre
livre d’ Analyse de premiere année exercice 14.9 page 280).
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Soit t € [0, +oo [, puisque la fonction tangente est une bijection de [0, 77/2[ sur
[0, +oo[, il existe u € [0, 7/2[ unique tel que r = tanu. On a alors

2t
1+1¢2

=sin2u, et f(t)= Arcsin(sin(2u)).

Sachant que pour tout x de [ —7/2, 7 /2], on a Arcsin(sinx) = x, il y a alors deux
cas possibles.
eSit € [0,1],alorsu € [0, w/4],donc2u € [0, 7/2],d on

f(t) = Arcsin(sin(2u)) = 2u = 2 Arctant .
eSit € [1, +co[,alorsu € [7/4, w/2[,donc2u € [7/2, w[ etm—2u €]0, 7/2],
d’ou f(¢t) = Arcsin (sin(7w — 2u)) = m — 2u = 7 — 2 Arctant.
On a alors

1 V3
I = 2/ Arctantdt+/ (m — 2 Arctant) dt
0 1

1 V3
= 2 </ Arctant dt —/ Arctantdt) + 7T(\/§ —1).
0 1

En intégrant par parties, on trouve que la primitive de Arctan¢ s’annulant en 0

1 In2
est la fonction G : t — tArctant — Eln(l +1%).0na G(l) = % — HT et

G(\/g)zx/gg—IHZ,doncI:WT3.

Centrale MP 2006

/4
. cost
Calculer I’intégrale I = / — 5 dr.
0 cosPr+sin’t

En divisant par cos’ ¢ le dénominateur et le numérateur de la fonction intégrée, on

/4 1
obtient [ = / % dt , et on effectue le changement de variable x = tan¢
0 + tan

qui est une bijection de [0, /4] sur [0, 1]. De plus dx = dz‘/cos2 t, donc

1:/1 dx
0 .x3+1

Pour trouver une primitive F de x +— 1/ (x*+ 1) on va décomposer cette fraction
rationnelle en éléments simples.

Les racines de P(x) = x>+ 1 sont —1, —7, —j2, et si @ désigne une de ces racines,

est

le coefficient de 1/(x — a) dans la décomposition en éléments simples de )
X
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3.3 Exercices d’approfondissement a

1 1 1 1
= —.0Onaalors —— = - + + , et en
P'(a) 3a? x3+1 3 <x+1 J2(x +j) j(x+j2))
regroupant les deux derniers termes, compte tenu du fait que j + j2 = —1, on trouve

L1 1 —x42
3+l 3 \x+1 x2—x+1)"

ce que I’on peut encore écrire, en faisant apparaitre la dérivée de x> — x + 1,

1 _1 1 1 2x—1 +3 1
3+l 3 \x+1 2x2—x+1 2x2—x+1/ "~

Enfin, puisqu’une primitive de ,lorsque a # 0 et A = b> — 4ac < Oest

ax?+bx +c
2 Arctan 2ax +b , on obtient, pour -1,
— e — ur x >
NV N P
1 1 1 2x — 1
F(x In(x + 1) — = In(x> —x+1)>+—Arctan7.
= < e V3 V3
In2 1 1 1 —1
Alors 1 =F()— F0) = s + — Arctan — — — Arctan

3V3 V3 V3 V3’

ce qui donne finalement

In2 2
I:n—+—Arctan

1
= +
3 /3 V3 3 9
Exercice 3.17

Mines - Ponts MP, Centrale MP 2006

n2 #V3

n—1
k
1) Soit n € N*. Montrer que X — 1= (X - D] (x2 C2Xcos 7 4 1) ‘
n
k=1

2) Soit un réel @ # +1; déduire de 1) la valeur de / ln(a2 —2acost+1)dt.
0

1) Les racines du polyndme X2 — 1 sont les nombres comlexes ¢*™/" on
2n—1

0 < k < 2n— 1, et I'on a la factorisation X*' — 1 = H(X — ¢/k7/my En

isolant dans ce produit les facteurs (X — 1) et (X + 1) corresponci’:mt respectivement a
2n—1

k = 0etk = n, onpeut écrire X*'—1 = (X>—1) H(X e*mimy H (X —etkm/my .
k=n+1

Mais en faisant le changement d’indice p = 2n — k dans le second produit, on a
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2n—1 n—1
H (X — e*m/my = H(X — e~P7/") et donc
p=1

k=n+1

n—1
X _1 = (X2 —1) H(X o eikﬂ'/n)(X o e—ikar/n)
k=1

n—1

ki
= (X*-1 X?—2Xcos—+1].
( )H< cosn+)

k=1
3) On remarque que pour tout ¢ € [0, 7 ], le produit
(a — e a—e ™) =a*—2acost + 1

ne s’annule pas si @« € R{£1}. La fonction 7 — In (a2 —2acost + 1) est donc
continue sur [0, 77 ]. Pour n > 0, posons

n—1 n—1
T kar T kar
S, = 72 1 2.2 —+1)==1 2.2 e |
n n(a o COS n ) n n(H<a & COS n >>

k=1 k=1
771 a® — 1
= — 1n _—
n a?—1

o
La suite de sommes de Riemann (S,,),>1 converge vers / In (a2 —2acost + 1) dt.
0

a? — 1

at—1 n—o 1—a

Si |a| < 1, alors 5> donc (S,),>1 converge vers 0.

1 — a,—2n

ﬁ) + 27 In |a|, donc la

. T
Si |a| > 1, en mettant en facteur a®, S, = —1In <
n

suite (S,),>1 converge vers 27 In |« .

Finalement

o .
/ ln(t2—2acost+1) dt:{ 0 sia| <1
0

27 In|a| si|a| >1
Exercice 3.18

Inégalité de Jensen Mines - Ponts MP 2006
Soient (a,b) € R* tel que a < b et f € €°([a, b],R). Soit ¢ € €°(R,R).

1 f? 1
Montrer que si ¢ est convexe, alors ¢ (ﬁ / f®)d t) < Py / o(f())dt.
a a

C’est un exercice classique qui « relie » les inégalités de convexité et les sommes de
Riemann.
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3.3 Exercices d’approfondissement a

Soit n € N* et soit (A1,...,A,) € [0, 1]" tel que Z)\k = 1. En vertu de la
k=1
convexité de ¢, on a, pour tout (xi,...,x,) € R" I'inégalité

@ (Z )\kxk> <Y () .
k=1 k=1
En appliquant cette inégalité avec x, = f(a + k(b — a)/n) et Ay = 1/n, on obtient
1 < b—a 1 < b—a
1 — k <= k :
alors go(n kz_;f<a+ " >> nkz_;goof<a+ - )
Comme f est continue sur [a, b],ona
1 & b—a 1 b
lim — +k = t)dt
n—l>I-Eloo n kz::l f (a n > b —a L f( ) )
on en déduit, en vertu de la continuité de ¢
1 & b—a 1 b
li - +k = —_— t)de | .
n;gaooso(nk;f(a . )) ¢<b_a/af() )
Par ailleurs ¢ o f est continue sur [a, b ], et on a aussi
.1 ¢ b—a 1
nglzloo;;goof<a+k ;. )—b_a/agoof(t)dt.

On obtient alors, par conservation des inégalités par passage a la limite

1 b 1 b
¢<b—/ f(l)dl) <—/ o(f())dt.
—a Jg b—a J,
Exercice 3.19

Mines - Ponts MP 2007 K
Soit (a,b) € R? avec a < b et soit f : la, b] — R convexe et dérivable.

Montrer b
f<a+b> S bia / f(t)yde < f@+fb)

2 2

Voici une démonstration géométrique.
1 b + f(b
e Montrons / f)dt < M .
b—a J, 2
Comme f estconvexe sur [a, b],lacourbe représentative de f est située en dessous
de la sécante joignant les points (a, f(a) et (b, f(b)). Donc, pour x € [a, b],on a
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fb) — f(a)
b—a

b b
/f(r)dr</ (f(bt)%j(a)(b—ahf(a)) dt = - o) [OTI@.

+b 1 b
e Montrons que f a < / f@)dr.

2 b—a J,
Comme f est convexe, sa courbe représentative est située au-dessus de sa tangente
au point d’abscisse (a +b)/2. En posant A = f'((a +b)/2), on obtient que, pour tout

b b
x € [a,b], fX)=A <x — %) + f (a;— > . En intégrant, on obtient

b b
/af(t)dt>/a (A<x—“;’b>+f<a;b>> dz:(b—a)f<a;b>.

En divisant par b — a, on en déduit I’encadrement voulu.

(x —a)+ f(a).En intégrant, on obtient

J(x) <

Remarque

L’hypothése « f dérivable » n’est en fait pas nécessaire. car la convexité de la
fonction implique qu’elle est dérivable a gauche et a droite en tout point, et que
la courbe représentative de f est située au-dessus de la droite passant par le point
d’abscisse (a + b)/2 et de coefficient directeur A = f;((a + b)/2) par exemple.

Exercice 3.20

Polytechnique MP 2007
Soita €10, +oo | etsoit f € %1([0, a],R)telle que f(0) =0.

a 1
Etablir I'inégalité¢ (1) / | F) f(x)|dx < %/ | /() dx .
0 0
Etudier le cas d’égalité.
Comme f est de classe €' sur [0,a] et f(0O) =0,0ona f(x) = / f(t)dt. En
0

X
outre, la fonction F définie sur [0, a] par F(x) = / | f/(1)| dt est dérivable sur
0

[0,a] et F'(x) = |f'(x)|. Ainsi, on a pour tout x € [0, a]

|f)f'(x0)] =

<1F0) /0 F(0]di = FGF'(x).

X
[ / fl@at
0
En intégrant ’inégalité précédente sur [0, a ], on obtient

a a s
/ [fe)f'0)] dx < / FeoF' (o dx = & (;’))
0 0
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3.3 Exercices d’approfondissement a

a 1 a 2

soit / | f)f'(x)|dx < 3 (/ \f’(x)|dx> . En appliquant I’inégalité de
0 0

Cauchy-Schwartz, on obtient

a 2 a a a
</ |f’(x)ydx> g/ 1%1;/ |f’(t)]2dt:a/ |f/(0)) dt
0 0 0 0

ce qui donne (1).
Si I’inégalité (1) se réduit a une égalité, on a alors

a 2 a
(/0 1.\f’(x)ydx) :a/o | f(0))? dt.

Les fonctions | f’| et 1 sont donc proportionnelles et, puisque f” est continue, elle est
constante. De f(0) = 0, on déduit alors que f est de la forme x — Ax.
Réciproquement, toute fonction de la forme x — Ax vérifie bien

a 1
/ | f)f'(x)]dx = %/ | f'(x)|*dx.
0 0

Il y a donc égalité pour (1) si et seulement si f est linéaire.

Exercice 3.21

Polytechnique MP 2006 KK
Soient f et g des fonctions continues et strictement positives sur [0, 1]. Pour
n € N, on pose I, = /1 fg'@®)dt.etM = sup gx).
0 x€1[0,1]
1) Montrer que la suite (7 /n )n>1 converge et a pour limite M.
2) Pour tout n € N on pose u, = I41/1, .

2.a Montrer que la suite (u,),>0 est croissante. (On pourra appliquer I’inégalité
de Cauchy-Schwarz).

2.b En déduire que (u,),>0 converge.

2.c Retrouver le résultat du 1).

1) La fonction g étant continue sur [0, 1], la borne supérieure M de g sur [0, 1]
est atteinte. Il existe c € [0, 1] tel que g(c) = M.

Soit & > 0. Il existe un segment [a, b] inclus dans [0, 1] tel que, pour tout
t € [a,b],onait M —e/2 < g(x) < M. On a alors pour tout entier naturel n

n b ! !
(M — E) / f(x)dx < / f)g"(x)dx < M" / f)dx.
2 a 0 0
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b 1/n 1
On en déduit (M - g) (/ f(x)dx) IV <M (/ f(x)dx)
a 0

1/n

b

Par ailleurs lim (M — E) (/ f(x)dx) =M — g et
n—+00 2 a 2

1/n

1

lim M (/ f(x) dx) = M, donc il existe ny € N tel que, pour tout n > ny,
0

1/n

n—+00

onait M —e < I'/" < M +&. Autrement dit lim u!/" = M.

n—+oo

2.a Soit n € N*. En appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctions
\/?g("”)/2 et ﬁg(”_l)/z, dont le produit vaut fg", on obtient

1 2 1 1
( /0 f(t)g”(t)dt> < ( /0 f(t)g””(t)dt> X < /0 f(t)g”‘(t)dt> ,

c’est-a-dire (1,)*> < Ly 11 , et on en déduit que u,,_; < u,.

2.b La fonction g étant continue et strictement positive sur [0, 1], pour tout
x € [0,1],onag(x) < M,donc f(x)g"(x) < Mf(x)g"(x) . Alors en intégrant,
on obtient [,,,; < M1, etdoncu, < M.

La suite (u,),>0 est croissante et majorée, donc elle converge. Notons ¢ sa limite.
2.c) Montrons que les suites (Inl/"),,>1 et (Iy+1/1,),>1 ont la méme limite.

La suite (u,),>0 est croissante et converge vers £. Soit ¢ > 0. Il existe N tel que
Iiv1

k > N implique ¢ — g < < (. En faisant le produit de ces inégalités pour

k

. . & n—N
N <k <n-—1,onendéduitque,sin > N,ona Iy (E— 5) <L, < Iy

8>(n7N)/n

1/n 1/n y(n—N)/n
5 <In/ <1y pn=N)/n

Donc [ 11,/ " (E

n—+oo n—+oo

(n—N)/n
Par ailleurs lim 111,/" (6 — g) =/{— g et lim 111,/" (=N/m — ¢ donc il

existe ng € N tel que, pour tout n > ng, on ait £ — & < Inl/” < £+ &, ce qui montre
que la suite (In1 / ")n>1 converge aussi vers £. On en conclut que £ = M.

Polytechnique MP 2006 K

I
Pour tout f € €'([0, 1],R), on pose (I)(f):/ | f/(t) — f(2)|dt . Soit
0

F={fe®"([0,1],R)| f(O)=0et f(1)=1}.
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3.3 Exercices d’approfondissement a

Le but de cet exercice est de démontrer que ® est minorée sur F et de calculer

inf O(f).

fer

1) Soit f € F. Etablir que pour tout f € F,ona l/e < ®(f).

2) Exhiber une suite de fonctions (f,),>; telleque lim =1/e.
n—+0o0o

1) Soit f € F; la fonction g, définie sur [0, 1] par g(r) = e~ f(t), est de classe
@' sur [0, 1] etlona g'(t) = e~'(f'(1) — f(1), dou | f'(t) — F(O)] = €'|g'(0)].
En introduisant ’ensemble G = {g € €'([0, 1],R)|g(0) =0etg(l)=1/e},la
fonction f appartient & F si et seulement g appartienta G.

1
On a alors ®(f) = / e'|g'(t)| dt . Mais en minorant ¢’ par 1, on obtient
0

1 1 1
/O PO /O ()] dr > /0 g di = g(1) — g(0) = 1/e.

Conclusion : 1’application ® est minorée sur I’ensemble F, eton a }an d(f)=1/e.
€

2) Pour pouvoir effectuer facilement les calculs d’intégrales, choisissons une suite de
fonctions (g,),>1 construites avec ¢ — e, Pour qu’elle satisfasse les conditions

1 1 _ —nt
en O et en 1, prenons la fonction définie sur [0, 1] par g,(t) = — 176_ . C’est
el —e™"
o , 1 ne ™ , .
un élément de G, etona g,(t) = — 1 — , donc g, > 0. On obtient
el —e™"

1 1 —(n—1
1 1 | — =01
/ ¢lgl )] di = = —" / enbigp 1 _n R
0 0

el —e el —e™m n—1

Alors, pour la suite de fonctions f, de F définies par f,(t) = g,(t)e’, on aura
lim ®(f,) = 1/eetil en résulte que }an d(f)=1/e.
n—+o0o e

Exercice 3.23 KK

Soit (a,b) € R? tel que a < betsoit f : [a, b] — R continue strictement
1/p

1 b
positive. On pose S;(p) = b—/ f@)F dt , et on désigne par M
—a /,
(resp. m ¢ ) le maximum (resp. minimum) de f sur [a, b].
1) Montrer que lim S;(p) = M.
p—+00

2) Montrer que lim Sy(p) =my.
p——00

1 b
3) Montrer que lim S¢(p) = exp (—/ In f(t)dt) .
p—0 b a J,
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1) Supposons p > 0. Puisque f est continue elle posseéde bien un maximum sur
le segment [a, b]. Ce maximum est atteint en un point xo de [a, b]. Pour tout

b
t € [a,b] onaalors f(1)7 < M}, donc / f®)Pdt < (b — a)M} et finalement
a

Sr(p) < M.
Soit ¢ > 0. Comme f est continue en xo, il existe &« > O tel que x € [a, b] et
|x — x0| < @ implique My — f(x) < &/2.

Alors, en posant [a, B8] = [a, b] N [xp — a, xo+a],ona

e\? .
5) , et par conséquent

Sy(p) > (%)W (m,-2) .

. € .
Quand p tend vers +00, le membre de droite tend vers M — > donc il existe py tel

b B
/ f@)Pdr 2/ f®Pdt = (B — @) (Mf -

que p > po implique S;(p) > M; —e.Onadonc |S, — My | < &, et on en déduit
que lim Sg(p)=M;.
p——00

2) La fonction 1/ f est encore continue et strictement positive sur [a, b] et pour

tout p non nul, on a larelation S;(p) = —+——.
S1/7(=p)

Alors d’apres ce qui précede
1 B 1 B
hmpﬂfoo Sl/f(_p) SUP;g[a,b](l/f)(f)

lim S;(p) = my.
p——o0

3)Sip#0,0ona f(t)? = e/ Puisque la fonction f est continue et strictement
positive sur [a, b], la fonction ¢t — In f(¢) est bornée. Il existe une constante K
telle que, pour tout # € [a, b], onait |In f(¢)| < K. Alors si |p| < 1, on aura donc
également |pIn f(r)| < K .

Par la formule de Taylor avec reste intégral appliquée a la fonction exponentielle,
X

on obtient ¢ = 1+ x +/ (x — u)e"du, et donc six € [—K, K], ona
0

2

e — 1 —x| <X > - On en déduit, pour tout ¢t € [a,b] etp € [—1,1],1a
ek 5 »_ KX,
majoration |f(#)? — 1 — pln f(#)| < 5P (In f(2))” < — P
On peut alors intégrer et on obtient
b b 2 K
/ f@Pdr — (b —a)— p/ Inf()dt | <= —(b—ap’.
a a
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b b
Ce qui s’écrit encore / f@)Pdt = (b —a)+ p/ In f(t)dt + O(pz) , et donc

1/p

b
Si(p) = (1 + P / In f(1)dt + 0(p2)>

1 b
Posons A = b—/ In f(t)dt. On a alors

1 1
S¢(p) = exp (; In(1+ pA + 0<p2>>> = exp (;(pA + 0<p2>>> = MO,
Conclusion :

1 b
lorsque p tend vers 0, alors S¢(p) tend vers et = exp (b— / In f (t)dt) .
—a ),



Séries numériques

4.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D'ASSIMILATION

4.1.1 Généralités

@ (e qu'il faut savoir

Si la série de terme général u,, converge, alors la suite (u,,) converge vers 0. Ainsi,
une série dont le terme général ne converge pas vers 0 est divergente. On dit dans
ce cas que la série diverge grossiérement.

Série géométrique Soit 7 € C. La série de terme général 7" converge si et seule-

+0o0
. 1
ment si |z| < 1, et dans ce cas E "= .
-z

n=0
Exercice 4.1
Divergence grossiére

. - 1
Quelle est la nature de la série de terme général u,, = ——— ?
24+sinn%

4

Pour tout n € N on a us, = 1/2. La suite (u4,),>0 ne converge pas vers 0, donc la
suite (u,),>0 ne converge pas vers 0. Il en résulte que la série de terme général u,

diverge.

Exercice 4.2

Série divergente dont le terme général tend vers 0

n
1
On note S, = Z . Montrer que S,, — S, > 1/2 et en déduire que la série de
k=1
terme général 1 /n diverge.

2n 1 2n 1 1
* —_ _ - = __
Pourtoutn € N*ona $,, — S, = Z r > Z =
k=n+1 k=n+1
La suite (S,),> est une suite croissante, puisque, pour tout n € N*, on a
Spe1 — Sw = 1/(n + 1) > 0. Elle admet donc une limite. Si cette limite était
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finie alors la suite (Sp, — S,) convergerait vers 0, ce qui n’est pas possible puisque,
pour tout entiern > l,ona S, — S, > 1/2.

Donc la suite (S,,) admet +co pour limite et la série de terme général 1/n diverge.

4.1.2 Exemples de sommation de séries

Les résultats concernant les séries géométriques (ex. 4.3) et télescopiques (ex. 4.4)
sont a connaitre parfaitement.

Exercice 4.3

Série géométrique
+00

Calculer Z u, ollu, =e *"chn.
n=0

1 -3

1 _ _ . . . . -
Ona u, = 3 (e™" +e3") et, puisque les séries géométriques de raison e ! et e

convergent, on obtient

. 1 (< . 1 1 1
—1\n —3\n

Z”"‘2<Z(6 YD e )>_2<1—e—1+1—e—3>‘

n=0 n=0 n=0

Exercice 4.4

Série télescopique
Soit (v, )n>n, une suite numérique. Pour n > ny, on pose u,, = v, —v,41. Montrer
que la série de terme général u, converge si et seulement si la suite (v,)n>n,

+00
converge, et que dans ce cas Z Up = Uy, — lim v,.
n—+0oo
n=ng
Application : CCP PC 2006
1 2 1

Pour toutn > 2 on pose u, =

—— =t .
vVn—1 Vn Vn+l1
+00

Montrer que la série de terme général u,, converge et calculer g Uy, .
n=2

n
Pour n > nyg, on calcule la somme partielle S, = Z(vk — Ui41) . Cette somme
k=nyg
vaut S, = v,, — V41 et la suite (S,),>n, a une limite finie si et seulement si la suite

+00

(Vn)n>n, a une limite finie. Alors E u, = nEr-Poo Sy = Uy, — HEIPW Uy
n=ngm
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Application
1

vn—1 \/_

obtient une série télescopique. Celle-ci converge puisque la suite (a,) converge vers

0,et1’ona2un:a2:1—l/\/§.
=2

Pour n > 2, on pose a, = On a alors u, = a, — a,.1, et on

On peut également faire les calculs en effectuant des changements d’indice de som-
mation. La maitrise de ces manipulations sera utile dans 1’étude des séries entieres.

ENSEA PC 2006

1) Vérifier que, pour tout n € N*, on a

1 1 1 .\ 1
nn+Dn+2) 2n n+l 2m+2)

n

1
. Soit S, = 1
nnsDmey Dot S ;”" a

somme partielle de rang n de la série de terme général u,. Montrer que

gL, 1/ 1
"42n+2n+1'

3) En déduire que la série de terme général u,, converge et calculer sa somme

S:Zun.
n=1

2) Pour n > 1 on pose u,

1) La relation se vérifie facilement en réduisant au méme dénominateur, ou en
décomposant la fraction rationnelle en éléments simples.

2) On a alors Sn:Z Z__ZP‘H _Z,H_z

p=1 p=l
En effectuant le changement d’indice p — p+1 dans la premi¢ére somme du membre
de droite et p — p — 1 dans la troisieme, on obtient

n—1 n+l

. 1
Zup: Zp+l_zp+1 _z::zm

p=1
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D’ou, en faisant apparaitre, si n > 3, la partie commune aux trois sommes,

n—1 n—1

1 1 1
S, == 1+1+Z— — l+ —+ !
2 2 p+1 2 p+1 n+1
p=2 p=2

n—1

1 1 1 1
+ = + +
2 pz:zp+1 n+l n+2

+1 1+1
2 \n+1 n+2)’°

La somme se simplifie, et il reste

1 1 11
Si== (1+2)— (=
" 2( +2> <2+n+1>

dot S 1 N 1 1 1
0 L= -+ = — .
" 472 \n+2 n+d
3) Lorsque n tend vers I’infini, la suite (S,),> converge vers 1 /4, donc la série de
+0o0
1

terme général u, converge et E Uy = —.

4

Séparation des termes de rang pair et de rang impair

Montrer que si la série de terme général a,, et la série de terme général ay,
convergent alors la série de terme général a, converge et que dans ce cas

+00 +00 +00
g ay = g axp, + g Aop+l -
n=0 n=0 n=0

+00

Application : calculer 2(3 + (=DM
n=0

n=1

Soit S, la somme partielle de rang n de la série de terme général a,,. Pour toutn € N,
on a

2n+1

2n n n—1 n n
Son = E ap = E azp + E Ap+1 et Sopp1 = E a, = E arp + E A2p+1 -
p=0 p=0 p=0 p=0 p=0 p=0

Siles deux séries convergent, alors les suites (S2,),>0 €t (S2,+1)n>0 convergent toutes
+0o0 +0o0

les deux vers la méme limite E ar, + g asy+1, donc la suite (S,),>0 converge vers

n=0 n=0
la limite commune. On en déduit que

+00 +0o0 +00
E a, = E azy, + E Aopyl -
n=0 n=0 n=0
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Application : lorsque a, = 3+ (—1)")™", ona as, = 4" et arpe; = 272"~ 1. Ainsi
obtient-on deux séries géométriques. D’ou

+00 +00

1 16 1 1 2
Zazn:l_L:E et Za2n+1:§1_ :g
n=0 16 n=0

IS

+00

16 2 26

Conclusion : Zan = —+-=—.
e 15 3 15

4.1.3 Séries a termes positifs

Lorsque (4,),>n, €st une suite positive, la suite (S,),>,, des sommes partielles

est croissante, et la série de terme général u,, converge si et seulement si la suite
+00

(Sn)n>n, est majorée. Dans ce cas, pour tout entier n > ng, ona S, < E Uy .
k:no
Criteres de comparaison

e Soient (u,) et (v,) deux suites telles que, a partir d’un certainrang 0 < u, < v, ;

— si la série de terme général v, converge, alors la série de terme général u,
converge,

— sila série de terme général u,, diverge, alors la série de terme général v, diverge.

e Soient (u,) et (v,) deux suites telles que u, ~ v, et v, soit de signe constant

n—+oo

a partir d’un certain rang. La série de terme général u,, et la série de terme général
v, sont de méme nature.

¢ Soient (u,) et (v,) deux suites telles que u,, = O(v,) et u, et v, soient de signe
constant a partir d’un certain rang. Si la série de terme général v, converge, alors
la série de terme général u,, converge.

Séries de référence

o La série géométrique.

e Les séries de Riemann : 1a série de terme général 1/n“ converge si et seulement
sia > 1.

On donne le nom de série harmonique 2 la série de Riemann de terme général
1/n. La série harmonique diverge.

Reégle de d’Alembert

Soit (u,) une suite de nombres strictement positifs. On suppose que la suite
(t4n+1/u,) possede une limite ¢ finie ou non.

— 510 < ¢ < 1 alors la série de terme général u,, converge,

— si ¢ > 1 alors la série de terme général u,, diverge.
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Remarque

Lorsque ¢/ = 1 on ne peut pas conclure par cette régle (comme le montre
I’exemple des séries de Riemann).

Comparaison aux séries géométriques
Etudier la nature des séries de terme général u,, suivantes :

5" —3n 11\"

1 =—— 3 Du,=(=+—]) .
Vin = gE D <2 2n>

1) On obtient un équivalent de u, en écrivant, pour n € N, u, = —

5 n
On en déduit que u, ~ <§> puisque les suites ((3/5)") et (n*/3") convergent

n—+oo
vers 0.
Or la série de terme général (5/3)" est une série géométrique positive de raison
5/3 ¢]1—1, 1[. Elle diverge donc. Il en résulte que la série de terme général u,
diverge aussi.

" \" " 1
2)Pourn € N*,ona u, = | = I+—) == exp|lnIn{1+—])]|,
2 n 2 n

et en utilisant le développement limité au voisinage de 0 de u — In(1 +u), on obtient

" 1 1 L+o(l) "
1+—) =exp|n|—+o|— =e ~ e,donc u, ~ e|= .
n n n n—+00 n—+00 2

Or la série de terme général e(1/2)" est une série géométrique positive de raison
1/2 €]1—1, 1[. Elle converge donc. Il en résulte que la série de terme général u,
converge aussi.

Comparaison aux séries de Riemann. CCP PC 2005
Arctan(n?®)

na
Selon que « est positif, négatif ou nul, trouver un équivalent simple de u,, puis
étudier la nature de la série de terme général u,,.

Pourn € N*, et @ € R, on pose u,, =

On peut étre tenté de majorer Arctan(n®) par /2, mais cela ne permet de conclure
par comparaison a la série de Riemann de terme général 1/n® que si @ > 1. On va

étudier les autres cas au moyen des équivalents.
2(1) ~ z

—Sia > 0, alors la suite (nz"‘)n>1 admet +oo comme limite, et, Arctan(n A
n—+oo
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T 1 . .. . L. .
donc u, ~ 3 e et I’on obtient une série de Riemann. La série de terme général
n—+00 n

u, converge si et seulement si & > 1.
—Sia =0, alors u, = Arctan 1 = 77 /4 et la suite (u,,) ne converge pas vers 0. Donc
la série de terme général u,, diverge grossiérement

—Si a < 0, alors la suite (n2“)n>1 converge vers 0. On peut donc utiliser I’équivalent

2a
n 1 ) ..
Arctanu ~ wu,etdonc u, ~ —— = —— et ’on obtient une série de
u—0 n—+oo n« n—o

Riemann. Alors, la série de terme général u, converge si et seulement si —a > 1,
c’est-a-dire o < —1.

Comparaison aux séries de Riemann

. z 7z 2z n
Etudier la nature de la série de terme général u,, = ¢ 1 1
n

Lorsque n € N*, on peut écrire

1 —1/n 1 —1/n 1 1
un:<"+ ) —1=<1+—> —lzexp<——ln(1+—)>—l.
n n n n

En utilisant le développement limité de u — In(1 + «) au voisinage de 0, on obtient

e (o)) e (e (1)

Alors, en utilisant le développement limité de u — ¢" au voisinage de 0, on en déduit

(oL, (1] X 1
U, — n2 o n2 AT n2.

Or1/ n? est le terme général d’une série de Riemann convergente. Il en résulte que
la série de terme général u,, converge aussi.

Exercice 4.10

Comparaison aux séries de Riemann

Etudier la nature de la série de terme général u, = av® (a > 0).

Lorsque a > 1, la suite (u,),>1 ne converge pas vers 0 et la série de terme général
u, diverge grossierement.

Lorsque 0 < a < 1, la suite (nzu,,)n>1 = (nzaﬁ)n>1 converge vers 0 (produit d’une
exponentielle et d’une puissance). Donc a partir d’un certain rang, on a n’u, < 1,

. 1 . .. L
d’ou I’on déduit 0 < u, < — , et puisque la série de terme général 1/ n® est une
n
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série de Riemann convergente, il en résulte que la série de terme général u,, converge
également.

Remarque
On retiendra que pour comparer a une série de Riemann, il peut étre utile de cher-
cher la limite de suites de la forme (n%u,,), (voir également 4.15).

Exercice 4.11

Comparaison aux séries de Riemann Centrale PC 2006
Nature de la série de terme général v, = Arccos(l — 1/n%) (a > 0).

Indication de la rédaction : utiliser un développement limité de cos v,,.

La suite (v,),>1 est une suite positive qui converge vers O etonacosv, = 1 —1/n,

donc, en utilisant un développement limité au voisinage de O de la fonction
2

v L
u — cosu,ona — = 1 —cosv, = 2 +o(v?). On en déduit v> ~ 2/n“
n“ 2 n—+o00

doncv, ~ V2 / n/? , et la série de terme général v, converge si et seulement si
n—+o0o

a/2 > 1c’est-a-direa > 2.

Exercice 4.12

TPE MP 2006
N

n+1’

Soit (1,),>0 une suite positive. On pose v, =

1) Montrer que si g u, converge, alors E v, converge.

2) Montrer que la réciproque est fausse.

1
1) En utilisant I’inégalité a-b < 5 (a* + b*), valable pour tout couple (a, b) € R?,
1 1
on obtient, pour tout n € N les inégalités 0 < v, < 3 (un + m) .
Comme les séries de termes généraux u, et 1/(n + 1)* convergent, la série de

terme général 2 <un + (_'_1)2> converge et par suite la série de terme général v,
n

converge.

2)Sin € N, prenons u,, = 1/(n+1). La série de terme général u,, diverge. Par contre

v, ~ 1/ n/? et la série de terme général v, converge.
n—+oo
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Remarque
On pourrait aussi utiliser ’inégalité de Cauchy-Schwarz pour majorer les sommes
partielles de la série.

. . e .. n\"
L’exercice suivant utilise la formule de Stirling : n! ~ (—) V2nm .

n—+oo e
Exercice 4.13

Régle de d’Alembert. CCP PC 2006

. 7. 7z 7z n .
Etudier la nature de la série de terme général u,, = — a" (a > 0).
n

Upsr  (n+ Dla™n" no\" "
Pour toutn € N*,ona —— = —:a( ) =a |l+- .
Uy (n+ Drtlan n! n+1 n

Par un calcul de développement limité classique (voir ex. 4.7), on obtient que la
suite (Up+1/Un)p>1 CONVErge vers ae™ ", donc il résulte de la regle de d’Alembert
que la série de terme général u, converge si a/e < 1, donc si a < e, et diverge si
a/e > 1,donc sia > e. Lorsque a = e, on obtient en utilisant la formule de Stirling

n\" e" e o
U, ~ <—> V2nm — = V2nm et la série diverge grossicrement.
e n

n—+0oo

Comparaison a une intégrale
Soit f une fonction continue par morceaux décroissante et positive sur un inter-

valle de la forme [ A, +oo [ . Alors la série de terme général / f@®)ydt — f(n)
n—1

converge.

Il en résulte que les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) la série de terme général f(n) converge
n
ii) la série de terme général / f(t)dt converge
n—1
iii) la fonction f est intégrable sur [ A, +00 [

iv) une primitive ' de f sur [ A, +oo [ admet une limite finie en +oco.

Remarque
De nombreux exercices reposent sur la comparaison d’une série et d’une inté-
grale. Lorsqu’une fonction est décroissante sur [n —1,n], ou n € N*, on

pourra utiliser les inégalités f(n) < / f(x)dx < f(n—1), mais beaucoup
n—1

d’autres situations sont possibles.
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Exercice 4.14
Mines - Ponts PC 2005

n

Etudier la suite u,, = Ik In(Inn) .
k=2
La fonction f définie sur [2, +oo[ par f(x) = I , est continue décroissante
xInx
positive et la série de terme général f(n) — f(¢)dt converge. En calculant la

n—1
somme partielle S, de rang n de cette série, on obtient

n

k
5= (f(k) -/ f(t)dt>

k=3

S K - ) - /2 f(oydr
k=2

— Zf(k)—f(Z)—lnlnn+lnln2.
k=2

n
Comme la suite (S,),>3 converge, on en déduit que la suite (Z f(k) —Inln n>
k=2 n>3

=

converge également.

Exercice 4.15

Séries de Bertrand

Etudier la série de terme général u,, = (a, B € R) en comparant a une

n%(Inn)k
série de Riemann lorsque « # 1 et a une intégrale lorsque @ = 1.
Application : étudier les séries de termes généraux v,, = Il puisw, =nr —1.
nn!

1
a =1 Lafonction définie sur [2, +oo[ par f(x) = ——— est dérivable et ’on
X

(In x)P

Inx + .
B . Donc f' est négative sur [e*B, +oo[N[2, +oo] et

~ x2(Inx)B+!
f est une fonction décroissante positive sur un intervalle de la forme [ A, +oo[. On
obtient facilement une primitive F de f :

Inx)'=# .
F(x)= % siB#1 et Fx)=In(lnx)sif=1.
Donc on constate que F possede une limite finie en +oo si et seulement si 8 > 1,
et le critere de comparaison a une intégrale montre que la série de terme général

1/(n(In n)?) converge si et seulement si 8 > 1.

obtient f'(x) =
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1 1l
<1 Sin> 2 onéerit ooy = (Ilnn)ﬁ,et lim n'=*/(nn) = +oo.
l—a

1
> _— > - érie di
(n )B > 1, et nanmf = n La série diverge par

comparaison a la série harmonique.

Donc, pour n assez grand

1 1 1
> 1 Soita’telquea > &’ > 1.Sin > 2,onécrit ———— = — ———
“ alequea ~a " n®(Inn)  n® ne=<(Inn)#
Mais lim n“ /(lnn)ﬁ = +00. Donc, pour n assez grand ———— < 1, et
n—+00 ne—«a (lnn)rB
1

1 . . . .
——— < — . La série converge par comparaison a une série de Riemann.
ne(lnn)f =~ n®

Remarque
Ces résultats sont utilisés dans beaucoup d’exercices d’oraux. Nous vous
conseillons vivement de savoir les redémontrer.

Application : En majorant chaque terme du produitn! =1 X 2 X --- X n par n, on
1
ninn’
Comme la série de terme général 1/(nlnn) est une série de Bertrand divergente

(¢ = B = 1), il en résulte que la série de terme général v, diverge.

La suite ((In n)2 /n) converge vers 0. Comme on a I’équivalent " — 1 ™ u,ona
u—

a, pour n > 1, I'inégalité n! < n", et donc Inn! < nlnn. Finalement v, >

2

(nn)’/n _ 1 ~ (Inn)
n—+o0o n

(a =1, 8 = —2), il en résulte que la série de terme général w, diverge.

donc w, =e . On obtient une série de Bertrand divergente

Lorsque u#,, ~ wv,,etlorsque v, estde signe constant a partir d’un certain rang,
n—+o0

la série de terme général u,, et la série de terme général v, sont de méme nature.
Dans ce cas :

+00 +00
o si les séries convergent, alors E u, ~ E v,

n—+o0o

p=n p=n

n n
e si les séries divergent, alors g u, -~ E V.

n—+0o0o
p=ng p=no

Exercice 4.16

n+l1
1) Montrer que n~% ~ / t—%dt .
n

n—+oo
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n l—a

| .
2) Montrer que Z — o~ —a sta<l
ka n—+00o 3
P Inn sia=1
+00 1 nlfa
) Lorsque @ > L montrerque 3 4o 2oy
=n+

"1
4) Montrer qu’il existe un nombre y tel que Z = Inn+vy+o(l).
k=1

1) Soit f la fonction définie sur 10, +oo[ par f(x) = x~*. Lorsque @« > 0 la
fonction f est décroissante, et on a, pourn > 1,

n+l —a n+l
f(n+1)</ f(tdt < f(n) etdonc ("ni> <n_“/ f(nydr < 1.

n+l
Il résulte alors du théoreme d’encadrement, que la suite | n™¢ / f(t)dt
n

n+l1
converge vers 1, etdoncque n™% ~ / x"%dx.
n—+oo n

Lorsque a < 0, la fonction f est croissante, les inégalités sont inversées, mais la
conclusion subsiste.

n+l
2) Pour @ < 1, les séries de termes généraux n~ ¢ et / t~“dt divergent. On a
n

donc I’équivalence des suites des sommes partielles, ce qui donne,
epour a < 1,

n n

k+1 n+1 l—a l—a
n+1 —1 n
E n~% ~ E 1%t = =%t = # ~ .
n—+00 k 1 l—«a n—+oo 1 —
k=1 k=1

epour o =1,

n n k+1 n+l

E nl o~ E / t~'dt = / t7'dt =In(n+1) ~ Inn.
n—+oo k 1 n—+0o0

k=1 k=1

n+1
3) Pour @ > 1, les séries de termes généraux n~ % et / t~%dt convergent. On a
n

donc I’équivalence des suites des restes, ce qui donne,

+00 +00 k+1 N
Z nmr o~ Z / t~%t = lim tdt
k=n+1 oo k=n+1 k N=#oo n+l
_ (n+ DT N (el n'—e
= lim = ~

N—+00 a—1 a—1 no+0oa—1"
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4) Puisque la fonction x — x ! est continue, décroissante et positive sur ]0, +oo [,
k

la série de terme général n~' — / t~'dt converge. Mais
k—1

zn: <k‘1—/k ﬂdr) :zn:k_l—l—lnn.
k k=1

k=2 -1

n
Alors, puisque la suite (S,,) converge, on en en déduit que la suite (Z | lnr>
k=1 n>1
"1
converge, et en notant vy sa limite, on a Z = Inn + vy + o(1). Le nombre vy est
k=1
appelé la constante d’Euler.

Remarque
Les résultats obtenus ci-dessus sont classiques et sont utilisés dans de nombreux
exercices d’oraux. Il vaut mieux savoir les redémontrer.

Exercice 4.17

Centrale MP 2006

+00
, 1
Equivalent, quand N — +o0, de Ry = _—
1 a N kzN: K+ Vi +1
=N+1
1 1 1 1
Ona = = ~ — .
K +vVe+1 k14 5+ kovoo K
1
La série de terme général —————— converge par comparaison a une série de Rie-
By k4 1 ComeTEC paTcomp
+00
mann, et ’on a alors Ry ~ Z — - On peut alors appliquer les résultats de
n—+0o0o
k=N+1
. . 1
I’exercice 4.16 pour n = 4, qui donne Ry N e 3ND

4.1.4 Séries a termes réels quelconques ou a termes complexes

e Soit (#,)n>n, une suite numérique. On dit que la série de terme général u,
converge absolument lorsque la série de terme général |u, | est convergente.

o Si la série de terme général u, converge absolument, alors elle converge. De

+o0 +00
S| <3l

n=nygy n=nygy

plus, en cas de convergence absolue,
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4.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation a

La série de terme général |u,| est une série a termes positifs et les résultats du
paragraphe précédent peuvent donc s’appliquer.

¢ Une série qui converge sans converger absolument, est dite semi-convergente.
Critere de Leibniz ou critére spécial des séries alternées

Soit (an)n>n, une suite décroissante qui converge vers 0. Alors la série alter-

+00
née de terme général (—1)"a, converge. De plus Z (—1)kak < dpyr, et

k=n+1

+00

Z (—1)*ay est du signe de (—1)"*!.
k=n+1
La série harmonique alternée de terme général (—1)" /n est I’exemple d’une série
qui converge d’apres le critere de Leibniz, mais qui ne converge pas absolument.

Attention : On ne peut pas utiliser les équivalents pour étudier des séries dont le
terme général n’est pas de signe constant a partir d’un certain rang. On privilé-
giera dans ce cas les développements asymptotiques. (Voir ex. 4.20).

Exercice 4.18

Etudier la convergence et la convergence absolue de la série de terme général

-n* .1
u, = sin —.
n n
1 .1 ) , . .
Pour toutn > 1,ona |u,| = —sin—. Puisque ’on a I’équivalent sin u ~ U, on
n n hs

en déduit que |u,| ~ 1/n*.Comme la série de Riemann de terme général 1/n>
n o0

—+
converge, il en résulte que la série de terme général |u, | converge, c’est-a-dire que la
série de terme général u, converge absolument. Donc elle converge.

Exercice 4.19

Etudier la convergence et la convergence absolue de la série de terme général

(="
e —
n —sinn
. (- 1 ‘.
La fonction f définie sur [ 1, +oo[ par f(x) = ————— est dérivable et admet
X —sinx
' cosx — 1 S .
comme dérivée f'(x) = ————— . La dérivée étant négative, il en résulte que f
(x — sinx)?
s , 1 1 1
est décroissante. D’autre part |u,| = - ——— ~ -

nl-— _512” n—+oco 1
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Alors, la série de terme général |u, | diverge par comparaison a la série harmonique.
Mais la suite (Ju,|),>1 est une suite décroissante qui converge vers 0. Donc la série
de terme général u,, converge d’apres le critere de Leibniz.

Exercice 4.20

Etudier si la série de terme général u,, = A converge.

Puisque la suite ((—1)" /+/n) converge vers 0, on peut utiliser le développement limité

D" 1 1
au voisinage de 0 de la fonction x — ¢*. On a donc u, = e, 1 +o0 (—) .

+
vnoo 2n n

La série de terme général (—1)" /y/n converge d’apres le critere de Leibniz. D’autre

n n) n—+oo 2n n
comparaison a la série harmonique. Il en résulte que la série de terme général u,
diverge, et ceci bien que u, ~ (—1)"/ V.

n—+oo

1 1 1 1 1
part o +0 () ~ — et la série de terme général o +0 <> diverge par
n

On a donc I’exemple de deux séries dont les termes généraux sont équivalents mais
qui ne sont pas de méme nature.

4.1.5 Séries doubles

Théoreme de Fubini pour les séries doubles

Soit (anm)nmyene une famille de nombres réels positifs. On a alors

+00 +00 +00 +00
D 2 am | =2 | 2 am
n=0 \m=0 m=0 \ n=0

Ces deux sommes pouvant étre finies ou infinies.

Soit (Zum)n myen: une famille de nombres complexes. On dit que la famille est

+00 +00
sommable lorsque la somme Z Z |zum| est finie. Dans ce cas les sommes
n=0 m=0
+00 +00 +00 +00
Z Z Zum | €t Z ZZ”’” sont toutes deux finies et sont égales, et on
n=0 \m=0 m=0 \n=0

note cette quantité Z Znm -
(n,m)eN?2
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4.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation a

Cas particuliers

+00 n +00 +00
e Lorsque une des sommes E E |Zam| | ou g g |zam| | est finie, les

—0 m=0 m=0 n=m
+00
sommes E E Znm | €t g E Zum | sont toutes deux finies et elles sont
n=0 m=0 m=0 n=m

égales.

o Lorsque les séries de termes généraux u,, et v, convergent absolument, la famille

+0o0 +0o0
(Un Vi) (nm)en2 €St sommable et g UpVy, = E U, E Uy
n=0 n=0

(n,m)eN2

Exercice 4.21

Montrer que pour tout couple (a, b) de 10, +o0o [ 2, la famille de nombres réels
(e_“"_b’”)(,,ym)eNz est sommable, et calculer sa somme.

Pour tout couple (a,b) de 10, +oco [2, les nombres ¢ ¢ et ¢~" sont dans 10, 1], et
pour tout couple (m,n) de N?, ona e~ ~b" = (¢=4)"(e~by"

Les séries de termes généraux (e~ %)" et (e~°)" sont des séries géométriques qui
convergent absolument. Alors la famille de nombres réels (e =" ~b" )n,myeN? €St som-

+00 oo 1 1
mable et Z Anm = Z(e*a)” Z(eib)n - l—ea1—eb"
n=0 n=0

(n,m)eN?

Exercice 4.22

Soit ¢ un nombre complexe tel que |¢| < 1. Si (n,m) € N?, on pose
a _ (_1)nqn+m+2nm
nm — .
En utilisant le théoréme de Fubini montrer que
+0o0 n

Z 1 +q2"+1 Z( 1)n g

n=0

+00 +00

Etudions la somme double Z Z |apm|. Pour n € N, posons S, = Z | [rrem+2nm
n=0 m=0 m=0

On a tout d’abord S, = ‘q‘” Z |q’(2n+l)m = % . Or, puisque la suite
—1q
lq]"
T g aliec

terme général S, converge, par comparaison  la série géométrique de raison |¢| < 1,

(Jg|***") converge vers 0, on a lg|". 11 en résulte que la série de
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+00 400

et la somme double Z Z |anm| est finie. On peut donc appliquer le théoreme de
n=0m=0

Fubini. On a alors

+00 +00 +00 +00
Z qm <Z(_1)nq(2m+l)n ) _ Z(_l)nqn ( Z q(2n+1)m ) ’
m=0 n=0 n=0 m=0

ce qui, en calculant les sommes des séries géométriques, donne 1’égalité cherchée

+0o0

Z 1+q2m+1 Z( 1) 2n+1 :

m=0

4.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 4.23

Mines - Ponts MP 2006

+00
pon AnA (_1)k
Nature de la série de t LU= ‘
ature de la serie de terme genera ; (k lnk)2

La série de terme général (—1)"/(nlnn)* est alternée. Alors |U,| est majoré par

le premier terme de la série donc |U,| < Comme 1/(nInn)* est le terme

1
(n1nn)*
général d’une série de Bertrand convergente (voir ex. 4.15) , la série de terme général
U, converge absolument, donc converge.

Exercice 4.24

Mines - Ponts MP 2006

e o n“ N .
Nature de la série de terme général u, = —————, ou « est réel.

Z(ln k)?
k=2

n
Indication de la rédaction : montrer que Z(ln k)2 ~ n(ln n)2 en comparant
=2 n—+oo
a une intégrale.

Pourn > 2, posons, v, = Z(lnk)2 et comparons v, a I’intégrale I, = / (Int)%dr .

k=2
En utilisant la croissance de la fonction logarithme, on a, lorsque k£ > 1, les inégali-

k+1
tés (Ink)> < / (In#)*dt < (Ink + 1))*.
k
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4.2 Exercices d’entrainement a

En sommant ces inégalités pour k variant de 1 an — 1 , on en tire, lorsque n > 2,
I’encadrement v, < [, < v,,ouencore [, < v, < [, . Mais 'intégrale I, se
calcule en intégrant par parties. En posant u(r) = (In¢)* et v/(r) = 1 , on obtient

I, = [r(lnt)z]'f—z/ Int dt
1

= [tn#)* —2(tInt — z)]’f =n(lnn)> —2nlnn+2n—2.

Remarque

Une primitive de x +— Inx sur ]0, +oo[ est x — xInx — x, ce que I’on retrouve
facilement par une intégration par parties.

2 N 2 2
Inn  (Inn)? n(nn)?

On a donc I, = n(lnn)* (1 ) , d’ot ’on déduit que

I, ~ n(lnn)z.Alors

n—+o0

2
1 1
L ~ (+1) {lnn+ln <1+>] — n(nny ¥ [1
n—+0oo n n

et 'on en déduit que 'on a aussi [,,; ~ n(ln n)*. La suite (v,) étant enca-
n—+oo

L In(L+1/n) :
Inn ’

drée par deux suites équivalentes, il en résulte que v, ~ n(Inn)*, puis que
n—+0oo

n“ 1
~ = . Le terme général u, est équivalent au terme
" aliee n(inn)? | nl—e(inn)? g n O3 &9
général d’une série de Bertrand (voir ex. 4.15).

Cette série converge si 1 — @ > 1 c’est-a-dire si ¢ < 0, et diverge si a > 0.

Lorsque a = 0, elle est de la forme

Exercice 4.25

Centrale MP 2007

1
Nature de la série de terme général u, = cos <n277' In <1 — —)) .
n

)2 et elle converge donc.
n(inn

En utilisant un développement limité en O de la fonction u# +— In(1 + u), on obtient

1 111 1y L
1n<ln>:—n—znz3n3+0<n4>,d0u

Mais, pour tout a réel, cos(nm + 7/2 + a) = (—1)" cos(w/2 + a) = (—1)"*'sina,

alors u, = (—1)"!sin (1

1
+ O ( — ] ) . En utilisant un développement limité en
3n n?

1
0 de la fonction sinus, on obtient alors u, = (—l)"Jrl 31 + 0 <2> .
n n
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La série de terme général (—)"*'7 /(3n) converge d’apres le critere de Leibniz, et la
série de terme général O(1/ n?) converge par comparaison 2 une série de Riemann.
Il en résulte que la série de terme général u,, converge.

Exercice 4.26

Mines - Ponts MP 2006
Soit B € R*. Pour tout n € N* on pose a,, =

— . Nature de la série de terme

> K
k=1

général u,.
Indication de la rédaction : montrer que la série de terme général a, diverge si
B < 0 et converge si 8 > 0.

n
Si B < 0, pour tout k > 1, on a alors kP < 1, donc Zkﬁ < n, et il en résulte
k=1
que u, > 1/n. La série de terme général u,, diverge donc, par comparaison a la série

harmonique.
n B+1

Si B > 0, d’apres I’exercice 4.16 appliqué a « = — 3, on a alors E kP~ BT
n—+o0o
k=1

B+1 - s
. La série de terme général u,, converge donc par compa-

et par suite u ~
P " oo nb+l

raison a une série de Riemann.
On aurait pu aussi faire apparaitre une somme de Riemann, en écrivant

TRy (k)ﬁ
=1 n n

k=1

1 (k)* ! 1
La suite des sommes de Riemann (— Z (—) ) converge vers / xPdx =
n 0 ,8 +1

n B+1
. n
donc on retrouve 1’équivalent g kB~

=1 n—+00 B +1
Exercice 4.27

Mines - Ponts MP 2007

Nature de la série de terme général u,, = sin(7(3 + V5)")?

Indication de la rédaction : montrer que, pour tout n € N, le nombre
an = B+ V5" + (3 — V5)" est entier et comparer |u,| au terme général
d’une série géométrique.
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4.2 Exercices d’entrainement a

On peut montrer en utilisant la formule du bindme que a, est entier. En effet,

aw=% (Z) Ve (Z)(—ﬁ)’%"—k -y <Z> V3 (193

k=0 k=0 k=0

Dans cette somme ne restent que les termes pour lesquels k est pair. Donc, si I’on

E(n/2)
pose k = 2p, on obtient a, = 2 Z <2n )5" 3"=2P*1 qui est un nombre entier
p
p=0

pair. Alors u, = sin(wa, — 7(3 — V/5)") = —sin(7(3 — V/3)").

Et puisque 1’on a, pour tout x réel, I’inégalité | sinx| < |x|, on obtient la majoration
u,| < 7(3 —V/5)" . Mais 0 < 3 — /5 < 1, donc la série de terme général u,
converge absolument, par comparaison a une série géométrique.

Exercice 4.28

Mines - Ponts MP 2006

+(—=1)"
Nature de la série de terme général u,, = In M ,oua > 0.
Vn+a
—-1)" -1)" 1
On écrit u,, = In vn +In 1+( ) =1In 1+( ) ——ln(1+g>7
Vn+a vn vn 2 n

et on utilise le développement limité en O de la fonction u# +— In(1 + u). En posant
1
u = (—1)"/\/5, onau, = In(l1 +u)— Eln(l + au®), et 'on obtient alors,

2 2 -1 1
= u— " Y oudy = EY +“+0<3—/2>.
n

2 2 N

Ona|u,| ~ 1/v/n,etlasérie de terme général u, ne converge pas absolument.
n—+oo

Par contre la série de terme général (—1)" //n, converge d’apres le critere de Leib-

niz, et la série de terme général O(1/ n*/?) converge par comparaison a une série de
Riemann. Si a = —1, alors la série de terme général u,, converge donc. Par contre si
a # —1, alors la série de terme général (a + 1)/n diverge, et la série de terme général
u, diverge.

Exercice 4.29

D’aprés Mines - Ponts MP 2006

. PN 7z 2z - 1 " N
On veut étudier la nature de la série de terme général u,, = In (1 + ( a) ) ou
n

a>0.
1) Montrer que u,, ~ v, = (—1)"/n“, et en déduire pour quelles valeurs de
n—+o0o

a la série converge absolument.
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2) En utilisant un développement limit¢ a I'ordre 2 en 0 de la fonction
u — In(1 + u) trouver un équivalent de u,, — v, et en déduire pour quelles
valeurs de a la série converge.

1) La suite ((—1)"/n“) converge vers 0. On peut donc utiliser le fait que, en 0,
—1)" 1
In(1 +u) ~ u,etl’onobtient u, ~ b ,donc |u,| ~ —.
u—0 n—+oo pné n—+oo né

On trouve une série de Riemann qui converge si et seulement si a > 1. Donc la série
de terme général u,, converge absolument si et seulement sia > 1.

2) En utilisant le développement limité en O : In(1 + u) = u — u2/2 + o(uz),
. (=D" 1 1 .

on obtient u, = i wer + 0 ol On a donc u, = v, + w,, ou

= 1 1 La série d inéral

v, = a et w, = — 5% +0 ] a série de terme général v, converge

d’apres le critere de Leibniz, puisque la suite (1/n%),> est décroissante et converge

vers 0.

Pour la série de terme général w, = u, — v,,ona w, -~ . C’est donc

n—+00 2n2a
une série de Riemann de signe constant qui converge si et seulement si 2a > 1, soit

a>1/2.

Dong, si 1/2 < a < 1, la série de terme général u,, est la somme de deux séries
convergentes. Elle converge donc. Par contre si 0 < a < 1/2, la série de terme
général u, est la somme d’une série convergente et d’'une série divergente. Elle
diverge donc.

En résumé :

—sia > 1 la série converge absolument

—si1/2 < a < 1 la série est semi-convergente

—s10 < a < 1/2 la série diverge.

Exercice 4.30

Mines - Ponts MP 2006
e — (1 + %)n
n3/2 — [n3/2] +n

Nature de la série de terme général u, = , ol [x] désigne la

partie entiere du nombre x.
En utilisant le développement limité en O de la fonction u +— In(1 + u), on obtient

1+ A% In| 1+ ! ! ! + !
- = exp|(nln — =exp|(n|—-——=—=+o0| =
n P n P n 2n? n?

1 1 N 1 1 . 1

= ex —— 4o — =eexp|—=+0—] |-
P 2n n P 2n n
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4.2 Exercices d’entrainement a

Puis en utilisant le développement limité en O de I’exponentielle, on trouve

1_'_1 "_ | 1+ 1 _e+ 1 e
n e 2n © n 2 ¢ n) n—+oo 2n

Il en résulte en particulier que cette expression est positive a partir d’un certain rang.
Par ailleurs n < 0> — 0¥/ +n < n+ 1, dou n’?> — [n**1+n ~ n,et

n—+oo

. . e - P
il en résulte que u, ~ —— . Alors, la série de terme général u, converge, par
n—+o00 21

comparaison a une série de Riemann.

Exercice 4.31

Centrale MP 2007

1
Calculer 1a somme double § = _—
Z”pq(pw— D
(p,q)E(N*)

Comme, pour tout couple (p,q) € (N*)? le nombre ay,; = 1/(pg(p +q — 1)) est
positif, on peut appliquer le théoreme de Fubini. Le calcul doit étre fait soigneuse-
ment : si ’on fixe p, on est amené a décomposer en éléments simples la fraction

1 1 1

rationnelle —— — sous la forme < - > en prenant garde
q(p+q—1) p—1\q p+tq-1

que ce calcul n’est possible que si p > 2. Il faudra donc isoler dans le calcul le

premier terme.

+0o0 +00 1 77_2
Pour p > 1, notons S, = Zal"i On a tout d’abord §; = Z ? =% puis,
g=1 g=1
1 2, btient S, 1 +1 f !
orsque on obtien = —+— _
quep = 2 p Zalprg D)
Lorsque Q > p, on calcule la somme partielle
Q 0 p+0—1
zl—lz(ll)—lzz
Zalrtg—1 p-1li=5\qg p+tq-1 p—1 o 4
On obtient alors - — — |, et, lorsque Q
q(p+q—1) =1 \iZa
— 1 | N
tend vers 1’infini, on trouve — . Dong,
Zq(p+q—1) p—lgq
P +00 1 P
S = S, =S+ =25—-1+) ——— -
Z” Z e 1); ;p(pl) ;61



% Chap. 4. Series numériques

+00 p
1 1

On va calculer Z _ Z — | en appliquant le théoreme de Fubini pour
;P =1 \iza

intervertir les sommatlons. On remarquera que les couples (p, ¢) figurant dans cette

somme double vérifient la condition 2 < g < p. Dong, si g est fixé, p variede g a

1 P 1 +00 1 +00 1
+00. On obtient alors _ - = — — .
Zp(p—l) qu qu (Zp(p—l))
q q= p=q
La somme Z ( Z (— - —) est la somme d’une série télesco-
P P —
. 1 ) 1 1
pique et vaut —— — lim — = ——  donc
g—1 po+op g—1"

+00 p +00

O DI D SPTe

o Pr—D \i54 /AR

et cette somme vaut 1, car on fait apparaitre de nouveau une série télescopique.
Finalement § = 25, = 7%/3.

4.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 4.32

Mines - Ponts MP 2005
Soit a dans R* et (tn)n>1 la suite définie par : u; > 0 et

Vn e N* uppg = up + ——.
nu,
1)Si @ > 1, montrer que la suite (u,) converge vers une limite ¢. Donner un
équivalent de £ — u,,.
2)Si « € [0,1], montrer que u, tend vers +co et, en utilisant la suite
(u?,, — u?), donner un équivalent de u,,.

Il est immédiat par récurrence que, pour toutn > 1, on a u, > 0, et on en déduit

donc que u,) —u, = > (. La suite (u,) est croissante et positive. Elle admet

n*u,
une limite strictement positive (finie ou non).

1
1) On suppose &« > 1. Pourtoutn > 1l,onau, > u;,donc 0 < u,y —u, < —, et
n=ug

la série de terme général u,,.; —u, converge par comparaison a une série de Riemann.

Mais la série télescopique de terme général u,.; — u, converge si et seulement si la

. .. . . 1
suite (u,,) posseéde une limite finie 7, et il en résulte que wu,y; —u, ~ —.
n—+oo fn<
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4.3 Exercices d’approfondissement a

+00 +00
1 1
On a alors I’équivalence des suites des restes — ~ = — . Mais
q Z(ukﬂ W) ™7 Z e i
k=n k=n
+00 +00
Z(uk+] —uy) = —u, ,etd’apreés’exercice 4.16 ,0n a Z — o~ ; .
P ’ ‘ k® n—+oo (a0 — 1)ne—!
=n =n

1

On obtient donc ¢ — u, Wl Ua — Dna—1 -

. . .. . 1
2) Si la suite (u,) admet une limite finie ¢, alors £ > u; > Oetu,. —u, ~ —.
n—+oo nef

Mais la série télescopique de terme général u,,.; — u,, converge dans ce cas et la série
de Riemann de terme général 1/n“ converge, d’ott a > 1.
Il en résulte que lorsque 0 < a < 1, la suite (u,) admet +co pour limite. On a alors

2 1 2
u? U+ — + donc u?,, —u? == <1+

e = Uy o W’ "= ) . Et puisque la suite

2
2n%u;
. . 2 .
(u,,) admet +oo pour limite, on en déduit que u2,, — u> ~ — . Comme la série
n—+o0o n

de terme général 1/n® diverge, les suites des sommes partielles sont équivalentes.

n—1 n—1
1
Donc Ui, —up) o~ 2 —.
Sk b~ 23
k=1 k=1
n—1
Mais 2:(14%Jrl — ui) = u?> — u? et d’aprés I’exercice 4.16 , on a, pour a € [0, 1[,
k=1

n—1 n]_a 5 5 2n1—a
I’équivalent — o~ . On obtient donc u: —u; ~ etonen
! kz—:lka”ﬂ”‘x’l—a "t I —a
. 2 d-wp2
déduit u, ~ —n .
n—+oo 1 —

n—1

. 1 o
Pour @ = 1, on a cette fois Z% ~ Inn,etonendéduit u, ~ V2Inn.

n—+oo n—+o0o
k=1
Exercice 4.33

Centrale MP 2006 K
Montrer que la série de terme général 1/n! converge, puis notant s sa somme,

e L. L sin(2mwsn!) o
étudier les séries de termes généraux n puis sin(7sn!).
nn
<1, | Ap+l 1 .
Si ’on pose @, = 1/n!, on a = T et la suite (a,+1/a,) converge vers
a, n+

0 < 1. Il résulte de la regle de d’ Alembert que la série de terme général a,, converge.

Remarque
On verra dans le chapitre « Séries entieres » que s = e.
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, in(2 !
¢ Etude de la série de terme général M
n
" nl X n! !
On a alors nls = g E+ E F
k=0 k=n+1

. . n!

Mais le nombre «,, défini par «, = k_ = g ((k+1) x ... X n)estun nombre

k=0
entier. Donc, si I’on pose 8, = sn! — a,, on aura sm(277sn!) = sin(27 B,).
Encadrons S3,,.

1 -~ 1 1
D’une partona B, = —— + ,etdonc B, > ——.
unep A= k:zn;z(n+1)~--(n+k—n) Bz

D’autre part si, pour r compris entre 2 et k —n, 1’on minore n +r par r dans le produit
m+1)(n+2)---(n+r)---(n+k — n), on obtient

1 — 1
Brs i <1+ 2 2---r---(k—n)>’

k=n+2
R —— 1 1 &1 s—1
Donc B, < - S .
onc f \n+1k:2n+l(k—n)! nal 2kl T+l

Il résulte alors du théoréme d’encadrement que la suite (3,) converge vers 0. Alors a
partir d’un certain rang 273, appartient a I’intervalle [0, 77/2] sur lequel la fonc-
tion sinus est croissante. Donc a partir d’un certain rang, on a

.2
sinmsnl) _ sinQ@mB,) e 27

= > .
Inn Inn Inn  n—+co nlnn
. ., . sinwsn!) . . .
Alors la série de terme général n diverge par comparaison a une série de
nn

Bertrand (voir ex. 4.15).

e Etude de la série de terme général sin(msn!)

On a sin(7sn!) = sin(7a, + 78,) = (—1)* sin(7B,).

La suite (8,) converge vers 0. Etudions sa monotonie. On a, sin > 1,

—@n-1 & al
BB = 2 2
k=n k=n+1
+00 +00
(n—1)! (k—n)(n—l)'
- Z 1 Z Z >0.

= k=n+1
La suite (3,) est donc décroissante, et la suite (sin(73,,)) décroit a partir d’un certain
rang.

n—2

Etudions maintenant la suite (a,).Sin > 2,0na, a, = l+n+z ((k+1) x. n).

k=0
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4.3 Exercices d’approfondissement a

n—2
Mais tous les produits intervenant dans la somme Z(k + 1)---n contiennent
k=0
deux entiers consécutifs et sont pairs. Alors «, et n sont de parités opposées.
Finalement sin(7sn!) = (—1)"+1 sin(783,), et les conditions du critere de Leibniz
sont satisfaites, ce qui prouve que la série de terme général sin(w(,) converge.

Par contre elle ne converge pas absolument, puisque, a partir d’un certain rang,
T

~ .
n+1 n—o+o0 n

Exercice 4.34

Extrait de Centrale MP 2007

| sin(7rB,,)| > sin

n
. z . Z Z x
Déterminer la nature de la série de terme général u, = n! H In (1 + —)

k+1
k=1
avec x > 0.
Ona 1lim ' — fim (n+ DIn (1 + L) — x, et il résulte de la régle de
n—+oo Uy, n—+00 n+ 2

d’Alembert que la série de terme général u, converge si 0 < x < 1 et diverge si
x> 1.
Il reste a étudier le cas x = 1. On écrit

- 1 el 1
n= N1 1+ — = 1 1+ — .
o=y (0o (1o 7)) = g T (s (1+7))

n+l

1
Alors Inu, = —In(n + 1)+Zln (kln <1 + %>> )
k=2

. 1 R 1 1 1 1
Mais ln<k1n<1+%>> _ln<1_ﬂ+0<ﬁ>> __ﬂ-'-O(k_Z)'

n+l
1
La série de terme général 1/ n’ converge. Il en résulte que Z o <—> = 0(),

k2
k=2
n+l
k=2
n+1

Mais, puisque la suite <Z - In(n + 1)> converge (comparaison série-intégrale),

alors, en sommant, on obtient Inu, = —In(n + 1) — +0(1).

N =
| =

k=1
n+l 3
on en déduit que Z L= In(n + 1)+ O(1) et donc Inu, = ) In(n + 1)+ O(1).
k=2
. eoW 1
Finalement u, = m =0 (W) )

La série de terme général u,, converge donc par comparaison a une série de Riemann.
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Exercice 4.35

Centrale MP 2007
Pourn > 1,0on pose u, = Inn/netv, = (—1)"u,.

1) Préciser la nature des séries de termes généraux u,, et v,,.

n n
On pose S, = Z”P et T, = va.
p=1 p=1

2) Donner un équivalent de S, a I’infini.

(Inn)?
2

3) Montrer que S7, — S, =In2-Inn + + o(1) quand n tend vers +oc.

4) Calculer Sy, + T», pour n € N*.

+00
5) En déduire ) v,

n=1

n Z_ .0 z z . .
1) Pourn > 2,0na u, > — et la série de terme général u,, diverge par comparai-
n

son a la série harmonique.

Soit f la fonction définie sur [ 1, +oo] par f(x) = Inx/x. Cette fonction est déri-
vable et, si x > e,ona f'(x) = (1 — lnx)/x2 < 0, donc f est décroissante sur
[e, +00]. La suite (Inn/n) décroit a partir du rang 3 et converge vers 0. Il résulte du
critere de Leibniz qu’elle converge.

2) Puisque la fonction f est décroissante et tend vers 0 a I'infini, la série de terme

n
général / f(¢) et la série de terme général f(n) sont de méme nature, donc diver-
n—1

(Inx)*]"  (nn)?
2 ], 2

3) En utilisant encore la décroissance de f, on a, pour k > 4,

gentes. Alors,ona S, ~ / fx)dx = [
n—+oo 1

k+1 k

f)yde < fk) < f@de,

k k—1
et donc en sommant, on obtient, pour n > 3,

2n+1

2n 2n
fOdt < Sy =S = > flo< [ fydr,

n+l n

k=n+1

ou encore

2n 2n+1 n+1 2n
f(t)dt+/ f(t)dt—/ F@)dt < Son — S, g/ f@t)dt .

n 2n
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4.3 Exercices d’approfondissement a

Mais )
" _l 5 n ' (In2)?
f()dt = 3 ((n(2n))* = (Inn)*) =In2-Inn + >

n

et

n+1
0< / F)di < Fn) = o1),

2n+1 n+l
donc/ f(t)dt—/ f@®)dt = o(1).
2 n

n
2
Alors In2-Inn + (1n22)

+0(1) < Sy — S, < In2-Inn +
(In2)?
2

, et I’on en déduit

(In2)
2

que Sy, — S, =In2-Inn + +0(1).

2n n
4)Ona Sy +To = > (-1 =2z = Z ln(zl’) Z In p Z In2
k=1 =1

p=1

n
1
On obtient donc S,, + T, = S, +1In2 Z —.
p=1

1
5) Si vy est la constante d’Euler, on a Z — =Inn+vy+o0(1) (voir 4.16), et donc
14

p=1
(In2)? . .
Tn=S8,—Syu+(Inn+y)In2+o0(1) = — > +7vyIn2+o0(1), et, puisque la suite
P . . (In2)?
(T,) converge, on en déduit lim 7, = lim 73, = — +7yIn2.
n—+oo n—+oo
Exercice 4.36
Mines - Ponts MP 2005
+00
Etudier Sli)rrlk(s -1 Zn_‘ .
n=1
) n+l1 d.x 1 ) )
Sin > 1, on a alors / — < —, et donc en sommant ces inégalités,
xS S
n
p+1 d n+l d p 1
pour 1 < n < p, / a Z/ x Z—,cequidonne
! x n=1 "

1 "1
—1 - (p + D7 < E— . Et enfin en faisant tendre p vers +oo,
s —1 n’

n=1
1 =1
<y —.
_1 ;ns
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) " dx 1 o
Sin > 2, on a alors — 2 —, et donc en sommant ces inégalités, pour
1 X n

P dx p n p 1 ) )
2<n<p, / z; / 1 o 2 z; el on en déduit comme ci-dessus en
n—

1 — 1 1 — 1 1
faisant tendre p vers +o0, p— > Z g Finalement p— < 2 Py < 1+s—71’
n=

etdonc 1 < (s — 1) Z — < s . Alors on déduit du théoréme d’encadrement que
n
+00
. B —s _
lim (s — 1) Zln 1
n=

Exercice 4.37

Mines - Ponts MP 2006 K

Soit (u,),>1 une suite décroissante d’éléments de R* de limite 0. Pour n > 1,
on pose v, = n’u,2. Y a-t-il un lien entre la convergence des séries de termes
généraux u, et v, ?

Testons tout d’abord avec des séries de Riemann. Siu, = 1/n*, onav, = 1/n*“" 1,
La série de terme général u,, converge si et seulement si a > 1, alors que la série de
terme général v, converge si et seulement si 2(a« — 1) > 1, c’est-a-dire @ > 3/2. Les
deux séries ne sont pas toujours de méme nature. Mais on constate que si la série de
terme général u, diverge, il en est de méme de la série de terme général v,. En fait
ce résultat est général. En voici la démonstration.

Tout d’abord, comme la suite (u,,) est décroissante, on peut minorer par u,,2 les termes
u, lorsque n?+1< p<(n+ 1)% et ’on obtient

(n+1)? (n+1)?

> up<up Y 1=Qu+ g,

p=n?+1 p=n?+1

Mais n> — 2n — 1 est positif dés que n > 3, donc, dans ces conditions on obtient

(n+1)? N (n+1)? N
I’inégalité Z u, < n’u,. . Alors Z Z u, | < anunz , c’est-a-dire
p=n?+1 n=3 \ p=n2+1 n=3
(N+1)? N (N+1)?
Z u, < Z n’u,. . Sila série de terme général u, diverge, la suite Z u,
n=10 n=3 n=10
N
admet +0co comme limite. Il en résulte que la suite Z n’u,> | admet également
n=3

+00 comme limite et donc que la série de terme général (v,,) diverge.
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Exercice 4.38

Mines - Ponts MP 2006 KK

— (=D
Nature de la série de terme général u, = In [ tan .
k

— 2k — 1
+00 (_1)k71
(On admettra que; 1 Arctan 1).
n
(—1)!
Not S, = .
otons S, kz::l 1
La suite (S,) DT ani = T
a suite (S, converge vers = Arctan1 = —.
g 2o 2k — 1 4
Alors S, T Z SO R, . On en déduit
= —— =——R,. ui
T4 & 2%k—1 4 T
T 1 —tan R
tans, = tan (7~ R,) =~ 0"
an on an 4 " 1+tan R,

etenfin u, = In(1 —tan R,) — In(1 +tan R,,) .

Comme (R,) converge vers 0, on peut utiliser un développement limité en O de la
fonction f : x — In(1 —tanx) —In(1 +tanx). Comme tan x = x + O(xz), on obtient
In(1—tanx) = In(1—x+0(x?)) = —x+O0(x?), et de méme In(1+tanx) = x+0(x?),
d’oll f(x) = —2x + O(x?). Alors u, = —2R,, + O(R?).

Mais, puisque R, est la somme d’une série alternée, |R,| est majoré par la valeur
absolue du premier terme de la somme, donc |R,| < 1/(2n + 1), et il en résulte
que R,% <1/ (4n?). Comme la série de terme général 1/ (4n?) converge, il en est de
méme de la série de terme général R2, et finalement de la série de terme général
u, +2R, = O(R>).

La série de terme général u,, converge donc si et seulement si la série de terme général
R,, converge. On va montrer que cette dernicre série est une série alternée. Comme
la série de terme général (— D /(2k — 1) est alternée, R, est du signe de son premier
terme, donc R, = (—1)"|R,|. Mais

1 k—n—1 +00 1 k 2N+1 1 k
IR,| = Z =n ) — A — lim ¥
2k+2n+1 N—+oo 2k +2n+1
k=n+1 =0 k=0
En regroupant les termes d’indices k = 2p et k = 2p + 1, on a encore
N
1 1
R, =1 . Mai
Rl = NiTw;<4p+2n+1 4p+2n+3) an

N N

N et e D S -
por 4p+2n+1 4p+2n+3 _p_o(4p+2n+l)(4p+2n+3)’
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et, n étant fixé, lorsque p tend vers +00 on a
: L
(4p +2n+1)(4p +2n +3) p—+oc 8p2
2
@p+2n+1)@dp+2n+3)

Il en résulte que la série de terme général converge. Alors

+0o0 2

R,| = .
| | 172_()(4p+2n+1)(4p+2n+3)

2 > 2 Con
Ap+2n+1)4p+2n+3) @p+2n+3)4p+2n+)5)
déduit que |R,| > |R,+1], et la suite (|R,|) est décroissante. Comme elle converge
vers 0, il en résulte que la série de terme général R, converge d’apres le critere de
Leibniz et on en conclut que la série de terme général u,, converge.

On peut montrer que la série de terme général u, ne converge pas absolument.
Puisque la série de terme général u, + 2R, converge absolument, il suffit de montrer
que la série de terme général R, ne converge pas absolument. On a

Enfin, puisque

cn

+00 +00
(=D (1! 1
Ru| + |Rus1| = A A = ,
Rl + [ Ru| = 3 2k — 1 2 2k — 1 2n+1
k=n+1 k=n+2
1
D < 2|R,|,
one a1 S 2R

et puisque 1/(2n + 1) est le terme général d’une série divergente la série de terme
général |R,| diverge.

Exercice 4.39

Mines - Ponts MP 2007 KK

1
Pour (p,q) € N2, on pose u(p,q) = 0si p = g et u(p,q) = —— Si
p-—q
pP#4q.
+oo [ 400
1) Calculer Z Zu(p,q)
q=0 \ p=0

2) La famille (u(p, q))p 4)cne est-elle sommable ?

1) Pour ¢ # O fixé, on a u(p,q) ~ 1/ p’ et la série de terme géné-
p—+0o0

ral u(p,q) converge. Si p # ¢, on a, en décomposant en éléments simples,

1 1
u(p,q) = ~— < - > . Soit N > 2q. Calculons la somme partielle
pP—q Ptq
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N

Sn(g) = u(p,q).Ona

p=0

Sn(q) = Z — - Z

En effectuant dans chaque somme le changement de variable convenable pour obtenir
le méme terme 1/n, on obtient

Py ey ok

+
p q p= q+1 p= q+l

1 2g—1 N+q
o= (i3
n= 2q+1
2g—1 N—q N+gq
1 1o 1 1 11
On a encore SN(q):Z —Z;—g— ;4.2;_ n+2q)’
n=1 n=q+l1 n=1 n=2q
N+q N+q
1 1 1 1 1 1
d’ou finalement Sy(q) = 7 Z Sl I T Z .
1 q n=N—g+l 1 4 n=N—q+l "
N+q 1 )
Mais 0 < Z - < 4 , et il résulte du théoréme d’encadrement que la
n N-—qg+1
n=N—q+1
N+q
suite Z - converge vers 0. On en déduit que la suite (Sy(g))y converge
n=N—gqg+1 N
+00 1 +00 1
vers —1/(4g%). Donc S(g) = > u(p,q) = e On a aussi S(0) = Z?'
p=0 p=1
Alorsz 3 u(p.g) Z Z 3
49> 4 p?
q=0 \ p=0 p= 1 P p=1
2) En permutant les réles de p et de ¢, on obtient
+oo [ +o0 +oo [ +o0 +oo [ +o0
$=3 (Supa | =3 (Suan | =3 [Sura) = -
q=0 \ p=0 p=0 \ ¢=0 p=0 \ ¢=0

La famille (u(p, q))(p,4)en n’est donc pas sommable, car sinon, d’apres le théoreme
de Fubini, les sommes S et $'seraient égales.

Exercice 4.40

D’aprés Polytechnique MP 2006
Soit f € €'(R*,R*)telleque f'(x) ~ af(x)quandx — +00,avec a < 0.
X—+00

On veut étudier la nature de la série de terme général f(n).
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1) Montrer qu’il existe un intervalle [ b, +oo [ sur lequel f est décroissante.
2) Montrer que la série de terme général f(n — 1) — f(n) converge.
3) Conclure en comparant les séries de termes généraux f(n)et f(n—1)— f(n).

1) Puisque f/(x) ~ af(x) quand x — +0o0, il existe un intervalle I = [a, +oo [,
et une fonction & définie sur cet intervalle et admettant 1 comme limite en +oo telle
que, pour tout x de 7, on ait f'(x) = a f(x)e(x).

Comme &(x) tend vers 1, il existe b > a tel que, sur [b, +oo[ on ait e(x) > 1/2.
Alors, sur [ b, 0o les nombres f/(x) et a f(x) ont le méme signe. Comme a < 0
et f(x) > 0,onadonc af(x) <0, et donc également f'(x) < 0.1l en résulte que la
fonction f est décroissante sur cet intervalle.

2) Comme la fonction f est décroissante positive, elle admet une limite finie en
+00, et la suite (f(n)) également. Alors la série télescopique de terme général

f(n —1) — f(n) converge.

3) D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe ¢, dans D’intervalle
[n,n+1] telque,sin > l,ona f(n—1)— f(n) = (n—1)—n)f'(c,) = —f'(c,).
Alors, a partir d’un certainrang, f(n—1)—f(n) = —a f(c,)e(c,) = (—Ta) fn) =0,

(—a)

et, par comparaison, la série de terme général f(n) converge, donc la série de

terme général f(n) converge.

Exercice 4.41

D’aprés Polytechnique MP 2006 K

Soit (a,),cn une suite réelle a termes positifs, décroissante et de limite nulle. Soit
(x»)nen une suite réelle a termes positifs telle que la série de terme général a, x,

n
converge. On veut étudier la suite (u,,) définie par u,, = a, Z Xk.
k=1
1) Etudier la nature de la suite (u,) lorsque la série de terme général x,, converge.

2) On suppose que la série de terme général x,, diverge.

2.a Montrer que la suite (u,,) est bornée.
2.b En utilisant la transformation d’ Abel, montrer que la suite (u,) converge
2.c Montrer qu’il existe une suite (p,) strictement croissante d’entiers véri-

Pn n
fiant la propriété suivante : pour toutentiern > 1, ona g Xp = E Xy -
k=n+1 k=1

En déduire que la suite (u,,) converge vers 0.
2.d Conclure.
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n
Notons §,, = Zxk.
k=1

1) Si la série de terme général x, converge vers S,onau, ~ Sa,,etlasuite (u,)
n—+0o

converge vers 0.

2) On suppose que la série de terme général x,, diverge. La suite (S,,) admet donc +oo
comme limite.

2.a Puisque la série de terme général a,, x,, est convergente, et que la suite (a, ) décroit,
on a, pour toutn > 1,

n +00
0<u, =a,S, < Z apxy < Zakxk , et la suite (u,) est bornée.
k=1 k=1
n n—1
2.b On utilise la transformation d’ Abel Z apxy = a, S, + Z(ak — 1) Sk -
k=1 k=1

n
Comme la série de terme général a,x, converge, la suite Z arx; | est bornée, et
k=1
n—1
puisque (a, S,) est bornée, on en déduit que la suite Z(ak — ag+1)Sk | est éga-
k=1
lement bornée. Mais c’est une suite croissante positive. Elle converge donc, et en
conséquence la suite (a,S,) converge.

2.c On construit la suite (p,) par récurrence.

Posons py = 0. Supposons que I’on ait construit les nombres pg, pi, ... Pn—1-
Puisque la série de terme général x, diverge, alors, pour tout entier n, la suite
(Sn — Sp)n>n admet +oo comme limite. Il existe donc un entier K tel que, p > K

p n

implique Z Xp = Zxk . On prend alors p, = max(p,—; + 1, K).
k=n+1 k=1

Alors, p, > n et la suite (p,) admet +00 comme limite. Par ailleurs

Pn n Pn Pn Pn
Uy =ap, E X = ap, E X + E xc | < 2a,, g xp <2 E apXy .
k=1 k=1 k=n+l k=n+1 k=n+l

Pn n
Finalement 0 < u,, <2 E agXxy — g ag Xy
k=1 k=1

Mais, puisque la série de terme général a,x, converge, on en déduit que la suite
Pn n

E agXxy — E apxy | converge vers 0, et il résulte du théoréme d’encadrement
k=1 k=1
que la suite (u ,) converge vers 0.
2.d Conclusion : la suite (u,) converge vers O puisqu’elle converge et qu’une suite
extraite converge vers 0.
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Exercice 4.42

Mines - Ponts MP 2007

1) Soient (#,),>0 €t (v,)n>0 deux suites réelles, et A € R. On suppose :

Up+1 A

Vn, u, > 03 E |v,| converge , =1-—=4v,.
n

Uy

Montrer que (nuy,) converge.
n

?

2) Nature de la série de terme général : "
nle

1) Pourn > 1, posons ¢, = ln(n)‘un) et étudions t,.; — t,. On a

1 n
frat — 1y = In((n + 1)t01) — In(nu,) = Aln (” - ) +1n
n

Un
1 A
Donc #t,;; —t,=Aln(1l+—)+In{1——+v, | .
n n

La suite (v,) converge vers 0, puisque la série de terme général |v,| converge. On
peut utiliser le développement limité en O de la fonction x — In(1 + x), et I’on

1 1 A A :
obtient t,,4 — t, = A<—+0<—2>> + (——+v,,+0 ((——+vn> ))
n n n n

2

A

Mais O ((——w,,) ) = 0@ + 0(1/n%), (cela résulte de I’inégalité
n

2 2

A A
(—— + v,,> <2 (—2 + vﬁ) ). On en déduit £, — 1, = v, + O(>) + O(1/n?). La

n n

série de terme général O(1/n?) converge, et |v, + O(v2)| ~ |v,|, donc la série
n o0

—+
de terme général v, + O(vﬁ) converge absolument. Il en résulte que la série de terme
général t,,; — t, converge, et cela signifie que la suite (#,) converge vers une limite
finie £. Alors la suite (exp(,)) converge vers e, ce qui donne le résultat.

" 1\"1 1
2)Siun:’7—,ona M"+1:<1+—) —:exp<nln<1+—>—1>.
nle" Uy, n e n

1 1 1 1
En utilisant un développement limit¢, onaln|(1+—- | = - — —+ 0| = |,
n n  2n? n3

< Un+l 1 1 1 1
ot Uy exp < " <n2>> " <n2>

Silonprend A = 1/2etv, = O(1/ n?), la série de terme général v, converge abso-
lument par comparaison a la série de Riemann de terme général 1/ n’. On peut donc

appliquer 1). La suite n'?u, converge vers une limite s > 0. Donc u,, ~ s/ n'/?
n—+0oo

et la série diverge par comparaison a la série de Riemann 1/ n'/?.
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4.3 Exercices d’approfondissement @

Remarque
La formule de Stirling donne directement u, ~ 1/v2n7 mais ce n’est pas la
n—+o0

méthode attendue ici.

Exercice 4.43

Mines - Ponts MP 2006 , Polytechnique MP 2005
Soit (u,),en+ une suite décroissante de réels strictement positifs.

1) On suppose que la série de terme général u,, converge. Montrer que la série
de terme général v, = n(u, — u,.1) converge, que la suite (nu,),> converge

+00 +00
vers 0 et que g U, = E n(u, — Upe1) .
n=1 n=1

2) Réciproquement, on suppose que la série de terme général n(u, — uy41)
converge. Montrer que la série de terme général u,, converge si et seulement
si la suite (u,,) converge vers 0.

3) Donner un exemple de suite (u,) qui ne converge pas vers 0, alors que la série
de terme général n(u,, — u,.) converge.

1) Lorsque n > 1, notons S, = Z uyetT, = Zk(uk — uj41).On a
k=1 k=1

n n n n+l n
T, = Zkuk — ZkukH = Zkuk — Z(k — Duy = Zuk — MUyt -
k=1 k=1 k=1 k=2 k=1

Donc T, =S, — nu,, .

Si la série de terme général u, converge et si S désigne sa somme, on a alors

0< T, <S8, <8§.Lasuite (T,) est croissante majorée. Elle converge donc et on

anuy = S, — T,. Il en résulte que la suite (nu,;) converge. Si sa limite était un

nombre A non nul, on en déduirait alors que u,+; ~ A/n ce qui n’est pas possible
n—+o0

puisque la série de terme général 1/n diverge. On en déduit que la suite (nu,41)
converge vers 0, et donc les suites (S,) et (7,,) ont la mé&me limite. D’ ol

+00 +00
Zun = Zn(un — Upy1) -
n=1 n=1

Par ailleurs, puisque les suites (u,) et (n — 1)u,) convergent, leur somme (nu,)
converge aussi vers 0.

2) Sans autre hypothese, lorsque la série de terme général u, converge, la suite (u,,)
converge vers 0.

Supposons que la série de terme général v, = n(u,, — u,,1) converge et que la suite
(uy,) converge vers 0.
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On a u, — upy1 = v,/n, Comme la suite (u,) converge vers 0, la série de terme
+00 +00 +00
. Uk ve 1
général u, — u,, converge et g A =u, .Alors u, = g i < - g Vg .
n
k=n k=n k=n
+00
On en déduit que 0 < nuy < nu, < g vr . Comme la suite des restes de la
k=n

série de terme général v, converge vers 0, il résulte du théoréeme d’encadrement que
la suite (nu,.1) converge vers 0. Mais S, = T, + nu,,, et puisque la suite (7},)
converge, il en résulte que la suite (S,,) converge. Donc la série de terme général u,,
converge.

3) Si (a,) est une suite décroissante positive telle que la série de terme général a,
converge et si & est un nombre strictement positif, alors en posant u,, = a, + «, on
obtient une suite (u,) décroissante positive qui ne converge pas vers z€ro, mais qui
est telle que la série de terme général n(u, — u,+1) = n(a, — a,+) converge.



Espaces vectoriels normés

-

5.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

5.1.1 Normes

@ (e qu'il faut savoir

Soit E un espace vectoriel sur K (= R ou C).

e On appelle norme sur E toute application N : E — R* telle que :
(i) Vx € E, (N (x) =0 = x = 0g) (séparation)

(ii)) Vx € E, VA € K, N (Ax) = |A| N (x) (homogénéité)

(i) V(x,y) € EE, N(x+y) < N@x)+N(y) (inégalité triangulaire)
On dit alors que le couple (E, N) est un espace vectoriel normé.

La norme d’un élément x de E est souvent notée ||x|| .

¢ Exemples de normes classiques

1) Normes usuelles de K" (n € N*). Pour tout x = (xy,--- ,x,) € K", on pose
n n
PE— . — 2- —
el =D el el = | S lls il = max ().

k=1 k=1

On définit ainsi trois normes sur K”.

2) Soit (E , ( |- )) un espace préhilbertien réel ou complexe, alors I’application

||l : x = |lx|| = 4/ (x |x) est une norme sur E appelée norme euclidienne.

3) Soit (a,b) € R tel que a < b etsoit E = % ([a,b],K). On pose pour tout
fEEL:

b b
Hf\|1=/ | f(0)|dt, ||f||2=\// |fOf dr et Hfl\ooztestlpb]\f(t)l-

On définit ainsi trois normes sur E.
o Inégalités triangulaires : Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé. Pour tout
(e, y) € Ex onal|lx[| = Iylll < x+y[l < [lxl| + ]yl
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¢ Vocabulaire : Soienta € E et r > 0. On appelle

o boule ouverte de centre a et de rayon r I’ensemble
B(a,r)={x € E,||x —al| <r}.

o boule fermée de centre a et de rayon r I’ensemble
Bp(a,r)={x € E,[|x —al <r}.

o sphere de centre a et de rayon r 1’ensemble

S(a,r)={x€E,||x—al=r}.

o On appelle boule ouverte (resp. boule fermée, sphere) unité I’ensemble B (0, 1)
(resp. By (0,1), §(0,1)).

Remarque
Une boule est un ensemble convexe.

Ecole de l'Air PC 2005
Montrer que N, définie sur R* par N(x,y) = max (|x|,[y|,[x — y|), est une
norme sur R%. Représenter la boule unité ouverte.

N est bien définie et & valeurs dans R*. Pour tout (x, y) € R ettout A € R, on a
N (Ax, ) = max (|Ax], [Ay|, [A(x = p)]) = [A| N (x, ).

Deplus N(x,y) =0 x=y=x—y=0%& (x,y) = (0,0).
Montrons enfin I’inégalité triangulaire. Soient (x, y) et (x’, y") dans R2.

N (G, )+ (s y)) = max (L +x7] [y + 5] [ (x+27) = (v +5')]) -
Ona o+ X7 < x [+ X [y Y < v+ Y
et [(x+x") = (y+y)| < |x =y +]x" = »'].
Donc |x + x|, |y +y'| et | (x +x") — (y + ') | sont majorés par
max (|x[, [y[, [x — y[) +max (|x'], [y, [x" = Y']) = NG, )+ NG, ¥,

d’olt N((x, y) + (', ) < N(x, y) + N(x', y").
Le couple (x, y) est dans la boule unité si et seulement si max(|x|, |y|, [x — y|) <1
c’est-a-dire si et seulement si |x| < 1, |y| < 1et|x —y| < 1. Ainsi

B(O,l):{(x,y)eRsz|<1, ly| < let |x—y]<1}.
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5.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation @

On obtient la figure suivante :

H

5.1.2 Suites convergentes, Normes équivalentes

« Suites convergentes : Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé et soit (x,), >0
une suite d’éléments de E.

On dit que la suite (x,) est convergente lorsqu’il existe £ € E telle que la suite
réelle (||lx, — £]|), converge vers 0, ¢’est-a-dire si et seulement si :

Ve >0,3noeN, VneN, n>no=|x, — | <e.

Un tel vecteur £ est alors unique. On dit que la suite (x,,) converge vers £ ou encore
que ¢ est la limite de la suite (x,), et on note : lim x, = ¢.

n—+oo
o Normes équivalentes
o Soit E un espace vectoriel sur K, N; et N, deux normes sur E.
Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) ilexistea >0et B > 0telsque Vx € E,aN; (x) < N2 (x) < BNy (x);
(ii) toute suite de E convergeant vers 0 pour N; converge vers 0 pour N,, et vice
versa.
On dit dans ces conditions que N; et N, sont équivalentes.

o Si E est de dimension finie, alors toutes les normes définies sur £ sont équiva-
lentes. Par exemple, on a pour tout x € K"
I¥lloe < Hlxlly < 7 llxllogs Il < Mxlly < v llxllg et llxlly < llxlly < Vo x]l,.

En pratique on se place dans une base Z = (ey,...,e,). Un vecteur x de E est
alors défini par ses coordonnées dans la base Z. Soit (x,) une suite d’éléments
P

de E, avec x, = Zx,,yiei. Pour que la suite (x,) soit convergente, de limite
i=1
p
{ = Z&, il faut et il suffit que chacune des suites numériques (x, ;),>0 Soit

i=1

convergente, de limite 4;. Il est inutile de préciser la norme choisie.
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o Remarque Cela n’est plus vrai en dimension infinie, on montre par exemple
que les trois normes classiques |- ||, , ||- ||, et || ||, ne sont pas équivalentes sur
% ([a,b],K).

On considere les matrices

1
0 0

2, 1 00

A= 0 2 o] e B=|0 -1 1

> 0 00
0 0 -
3

1) Montrer que la suite (A"),en+ converge et déterminer sa limite.

2) Montrer que la suite (B"),cn+ diverge.
Indication pour la question 2 : Calculer B et B>.

1
P 0 0
3 n
1) Pour tout n € N*, A" = 0 (5) 0 . Chacun des coefficients tend
1
0 0 e
vers 0 lorsque 7 tend vers +oo donc la suite (A"),cn+ converge vers la matrice
nulle.
10
2) On calcule comme indiqué B>=| 0 1 —1 |etB®=B.
00 O
On a pour tout k& € N*, B**! — B et B* = B2 Donc les suites extraites

(Bz”),,eN* et (BZ"”),,GN convergent vers des limites différentes (B et Bz), donc la
suite (B"),en+ N’est pas convergente.

1 0 0
On considere la matrice A = -2 3 1
4 —4 —

1
Etablir que (A — I3)> = 0. En déduire A”. Montrer que la suite <—A”>
h neN*

converge et déterminer sa limite.
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5.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation @

Un simple calcul méne 2 (A — I3)> = 0. Onade plus A = I3 + (A — Iz), et on
déduit de la formule du bindbme que Vn € N A" = I3+ n(A — ;). On a donc

1 1
-A"=A-10--); — A-1L.
n n n—+00

Pour montrer que deux normes N et N, ne sont pas équivalentes, on construit une

Ni(x,)

suite (x,) d’éléments de E telle que N0 tend vers 0 ou +o00. Dans la pratique,
2(Xn
on choisit la suite (x,) telle que, pour tout n € N, Ny(x,) = 1 (ou Ny(x,) = 1).

Centrale PSI 2007, 2006

Soit E = €°([0,1],R). Sia € [0, 1] et f € E, onpose No(f) = sup |f|+/ lf] -
[a,1] 0

1) Montrer que N, est une norme sur E.

2) Etant donnés a et B tels que 0 < a < B < 1, on se propose de montrer que les
normes N, et Ng ne sont pas équivalentes. Pour cela on pose pour tout n € N*,

Vo =a+ A= a’ et on introduit la fonction f, définie par
n
(0 5i0<x <a,
— +
2x ¢ siaéxéazyn,
—a
vaelo 1], i) =9 "% a4y,
-2 si <X < VYoo
Yn — & 2
0 siy, <x <1

2.a) Tracer le graphe de f, et vérifier que f, € E.
2.b) Calculer N,(f,) et Ng(f,) et conclure.

1) On vérifie facilement que No(Af) = |A| No(f) et No(f + g) < Nuo(f) + Na(g)
pour tout (f,g) € E*et A € R.

De plus, N, (f) = sup\f|+/ \f|—Osietseulementsisup|f|:Oet/ |fl=0.
al] [a,1] 0

D’une part, sup |f| = 0 entraine f(x) = 0O pour tout x € [a,1]. D’autre part,
[a,1]
/ |f| = 0 et |f]| est continue et positive sur [0, @], donc f est nulle sur [0, a].
0

Finalement f est nulle sur [0, 1]. Donc N, est une norme sur E.
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2.a) La fonction f, est une fonction affine par morceaux sur le segment [0, 1], et on
voit a I’aide de son graphe qu’elle est continue. C’est donc un élément de E (il est
vivement conseillé de tracer effectivement son graphe !)

On vérifie géométriquement que N,(f,) = 1 et que Ng(f,) = In 2_ ¢ A 2_ ¢
n

(c’est aire du triangle !). La suite ( f;;) converge vers la fonction nulle pour la norme
Npg, mais pas pour la norme N,. Les deux normes ne sont pas équivalentes.

(Trés proche de INT PC 2005, Mines-Ponts MP 2007) K
Soit E = {f € €'([0, 1],R)}. On pose pour tout f € E,

1
N (f)= Wf(O)y%/o | f1(0)] dr.

1) Montrer que .//* est une norme euclidienne sur E.

2) Etablir que pour tout f € E, || f o < V2A4(f).

3) Montrer que les normes |||« et .#” ne sont pas équivalentes.
Indication de I’examinateur : utiliser la suite de terme général f,(x) = x".

1) Compte tenu de I’expression de la norme, on est conduit a penser a une norme

1
euclidienne. Introduisons ® : (f, g) € E? — £(0)g(0) + / (g (Hde.
0

Il est clair que P est une forme bilinéaire symétrique et positive. Montrons qu’elle
est définie. Soit f un élément de E tel que ®(f, /) = 0. On a alors

1 1
O(f, f) = |f(0)|2+/ [f'(0 dt =0= f(0) = Oet/ |F'(0f de =0.
0 0

2 . .
Comme ¢ — | f'()|” est positive et continue sur [0, 1], f est nulle sur [0, 1] donc
f est constante, et donc nulle puisque f(0) = 0.

Ainsi, ® est un produit scalaire et .4 est la norme euclidienne associée.
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5.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation @
2) On pense assez naturellement a écrire que pour tout ¢ € [0, 1],
t
70 = fO+ [ fdu,

0

t 1

nwmmm&umRQﬂmu/ﬁfmnmgme+/yfwnm.
0 0
1

On sait que pour a et b réels, on a ab < —=(a* + b?) , et on en déduit que

2
1

(a +b)* < 2(a* + b?). 1l vient alors, en posant a = | f(0)| et b = / |f/(1)| dt,
0

1 2 1 2
(’f(0)|+/ |f/(l)|df> <2 [rof+ </ ‘f’(t)‘dt>
0 0

D’autre part on a, d’apres 1’inégalité de Cauchy-Schwarz,

1 2 1 1 1
(/ \f’(t)\dt> </ dt~/ f’(t)zdt:/ f/@)dr.
0 0 0 0

1 1
fO)] + / |f(D)]dr < ﬁ\/’f(o)\z +/ | f/(t)|* dz, et donc pour tout
0 0
1 €[0,11, | f(1)] < V24 (f), d’on

D’ou

Flloo < V2H().

Remarque de la rédaction

On peut vérifier que V2 est la plus petite des constantes réelles K telle que

| fllso < V2.4 (f) pour toute fonction f € E. On aen effet || f||oc = V24(f)
lorsqu’ on prend pour f la fonction définie par f(¢) = 1 +1.

3) Utilisons la suite de fonctions de 1’énoncé : pour n > 1, ona || f,||,, = I et

N (fu) = ~ " Ona lim A ) = " = +00. Les normes ne sont

2n—1 n—+oo || full.o V21 —1

pas équivalentes (car il n’existe pas de constante C > 0 telle que pour tout f € E,
N () <C| flloo-
Sinon, on aurait en prenant f = g,, pour tout n € N, .4#(g,) < C||g,]| ., donc

R
V2

< 0, ce qui est absurde.

Partie bornée

Soit A une partie non vide de E.
¢ Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe M € 10, +oo[ tel que pour tout x € A, ||x|| < M ;
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(i) il existe a € E etr € 10,+o0| tels que A C By (a,r).
On dit alors que A est une partie bornée de E.

¢ Pour montrer qu’une partie A n’est pas bornée, on peut exhiber une suite (x,),
d’éléments de A telle que

lim ||x,|| = +o0.
n—+o0

Les ensembles suivants sont-ils bornés ?
A = {xsinx | x € R}, B = {(x,y) € R* | x> +xy+y* = 1} et
C={(x,y)eR*|x*—y*=1}.

. . P T
e Pour I’ensemble A, on peut considérer la suite (u,) définie par u, = 5 + 2nm,

n € N.
. T , .,
Onax, =u,sinu, = 0} +2n7m — +oo donc A n’est pas bornée.

n—+o0o
e B est I’ensemble des points d’une conique. Il est facile de voir qu’il s’agit d’une
ellipse (voir réduction des coniques) donc que B est bornée. On peut aussi le montrer

2.3
directement en écrivant : x> +xy + y* = <x+%> +4—1y2 donc
y\?, 3
, B(:)( +—> + -y =1
(x,y) € X+ 3 1)
Onad’une part: (x,y) € B = > 2<1 = |y < 2 et d’autre part
s (x, -y < < —, :
p y 4)’ y /3 p
Y2 Y
(x,y)€B = (x+§) <l= —1<x+§<1
1 1 1
—1l—-—<x<1l+— = |x|<1+—
73 V3 7RSI

1
donc ||(x, y)|lcc < 1+ —= et donc B est bornée.

V3

¢ C est’ensemble des points d’une hyperbole donc il n’est pas borné. On peut utiliser
la paramétrisation classique x = cht et y = sh¢ pour construire une suite de norme
tendant vers +0o. On peut par exemple prendre, (x,, y,) = (chn,shn) € C.

On a (x4, ya)|l,, =chn — +oo donc C n’est pas bornée.
n—+oo
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5.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation a

5.1.3 Applications lipschitziennes

e Soient (E,||-||;) et (F, ||| ) deux espaces vectoriels normés, A C E et f
une application de A dans F.

o On dit que f est lipschitzienne de rapport A sur A lorsque
V() € AL IF ) = fF DIl < Allx = yllg-
o On dit que f est lipschitzienne lorsqu’il existe A € R* tel que f est
A—lipschitzienne.
o Exemple : I’application || - || : E — R est 1-lipschitzienne.

Remarque

Souvent les exercices de concours sur les fonctions lipschitziennes portent sur
les fonctions réelles d’une variable réelle (voir notre livre d’Analyse de pre-
miere année chapitre 11 paragraphe 11.5 et chapitre 14 paragraphe 14.3).

Exercice 5.7

Soit (a,b) € R? avec a < b et soit E = € ([a,b],K) muni des normes clas-

b b
siques || £, = / Ol £l =y / FOP e fll, = sup (70

b
Montrer que I’application f € E — O (f) = / f (t)dt € K est lipschitzienne

pour chacune des normes || - ||, , || - ||, et || - || o, -

Il est clair que @ est un endomorphisme de 1’espace vectoriel E.
Soit (f,g) € E*>.Ona

b b
|D(f) — D(g)| = /(f—g)(l)dt é/ I(f —o)Oldr = | f — gl

<b-—a)x sup |[(f =g =b—-a)|f—gl-

t€la,b]

Mais aussi, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

b b
/ (f —)@0)dr| < vb—a\// (f =) dt =vVb—allf —gl,-

Donc ® est I-lipschitzienne pour la norme ||-||,, (b — a) —lipschitzienne pour la
norme |- ||, et v/b — a—lipschitzienne pour la norme || - [|,.
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Centrale MP 2006 K
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé réel et soit f ’application de E dans

X
E : x — —————— Montrer que f est 2-lipschitzienne.
max(1, ||x|)

Soit (x,y) € E x E.Ily atrois cas a distinguer.
* Lorsque [|x[| < Tet[lyl <1, ona | f(x) = fODIl =[x = vl
e Lorsque |[x|| < 1 < [|y||,ona

y y
_ =lx— | <|lx - -

=[x = yl[+1 - B H)IIyH e =yl +llyll =1

<l =yl + [yl =l < 2l = plI-
e Lorsque 1 < |lx|| < ||y|/ona

0= sl < || = el I = o)

_ + — 2llx —
b=yl = bl 2=l
x| [lx]|

~

5.1.4 Topologie

Topologie
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé.

e Ouverts et fermés : Soit A C E.
(1) On dit que A est un ouvert de E lorsque tout point de A est le centre d’une
boule ouverte contenue dans A, autrement dit

Va € A, Ir € ]0,+00[ | B(a,r) C A.

(ii) On dit que A est un fermé de E lorsque son complémentaire E\ A est un
ouvertde E.

Exemples : &, E, une boule ouverte sont des ouverts et une boule fermée est
un fermé.

Remarque
Les seules parties de E, qui sont a la fois ouvertes et fermées, sont & et E.

Propriétés : réunions et intersections d’ouverts ou de fermés
(i) Toute réunion d’ouverts de E est un ouvert de E.




© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit
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(i1) Toute intersection finie d’ouverts de E est un ouvert de E.
(ii1) Toute intersection de fermés de E est un fermé de E.
(iv) Toute réunion finie de fermés de E est un fermé de E.

¢ Point intérieur : Soit A une partie non vide de E et soit a € A. On dit que a
est un point intérieur a A lorsqu’il existe une boule ouverte de centre a incluse
dans A, c’est-a-dire 3r > 0, B(a,r) C A.

Notation : A = {a € A | a est un point intérieur 2 A} est appelé I’intérieur de
A . C’est le plus grand ouvert contenu dans A.

e Point adhérent : Soient E un espace vectoriel normé sur K, A une partie non

videde Eetx € E.

o On dit que x est un point adhérent a A lorsque toute boule ouverte de centre
x rencontre A, ¢’est-a-dire Vr > 0, B(x,r)N A # @.

o Caractérisation séquentielle d’un point adhérent : x est un point adhérent
a A si et seulement si x est limite d’une suite d’éléments de A.
Notation: A = {a € E | a estun point adhérent a A} est appelé I’adhérence
de A. C’est le plus petit fermé contenant A.

o Caractérisation des fermés : Soit A C E. Les trois propositions suivantes
sont équivalentes :
(1) A estun fermé de E ;
()A=A;
(iii) toute suite d’éléments de A qui converge dans E, a sa limite dans A.

e Partie dense : on dit que A est une partie dense dans E lorsque A = E.

Les trois propriétés sont équivalents :

(i) A est dense dans E ;

(i1) toute boule ouverte de E rencontre A ;

(iii) tout vecteur de E est limite d’une suite d’éléments de A.

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé et soit A une partie non vide de E. Soit
A € K*, on désigne par A\A = {Aa | a € A}.

Montrer que si A est ouvert (resp. fermé), alors AA I’est aussi.

e Supposons que A est un ouvert.

Soita’ € AA. Il existe a € A tel que a’ = Aa. A étant un ouvert, il existe r > 0 tel
que B(a,r) C A, on remarque alors que B(a’, A\r) = B(Aa, Ar) C AA. A’ est donc
également un ouvert.

e Supposons que A est un fermé. La caractérisation séquentielle est toujours plus

simple, utilisons-la. Soit a’ € AA. 1l existe une suite (a,) d’éléments de A telle que

a = lim Aa,.

n—+oo
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1 1
Posonsa = —a’.Ona |la —a,|| = < ||’ — Aa,|| — 0,ainsia = lim a,, et
A A n—+00 n—+00

donc a € A car A est un fermé. Ainsi a’ = Aa donca’ € AA. A’ est donc également
un fermé.

Exercice 5.10

1

Dans I’espace vectoriel normé E = R,onpose A = Zet B = {n—2— | n e N}
n

Montrer que A et B sont fermés et que A + B n’est pas fermé.

Etudier de méme pour E = R?, les ensembles A = {(x, y) €]0,+o0[ | xy = 1},
B ={0}x]— o0, O] et A + B.

e L’ensemble Z est fermé si et seulement si complémentaire R \ Z est ouvert. Or

R\Z = U In, n + 1[ est ouvert car il est réunion d’intervalles ouverts. De méme,
nez

1 1 1
I’ensemble R\ B = ] —oo,+§ [U H]n — 5" +1— 2+ D) est un ouvert.

On a
A+B={m+n) -~ |meZneN}={p——|peZnecN}
= m ) =P m p ) .

L’ensemble A + B n’est pas fermé car 0 ¢ A+ B mais 0 est un point adhérent & A+ B

1 .
car en posant, pour toutn > 1,a, = —netb, =n — W’ ona lim (a,+b,) =0.
n

n—+0o0o

e E = R? Les ensembles A et B sont fermés car on vérifie aisément que toute
suite d’éléments de A (resp. B) qui converge, a sa limite dans A (resp. B). On voit
également facilement que

A+ B ={(x,y) €10, +oo[xR x >0etxy < 1}.

Les points de {0} x R sont adhérents 2 A + B mais n’appartiennent pas a A + B.

L L L L L L L L L L
-0.5 0.5 1.0 L5 2.0 25 -0.5 15 1.0 1.5 2. 2|5

AetB A+ B
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1
Par exemple, en posant pour tout n > 1, a, = <—, n) etb, = (0, —n), on a
n

1 _
an+bn:<—,0)€A+B — (0,00 A+B\ A+B.
n n—+00

Exercice 5.11

Mines-Ponts MP 2006

Soit E un R-espace vectoriel normé et soit A un sous-espace vectoriel de E.

1) Montrer que 1’adhérence de A est un sous-espace vectoriel de E.

2) On suppose que E est de dimension infinie. Montrer que tout hyperplan H

de E est soit fermé (c’est-a-dire H = H) soit dense dans E (c’est-a-dire
H=E).

1) Montrons que A est sous-espace vectoriel de E. Soient (a,b) € A x A et
(A, w) € K2. Tl existe (a,, by) € AN tel quea = lim a,etb = lim b,.On sait

n—+oo n—+oo

que Aa + ub = lim (Aa, + wb,) or pour tout n € N, Aa, + ub, € A car A est
n—+oo

un sous-espace vectoriel donc Aa + ub € A.

Remarque
On peut montrer que tout sous-espace vectoriel de dimension finie est fermé.

2) Soit H un hyperplan de E. On a tout d’abord H C_ﬁ C E. Si H n’est pas fermé,
H G H,ilexistea € H\ H,donc H®Ra C H.Or H ® Ra = E puisque H
est un hyperplan ne contenant pas a, d’out H = E.

Remarque
Dans I’exercice 5.26 p.135, on va voir un critére portant sur les formes linéaires
pour savoir si un hyperplan est fermé ou dense.

Exercice 5.12

Centrale MP 2005 K

Soit C une partie convexe (d’intérieur non vide) d’un espace vectoriel
normé E.

1) Montrer que I'intérieur de C est un ensemble convexe.

2) Question facile de la rédaction : montrer que 1’adhérence de C est un
ensemble convexe.

1) Soient a et b dans I'intérieur de C.
Montrons que le segment [a,b] = {(1 — t)a +tb | t € R} estinclus dans I'intérieur
de C. Soit ¢t € ]0,1] et posons ¢ = (1 — t)a + tb. 1l existe r > 0 tel que la boule
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ouverte B(b,r) soit contenue dans C. Considérons I’homothétie ~ de centre a qui
transforme b en c, c’est-a-dire h, ; : x — a +t(x — a), homothétie (affine) de centre
a et rapport ¢. La boule ouverte B(b, r) est transformée en la boule ouverte B(c, tr).

'
/é

Comme le rapport ¢ de I’homothétie est dans ]0, 1], ’homothétie & envoie tout élé-
ment de C dans C, en particulier B(c,tr) est inclus dans C donc ¢ est un point
intérieur de C. Le cas t = 0, correspond au point a qui est par hypotheése dans C.

(V]

Conclusion : ’'intérieur de C est un ensemble convexe.

2) Il est beaucoup plus immédiat d’établir le résultat pour 1’adhérence.

Soit (a,b) € Zz ett € [0,1]. 1l existe (a,,b,) € AN tel que a = lim aq, et
n—+0o0
b = lim b,. On sait que ta + (1 — t)b = lim (ta, + (1 —t)b,) or pour tout
n—+oo n—+oo

n €N, ta, +(1 —t)b, € A car A est convexe donc ta + (1 — )b € A.

5.1.5 Limite de fonction, continuité, uniforme continuité

Soient (E, ||-||) et (F,||-|| ) deux espaces vectoriels normés. Soit A une partie
non vide de E etsoit f : A — F.

o Limite : soient @ un point adhérenta Aetb € F.
o On dit que f admet pour limite b en a et on écrit lim  f (x) = b lorsque

xX—a,x€A

Ve>0,da>0,Vx €A, |lx —al<a=|fx)—Db||<e

Remarque
la limite dépend des normes considérées sur £ ou sur F (sauf si on remplace
une norme par une norme équivalente).

o Caractérisation séquentielle de la limite : ona lim f(x) = b si et

x—a,xeA
seulement si pour toute suite (x;),cy d’éléments de A convergeant vers a, la
suite (f (xx));cry converge vers b.
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o Continuité
o On dit que f est continue ena € A lorsque lim A fx)= f(a).
X—a,x€

o On dit que f est continue sur A lorsque f est continue en tout point de A.

o Cas particulier important : lorsque F est de dimension finie et
#B = (e,...,e,) est une base de F. En notant pour tout x € A,

n
fx) = Z fi (x)e;, alors f est continue en a € A (resp. sur A) si et
i=1
seulement si pour tout i € [1,n], f; est continue en a (resp. sur A).
o Caractérisation séquentielle de la continuité : la fonction f est continue
ena € A sietseulement si pour toute suite (x;), .y d’éléments de A conver-
geant vers a, la suite (f (xx)),cy converge vers f(a).

e Homéomorphisme : une bijection continue f : A — f(A) C F telle que
7't f(A) — A C E soit également continue est appelée un homéomor-
phisme de A sur f(A).

¢ Prolongement d’une égalité par densité : soient f, g : E — F deux fonctions
continues sur E. Si A est une partie dense dans E et si pour tout x € A,
f(x) = g(x), alors f(x) = g(x) pourtoutx € E.

Exercice 5.13

Montrer que I’application définie sur R® \ {(0,0,0)} par f(X) =

Ix[>
n’admet pas limite au point (0, 0, 0).

On rappelle que si X = (x, y, z), alors || X ||, = /x% + y2 + z2.

Pour montrer que f n’a pas de limite au point (0, 0, 0), on va exhiber deux suites (U,,)
et (V,,) qui convergent vers (0,0, 0) et telles que les deux suites (f(U,)) et (f(V,))

. e 1
convergent vers deux limites différentes. Pour tout n € N*, posons U, = (—,0,0)
n

1
et V, = (0,—,0). Lorsque n — +o00, on a U, — (0,0,0) et V, — (0,0,0) alors
n

que f(U,) =1 — %,0,0) — (1,0,0) et f(V,,) =(0,1 — %,0) — (0, 1,0). Donc la

fonction f n’a pas de limite en (0, 0, 0).

Exercice 5.14

Soit p € N*. Montrer que I’application définie sur R” (muni d’une norme || ||)

par
1 osi||lx|| > 1
X) =
F0 {0 si || X]| < 1

n’est continue en aucun vecteur U tel que |U|| = 1.
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Soit U € R” tel que |U|| = 1 et soit (U,),> la suite telle que U, = %U. On
n

allU,] = ! U = " < 1 donc f(U,) = 0 pour tout n € N. Par ailleurs
n+1 n+1
U, —U| = ?HUH — 0 lorsque n tend vers + oo. Ainsi la suite (U,) converge
n

vers U mais la suite ( f(U,)) ne converge pas vers f(U) .

Etudier la continuité des applications définies sur R? par

33

P T”zemz si (x,y) # (0,0)
0 si(x,y) =(0,0).
2

X 2,2 .
et g(x,y) = me" TosiEn £ 0,0

0 si(x,y) = (0,0).

Indication : il est souvent utile dans ce genre d’exercice de passer en coordonnées
polaires. Pour tout (x, y) € Rz, il existe (r,0) € R™ x R tel que x = r cos 6 et
y = rsin 6§ (le réel r est alors la norme euclidienne de (x, y)). Si on peut trouver
une fonction 4 telle que | f(r cos 6,7 sinf) — £(0,0)| < h(r) et rlirr(l) h(r) =0,

alors f est continue en (0, 0).

Les fonctions f et g sont continues sur R? \ {(0,0)} comme composée, somme,
produit et quotient de fonctions continues. Etudions la continuité en (0, 0).

Pour tout (x,y) € R? il existe (r,0) € R* x Rtel que x = rcosf ety = rsin.
Nous avons alors f(x,y) = r cos® 8 x ¢ et g(x,y) = cos® 0 x e

Ona|f(x,y)| < re” — 0 quand r — 0, donc f est continue au point (0, 0). Elle
est donc continue sur R,

La limite de la fonction r + cos>fe” lorsque r tend vers O dépend de 6,

donc la fonction g ne peut pas avoir de limite unique en (0,0). Par exemple,

1
— # 1. Donc la fonction g n’est pas

1,
Ee x—0 2
#

g(x,0) = ¢ = letgr,x) =
7

continue en (0, 0).

e On dit que f est uniformément continue sur A lorsque

Ve >0,3a > 0,V(x,y) € A% lx =yl <a= | f()— fO) <&
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Le réel a est indépendant de x et de y ; il est parfois appelé module de continuité
de f pour e.

¢ Lien entre fonctions continues, uniformément continues et lipschitziennes
(1) Si f est lipschitzienne sur A, alors f est uniformément continue sur A.
(i1) Si f uniformément continue A, alors f est continue sur A.

Remarque

bien entendu, la réciproque de (i) (resp. (ii)) est fausse.

La fonction x +— +/x est uniformément continue sur [0, +oc[, mais n’est pas
lipschitzienne sur [0, +oco[. De méme, la fonction x +— x2 est continue sur
[0, +o0[, mais n’est pas uniformément continue sur [0, +o0o].

Les exercices de concours sur ce theme portent essentiellement sur les fonctions
de la variable réelle, le lecteur est renvoyé a notre livre d’Analyse de premiere
année et au chapitre 1 de ce livre.

Image réciproque d'un ouvert ou d’'un fermé par une application
continue

Soit E un espace vectoriel normé et soit A une partie non vide de E.
¢ Ouverts/fermés relatifs a une partie

o Une partie U de A est un ouvert relatif a A s’il existe un ouvert V de E tel

que U =V NA.
o Une partie F de A est un fermé relatif a A s’il existe un fermé G de E tel
que F =GN A.

¢ Image réciproque d’un ouvert ou d’un fermé par une application continue
Soit F un espace vectoriel normé et soit f une application définie sur A a
valeurs dans F. L’application f est continue sur A si et seulement si I’image
réciproque par f de tout ouvert de F est un ouvert relatif & A (ou ce qui est
équivalent) I’image réciproque de tout fermé de F est un fermé relatif a A.

1) Soient E est un espace vectoriel normé de dimension finie, f : £ — R une
application continue et a € R. Dire si les ensembles suivants sont ouverts ou
fermés :

A={x€E f(x)=a},B={x€E f(x)<a},C={x€E, f(x)#a},
D={x€E, f(x)<a}.

2) Montrer que GL,, (K) est ouvert dans ., (K).
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1) Lensemble A = {x € E, f (x) =a} = f'({a}) est I'image réciproque d’un
fermé de R par une application continue. Il est donc fermé. De méme, 1’ensemble
B={x€E, f(x)<a}= f"'(— oo,al) est fermé.

OnaC = {x€E, f(x)#a} = f'(R\ {a}) est I'image réciproque d’un
ouvert par une application continue. C’est donc une partie onverte. De méme
{x €E, f(x) <a} = f~'(Q — oo, al) est une partie ouverte de E.

2) GL, (K) est un ouvert de .7, (K) car c’est I'image réciproque de 1’ouvert K* par
I’application M +— det (M) qui est continue (c’est une fonction polyndmiale des
coefficients de M).

5.1.6 Applications linéaires continues, normes subordonnées

Soient (E, ||| ;) et (F,||-||;) deux espaces vectoriels normés.
e Soitu € Z(E, F). Alors
u continue sur E < u continue en Og < u bornée sur B (0, 1)
< u bornée sur S(0, 1)

& 3dIM >0Vx € E |lu(x)|| <M x|
& dM > 0 tel que u est M-lipschitzienne sur E.

Le plus petit réel M vérifiant la propriété ci-dessus est définie par

u(x)
M= sup [u@)|lp= sup [u@)|,= Sup@
Il <1 x| p=1 w20 x|l g
On pose alors |||u]|| = M, ¢’est la norme subordonnée de u (relatif a || ||, et

|| -1/ ). On I’appelle la norme triple de u.

e S’il existe un réel @ > 0 tel que, pour tout x € E, |u(x)|| < a||x||, alors u
est continue sur E et I'on a |||u]|| < a.
Si I’on trouve un vecteur x de E tel que ||u(x)|| > a||x||z, alors ||[u]|| = a.
¢ [’ensemble est applications linéaires continues de E dans F est un sous-espace
vectoriel de Z(E, F), qu’on notera Z.(E, F).
Muni de la "norme" subordonnée, .Z.(E, F) est un espace vectoriel normé. De
plus les normes subordonnées vérifient la propriété suivante :
sive Z(F,G)etu € Z.(E,F)alorsvou € Z(E,G)et

[ oull] < {[fvl[]-[[]a]l]

e Cas particulier : si E = F alors (Z.(E),|||]||) est une algébre normée. En
particulier ||| Id g]|| = 1.
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Exercice 5.17

TPE MP 2005
Soit # I’espace des suites complexes bornées muni de la norme infinie : si
X = (Xu)nen, on pose ||x|| = sup |x,|. On considere ’application ® de & dans

neN
lui-méme définie par ® ((xn)@o) = (Xp+1 — Xn)n>0- Montrer que ® est un endo-

morphisme continu de (4, || ||) . Calculer sa norme triple.

e Il est clair que @ est un endomorphisme de 4.
e Soit x = (x,)n>0 € A. On a, pour tout n € N, |x,41 —x,| < 2sup |x,|. Donc

neN
|P)|| < 2(|((xn)n>0)||. Ainsi, P est continue et |||D||| < 2.
e Considérons la suite x définie par, pour toutn € N, x, = (—=1)".Ona ||x|| = 1et
D(x) = (Xp41 — Xndns0 = (—2,2,—2,2,...). Comme || P(x)|| = 2, on a alors
[P)|
” =2 < [||Pf]].
x|
Conclusion : ||| ||| = 2.
Exercice 5.18
TPE MP 2006

Soit @ I’application de R[ X ] définie par ®(P) = P(0). On munit R[X] des deux
normes suivantes :

VP € R[X], Ni(P)= sup |P(t)| et No(P)= sup |P(t)|
rel—1,1] 1€(1,2]
® est-elle continue pour N; ? pour N, ?
En cas de continuité, on donnera sa norme triple.

e Pour tout P € R[X], |P(0)| < sup |P(t)| = Ni(P(P)) donc P est continue et
te[—1,1]

[||®]|| < 1. En considérant le polyndme P, constant égal a 1, on a

|Po(0) =1= s[.ufl)l] |Po(t)] = Ni(P(Py)) donc |||P||| >1
rel—1,
et finalement
|[[®[]] = 1.

¢ En revanche ® n’est pas continue pour N, car on peut trouver une suite de poly-
ndmes bornée par 1, d’image non bornés. En effet, pour n € N, soit P, = (X —2)".

On a Ny(P,) = sup || = 1et|P,(0)] = 2" donc ® n’est pas continue lors-
t€[—1,0]
qu’on munit R[ X] de la norme N;.
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Pour montrer qu’une application linéaire # n’est pas continue, on montre que
I’image de la boule unité n’est pas bornée, ce qui conduit a rechercher une suite
(x2)n>0 bornée telle que (u(x,)),>0 ne soit pas bornée.

Application bilinéaire continue

Soient (E, ||| z). (F,|l-1I) et (G, || |;) trois espaces vectoriels normés.
e Soit @ : E X F — G une application bilinéaire. Alors
® est continue sur E x F
< @ est continue en (Og, Of)
< @ estbornée sur By(0g, 1) x By(0p, 1)
< @ est bornée sur S(0g, 1) x S(0g, 1)
& IM >0, Vix,y) € EXF [ Dx,y)llg <M x|z llylr

¢ Exemples simples d’applications bilinéaires continues

{KxE — E {,ﬁfc(E)x,ﬁfc(E) — Z(E)

A,x) — Ax (u,v) — uov

EXE — E
(x,y) — <x,y>.

Si E est un espace préhilbertien, {

5.1.7 Complétude

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé.
¢ Suites de Cauchy

o Soit (x,),cy une suite d’éléments dans E. On dit qu’elle est de Cauchy
lorsque

Ve>0,ANeNVneNVpeN,m>Netp > N)=|x, —x,|| <e

o Propriétés
— Toute suite convergente est une suite de Cauchy.
— Toute suite de Cauchy est bornée.

¢ Espace de Banach : lorsque toute suite de Cauchy d’éléments de E converge,
on dit que (E,||-||) est un espace vectoriel normé complet (ou espace de
Banach).
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¢ Partie complete : Soit A une partie non vide de E.
o On dit que A est complete lorsque toute suite de Cauchy de A converge dans
A.
o Si A est complete alors A est un fermé de E.
o Si E est un espace de Banach, alors A est un fermé de E si et seulement si A
est complete.
Application : soit (E, | ;) un espace de Banach et soit (u,) une suite d’élé-

ments de E. Si la série Z ||un|| converge alors la série vectorielle Zun
converge.

(Particulierement utilisé sur les espaces de matrices, voir le chapitre suivant
espaces vectoriels normés de dimension finie).

Exercice 5.19

d’aprés CCP MP 2006
deg P
Pour tout polynéme P = Z ar X* de I’espace vectoriel E = R[X], on pose
k=0
|Plloc = max |ag|.
0<k<deg P
1) Vérifier que || || est une norme sur E.
n Xk
2) On considere la suite (P,),>1 de terme général P,(X) = e
k=0
Montrer que la suite (P,),> est une suite de Cauchy dans (E, || ||oo)-

3) Montrer que la suite (P,),>1 ne converge pas dans E ?

1) Ne présente aucune difficulté.
1

=——71
< (n+1)!

2) Soit & > 0. Pour tout (m,n) € N> tel que m > nona | P — Pul|

existe donc un entier N € N tel que pour tout n > N, on ait < e. Ainsi,

1
(n+1)!
pour tout (m,n) € N>telquem >n > N,ona | Pn — Pall,, < &. Donc la suite
(Py)n>1 est une suite de Cauchy dans (E, || ||co)-

3) Raisonnons par I’absurde et supposons que la suite (P,),> converge vers
un polyndme Q de degré g. Soit n € N tel que n > ¢g + 1, on a alors

1
1P, — Olloc = ZEEI Comme ¢ est constant, il n’est pas possible que
g+ 1)
||P, — Q|| tende vers 0 lorsque n — +oc.

Conclusion : 1’espace vectoriel E n’est pas complet pour la norme ||« ||oo-
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Remarque

On montre de la méme fagon que I’espace vectoriel £ n’est pas complet pour
deg P

|P|; = Z |ax|. On montre que la suite (P,),>; définie ci-
k=0

dessous est de Cauchy pour la norme ||-||;, mais ne converge pas.

la norme || - ||; ou

Théoréeme des approximations successives

Le théoreme des approximations successives (ou théoreme du point fixe) ne figure
pas explicitement au programme mais certains concours demandent souvent de le
redémontrer et de ’utiliser. Il est donc utile de le connaitre. Sur le plan mathé-
matique, il est trés important tant au niveau théorique (il est par exemple utilisé
pour le théoreme de Cauchy-Lipschitz ou le théoreme d’inversion locale) qu’au
niveau appliqué car il fournit une méthode tres robuste d’approximation numé-
rique d’une équation du type g(x) = 0 (que I’on transforme en 1’équation équiva-
lente f(x) = x ol f(x) = g(x)+ x).

Mines-Ponts MP 2007

Soient (E, ||-||) un espace vectoriel normé, A une partic complete de E, f
une application de A dans E telle que f(A) C A, a € A et (xp);cy la suite
d’éléments de A définie par : xo = a et pour toutn € N, x,,1 = f (x;).

On suppose que f est A-lipschitzienne avec 0 < A < 1 (on dit que f est une
application contractante). Montrer que f admet un unique point fixe x qui est
la limite de la suite (xz);cp -

Indication de la rédaction : on pourra montrer que (x,) est une suite de Cauchy

n

etque [[xup — 5 < [lx1 = xo| -

1—A
e Commencons par montrer que (x,) est une suite de Cauchy. Pour tout n > 1,

1xne1 — xull = 1| f en) — fCn—D|| < Al[x, — x,—1]| et par récurrence,

[[2ne1 = 2nl] < A" [lxr — xol| -

Il vient, pour tout p € N,
< Xntp = Xnsp—al[ + -+ oo — x|
< (/\n+p71 + -+ )ln) Hxl — .X()H

An
1—A

s — Xl

N

[[x1 — xo| -
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/\n
Comme lim
n—+oo | —

pour tout n > ng, pour tout p € N, ||x,., — x,|| < . Donc (x,) est de Cauchy.
Comme A est une partie complete, la suite (x,) est convergente dans A, appe-
lons ¢ € A sa limite. La fonction f étant lipschitzienne est continue, on obtient
(= nEIPoo f(x,) = f(¥).. Lalimite £ est un point fixe de f.

1= 0 (A < 1), pour tout € > 0, il existe np € N*, tel que

e Montrons que le point fixe est unique. Appelons ¢’ € A un autre point fixe éventuel.
Alors |6 =0 = || f(0) — fFU)| < A€ —£|.Sit # ¢ alors A > 1, ce qui est
contraire a I’hypothese.

5.1.8 Compacité

Soit (E,||-||;) un espace vectoriel normé et soit K une partie non vide de E.
¢ On dit que K est compacte lorsque de toute suite d’éléments de K, on peut
extraire une suite qui converge dans K.
¢ Propriétés des compacts
o Si K est compacte, alors K est fermée et bornée de E. La réciproque est
fausse si E est de dimension infinie (voir exercice 5.22).
o Soit A une partie compacte. Un sous-ensemble B de A est compact si et
seulement si B est un fermé de A (ou encore de E, c’est équivalent).
e Soient (F, ||-||) unespace vectoriel normé, A une partiede Eet f : A — F.
o Si f est continue et si A est un compact de E, alors f(A) est un compact
de F.

o Cas particulier tres important des fonctions a valeurs réelles : si A est
compactetsi f : A — R est continue sur A , alors f est bornée et atteint ses

bornes : plus précisément il existe ¢ et d dans A tels que, sup f(x) = f(c)
xXEA
et in£ f(x) = f(d). Ce résultat est utilisé pour la recherche des extremums,
xe

voir le chapitre sur les fonctions a plusieurs variables.

o Conséquence : Si A est un compact de E, on peut définir le sous-espace vecto-
riel normé (¢€(A,K),||-||,) C (Z(A,K),]-||.,) qui est un (sous-)espace de
Banach (exercice fondamental du cours sur les suites et séries de fonctions).

e Théoreme de Heine : si f : A — F est continue et si A est compact alors f

est uniformément continue sur A.

Exercice 5.21

Soit K un compact d’un espace vectoriel normé E et soit f une application
continue de K dans R tel que 0 < f(x) < 1 pour tout x € K.
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Soit (x,),en+ une suite quelconque de K. Montrer que la suite de terme général
((fGa"), cny- converge et déterminer sa limite.

Comme f est continue sur le compact K, f est majorée et elle atteint sa borne supé-

rieure b. Il existe donc u € K tel que f(u) = b, etilenrésulteque 0 < b < 1.Ona

alors pour toutn € N, 0 < (f(x,))" <b"et lim b" =0,donc lim (f(x,))" =0.
n—+ n—+oo

Remarque
Attention a ne pas écrire : 0 < f(x,) < 1 = lim (f(x,))" = 0. Par exemple on
n—+oo

1 1\"
a:0<1—— < 1,etpourtant: lim <1——> =e L
n

n—+0o0o

deg P
Pour tout P = Z arX* dans E = R[X], on pose
k=0
|IP|lcc = max |ag|.
0<k<deg P

Montrer que la boule unité de R[X] n’est pas compacte.

Considérons par exemple la suite (P,) définie par P, = X" pour tout n € N. On
a, pour tout n € N, ||P,||cc = 1. Supposons qu’il existe une suite extraite Py,
convergente vers P.

+0o0
Ecrivons que P = Z a;yX* avec a; nul a partir d’un certain rang. Alors pour tout
k=0
k € N, il existe nyp € N tel que pour tout n > ng, ¢(n) = ¢(ng) > k, donc
lax| < ||P — Pygyll,, — 0, donc a; = 0 pour tout k& € N. On obtient P = 0 ce
n—+0o0o
qui est impossible car ||P|loc = Um ||Pyp)llec = 1 # 0. Ainsi, la suite (P,)n>1
n—+o0

n’admet pas de suite extraite convergente et la boule unité de R[X] n’est pas com-
pacte.

Mines-Ponts MP 2005

Soit f : K — K avec K une partie compacte dans un espace vectoriel normé
telle que

Vx,y) €K x £y = | f&x)— fFO) < [lx — ¥l

1) Montrer qu’il existe un unique point fixe a de f sur K.
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2) Soit (x,) la suite définie par xg € K et pour n € N, x,,; = f(x,). Montrer
que (x,) converge vers d.
Indication de la rédaction : on pourra considérer milr<1 | f(x) — x|
xXe

1) Supposons que a et a’ sont deux points fixes distincts de 1’application f. On a
alors |la — d'|| = || f(a) — f(a')|| < |la — a’|| d’ou la contradiction. Il y a au plus
un point fixe.

Comme I’application x +— || f(x) — x|| est continue sur le compact K et a
valeurs réelles, elle atteint sa borne inférieure. Il existe donc a € K tel que
xmei[r(l | f(x) —x|| = | f(a) —al|. Supposons que a # f(a) , on obtient alors

I'inégalité || f (f(a)) — f(@)|| < || f(a) — al|, ce qui est contradictoire avec le
caractere minimal de a. Donc a = f(a).

2) S’il existe un entier ng tel que pour tout n > ng, on ait x,, = a, alors la suite
(x,) converge vers a. S’il existe un entier ng tel que pour tout n > ng, x, # a,
la suite (||x, —al|), est alors décroissante et minorée par 0, elle converge vers
a > 0. Montrons que @ = 0. Puisque K est un compact, il existe une suite extraite
convergente (xy(,)) vers £ € K. D ol ||xp(,) — al| oa= ||¢ — al| car la suite

(||xn — a||) est décroissante, or |[Xgm)+1 — f(a)]] o a= Ilf&) — f(a)|| (car

f est 1-lipschitzienne donc continue). Si ¢ # a, alors || f(¢) — f(a)|| < ||[£ — a|,
ce qui donne une contradiction donc £ = a et a = 0.

5.1.9 Valeurs d’adhérence

Valeur d’adhérence : un vecteur £ € E est une valeur d’adhérence d’une suite
(Xn)y>n, d’€léments de E lorsqu’il existe une suite extraite de (x,),>,, conver-
geant vers /.

Exemple : L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (\/_ — E(\/ﬁ))n>0 est

Iintervalle [0, 1]. Voir exercice 1.11 chapitre 1.

Exercice 5.24

TPE MP 2005

Soit (u,),en une suite d’'un compact K possédant une unique valeur d’adhé-
rence. Montrer que (#,,),cN converge.

Soit ¢ cette valeur d’adhérence. Supposons que la suite (u,) ne converge pas vers
L. Alors il existe € > 0 et ¢ : N — N strictement croissante telle que pour tout
n €N, ||xom) — ¢|| > e. La suite d’éléments (x,(,)) du compact K admet une valeur
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d’adhérence ¢’ qui est nécessairement distincte de £ car ||/ — ¢|| > e. Mais £’ est
également une valeur d’adhérence de la suite (x,) (car une suite extraite d’une suite
extraite de (x,) est encore une suite extraite de (x,)), d’ou la contradiction.

5.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Dans [’exercice qui suit, nous allons étudier la topologie de la somme de deux
parties d’un espace vectoriel normé

Exercice 5.25

Centrale MP 2005, Mines-Ponts MP 2005 et 2006
Soit (E , H||) un espace vectoriel normé et soient A et B deux parties de E. On
désigne par A + B I’ensemble {a +b| a € Aetb € B}.

1) Montrer que si A est ouvert, alors A + B est ouvert.
Indication de la rédaction : Soient (a,b) € E’etr € 10, +oo[. Vérifier que
B(a,r)+b = B(a+b,r).

2) On suppose que A et B sont fermés. Montrer que A + B n’est pas forcément
fermé (voir exercice 5.10, p.120).

3) On suppose que A et B sont compacts. Montrer que A + B est compact.

4) On suppose que A est compact et B est fermé. Montrer que A + B est fermé
et pas nécessairement compact.

1) Soit b € B, montrons que A + b est un ouvert. Soit ¢ € A + b alors il existe
ap € Atel que ¢ = ap + b. Puisque A est ouvert, il existe r € ]0, +o0[ tel que
B(ag,r) C A. Donc B(ag,r)+b C A+b.Or B(ag,r)+b = B(ay+ b,r) car

z€ Bag+b,r) & J|av+b—z||<r<llag—(z—-Db)|<r
< z—b € B(ag,r) < z € b+ B(ayg,r)

Ainsi B(ay + b,r) C A + b, et donc A + b est un ouvert de E. Par ailleurs,

A+ B = U (A + b) donc, en tant que réunion d’ouverts, A + B est un ouvert

beB
de E

2) voir exercice 5.10, p.120.

3) Montrons que toute suite (¢, ),>1 d’éléments de A+B admet une sous-suite (Cy(n))n
qui converge dans A + B. Soit (¢,), une suite quelconque d’éléments de A + B.
On a alors pour toutn € N, ¢, = a, +b, oua, € Aeth, € B. Comme A est
compact, il existe une sous-suite (a,(,)) qui converge vers un élément a de A. De
méme, B est compact donc il existe une sous-suite (bg(y(n))) de la suite (by(n)) qui
converge vers un élément b de B. Donc la sous-suite (xe(y(n)) de terme général
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Xo(n) +Ye(pn) CONverge vers ¢ = a+b. Ainsi de la suite (c,) d’éléments de A+B,
on a pu extraire une sous-suite (Cy(y(ry)) qui converge versc = a+b € A+ B.
Donc A + B est compact.

4) Montrons que A + B est un fermé. Soit c € A + B, il existe (¢,),en € A + B telle

que lim ¢, =c.
n—oo

Puisque ¢, € A+ B, il s’écrita, +b, oua, € A etb, € B. Comme A est compact,
il existe une suite extraite (a4(,)) qui converge vers a € A. Par ailleurs, la suite de
terme général by ;) = Co(n) — Ay(n) cOnverge (car c’est la différence de deux suites
convergentes) dans E vers ¢ —a. Or B est fermé doncc —a € Bdoncc € A+ B.

L’exercice suivant nous donne un critere pour savoir si un hyperplan est fermé ou
dense.

Exercice 5.26

Mines-Ponts et Polytechnique MP 2007K

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé et soit f une forme linéaire non nulle
sur E.

1) Montrer que f est continue si et seulement si ker f est un fermé de E.

2) On suppose que f est continue sur E et on pose H = Ker f. Montrer que
|f ()]

pourtoutx € E,d(x,H) = 7

1) o Si f est continue, Ker f = f~'({0}) est fermé car le singleton {0} est fermé.
e Si f est fermé et f # O, il existe e € E tel que f(e) # 0, auquel cas

E = Ker f & Ke. Posons d = d(e,Ker f), d > 0 (car sid = 0, alors e
serait limite d’une suite d’éléments de Ker f avec e ¢ Ker f, ce qui contre-

dit le fait que Ker f est fermé). Soit x € E. On peut écrire x = y + ae, ou

y € Kerfeta € K, ce qui donne f(x) = af(e).Sia #0, - = e+ 2.
o o

Comme —2 € Ker f, on a ||e + XH > d. On a finalement ||£|| < d, et
o o o

| f(e)
d

ol < s

F@| <

a = 0, donc f est continue.

||x]|. Cette inégalité est encore vraie lorsque

2) Soit x € E. Ecrivons quex =y+aeavecy € H.

d(x, H) = inf [x =zl = || ylglf{ |y — el

car H est un sous-espace vectoriel. D’autre part,

_ lf@@)| it fle)] lfeel  [f(e)
A= S0P A = S T —rell ~ S8 Ty —ell ~ Tnf Iy — el
z7#0 teR,uecH yEH veH
d’ou ||| f]||d(x, H) = ||| f(e)| = | f(x)|. On en déduit le résultat.
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Exercice 5.27

Mines-Ponts MP 2007
Soient E = €°([0, 1],R), N une norme sur E et A = {f € E | f(0) = 0}.

1) Montrer que A est soit fermé soit dense dans (E, N).

2) Donner un exemple d’'une norme N; tel que A soit dense dans (E, N;) puis
un exemple de norme N, tel que A soit fermé dans (£, N,).

1) L’ensemble A est un hyperplan car A = Ker ¢ ol ¢ est la forme linéaire (non
nulle) définie sur E par ¢o(f) = f(0). Il est soit fermé soit dense dans E d’apres
I’exercice 5.11, page 121 question 2).

2) D’apres I’exercice précédent, ex 5.26 p.135, ces deux cas correspondent respecti-
vement a ¢ continue et ¢ non continue.
o Considérons la norme infinie sur E définie par || f||c = sup |f(¢)| . Comme
1€[0,1]
pour tout f € E, | f(0)] = |e(f)| < || f|loo, 12 forme linéaire ¢ est continue et
donc A est un fermé.

e Considérons la norme de la convergence en moyenne sur E définie pour tout
1

f € Evpar|fli = / | f(¢)|dz. Pour montrer que ¢ n’est pas continue sur

0

(E,||-][1), il suffit d’exhiber une suite (f,,) d’éléments de E telle que la suite
( @(fn)
[ falln

entier n, f, : t — (1 — 1)". Chaque fonction f, est continue sur [0, 1] et on
1
a | fulil = ——. De plus, on a ¢(f,) = f,(0) = 1. Ainsi (/) =n+1,de
n+1 1 £alln

limite infinie lorsque n tend vers +oo, donc la forme linéaire ¢ n’est continue
et par conséquent A est dense.

) tend vers +o0o. On prend par exemple la suite (f;;) ou pour tout

Exercice 5.28

Polytechnique MP 2007
Soit E un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de E.

1) Montrer que si F est un ouvert alors F = E.

2) Montrer que si F # & alors F = E.

3) Soient E = % ([0,1], R) muni de la norme |.||o0, E1 = %" ([0,1], R),
E,={f€E| f(0)=0}et Es = {f € E | f estpolyndmiale}. Montrer

que £, =E,=E3;=0.
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1) 1l est clair que F C E. Il reste a montrer que £ C F. Comme F est ouvert et
0 € A, il existe r > 0 tel que B(Og,r) C F. Soitx € E \ {0g}, il existe

A > 0 tel que Ax € B(Og,r) C F. 1l suffit de prendre A = ﬁ car alors
X

= < r. Puisque F' est un sous-espace vectoriel et Ax € F,

1A X[ =

2|| ke

onax = X(/\x) e F.

2) Par hypothese F # &, il existe donc a € F.Soitx € E tel que x # a. Montrons

r
quexeF.Ennotanty:a+ZH H a),onaalorsH)’—a||=§<r
donc y € B(a, r)etdonc y € F. Comme a et y appartiennent a F et comme F
L . 2||x —a
est un sous-espace vectoriel, il en résulte que x — a = M —a) e F.
r

Enfinonax =(x —a)+a € F,doux € FetE C F.

3) D’apres la question précédente, comme les E; sont des sous-espaces vectoriels de
1

X — —

E, il s’agit de montrer qu’ils sont distincts de E. C’est évident car x +— 5

n’est pas dans E; et x — cosx n’est ni dans E, ni dans Ej.

Mines-Ponts MP 2007

Soit K un compact convexe d’un espace vectoriel normé et soit f : K — K
vérifiant : Y(x, y) € K2, [ f(x) — fO)] < |lx — ¥

1) Soit a 6 K fixé et n > 1. Montrer que la fonction f, définie sur K par

fa(x) = = + (1— —)f(x) est contractante sur K.

2) En dedulre que f admet un point fixe.

1) Soitn € N* et soita € K fixé.
1
e Soitx € K.Puisque K estconvexeet f(K) C K, le vecteurx = g+(1——)f (x)
n n
appartient aussi a K. Il en résulte que f,(K) C K.

1
e Pour tout (x,y) € K2 on a f,(x) — fu(y) = <1 — —> (x — ), donc
n
1
| £ — £ < (1 - —> |x — y||. Autrement dit, la fonction f, est une
n
1
application (1 — >—1ipschitzienne de K dans K. Elle est alors contractante
n

sur K et donc admet un point fixe x,, vérifiant x, = (1 — —> f (x,) (voir

exercice 5.20, page 130).
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2) Comme K est compact, il existe une suite extraite (x,p(,,)) de la suite (x,),
qui converge vers x € K. En faisant tendre n vers +oo, dans la relation

a 1
—— 4+ | 1 — —— ) f (xy@)) et sachant que f est continue sur K,
o) ( go(n)) (5500) !

on obtient f(x) = x, d’ou I’existence d’un point fixe.

Centrale MP 2007

Donner un espace normé (E, N) et une suite (4,),>0 d’éléments de E bornée et
sans valeur d’adhérence (c’est-a-dire n’ayant aucune suite extraite convergente).

Xom) =

Voir exercice 5.22 p.132.

5.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Centrale MP 2007, 2005
On note E I’espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans R muni de la

1
norme N : f — / | f(1)|dt. Soit n € N*, et soit f, la fonction continue égale
0

N 1. . 1 1 1 1
aOsur[O,i],alsur[§+n+1 1]etafﬁnesur[2 2+—]

1) Représenter f, avec piecewise sur Maple ou Mathematica.

2) Montrer que (f,),>1 est de Cauchy pour la norme || ||, .

3) L’espace €([0, 1], R) muni de || ||, est-il complet ?

1 1
1) Pour x € [

1
a2t 1] f&x)=m+1)(x — 5). Cela donne en Maple :

f:=n->piecewise(x<=1/2, 0, x>1/2 and x<1/2+1/(n+1)
,(n+1)*(x-1/2) , x>1/2+1/(n+1),1);
plot ({£(2),£(3)},x=0..1);

ou, avec Mathematica

f[n_] := Piecewise[{{0, x < 1/2}, {(n + 1) (x - 1/2),
X >=1/2 && x < 1/2 + 1/ + 1)}, {1, x> 1/2 + 1/(n + 1)}}]
Plot[{f[2], £[31}, {x, 0, 1}]
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0.8

0.6

0.4

0.2

0 0.2 04 . 06 0.8 1

1
2) Soit (n, p) € N*telquen > p.Ona||f, — Hll < il car0 < fo(1)— f(1) < 1
1

et fp(t) = fu(t) sur [0, 1]\ <[0, ;] U [2 + p1+1’ 1] > Ainsi, pour tout £ > 0,

il existe po € N tel que 1 < . Par conséquent, pour tout (1, p) € N tel que
Po
n>p = po,ona
1 1

< <&
p+1 " po+1

1o = Soll <

Donc la suite (f;,),>1 est une suite de Cauchy dans (E, || ||oo)-

3) Intuitivement, la suite (f,) semble converger vers la fonction égale a O sur [O, ﬂ
et égale a 1 sur ] %, 1] avec un probleme de continuité en % Supposons que
la suite (f,) converge vers une fonction continue f et montrons que pour tout
X € [O, % [, f(x) = 0 et pour tout x € } %, 1} , f(x) = 1, ce qui donnera une
contradiction. On a

1/2 1/2
| swia= [0 - pola < -l = o

—+00

1/2
Il en résulte que, / | f(t)| dt = 0 (I’expression est indépendante de ). Comme
0

t — | f(1)| est positive et continue, on a pour tout ¢ € [0, 1/2], f(¢) = 0.

1 1
De méme, pour tout x € ] X 1], posons ng € N tel que 2 + < x alors,

no+
pourn = np, on a

+

1 1
[iso=1ar= 150~ pola<is -0, = o

1
On en déduit que / | f(t)|dr = O (expression est indépendante de n) et de
X

méme, pour tout ¢ € [x, 1], f(#) = 0. Finalement, pour tout # € ]1/2,1], on a
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f(#) = 0. Les limites a droite et a gauche en 1/2 de f sont différentes, ce qui est

o o 1
contradictoire avec la continuité de f en 5

Conclusion : la suite ( f,) ne converge pas dans E pour la norme ||-||.

Exercice 5.32

Centrale MP 2005
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé de dimension quelconque. On considére

1«
u € Z.(E)tel que |lul]| < 1. On pose v, = m%u .

1) Calculer v, o (u — id).

2) Montrer que Ker(u — id) N Im(u — id) = {0}.

3) Dans cette question, on suppose que E est de dimension finie. Montrer que
E = Ker(u — id) ® Im(u — id).

4) On revient au cas général. On suppose que E = Ker(u — id) ¢ Im(u — id).
Montrer que (v,) converge simplement et que Im(z — id) est fermé dans E.

5) Etudier la réciproque de 4).

1

1) Onawv, o (u —id) = n%z (W' —u*) = —— (u™' —id).
k=0

n+1

2) Soit x € Ker(u — id) N Im(x — id). Il existe y € E tel que x = (u — id)(y) et

n

1 1
u(x) = x.Onav, o (u —id)(y) = 1 (W™'(y)—y) = ol ub(x) = x.
k=0

Or [|u"*'(y) —y|| < (HMH”H + 1) lyll < 2|ly|| (car la norme subordonnée est

1
une norme d’algebre, d’ ot ||u"|| < ||u]||"), donc la suite <ﬁ (u™'(y) — y))
h neN
tend vers 0. Comme c’est la suite constante égale a x, on obtient x = 0.
3) D’apres le théoreme du rang, dimKer(z — id) + rg(u — id) = dim £ donc
E = Ker(u — id) @ Im(u — id) (on avait déja la somme directe).
4) e Soita € E, il existe (x,z) € Ker(u —id) x Im(u — id) telque a = x +z. I
existe y € E tel que z = (u —id)(y). On a

V(@) = 0,(x) + V(1 — id)(y)) = x + ™' — ).

n+1

Comme Hu"”(y) — yH < 2yll, la suite <1 (u””(y) - y)) tend
n+1 neN

vers 0 donc (v,(a)) tend vers x. (v,) converge simplement vers la projection 7
sur Ker(u — id) parallelement a Im(u — id).
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e Montrons que Im(u — id) est fermé. Soit (z,) une suite d’éléments de

Im(u — id) convergeant vers z € E. Il existe (y,) telle que pour tout n € N,

= (u — id)(y,). Montrons que 7(z) = 0, c’est-a-dire que lim v,(z) = 0.
n—+oo

(W™ op) = yp) = 0
2|yl
+

Soit p € N, ona v,(z,) = v, o (u —id)(y,) = 1

zp)|l <

. D’autre part,

floa|l <

que ||z — z,|| < €/2. D’autre part, pour tout n € N,

SR R - YT ,
”*1;)Hu }|<n+1kzzg)||u|| = 1. Soit & > 0. Il existe p € N tel

[on @) < f[va(2) = vzl + [[oa )] < [vnll Iz = 25l + l[valzp)]
< &/2+ [valzp)] -
2 lypll

n+1

Il existe ny € Ntel que pour toutn > no, ||v,(z,)|| < €/2car ||v,(z,)| <
< edonc lim v,(z) = 0 = 7(z). Le sous-
n—+oo

Ainsi, pour tout n > no, ||v,(z)|
espace Im(u — id) est donc fermé.

5) On suppose que (v,,) converge simplement et que Im(z — id) est fermé dans E.
Soita € E. Soit x = hm vu(a). On a bien slir a = x + @ — x. Montrons que
n—-+
x € Ker(u —id) et que a — x € Im(u — id).
eOna(w—1id)ov, = v, o (u — id) car v, est un polyndme en u. Il vient
: 1 n+l n+l
(u — id) o vu(a) = 1 (u™! —id) (@). Or || (u"*" —id) (@)|| < 2/|a|| donc

lim (u —id)o vn(a) = 0. Comme u — id est continue, il vient (1 —id)(x) = 0.

n—+
Donc x € Ker(u — id).
eOnaa—x = lim (a—v,(a)). Montrons que pour tout n € N, on a
n—+oo

a — vy(a) € Im(u — id), comme Im(u — id) est fermé, on aura montré que
a — x € Im(u — id). Pour tout n € N,

n

) 1 ok
1d—vn—n+1kz:;(1d u)
= ! Z(id—u)o (id+u+~--+uk*1) = (id —u) o w,

n+1
k=1

avec w, = Z (id+u+ - +u*"). Ainsi a — v,(a) = (id —u) (w,(a))

donc a — v,,(a) m(u — id), ce qui termine la preuve.



Espaces vectoriels normes
/ de dimension finie

Ce chapitre suppose connu le précédent concernant les espaces vectoriels normés
généraux. Les exercices sont en conséquence un peu plus élaborés.

6.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

6.1.1 Synthése en dimension finie

¢ Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les normes sont équi-
valentes. La topologie (ouvert, fermé, compact, etc.) est donc indépendante de la
norme choisie.

Soit # = (ex)i1<k<n une base de E. Toute norme N de E se comporte comme la
norme infinie sur %4
n
> xeer
k=1

Ainsi une suite de vecteurs de E converge (pour n’importe quelle norme) si et
seulement si chacune des suites coordonnées (dans une base quelconque fixée a
I’avance) converge.

= max |x.
1<k<n
0o, B

e Si I’espace vectoriel normé de départ E est de dimension finie, alors toutes
les applications linéaires, bilinéaires (et méme p-linéaires) définies sur £ sont
continues sur E. Ainsi, dans ce cas, toute application linéaire posseéde une norme
subordonnée (dépendante, elle, des normes de départ et d’arrivée)

e Cas particulier tres important : soit f : E — F est une application. Si F est
de dimension finie et si Z est une base de F, alors f est continue si et seulement
si chacune des applications coordonnées (données par %) est continue sur E.

¢ Si un espace vectoriel normé est de dimension finie, alors il est complet (c’est
un espace de Banach).

Remarque
Si on a une suite de Cauchy alors les suites coordonnées selon une base donnée
sont également de Cauchy.
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6.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation @

En conséquence, tout sous-espace vectoriel normé de dimension finie d’un espace
vectoriel normé quelconque est fermé.

Exemple En dimension finie, toute série absolument convergente (pour n’importe
quelle norme) est convergente.

¢ Les compacts

o Les compacts d’un espace vectoriel normé de dimension finie sont les
ensembles fermés et bornés.

o Autre formulation (Bolzano-Weierstrass)

Toute suite bornée d’un espace vectoriel normé de dimension finie possede une
valeur d’adhérence.

Mines-Ponts PSI 2006

Soit n un entier supérieur ou égal a 2, et soit A une matrice antisymétrique de
M,(R). Montrer que, si la suite (A?) converge, alors sa limite est la matrice
nulle.

Notons .7, (R) (resp. <7,(R)) I’espace vectoriel des matrices symétriques (resp. anti-
symétriques) d’ordre n. Ce sont deux sous-espaces vectoriels de .#,(R) donc ils

sont fermés. Soit B = lim A”. Pour tout p € N, la matrice A*” est symétrique
p—+00

(((A%) = ("A)? = (—A)*P = A®P) et la matrice A>"*! est antisymétrique. On en

déduit que B = lim A%P*! est antisymétrique, et d’autre part que B = lim A%”
p—+00 p—+00

est symétrique. Comme <7, (R)N.%,(R) = {0}, il en résulte que B = 0.

Divers écoles MP 2007

1 -1 0
SoitA = —1 2 —1 |.Déterminer les a € R tels que a" A" converge
0 -1 1

vers une limite non nulle.

Un calcul rapide montre que le polyndme caractéristique de la matrice A s’écrit
xa(X)=—-XX - I)(X —3).

Il est donc scindé a racines simples. La matrice A est diagonalisable au moyen d’une

matrice de passage P € GL3(R), P 'AP = diag(0, 1, 3).

Il vient a"A" = P diag(0,a",(3a)")P~" donc a"A" converge vers une limite

non nulle si et seulement si diag(0,a”", (3a)") converge vers une limite non nulle

(M — PMP~ ! estun homéomorphisme linéaire de .#3(R)). La seule possibilité

esta = —.
3
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TPE MP 2006,2005

Etant donnée une matrice A € .Z,(R), trouver une condition nécessaire et suffi-
sante sur A pour qu’il existe M € ., (R) vérifiant M* 2 A.

—+00

e Si M existe, alors klim M** = A? par continuité de I’application de M — M?
—+00

mais klim M** = A donc A® = A par unicité de la limite.
—+00

e Réciproquement, si A> = A alors en posant M = A, onabien lim M* = A.

k—+00
Conclusion : la condition A> = A < « A est un projecteur » est une condition
nécessaire et suffisante qui répond a la question.

TPE MP 2006

Montrer que &,(R) est un compact dans ., (R).
On rappelle que 0,(R) = {M € #4,(R) | ' M.M = 1,}.

e L’application ¢ définie sur .#,(R) par ¢(M) = 'M.M étant continue, I’ensemble
O,(R) = ¢! ({1,}) est un fermé de .#,(R).

e Toutes les colonnes d’une matrice M = (m;;) orthogonale sont unitaires pour la
norme euclidienne usuelle sur les vecteurs colonnes donc, pour tout (i, j) € [1, nl?,

ona|m;;| < 1,d’ou | M| < I(avec|[M| = max |m;;|).Lensemble &,(R)
@, HEN,nl?

est un ensemble borné (pour || ||, et donc pour n’importe quelle norme puisqu’elles
sont toutes équivalentes).

Montrer que GL,,(K) est un ouvert dense avec K = R ou C.

e Puisque K* est un ouvert et que I’application det : M +— det M est continue,

I’ensemble GL,(K) = det™! (K*) est un ouvert.

e Soit M € #,(K). On va montrer qu’il existe & > 0 tel que M — Al, € GL,(K)

1 1

pour 0 < [A| < a. Ainsi,ona M = lim M — —1I, et <M — —In> € GL,(K) si
p—+0o0 p p

p est assez grand. Considérons det(M — Al,), par définition, il s’agit du polynome

caractéristique de A évalué en A, y4(A). Ce polyndme a un nombre fini de racines,

les valeurs propres de M. Soit @ = min (|u|,x € Sp(A)\ {0}) (si A n’a pas de

valeurs propres non nulles, n’importe quel réel strictement positif convient). Cet a

répond a la question.
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6.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation @

6.1.2 Connexité par arcs

e Soit A C E une partie non vide.

On dit que A est connexe par arcs si et seulement si pour tout (a, b) € A?, il existe
un chemin continu reliant a a b, ¢’est-a-dire

Jy : [0,1] — A continue avec y(0) = a et y(1) = b.

Remarque
La relation a ~ b < il existe un chemin continue reliant a a b est un relation

d’équivalence.

¢ Propriétés

o Un convexe (par exemple une boule) est connexe par arcs.

o Les connexes par arcs de R sont les intervalles.

o ’image d’un connexe par arcs par une application continue est connexe par arcs.

Application : si f : X — R est continue et si X est connexe par arcs alors f(X)
est un intervalle (c’est une généralisation du théoréme des valeurs intermédiaires).

Exercice 6.6

Montrer que GL,,(IR) n’est pas connexe par arcs dans ., (R).

Si GL,,(R) était connexe par arcs, alors det (GL,(R)) = R* devrait étre connexe par
arcs en tant qu’image par 1’application continue det, donc €tre un intervalle, ce qui
n’est pas le cas.

Exercice 6.7

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soient A et B deux parties
non vides connexes par arcs de E.

1) Montrer que A x B est connexe par arcs.
2) Montrerque A+ B ={a+b; a € Aetb € B} est connexe par arcs.

1) Soient (a,b) et (a’,b") deux éléments de A x B. Il existe y; : [0,1] — A et

v> : [0, 1] — B continues avec y1(0) = a, y1(1) = a’ et y,(0) = b, y»(1) = b'.
0.1] —  AxB

t o (@), y21))
(a’,b") donc A x B est connexe par arcs.
0,1 —  A+B

t o yi@®)+ ()
aa’ +b’ donc A + B est connexe par arcs.

Le chemin vy : { est bien continu et relie (a, b) a

2) De méme, 7y : { est un chemin continu qui relie a+b
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6.1.3 Séries matricielles

On considere I’espace vectoriel E = .#,(K) muni d’une norme d’algebre |||
(c’est-a-dire vérifiant ||AB|| < ||A|| || B||, ¢’est par exemple le cas pour une norme
subordonnée). Soit M est une matrice de E.

+o0
o si||M| < 1,alors (I, - M)™' = ZMk
k=0

+00 Mk

k!
k=0

e on définitexp M =

Résultats classiques :

e Si P est inversible, alors exp(P " 'AP) = P~ (exp A)P.

e Si A € .,(C), alors det(exp A) = "™ (se démontre en trigonalisant A).

¢ Si A et B commutent, alors exp(A + B) = exp A. exp B. On en déduit que pour
tout A, exp A est inversible, d’inverse exp(—A).

Soit A = < i;i _i?; ) Montrer que la série de terme général A" converge

+00

et calculer la somme Z A",
n=0

Considérons la norme subordonnée associé a la norme infinie sur ., ;(R).

o 1AX]L
|A]l = sup :
XF#0 ||X||oo

On remarque que, pour X = '(x, y),

Jax] = max (|5 +3].

5 5
2 _ %D < 6max(|x| Ayl = 5 1X o

d’ou [|A|| < = < 1. La série Z A" est donc convergente, et on a

+o0
2 18 6
n— — 71:—
E_OA =, —A) 21( 3 8)'

3
6
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Mines-Ponts MP 2006, 2005

0 a a*
Soienta e R*etA=| 1/a 0 a
1/a*> 1/a 0

1) Calculer le polyndme minimal de A.
2) La matrice A est-elle diagonalisable ?

3) Sans diagonaliser effectivement A, calculer exp(A).

1) En calculant A%, on remarque que A% = 2/3 + A. A n’étant pas de la forme A/,
son polyndme minimal de degré au moins 2, il s’agit donc de 74 = X*> — X — 2.

2) Comme la polyndme minimal 74 = (X + 1) (X — 2) est scindé a racines simples,
A est diagonalisable.

3) Soit p € N. Calculons A” au moyen du polyndme minimal. La division eucli-
dienne de X” par 74 s’écrit X¥ = 7, Q + a, X + B,,. En prenant successivement
X = —1let X =2, on obtient

1
—— P _ (_1\°
{(_l)p:_ap+18p P ap_3(2 ( l))
2P =2a,+ B, 1
= - (27 +2(=1)P).
By =3 (2" +2=1)")
Donc A? = a,A + 3,13 d ol
>=Ar 1 o0 +00 +00 +00
P _1)7 P Ty
ewa=d Lr=3 || X E-X S| | T Ee2 S n
p= p=0 p=0 p=0 p=0
1 — —
Zg[(ez—e ])A+(€2+26 1)13]
1 e +2 @ —Na (- 1a?
=3 | @-D/a  F+2 (€ -Da
@ —Dja* (& —1)ja e +2

Exercice 6.10
Mines-Ponts MP 2007 et 2005

Soit A € #,(K) avec K = R ou C telle que A* = I,,. Déterminer exp(A).
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Une démonstration par récurrence, mene a, Vk € N, A% = [, A% = 4
A¥*2 = A2 et A% = A3, On obtient alors, pour tout n € N,

4n+3

A (&K / " 1 A
=\ @) "\ 2 @
k=0 k=0 k=0
~_ L Yoo (v ) s
+<k§(4k+2)!)A +<;(4k+3)!>A'

En faisant tendre n vers +oo, il vient

+00 1 +00 1
expA = <Z@> I, + (Z 7(4/{_'_1)!) A

k=0 k=0
+00 1 +00 1
a2 ) Al
* <k§ (4k+2)!) * (;) (4k+3)!>

Le calcul des sommes se fait en combinant les développement en somme de exp(w)
avec w € {1, —i,—1,i} (racine quatrieme de I’unité). Ainsi

ij 1 e+ +e'+e  chl+cosl
@k | 4 N 2 ’

k=0

f 1 e—iel —el+ie”? shl+sinl .
= = ctc.
£ (4 + 1)) 4 2

Conclusion :

h1 1 h1+sinl h1l — 1 h1—sinl
expA = <c -;cos )In+<s -;sm >A+<c 2cos >A2+<S 2sm >A3.

6.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 6.11

Mines-Ponts MP 2007
Montrer que exp (M) € K[M].

Soit M € #,(K). Puisque K [M] est un sous-espace vectoriel de .#,,(K), il est
de dimension finie et donc fermé. Ainsi, la matrice exp(M), limite de la suite de
p k
M

polyndmes <Z F) est dans K [M].
k=0 " PEN
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Exercice 6.12

Soit M € .#,(K). Montrer qu’il existe kg € N tel que

1 1
Vk > ko, I,+M+ 51\42 +o EM" € GL,(K)

. = MP o
Puisque exp M = lim E — ¢ GL,(K) et GL,,(K) = det™ " (K*) est un ouvert,
k—+00 0 p'
p:
il existe un réel r > 0 tel que B(exp M,r) C GL,(K). Par définition de la limite, il
k

MP
existe ko tel que pour tout k > ko, Z — € B(expM,r) C GL,(K).
p!

p=0
Exercice 6.13

CCP PC 2006 - Normes et valeurs propres

On munit .#,(C) de la norme suivante : pour M = (m;;); jep,pp € #(C),
M| = max [m].
@, )Hell,pl
1) Soient X € .#,(C) et P € GL,(C). Montrer que les applications
f: M~ MXetg: M — P 'MP sont continues sur A,(C) et que
I’application 2 : (M, N) — M N est continue sur .#,(C)x.#,(C).

2) Soit A € .#,(C) telle que la suite (HA”H)n ¢ Soit bornée. Montrer que si
A € C est une valeur propre de A alors [A| < 1.

3) Soit B € .#,(C) telle que la suite (B")n o converge vers C € A ,(C). Mon-
trer que C> = C,que Sp(C) C {0, 1} etque Sp(B) C {A € C | |A| < 1}U{1}.

4) On considere M € .#,(Z). On suppose que M est diagonalisable et que les

valeurs propres de M sont de module strictement inférieur a 1. Déterminer
lim M". Montrer qu’il existe un rang ny € N tel que M" = 0. Conclure.

n—+0o0

1) Les applications f et g sont linéaires et I’espace de départ est de dimension finie,
elles sont donc continues.Quant a I’application 4, elle est bilinéaire et I’espace de
départ est un produit de deux espaces vectoriels de dimension finie, elle est donc

continue.
2) Soit X = “(xy, ...,Xp) un vecteur propre associ€¢ a A. Pour tout n € N, on a
A"X = \"X. La suite ([|A"[|) o étant bornée, en considérant les coordonnées,

pour touti € [1, p], la suite (/\"xi)n c st bornée. En choisissant un indice i tel
que x; # 0, on en déduite que la suite (A”)n o est bornée et donc |A| < 1.
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3) Puisque % est continue,ona C> = lim B"xB" = lim B*' = C,donc C estla

n—+oo n—+00
matrice d’un projecteur. Par conséquent, C est diagonalisable et Sp(C) C {0, 1}.
D’aprés ce qui précede si A est valeur propre de B, alors [A| < 1.
Montrons que |[A| = 1 = A = 1. Soit A une valeur propre de module 1 et soit X un
vecteur propre associé a A. Puisque f est continue,ona B"X = A"X — CX

n—+0o
(d’apres 1)). La suite (A"),cy converge. De plus, en écrivant pour n € N,
|A"— A" = [A]"|A — 1] = |A — 1|, onen déduit que [A—1| = lim [A"*'—)"|

n—+oo
estnul, et donc A = 1. Ainsi Sp(B) C {A e C | [A] < 1} U {1}
4) Lamatrice M est diagonalisable, il existe donc P € GL,(C) tel que M = P 'DP
avec D diagonale. Comme chaque valeur propre est de module < 1, on obtient

D" — 0, ou I'on désigne par 0, la matrice nulle de .#,(C). Par ailleurs,
n—+00

M" = P~'D"P et g est continue, donc lim M" =0,.

n—+0o
Pour tout n € N, M" € .#,(Z). Chaque suite d’entiers correspondant a un
coefficient (i, j) de la matrice M" converge vers 0 donc est nulle a partir d’un
certain rang. En prenant le maximum des rangs a partir desquels les suites sont
nulles, on obtient un rang ny € N tel que M" = 0,,.
Ainsi, la matrice M est nilpotente et donc Sp(M) = {0}. De plus, M est diagona-
lisable, elle est donc semblable a la matrice nulle et donc M est la matrice nulle.

L’exercice suivant nécessite la connaissance du chapitre d’algebre bilinéaire (réduc-
tion des endomorphismes symétriques).

Exercice 6.14

Mines-Ponts MP 2007
Soit A = 0 l—a a € #3(R) avec 0 < a < 1. Etudier la

suite (A"),>o0.

La matrice A est symétrique réelle donc est diagonalisable. Un calcul rapide montre
que le polyndme caractéristique s’ écrit y4(X) = —(X — 1)(X*> — 3a® +3a — 1).
En regardant le tableau de variation du trindme a — 3a* — 3a + 1,

a 0 1/2 1
1 1
342 3a+1 \ /
1/4
1
on en déduit que 3a® — 3a + 1 € [Z’ I[ pour a €]0, 1[. Les valeurs propres sont

1,v/3a2 —-3a+1 et —+/3a%—3a+1.

simples :



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

6.2 Exercices d’entrainement @

Il existe P € 0,(R) (théoréme spectral) telle que

P~'AP = diag(1,V/3a2 — 3a+1,—v/3a> —3a + 1)

et A" = P x diag(l, (3¢ —3a+1)""* (=1 (3a> — 3a +1)"*) x P~'. Comme
3a> —3a+1 €]0, 1],
lim A" = P diag(1,0,0)P~' = L.
n—+00
Cette matrice limite est la matrice du projecteur sur la droite £;(A) = Ker(A — I5)

parallélement a la somme des autres espaces propres qui, A étant symétrique réelle,
est le supplémentaire orthogonal de E{(A).

En clair, L = lim A" estla matrice dans la base canonique du projecteur orthogo-

n—+o0
nal sur la droite Ker(A — I3). On peut remarquer directement que E;(A) = Vect(V)
avec V ='(1,1,1). L est donc indépendante de a.

On détermine alors la matrice L en cherchant les images des vecteurs de la base
canonique grace a la formule

1 1 1

V. X 'y X 1
_ = ’2> = V.Ontrouve L=-] 1 1 1
v 3 3\t 11

Exercice 6.15

Mines-Ponts MP 2004

M, (R) est muni d’une norme, et on donne une matrice A dont la suite des
, , L, +A+---+ AP
puissances (A”),en est bornée. On pose alors B, = pour
4

p>1.
1) Montrer que (B,) admet une valeur d’adhérence. On en choisit une, notée B.
Montrer que BA = AB = B puis que B*> = B.

2) Montrer que Ker B = Im(A — I,,) et que Im B = Ker(A — I,,). Déduire de tout
celaque lim B, = B.

p—+00

1) Soit M un majorant de (||A”||),en. Pourtout p > 1, B,

1
| < —(M+-+M)=M
p

donc la suite (B,) est bornée, par Bolzano-Weierstrass, étant dans un espace vec-

toriel de dimension finie (.#,(IR)), on sait qu’elle admet une valeur d’adhérence

B = 1lim Bgp). Pour p > 1, ABy,) = Bg,)A donc, en passant a la limite,
p—+00

BA = AB.
Remarquons par ailleurs que pour p > 1, B, — B,A = — (I,, — Ap) — 0

_ AP < ) . . _ B _ . N
car ||, — AP|| < 2M. Donc pgr+noo (Bo(p) — BoyA) = B — BA = 0. Do,
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I, +A+---+ AP

4
BB = B, en faisant tendre p vers +o0o, il vient B> = B.

2) On a vu que B(A — I,) = 0 donc Im(A — [,) C KerB. D’autre part, si
X € Ker(A — I,), alors pour tout p > 1, APX = X donc By,»X = X donc
BX = X en faisant tendre p vers +oo. Donc, en particulier, Ker(A — 1,,) C Im B.
Le théoréme du rang nous permet de conclure a 1’égalité des ensembles. En effet,
dim [Im(A — I,)] < dim[Ker B], dim[Ker(A — I,,)] < dim[Im B] et Ker B et
Im B étant supplémentaires (car B> = B).

Or dim Im(A — I,) +dim Ker(A — I,,) = n = dim Ker B +dim Im B, d’ou I’égalité
des dimensions et donc des sous-espaces vectoriels. La valeur d’adhérence B est
donc unique (car définie uniquement au moyen de A). Un résultat classique nous
dit qu’une suite dans un compact ayant une unique valeur d’adhérence converge

vers cette valeur d’adhérence (voir ex 5.24 p.133), donc lim B, = B.
p—+00

pour p € N, BA” = A’B = B, puis, B< > = B. Donc

Exercice 6.16 Théoréme de Cayley Hamilton par l'analyse...

On rappelle que toute matrice de .7, (C) est trigonalisable.

1) Montrer que toute matrice de .#, (C) est limite d’une suite de matrices dia-
gonalisables.
Indication : Utiliser des matrices du type M’ — Adiag (1,2,...,n)

2) Montrer que pour toute matrice M € ., (C) diagonale on a y (M) = 0.
3) Montrer que pour toute matrice M € .4, (K), yuy (M) =0(K =R ouC).

1) Soient P € GL,(C) telle que M" = P~'MP est triangulaire supérieure,
A1, -, A, les éléments diagonaux de M. Si toutes les valeurs propres sont égales,
posons a = 1 sinon posons a = min{|/\i —Ajl | G, )) € [1,n]? et A; # /\j},
de sorte que pour tout (i,j) € [1,n]* A = Aj ou |[A; —Aj| > a. Soient

D = diag(1,2,...,n),et, pour tout p € N, M, :M’+%+1)
n{p

La matrice M;, est alors triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont
ia
n(p+1)
(i—Ja
n(p+1)

Wi = A+ (1 <i<n). Soit(i,j) € [1,n]* tel quei # j.Si A = A,

alors w; — u; = # 0etsi); # Aj, alors

li —jla
i —wil = A=A+ >N = A= ——— = A — A — 0
| :“j| J | ]| n(p+1) | ]| a>
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i—J . . .
% < 1 puisque |i — j| < n, ce qui montre que les valeurs propres de M ;,
n{p
sont deux a deux distinctes.
_ ! p—1 . .
On note alors M, = PM,P~", de sorte que la suite (M P)p cny ©st une suite de

matrices diagonalisables convergeant vers M.

2) Si M = diag(Ay, ..., ), alors yy (M) = diag (yap (A1), ... xm (An)) = 0,
puisque les éléments diagonaux de M sont ses valeurs propres et donc les racines de
son polyndme caractéristique.

3) On en déduit que pour toute matrice diagonalisable M = PM'P~"', ot M’ est
diagonale, on a

xu (M) = xyr (M) = xpr (PM'P™") = Py (M) P~ = 0.

Soit M € ., (C). Lapplication ® : .4, (C) — #,(C), M — xu (M) est conti-
nue (les coefficients de y (M) s’expriment comme des polyndmes par rapport aux
coefficients de M). Soit une suite (M P)p N de matrices diagonalisables de ., (C)

convergeant vers M (d’apres 1)), la suite (XMP (M p)) converge vers yu (M),

pEN
mais d’apres ce qui précede cette suite est la suite constante nulle, on en déduit

Xmu (M) =0

Exercice 6.17

Polytechnique MP 2006

Soit N € .#,(C) nilpotente, n > 2. Trouver A € .#,(C) telle que
exp(A)=1,+N.

lk 1
Indication de la rédaction : poser P Z( ) X* et montrer que
n—1 ok
Z ] =1+X+X"Qavec Q € R[X
k=0

Comme N est nilpotente, on sait que N = 0. Utilisons la formule exp(In(1+x)) = 1+x
pour x €] — 1, 1][.

On sait que
—~ (— D! 1 1
In(1 + x) :kZ + o ("H=P@+ o ("N,
Donc
- Pk(x) n—1
exp(in(l +x)) =Y  —=+ o (")

k=0

par les régle de composition des développements limités.
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De plus, exp(In(1 +x)) = 1+x, par unicité d’un développement limité d’ordre n — 1,
n—1 Pk(X)

a s’identifie a

on peut affirmer que les n premiers termes du polyndéme
k=0
n—1 k
1+ X, en d’autres termes, il existe Q € R[X] tel que Z o =1+X+X"Q. Appli-
k=0

n—1

1
quons ce résultat a la matrice N. On a Z EP"(N) =1+N+N'Q(N)=1,+N.
k=0 "
Remarquons que pour k > n, PY(N) = 0 (on peut factoriser par N), donc
n—1
Ik
exp(P(N)) = kz% PN =1+N.

Exercice 6.18

Mines-Ponts MP 2005
Montrer que R et R? ne sont pas homéomorphes.

Raisonnons par I’absurde. Supposons que R et R? sont homéomorphes et ¢ : R — R?
un homéomorphisme. Alors R \ {0} est homéomorphe a R?\{¢(0)}. Or R\ {0},
qui n’est pas un intervalle n’est pas connexe par arcs alors qu’il est assez facile de
réaliser que R*\{@(0)} est connexe par arcs. Ceci est contradictoire car en trans-
portant les chemins continus de R?\{¢(0)} par ¢ ' en des chemins de R \ {0}, on
devrait avoir R \ {0} connexe par arc.

Exercice 6.19

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soient A et B deux parties non
vides fermées de E telles que A N B et A U B sont connexes par arcs. Montrer
que A et B sont connexes par arcs.

On utilise la transitivité de la relation d’équivalence « a ~ b < il existe un chemin

continue reliant a 2 b ». Comme A et B jouent un rdle symétrique, il suffit de montrer
le résultat pour A.

Soit ap € A N B (non vide car connexe par arcs). Supposons qu’il existe un élément
a € A non relié par un chemin a ag dans A. Nécessairement a ¢ B car A N B est
connexe par arcs et a n’est relié a aucun élémentde AN B (sia ~ a’ € AN B comme

a’ o~ ap on aurait a ~ ap). A U B étant connexe par arcs, il existe cependant un
n
chemin continu y : [0,1] — A U B avec y(0) = a et y(1) = ay.

Une petite figure nous convainc (A et B étant fermées) qu’il existe a’ € A N B relié
a a, ce qui est contradictoire.
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Pour prouver rigoureusement 1’existence de a’, considérons
a =sup{x €[0,1]|Vr € [0,x], y(t) € A}.

Comme A est fermé, y(a) € A (carsi (x,)tend vers ¢, ona lim y(x,) = y(a) € A
n—+00
car A est fermé).

Mais alors @’ = y(a) € B car sinon, y(«a) € E \ B ouvert (car B est fermé) donc il
existerait & assez petit pour que Y|jq,a+s) C A \ B ce qui contredit la définition de la
borne supérieure.

En conclusion, tout élément a € A est reli€ a un élément donné ay € A N B donc
tous les éléments de A sont reliés entre eux, A est connexe par arcs. On fait de méme
pour B.

Exercice 6.20

TPE MP 2005

Soit £ un espace vectoriel normé de dimension finie n, et soit (#;)recn Une suite
d’endomorphismes de E. Démontrer 1’équivalence entre :

(i) 1a suite (uy) converge dans Z(E).

(ii) pour tout x € E, la suite (u;(x)) converge dans E.

Soit 8 = (ey,...,e,) une base de E. On munit E de la norme infinie associée a

cette base. Si v € Z(E), on pose N(v) = Z |lu(e;)||. On observe que N est une
i=1
norme sur .Z(E), car si N(v) = 0, alors v est nulle sur une base, donc est nulle.

¢ Supposons I’hypothese (i) vérifiée. On note u la limite de la suite (uy).

Soit x € E, on écrit x = E x;e;, d’ou

i=1
e C) = ()] <Y il ueler) — wled)|| < x| NG — u)
i=1

On en déduit que (i, (x)) converge vers u(x) pour tout x € E.
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e Supposons I’hypothese (ii) vérifiée. En particulier, pour tout i compris entre 1 et
n, la suite (ux(e;))ren converge vers un vecteur noté f;. Soit u I’endomorphisme de
E entierement défini par I’image de la base 2 en posant u(e;) = f; pour i variant

de1an.Onaalors N(uy — u) = g ||lux(e;) — ule;)|| = 0, donc la suite (uy)
—+00
i=1
converge vers u dans Z(E).

Remarque
Le choix de la norme dans .Z(E) est un élément essentiel de la résolution de cet
exercice.

Mines-Ponts MP 2005
Soient f une fonctionde RdansRet G = {(x, f(x)),x € R} le graphe de f.

1) Montrer que si f est continue alors G f est fermé.
2) Si f est bornée et si G ; est fermé dans RR?, montrer que f est continue.

3) Le résultat du b) subsiste-t-il si f n’est pas bornée ?

1) Soit (x,, f(x,))nen une suite d’éléments de G convergente. En particulier la
suite réelle (x,) converge. Si £ = lim x,, la continuité de f implique que la

n—+o0

suite (x,, f(x,)) tend vers (¢, f(¢)) € Gy ce qui prouve que G s est fermé.

2) Soient £ € R et (x,) une suite réelle tendant vers £. Montrons que la suite ( f(x,))
tend vers f(£), ainsi nous aurons montré la continuité de f en /.
La suite (f(x,)) étant bornée par hypothese, elle admet au moins une valeur
d’adhérence y = ngl;-noo f(xXemy). La suite d’éléments de G (X, [ (Xgn)))

converge vers (¢, y), or G s est fermé donc (¢, y) € G, ce qui s’écrit y = f (/).
La suite (f(x,)) admet donc pour unique valeur d’adhérence f(¢) donc, étant
bornée, converge vers cette valeur (voir ex 5.24 p.133).

3) Le résultat est mis facilement en défaut. On peut par exemple considérer la fonc-
1
tion f définie par f(x) = —six # 0et £(0) = 0.
X

Gy ={(x,y) € R* | xy = 1} U {(0,0)} est un fermé mais f n’est pas continue sur R.

Exercice 6.22

Mines-Ponts MP 2006 et Centrale MP 2005
Soient K un compact d’intérieur non videde R" et C ={u € ZR") | u(K) C K}

1) Montrer que C est un compact de Z(R").
2) Montrer que pour tout u € C, |detu| < 1.
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3) Question de la rédaction : montrer a I’aide d’un exemple que la condition K
d’intérieur non vide est nécessaire.

1) Montrons que C est borné. K est d’intérieur non vide donc il existe une boule
fermée Bs(a,r) C K avec r > 0. D’autre part K est compact, donc borné,
il existe alors M > 0 tel que pour tout x € K, ||x|| < M, en particulier
pour x € By(a,r). Soitu € C.Six € By(0,r), x +a € By(a,r), donc
lu)|| = |lu(x +a) — u(@)|| < |lu(@)| + |lu(x+a)|| < 2M. Ainsi, pour tout
x € Bp(0, 1), lu(x)l| =

1 2M
—u(rx)|| < —. En notant |||-||| la norme subordonnée
r r

2M
a||-|| dans Z(R"), on a |[|u||| < —, et C est borné.
r

Montrons que C est fermé. Soit (u,),en une suite de C convergente vers
u € ZR") pour |||-]||. En particulier pour tout x € K, lim u,(x) = u(x). Or
p—+0o0

u,(x) € K et K est fermé donc u(x) € K. On en déduit que u € C, donc C est
fermé. Comme C est fermé et borné, ¢’est un compact de .Z(R").

2) C est compact et I’application déterminant est continue, donc det(C) est une
partie compacte, donc bornée de R. Soit u € C : u(K) C K, donc par récur-
rence, Vk € N, u*(K) C K, donc u* € C, donc la suite (detu*) est bornée. Or
| detu’| = | detu|¥, donc |detu| < 1 (si|detu| > 1, alors | detu|* — +o0).

3) La condition K d’intérieur non vide est nécessaire. Prenons par exemple
K = {0}, alors C = Z(R"), qui n’est pas borné donc pas compact.

6.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

6.3.1 Exercices sur les suites numériques

Polytechnique MP 2005

Soit a = (a,), une suite de réels telle que a,,; — a, tend vers 0. Montrer que
I’ensemble des valeurs d’adhérence est un intervalle.

Soit I I’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (a,). Montrons que / est un
intervalle en raisonnant par I’absurde. Supposons qu’il existe @ < x < B avec
a,Beletx ¢ 1. Soitd =min(x —a,B —x).

On sait qu’il existe ¢ > 0, tel que pour tout n € N, a, ¢ [x — &, x + €]. Quitte &

réduire cet €, on peut le choisir inférieur a 5 (en fait, c’est automatique, voir figure).

 an, rT—€ T T +e (n, 3
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D’autre part, comme nE»Too (a1 —ay) = 0, il existe nyp € N tel que pour tout
n = ng, |ap — an| < 2e.

Comme « et B sont des valeurs d’adhérence, il existe n; > ng et n, > n; tel que
la —an, | < eet|B —an,| <e.

ap, < x —& < x+¢e < ay, avec n, > n; et les écarts successifs |a,+1 — ay|
pour n € [[ny,ny; — 1] sont inférieur a 2e donc il existe n € [[n;,ny — 1] tel que
a, € [x — &,x + €] ce qui est contradictoire avec a, ¢ [x — &,x + €].

L’exercice suivant est particulierement utile pour déterminer les valeurs d’adhérence
de suites réelles. Le lecteur est invité a utiliser les résultats de cet exercice dans les
deux exercices de concours qui suivent.

Exercice 6.24

Soient (u,),en et (v,),en deux suites réelles telles que

lim u, = lim v, =+ccet lim (u, —u,) =0.

n—+oo n—+oo n—+00

1) Soite > 0 etng € N tel que pour n > ng, |un+1 — u,| < €. Montrer que pour
tout réel a > u,, il existe n; > ng tel que |a — u,,| < e.

2) En déduire que {un —v, | (n,p) € Nz} est dense dans R.

3) Soit a € R. Montrer qu’il existe une suite d’entiers strictement croissante
(np)ken et une suite d’entiers (py)ren telle que a = lim (Mn; — vpk) .

n—+oo

1) Considérons ny = min{n > ng | u, > a} (comme lim u, = +oo, cetensemble
n—+oo

est non vide).

— Sin > ng+ 1, alors ny — 1 > ng n’est pas dans I’ensemble donc
Up,—1 < a < up,ilvient |a — u,, | < |up,—1 —un,| < e.

—Siny =no+1,alors u,, < a < uy,ilvient |a — u,,| < |u,, — un,| < &.
Dans tous les cas, |a — u,,| < e.

2) Soit a € R. Soit ¢ > 0. Il existe ny € N tel que pour n > no, |uy41 — uy| < e.
D’apres la question précédente, il existe n; > ng tel que |a — u,,| < . Comme
lim v, = +oo, il existe p € N tel que a + v, > u,,. A nouveau, d’apres la

n—+o0

question précédente appliquée a a + v, il existe n > n; tel que

’a+vp_”n’:|a_(”"_vp)‘<8’

(n, p) € N*} dans R.

3) II suffit d’adapter la démonstration précédente. On construit les suites (12;) et (py)

ce qui prouve la densité de {u, — v,

par récurrence, de sorte que |a — (uni — vpk) | < e otg = ek
+

e Pour k = 0, il existe nj et po tel que |a — (1, — vy, )| < €0 d’apres b).
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e Supposons construites les suites jusqu’au rang k. On choisit alors ’indice
«ng» du a) strictement supérieur a n; ce qui assure I’existence d’une entier
ni,, > ng > nj etun entier p,; d’apres b) tel que

‘a - (unllﬁ-l B vpk+l)‘ < Ek+1-

Mines-Ponts MP 2005
Montrer la densité dans [—1, 1] de {cos(Inn),n € N*}.
Indication de la rédaction : on pourra utiliser 1’exercice 6.24 page 158.

La suite {cos(Inn),n € N*} est I'image par 1’application cos de 1’ensemble
{lnn +2mp | (n,p) € (N*)Z} .
On peut appliquer I’exercice 6.24 avec u, = Inn et v, = 27 p, on a bien

lim u, = lim v, =+ooet lim (u,4 — u,) =0.
—+00

n—+0o0 n—+oo n

Donc {lnn +27p | (n,p) € (N*)z} est dense dans R. Pour tout x € [—1,1],

il existe a tel que cosa = x. D’aprés ce qui précede, il existe une suite
(Inny + 27 py), ey convergeant vers a, donc, par continuité du cosinus,

x = lim cos(Inng +27p,) = lim cos(Inny).
n—+oo

n—+0oo

Exercice 6.26

Mines-Ponts MP 2005
Quelles sont les valeurs d’adhérence de la suite n — sin (77\/5) ?

Indication de la rédaction : on pourra reprendre 1’exercice 6.24 page 158.

L’ensemble {sin (W\/ﬁ) ,n € N*} est 'image par 1’application sin de 1’ensemble
{77\/71 +2mwp | (n,p) € (N*)z}. On peut appliquer 1’exercice 6.24 avec u,, = m/n

etv, = 27 p, on a bien

lim u, = lim v, =+ocoet lim (U4 — u,)
n—+oo n—+oo n—+oo

o
:720
vVn+l+/n

Donc {77\/5+ 2wp | (n,p) € (N*)z} est dense dans R. Mais cela ne donne pas

directement les valeurs d’adhérence. On utilise le résultat un peu plus fin de I’exer-

cice 6.24 : pour tout ¢ € R, il existe une suite d’entiers strictement croissante

(np)ren et une suite d’entiers (p)ren telle que a = lim (W\/nk + 27Tpk). Mon-
n—+0o0

trons que 1’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite n — sin (W\/ﬁ) est le seg-
ment [—1, 1]. L’inclusion dans [—1, 1] étant évidente, considéronsun x € [—1,1]. 11
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existe a € R tel que x = sina. D’apres ce qui précede, il existe (ng, py) tels que

x = lim sin (7y/ng+27p) = lim sin (7/ny) -
n—+0oo

n—+oo

Donc x est une valeur d’adhérence.

6.3.2 Résultats de topologie sur les matrices

Exercice 6.27

Calcul de norme subordonnée pour la norme infinie
Pour A = (a;;) € .#,(C), on considere la norme subordonnée

A X||oo
lhall = sup { 12 | x e 0 (01
[RYPS
ol || ||oo désigne la norme infinie sur .#,;(C), ||X|o = [max |x;| . Montrer
<ign
que |||A]]| = Qf‘é‘n Z |la; ;|| (c’est-a-dire le maximum des normes || ||; des

j=1
colonnes de A).

Pour tout X € .#,,(C) \ {0}, grace a I'inégalité triangulaire, pour k € [1,n]],

P P
(AX] < | D lagl | Xl < | max D ay] | 11 X[
X I<isn £
j=1 j=
P
En passant au maximum, il vient ||A X|o < max Z|a,-j| |1 X]|oo d’ou
1<i<n 0

p

I1A]]] < max > |a;;| = M.
1<i<n < 1
j:

Construisons un vecteur X unitaire tel que ||A X||.o= M. (on sait, par le cours, la
sphere étant compacte en dimension finie, que la borne supérieure dans la définition
de la norme subordonnée est atteinte).
P
Soit iy tel que M = Z |a;,;j|. Ecrivons le nombre complexe a;,; sous la forme
j=1
|a;y;| "% . Posons X ="(e7""",... e7""). Ona (AX),, = M et ||X||« = 1. Donc

p
|A]]| = |AX||oo = M et finalement |||A]|| = M = 112%2 lai .
j:
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Exercice 6.28

Mines-Ponts MP 2007, 2006
Soient A € .#,(C) et p(A) = max {|A|,A € Sp(A)}.

1) Montrer I’équivalence de :

i) lim A*=0 ii)p(A)<1  iii) >  A* converge dans ., (C).

k—+00
Indication de la rédaction : Pour ii)=-iii), on pourra trigonaliser et utiliser la
norme subordonnée de I’exercice précédent K.

+o0

2) Montrer que dans ces conditions, Z AF est un polyndme en A.

k=0

1) e iii) = 1) est immédiat (le terme général A tend vers 0).

e Montrons i) = ii). Supposons que lim A¥ = 0. Soit Ay une valeur

k—+00

propre de A de module maximal et X # 0 un vecteur propre associé. On

a lim A*X = 1lim A$X = 0 donc, en considérant une coordonnée non nulle
k—+o00 k—+00

de X,ona lim A4 = 0 ce qui implique que |Ao| < 1, c’est-a-dire p(A) < 1.

k—+00
e Montrons ii) = iii). On aimerait construire une norme d’algebre telle que
||A]| < 1, par exemple une norme subordonnée.
Trigonalisons la matrice A. Il existe P € GL,,(C) telle que P 'AP =T = (4 i)
matrice triangulaire avec les valeurs propres (¢;;) sur la diagonale. Appelons

(Cy, ..., C,) les vecteurs colonnes de la matrice P qui « trigonalise A ». Soient
a € C* et P, la matrice de GL,,(C) de colonnes Cy, aC,, - - - ,a"_1 C,, alors
t atn a’hs o'y,
hy aby - 'y,
-3
Pa_lAPa = 133 "ty | =T,
©) . .
tnn
Choisissons a > 0 assez petit pour que toutes les normes || ||; des colonnes de

T, soient < 1 (c’est possible car tous les #; sont de module < 1). Considérons
alors la norme définie par

[Py "M PuX||oo
il = sup { 1P M
XMoo
ot |||-|]| désigne la norme de I’exercice précédent). On a |||Al||, < 1 d’apres

I’expression de cette norme subordonnée donnée dans 1’exercice précédent. 11
s’agit bien d’une norme d’algeébre

(IIMN]lla = | (Ps "M Pa) (P N Po) ||| < M |l|allIN]]]a)-

|x€%mm\m§=nm#Mmm

On peut donc conclure que Z AF converge dans ., (C).
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2) L’ensemble C[A] = {P(A), P € C[X]} est une sous-espace vectoriel de .#,(C)

+00 P
donc est fermé. Puisque Z AfF = lim Z AF, on en déduit que cette limite est
p—+00
k=0

k=0
dans C[A].

Exercice 6.29

Petite synthése sur la topologie de certains ensembles de matrices K
Soit n > 2. On munit .#,(K) d’une norme quelconque. (K = R ou C).

Déterminer si les ensembles suivants sont ouverts, fermés, denses, compacts (on
pourra méme chercher le cas échéant leur adhérence et leur intérieur).

1) GL,(K).

2) I’ensemble des matrices de projecteurs.

3) ’ensemble des matrices nilpotentes.

4) I’ensemble 0, (R) des matrices orthogonales .

5) I’ensemble & des matrices diagonalisables pour le cas K = C. ( ENS Paris,
Lyon, Cachan MP 2005, Polytechnique MP 2005 KK).

Pour le cas K = R, voir I’exercice suivant exercice 6.30 p. 163.

1) On a GL,(K) = det™'(K*), donc il est ouvert. Il ne peut étre fermé d’apres ex
5.1.4 p.118. 1l est dense d’apres ex 6.5 p.144 : toute matrice M € .#,(K) peut
1 1
s’écrire M = lim <M — —In> avec M — — I, € GL,(K) pour p assez grand.
p—+00 p p
2) Lensemble & = {M € .#,(K) | M*> = M} est fermé car c’est I'image réci-
proque de {0} par I’application continue de .#,(R), ¢ : M — M 2 M.Ilnest
(1) g > avec p € N est la matrice d’un projec-
teur (M, est diagonalisable avec 0 et 1 comme valeurs propres) mais la suite (M)
n’est pas bornée. On transpose facilement I’exemple pour n > 2 quelconque.
Aucune matrice M de projecteur n’est un point intérieur. En effet, si M # 0, alors

M= lim —2-Met L
p—+oo p+1 p+1

pas borné. Pourn =2, M, = <

M n’est pas une matrice de projecteur. Si M = 0,

alors on peut écrire 0 = lim 1 L.
p—+0 D
3) On sait que pour toute matrice M € .#,(K) telle qu’il existe p € N tel que
M? =0, ona M" = 0 (voir chapitre sur la réduction, par exemple en appliquant
Cayley-Hamilton ou en considérant I’indice de nilpotence). Ainsi I’ensemble des
matrices nilpotentes est {M € .#,(K) | M" = 0}. 1l s’agit donc d’un fermé qui

> avec p € N et transpo-

n’est pas borné (on peut considérer M, = ( 8 g
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ser ’exemple pour n > 2 quelconque). Aucune matrice nilpotente M n’est un
point intérieur car GL,, (K) est dense dans .#,(K) et il existe une suite de matrices
inversibles (M), donc non nilpotentes, telles que M = lim M,.

p—+00

4) 0,(R) est fermé, borné donc compact (voir exercice 6.4, page 144). Aucune
matrice n’est point intérieur de ¢,(R) car en modifiant 1égérement ne serait-ce
qu’un coefficient d’une matrice orthogonale, on construit aisément une matrice
non orthogonale (par exemple la colonne en question n’est plus unitaire).

5) Nous avons vu dans I’exercice 6.16 page 152, que toute matrice M € .#,(C) était
limite de matrices diagonalisables. Ainsi Z est dense dans .#,(C).
Cherchons maintenant les points intérieurs de &. Soit M € 2 possédant une
valeur propre de multiplicité > 2. Montrons que M est limite d’une suite
(M,)pen+ de matrices non diagonalisables. Il existe P € GL,(C) telle que

-1 (A 0 . (A 0 .y
PT"MP = (0 p | avee D diagonale et A = 0 A . Considérons M,
1
la matrice obtenue en remplacant A par p | dans la matrice diagonale
0 A

P~'M P. La matrice M, n’est pas diagonalisable (car rg(M, — Al,,) # n —m(A))
et la suite (M) tend vers M. Ainsi M n’est pas un point intérieur.

Soit maintenant M € 2 a valeurs propres simples. Montrons que M est un
point intérieur en raisonnant par 1’absurde. Supposons qu’il existe (M), en+ de
matrices non diagonalisables tendant vers M. Alors la suite des polyndmes carac-
téristiques ( X M,,) pEN® tend vers y s dans I’espace vectoriel normé C,[ X]. Comme

Xu est scind€ a racines simples, il est naturel de penser que y, I’est également
pour p assez grand. C’est un résultat de « continuité des racines » qui peut, par
exemple, se démontrer a I’aide de matrices compagnons. L’hypothese de départ
est donc contredite.

Conclusion : les points intérieurs de & sont les matrices diagonalisables a valeurs
propres simples.

On peut reprendre le méme argument pour le cas réel. Pour I’adhérence, le lecteur
est invité a chercher I’exercice suivant.

Exercice 6.30

Centrale MP 2005 K

1) Soit P un polynéme réel non nul unitaire de degré n. Montrer que P est scindé
sur IR si et seulement si, pour tout z complexe, |P(z)| > [Imz|".

2) Montrer la continuité de I’application qui a une matrice carrée réelle d’ordre
n associe son polynéme caractéristique.
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3) On note T (resp. D, A) ’ensemble des matrice réelles carrées d’ordre n qui
sont trigonalisables (resp. sont diagonalisables, possedent n valeurs propres
réelles distinctes). Montrerque D = A =T.

1) e Supposons que P est scindé sur R. P peut s’écrire P = H(X — ;) avec

i=1
n

a; € R. Alors, pour tout z € C, |P(z)| = H |z — a;| or, a; étant réel,

i=1
|z — a;| 2 |Im(z — a;)| = [Imz|

donc |P(z)| = [Imz]|".

e Réciproquement, supposons que pour tout z € C, | P(z)| > [Imz|" . Si « est une
racine éventuellement complexe de P,ona 0 = |P(a)| > [Ima|" donc Ima = 0,
ce qui équivaut 2 @ € R. Toutes les racines de P sont réelles, donc P est scindé
sur R.

MR)  — Ry[X]
M — XM
dans la base canonique de R, [X] sont des polyndomes en les coefficients (m;;) de

M.

3)OnaA C D C TdoncA C D C T. 1l nous reste donc 2 montrer que T est un
fermé et que A = T.
e Montrons que 7 est un fermé. Soit (M,) une suite de matrices trigona-
lisables convergente vers M. On sait que yu, ) T XM et que yu, est

2) Lapplication { est continue car les coordonnées de

scindé sur R (condition équivalente a M, € T). D’apres a), pour tout z € C,
‘)(Mp(z)‘ > |Imz|". L'application P € R,[X] + P(z) € C étant continue, on a
par passage a la limite, |y (z)| = [Imz|" donc yu est scindé sur R ¢’est-a-dire
M trigonalisable.

e Montrons que A = 7. On reprend I’idée vue dans 1’exercice 6.16 page 152,
déja reprise dans 1’exercice 6.29 page 162. Soit M € T. La matrice M est
limite de matrices diagonalisables. Il existe une matrice inversible P telle que
P~'M P = T soit triangulaire, et on définit une suite (M p)peN par

1
M,=P <T— —diag(l,Z,...,n)) P!
p

La suite M, tend vers M et les matrices M, sont diagonalisables pour p assez
grand, car leurs valeurs propres sont toutes distintes.



Dérivation et intégration
d’une fonction

d’une variable réelle

a valeurs vectorielles

7.1 EXERCICES D’ASSIMILATION ET D’ENTRAINEMENT

7.1.1 Dérivation d'une fonction a valeurs dans E

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie 7.

Soient / un intervalle non trivialde R, f: I — Eetty € I.

¢ On dit que f est dérivable en 7 lorsque  lim L [f (&) — f (t)] existe.
t—to,t€IN\ty I — I

Lorsque cette limite existe, elle est notée f” (ty) et appelée dérivée de f en t.

¢ On dit que f est dérivable lorsqu’elle est dérivable en tout point de /.

e Si fi,---, fu sontles applications coordonnées dans une base donnée (e;);cy1 ]
de E, alors f est dérivable en £, si et seulement si chacune des f; est dérivable en

to et alors f'(ty) = E fi @o)e.
i=1

Remarque

Lorsque n = 2 ou n = 3, la dérivée s’interpréte comme le vecteur vitesse de la
courbe paramétrée t — f(¢). Ce vecteur donne la direction de la tangente et sa
norme la vitesse instantanée.

e [’ensemble ¥ (I ,E) des applications dérivables de / dans E est un sous-espace
vectoriel de ¢’ (I, E), et f — f' est une application linéaire de Z (I,E) dans
Z (I,E), c’est-a-dire qu'on a (A f + ug) = Af' + ug'.

e Soit f € Z(I,R)telleque f (I) C Jetsoitg € Z(J,E),alors gof € I (I,E)
et(go ) =f x(g'of).
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e Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés de dimension finie. Soient
¢ : E X F — G une application bilinéaire, f € Z (I ,E)etg € 2 (I, F). L’ ap-
plication ¢ (f, g) appartienta 7 (I,G) etona (¢ (f,8) = ¢ (f',8)+¢ (f,&').
On rappelle, qu’en dimension finie, toute application bilinéaire est continue.
Application : pour tous les produits classiques
SiA: I —Retg:I — E,alors (Ag) = N g+Ag'.

Si f,g:1 — E,alors (< f,g >) =< f',g >+ < f,g > ol <--> désigne un
produit scalaire sur un espace préhilbertien E.

Si f,g: 1 — R alors (Det(f,g)) = Det(f’,g)+Det(f,g").

Si f,g: 1 —R3alors(fAg) = f'Ag+ fAg.

¢ On peut généraliser le résultat a des applications m-linéaires. Par exemple, pour
f,gethe 2(1,R*,ona:

(Det(f,g,h)) = Det(f, g, h) + Det(f,g’, h) + Det(f, g, h’).
e Soit f € P(I,E)et g € Z(I,R) partout non nulle, alors éf € 9(,E) et
1\ 1 .,
- = - X — )
(gf) o (ef' —¢'f)
eSoient f € P (I,E)etu € £ (E,F),alorsuof € (,F)et(uo f) =uof'.

Matriciellement, cela s écrit : (f — MX(t)) =t +— MX'(t)avec X : I — R" et
M € My, »(R) représentant f et u.

On définit alors les fonctions de classe €, on notera en particulier la formule de
Leibniz : pour tout f € €* (I1,E), g € €* (I, F) et ¢ bilinéaire,

‘L lk
o(f, e =>" (p) o(f P, g%,

p=0

Mouvement a accélération centrale

Soit f : I C R — R une fonction de classe € telle que pour tout r € I, f” ()
est colinéaire & f (). Pour ¢t € I, onnote o(t) = f(t) A f'(¢).

1) Montrer que la fonction vectorielle o est constante.

2) Montrer que s’il existe o € I tel que la famille ( f(¢o), f(t)) soit libre, alors
f () estinclus dans un plan.
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1) Le produit vectoriel étant une application bilinéaire, nous avons alors

d
ToO=f "ON @)+ F@)A f (1) =0.

La fonction vectorielle o est donc constante.

2) Posons @ = f(to) A f"(t9) #0.Onapourtouts € I, o(t) = f(ONA f'(t)=d .
Puisque < f (1), d >=0, on a alors f@ e ', et donc f(I) est inclus dans le
plan vectoriel @ .

Soit f : I C R — R? une fonction de classe € telle que : pour tout t € I,

f(t) # 0 et la famille (f(¢), f'(t)) est liée. On pose g(t) = mf(t).

1) Montrer que g est de classe &' et que g'(¢) est orthogonal et colinéaire a g(z).
2) En déduire que f(¢) garde une direction constante.

3) Chercher un contre-exemple lorsqu’on retire la propriété : V¢ € I, f(t) # 0.

1) Pourtouts € I, < g(t), g(t) >= 1 donc, en dérivant, le produit scalaire étant une
forme bilinéaire, on obtient :

d

g (<8080 >) =< (1), 2(t) > + < g(t).g(6) >=2 < g(t). g'(t) >= 0
donc g'(r) est orthogonal & g(1). De plus, pour tout 1 € 1, [ f(][g() = f ().
<f/(t)vf(t)> o ,
—Fo) 80 = F©-0r floest

colinéaire & f(¢) lui-méme colinéaire a g(¢) donc g’(¢) est colinéaire a g(t).

En dérivant, il vient : || f(2)| g'(¢) +

2) Le vecteur g’(t) est colinéaire et orthogonal a g(¢) et comme g(¢) est non nul, le
vecteur g’(¢) est donc nul. Par conséquent g est constant et donc f a une direction
constante.

3) Posons par exemple, f(t) = (—tz,tz) pour t €] — 00,0] et f(¢) = (t2, ) pour
t € [0,+oo[ alors f/(t) = (£2t,2t) avec € = %1 et on vérifie facilement que f
est bien de classe € (il n’y a pas de probleme en 0). Pour tout # € I, la famille
(f(1), f'(1)) est liée mais f a deux directions...

Soient E un espace vectoriel de dimension n > 1, (x,---,x,) € E",
ue Z(E),et# = (e)unebase de E . Montrer que

n
Zdet% (X1,"' axk—lau(xk)axk+17”' axn) :tr(u)det%(-xb”' 7xn)'
k=1
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Application : on suppose que ¢p,....,¢, : I — R" sont des fonctions de
classe €' solutions de X’ = AX ou A € .#,(R). Déterminer une équa-
tion différentielle vérifiée par 1’application (dite wronskien) W : I — R,
I detcan(¢l([)a ) ‘Pn(t))-

Nous remarquons rapidement que I’application

n
@y e, x) > Y detg (xn, e u (X)), X)
k=1

est une forme n — linéaire alternée sur E , il existe donc A € K tel que ¢ = Adety
,avec A = Adety (B) = ¢ (%). En notant [m,-J] = matg () , on calcule

(i, HEL nT?
avec la regle des déterminants par blocs :
L (0) mg
' : )
det%(ela”' ,l/l(ek),"' 7en): M k = Mg k-
(O] : "
miy, (0) 1

On obtient donc ¢ (A) = Z my x = tr(u) , d’ou le résultat.
k=1

Pour I’application, remarquons que W est de classe €' et que pour tout € I, on a

W) = detean (@10, , @r_1(8), A@L(1), et (1), -+ ,pn(1)) = tr (A) W(2).
k=1

Ainsi, en résolvant cette équation différentielle linéaire d’ordre 1, on trouve pour tout
rel,

W(t) = W(ty).exp((t — to)tr A).

Soient A € GL,(C) et I un intervalle réel contenant 0. On suppose qu’il existe

. I — %n((c) 1
X.{ P X de classe ¢ telle que

Viel, X'(t)=AX(t)et X(0) = I,.

Montrer que pour tout ¢ € I, X(¢) € GL,(C).
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Analyse : supposons que pour tout # € I, X(t) € GL,(C). Posons ¥ = X 1.

Nous avons YX = I, donc (YX) = Y'X+YX =0.1lvient Y'X = —YAX et
comme pour tout t € I, X(¢) est inversible, on obtient :

Vtel, Y(t)=—YA,deplus, Y(0)=1I,.

Synthese : soit Y la solution du systeme différentiel Y/ = —Y A avec Y(0) = I,.
On est bien dans les hypotheses du théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire. Alors
YX)0)=ILet(YX) =Y'X+YX = -YAX+YAX = 0donc pour tout t € I,
Y(t)X(¢t) = I,. Ainsi, pour tout ¢t € I, Y(¢t) € GL,(C).

7.1.2 Intégration sur un segment d’une fonction vectorielle

Soit f = (f1,---, fu) : la, b] — R" est une fonction continue, on définit 1’inté-
grale de f sur [a, b] par

b b b
/ f(ndr = (/ Ji(nyde, - - ,/ fn(t)dt)-

Soit F un espace vectoriel de dimension finie sur K (=R ou C). Soit (e;)icq1,p]
une base de F. Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, b] a valeurs

P
dans F'. En écrivant f = Z frex, on définit
k=1

b b P b
/bfZ/f(t)dtZ/sz(/fk(t)dt>ekeF.
[a,b] a a k=1 a

b
Si dans cette base f a pour coordonnées ( fis fayee, fp), alors / f a pour
a

b b b
coordonnées ( / f1, / e, / fp> . Ce vecteur, appelé intégrale de f sur
a a a

[a, b] est indépendant de la base choisie.
Parmi les propriétés usuelles de ’intégrale, il est important de retenir que si ||-|

/abf </ab||f||-

est une norme sur F, alors
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Centre de gravité

. [ lapl — R (o 1
Soit y : { ; M) une courbe paramétrée de classe 4 de lon-

gueur non nulle. Le centre de gravité de la courbe est le point G tel que

blldom@)
—_—
/ i GM(t)dt = 0.

1) Montrer I’existence et I'unicité de G.
2) Déterminer le centre de gravité d’un demi-cercle.

3) Soit ¢ : R? — R? une isométrie affine. Montrer que ¢(G) est le centre de
gravité de la courbe paramétrée ¢ o y.

4) On admettra que le centre de gravité ne dépend que du support géométrique
devy.
Montrer que si la courbe admet un axe de symétrie A alors G € A.

1) En écrivant GM(¢t) = GO + O M(t), la relation est équivalente a

1 PIldoM(z)
— —_—
oG = / O M (t)dt

/b doM(1) a dr

—|| dr
p dr
P\ldom(z)

(la longueur / ” dt est supposée non nulle).

2) Dans ce cas, M(t) = (cost,sint) avec [a, b] = [0, 7], on a alors

1 m . 2
XGzoetyG:m/ 1><Slntdt:;.
0 0

3) En notant ¢ la partie linéaire de ¢, on a

= _ blldom —
¢(0G) = ¢p(0)p(G) = ¢ </ ® OM(l)dl>
_t|[dom) "11d0eM @) || ———a s
_ / MO g (om) a = / SEE D S(0)e M
dO(p(M(t)) H (dOM(t))‘ | dom®)
B dr

Donc (avec ¢(O) comme autre origine) ¢(G) est le centre de gravité de ¢ o 7.
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4) Conséquence assez immédiate : en posant s, = ¢. sp © Yy est une autre courbe
paramétrée mais possédant le méme centre de gravité car cette courbe a le méme
support géométrique donc sA(G) = G donc G € A.

CCP PC 2006

—t _1)\2
On note M la fonction vectorielle définie sur R* par M (¢) = ( Ze -1 ) .

1 0

1) Pour A = (a;;) € #>(R), on pose N(A) = sup || .
1<i,j<2
a) Montrer que N est une norme sur ./ (R).
b) On pose, pour tout ¢ € R*, o(r) = N(M(t)). Déterminer pour r € R*| la
valeur de ¢(t). Montrer que ¢ est continue et de classe ¥ °° par morceaux
sur R*. La fonction ¢ est-elle de classe €' sur R* 2

2) Soit & la primitive de ¢ qui s’annule en 0. Calculer pour r € R*, la valeur de
®(1). La fonction ® est-elle de classe €' sur R* ?

3) Déterminer la primitive F de M sur R qui s’annule en 0, puis montrer que
pour tout t € R*, N(F(t)) < ®(2).

1)
1.a. On vérifie sans difficulté que N est une norme sur .#,(R).
1.b. Pour tout € R, on a N(M(¢)) = max(2e ", (1 — )%, 1).

4+

N

L
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

2e ! sit €[0,In2]
Une étude simple de ¢ montre que ¢(t) = 1 sit € [In2,2] .Comme

(t—1?* site[2,+00[
lim2 o(t) = lirln2 (1), ¢ est continue au point ¢ = In 2. On vérifie de méme de
t—In
>

t—In
<

méme que lirr% o(t) = lin% ¢(t) et donc ¢ est continue au point x = 2. Comme elle
r— —
<

est continue sur chacun des intervalles [0, In 2], [In 2, 2] et [2, +o0o[, elle est donc
continue sur R*.
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Sur chacun des trois intervalles considérés, ¢ est la restriction de fonctions de
classe € sur R, donc ¢ est de classe ¢°° par morceaux sur R*. En revanche,
@,(In2) = —1 et ¢,;(In2) = 0, donc ¢ n’est pas dérivable en In2 et n’est donc

pas de classe €' sur R*.

2) En intégrant et a I’aide de la relation de Chasles, on obtient pour x € R¥,

21 —e™) six €[0,In2]
D(x) = / e(t)dr = 1 -g(x —1n2) six € [In2,2]
0 x—=1

1
+3—ln2—§ six € [2,+00]

L application @ est de classe €' sur R* car c’est une primitive d’une fonction
continue.

3) La primitive F' s’annulant en O s’obtient en « primitivant » chaque coefficient de
la matrice, pour tout x € R*,

X / 2e'dt / (t — 1)*dr
F(x):/ M(t)dt = 0 x 0
0 1dt 0dr
0 0

13
21—y & 31) +%

X 0

La propriété N(F(x)) = N </ M(t)dt) < / N(M(t))dt = ®(x) nous donne
0 0

le résultat.

7.2 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Dérivée d'une base orthonormale

Soient e,e5,e3 :I C R — RR? trois fonctions de classe € telles que pour tout

t € I, B, = (e1(t), ex(t), e3(t)) soit une base orthonormale de R? (base ortho-

normale mobile).

1) Soit M, la matrice dans %, des vecteurs dérivés e}(1), €5(t), €;(t).
Montrer que M, est une matrice antisymétrique.

2) En déduire qu’il existe un vecteur (z) tel que e/(t) = O(t) A ¢;(t), pour
i =1,2o0u3.

3) On suppose que e}, e2, e3 sont de classe € sur 1. Montrer que () est de classe
€' sur I et calculer e/’ en fonction de (2, ()’ et e;.
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1) Comme pour tout ¢t € I, (e1(t), ex(t), e3(t)) est une base orthonormale, la matrice

M, s°éerit My = (mi;) = (< ei(0), (1), >) ;1 - Orpour (i, j) € {1,2,3}?,

d (1 =< ei(t),ej(t) >) =< e](t),e;(t) > + < e;(t), (1) >= 0,

dr
car < ¢;(1),e;(t) >= 5{ est une constante. La matrice M, est donc une matrice
antisymétrique (puisque m;; = —m ;).

2) Rappelons que pour toute matrice antisymétrique réelle en dimension 3, 1’endo-
morphisme associé (X — M X) peut s’écrire en utilisant le produit vectoriel :

(5 ¢ ) 9
X — v 0 —a |X=wANXavecw=| B8 |.
-8 a 0 Y

Appliquons cette remarque a la matrice, dans la base %, de 1’application
linéaire M, qui & un vecteur X de R? associe ﬁ(t) ANX tpouri € {1,2,3},
g{ (r) = ﬁ(t) A ei(t) et gl{ (t) désigne le vecteur colonne représentant e; dans %, .
Ce n’est pas tout a fait ce que nous voulions.

Revenons a la base canonique. Posons Z/l/I\t = P 'M,Pou P € O53(R) est la
matrice de passage de la base canonique a la base ;. La matrice ZT/I\, est elle aussi
une matrice antisymétrique réelle. (]Tl\t est la représentation du méme endomor-

phisme mais les coordonnées des vecteurs sont relatifs a une base fixe, la base
canonique.)
De méme, il existe un vecteur (U(¢) tel que la matrice de 1’application
M,: X — Q) A X dans la base base canonique), et pour i € {1,2,3}, on
ael(t) = Q@) Aet).

d

3) Ona ei"= (1= QO Aen) = Vner + Q) A Q) A ei(0))
= ' Ne; + (Qle)Q — || Q] %e;,

en utilisant la formule du double produit vectoriel.

ENS Cachan MP 2005, trés proche de Polytechnique MP 2007 K

Soit A de classe €' de R dans .#,(C).

1) On suppose qu’il existe S de classe €' de R dans GL,(C) et fy € R tels que
S~H6)A@1)S(r) = A(ty) pour tout 7 € R.
Montrer qu’il existe B de classe €' de R dans .#,(C) telle que A’ = AB—BA.

2) Réciproquement, on suppose qu’il existe B de classe €' de R dans .#,(C)
telle que A’ = AB — BA.

Montrer que ¢ — tr A¥(¢) est constante pour tout k € N. Montrer que le
spectre de A(r) est constant pour tout ¢ € R et qu’il existe S de classe €' de
R dans GL,,(C) et fy € R tels que pour tout t € R, STUOAW)S(H) = Aty).
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1) Appelons Ay = A(ty). L’application t — S71(1) est de classe €' (les coefficients

1
sont des fractions rationnelles en les coefficients de S car S~' = 3ets "Com(S))
e
eton a

(57'8) =0=(57")' S+57'8 donc (§71) = —s~'5's7".
Dérivons la fonction ¢ — A(r) = S(t)AoS~'(r). On a pour tout ¢ € R,
Al(t) = S'(1)AeS ™' (1) — S ALS ™' ()S'(1)S™'(t) = (AB — BA) (1)
avec B(1) = —S'(1)S(¢1).
2) Bien sir, tr (A(1))° = tr I, = n est constante. On a également
trA'(t) = (tr AY(t) = tr (AB — BA) = 0,

donc ¢t — tr(A(t)) est constante. Soit k > 2.

[0(AN] = w[(AY] = w | AA---A+AA - A+ +A---AA"| or la
——
k—1 fois
trace d’un produit est invariante par permutation circulaire, donc

[tr(A%)] = ktr (A’A--- A) =kt (A'A%).
Simplifions,

tr (A’A*") =tr (AB — BA)AF") = w(BAY) — w(BAY) = 0.

Ainsi la fonction tr(Ak) est constante.

La connaissance des tr(A* ), k € [1,n] permet de déterminer le polyndme caracté-
ristique y 4, ¢’est un résultat assez connu mais pas tres facile ; on peut le démontrer
en considérant les formules de Newton (hors-programme) qui permettent d’expri-

n
k . . L. P .
mer les sommes A; en fonction des fonctions symétriques élémentaires des

i=l1

racines.
En s’inspirant de la premiere question, considérons la solution du systeme diffé-
rentiel S = —BS avec S(ty) = I, (on est bien dans les hypotheses du théoreme

de Cauchy-Lipschitz linéaire). Montrons déja que AS = SAy. En effet,
(AS—SAp = A'S+AS'—S'Ag = ABS—BAS—ABS+BSAy = B(SA;—AS).
Posons ¥ = AS — SAy. La fonction Y est la solution du systeme différentiel

Y’ = —BY avec S(tp) = 0.

Comme I’application constante nulle est solution et que I’on est dans le cadre des
hypotheses du théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire, on obtient Y = 0.

Ainsi, pour tout ¢t € R, on a A(¢#)S(t) = S(¢)Ag. Montrons pour conclure que
pour tout t € R, S(¢) est inversible. 11 suffit, pour cela, de reprendre I’exercice 7.4
p.168.



Suites et séries

de fonctions N

8.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

Dans toute cette partie, £ désigne un espace vectoriel normé sur R ou C de dimen-
sion finie. A désigne une partie de E et [ un intervalle de R.

8.1.1 Convergence des suites de fonctions

@ (e qu'il faut savoir

On donne une suite de fonctions ( f;,),cn toutes définies sur A, a valeurs réelles
ou complexes.

¢ On dit que la suite (f,),en converge simplement vers f sur A, lorsque pour
tout x € A la suite numérique ( f;,(x)),en converge vers f(x).
En pratique, on fixe x dans A et on cherche la limite (si elle existe) de la suite

numérique ( f,,(x)),-
e On dit que (f,),en converge uniformément vers f sur A lorsque la suite de
terme général

1 fo = flloo,a = sup [fu(x) — f(x)]
XEA

converge vers 0.

En pratique, on commence par déterminer la limite simple f (si on a conver-
gence uniforme vers f alors f est la limite simple de la suite), et on étudie
I’écart | f,, — f| sur A en le majorant par une suite qui tend vers 0, ou si cela
n’est pas immédiat, en étudiant les variations de f, — f.

ICNA MP 2005
Soita € Ret f, : x — n®x"(1 — x) définie sur [0, 1] pour n € N*. Etudier la
convergence simple puis uniforme de la suite de fonctions ( f;,).
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e Par croissances comparées, si x € [0,1[, ona lim rn®x" = 0 pour toute valeur
n—+o0o

de a. De plus f,(1) = 0 pour tout n € N*. Donc, pour tout x € [0, 1], on obtient

lim f,(x) = O et la suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur
n—+0o0

[0, 1].

e Afin d’étudier la convergence uniforme de cette suite de fonctions, puisqu’on ne
trouve aucune majoration simple qui permet de conclure, on cherche la valeur du
maximum de f, — f = f, (fonction positive) en étudiant les variations de la
fonction f,. Soit n € N*. Pour tout x € [0, 1], ona f,(x) = n®(x" — x"") et

flx) =nmx""" — (m+ Dx™) = n®x""'(n — (n + D).

. n , . n .
Donc f, est croissante sur [0, " 1] et décroissante sur [ﬁ’ 1]. Elle atteint son
n n

maximum en et
n+1
n n o \" n n“ el
a = f, — 1 — ): —nln(T).
HfHOO f(n+1) " (n+1) < n+1 n+1€
+1 1 a=l
Puisque n1n("—) = nln(1 + —) ~ = = 1, on obtient f,(x,) ~
n n—+4oon n—+00 @
Ainsi
+o0 sia > 1
. 1
lim || fylleo = - sia=1
n—+00 e
0 sia <1

et la suite converge uniformément (vers la fonction nulle) si et seulement si & < 1.

Propriétés liées a la convergence uniforme

Soit ( f;;) une suite de fonctions qui converge uniformément vers f sur A.

¢ Si chacune des fonctions f;, est continue en a € A, alors f 1’est aussi.

¢ Si chacune des fonctions f, est continue sur A, alors f ’est aussi.

e Si a est adhérent a A et si chaque fonction f,, admet une limite finie ¢, en a ,
alors la suite (¢,) converge vers un réel ou complexe £ et la fonction f admet
pour limite £ en a.

Ce résultat s’applique notamment lorsque A est un intervalle non borné de R et
a = Foo.

Remarque

On utilise assez fréquemment la contraposée d’une de ces propositions pour
montrer qu’une suite de fonctions continues sur A ne converge pas uniformé-
ment sur A. Par exemple, on montre que la limite simple n’est pas continue
sur A.
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Air MP 2005
On définit pour n € Nune fonction f, sur [0, 7] par f,,(0) = 1 et f,(x) =
six # 0.

1) Etudier la convergence simple et uniforme sur [0, 7] de la suite de fonctions

(fn)-

2) Soita €]0, 7[. Etudier la convergence uniforme sur [a, 7] de cette suite (f;,).

sin x
x(1 +nx)

1) On a immédiatement lim f,(0) = let lim f,(x) = 0six €]0,n]. La suite
n—+oo n—+oo

de fonctions ( f;,) converge donc simplement sur [0, 77] vers la fonction f définie
par f(x) =0six #0et f(0) = 1.
La fonction f n’est pas continue sur [0, 77]. Nous allons montrer que chacune des
fonctions f;, est continue sur [0, 77] ce qui prouvera que la convergence ne peut
pas étre uniforme sur [0, 77] (sinon la limite f serait continue). Soit n € N. La
fonction f;, est continue sur ]0, 77] et
. . sinx

lim f,(x)=1car lim — = 1.

x—0* x—0t X
Chaque fonction f, est donc continue sur [0, 77] et la convergence n’est pas uni-
forme sur [0, 7].

2) Soit a €]0, 7r[. On essaie de majorer sup |f,(x) — f(x)] = sup |fu(x)].
x€la,m] x€la,m]

Or, pour tout x € [a,7w],ona l+nx > 1+ na,x(1 +nx) = a(l + na) et

1
0 < sinx < 1. Ainsi, pour tout x € [a,7],0 < fu,(x) < ——. Ainsi
a(l +na)

1 -
| ol oofa,m < e tna) de limite nulle lorsque n tend vers +00 et la convergence
a na
est uniforme sur I'intervalle [a, 7] (on aurait également pu utiliser le fait que pour

x € R",ona0 < sinx < x pour obtenir une majoration | f,(x)| < si

1+nx

x €]0, 7] puis | f,,(x)| <

Mines-Ponts MP 2006

Soit, pour n € N*, la fonction f, définie sur [1,+oo[ par f,(x) = n(x'/" — 1).
Etudier la convergence simple et uniforme de cette suite de fonctions sur [1, +00[
puis sur les segments [1,a] ot a > 1.

T na six € [a,m]).
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On a, pour x > 1,

Inx

Sax) =n <€]"7x — 1) ~ n— =Inx.

n—+00 n

La suite ( f,)n>1 converge simplement sur [1, +00[ vers la fonction f ou f(x) = Inx.
On étudie maintenant la différence g, = f,, — f :

1 n x 1 1 nx
Vx € [1,+c0l, g1 (x) =n (—e17> —— == (elT — 1) ,
nx

X X

la fonction g,’l est positive sur [1, +ool, et la fonction g, est croissante. De plus, par

croissance comparée, ona lim g,(x) = +oo. Donc ( f,) ne converge pas uniformé-
X—+00

ment vers f sur [1, +o0l.

Comme g, est croissante et g,(1) = 0,ona sup |g,(x)| = g,(@)et lim g,(a) =0

XE[],H] n—+oo
(convergence simple de f, vers f). On a donc convergence uniforme sur tout seg-
ment [1,a] C [1,+oo[ mais pas sur [1, +ool.

Intégration sur un segment et primitives

1) Si une suite ( f,,) de fonctions continues sur un segment [a, b] converge unifor-
b b
mément vers f sur [a, b], alors lim / fu@)dt = / f@)dz.
n—+oo a a

2) Soit (f;) une suite de fonctions continues sur un intervalle / qui converge uni-
formément vers f sur tout segment de / et a € I. On définit pour x € I,

h,(x) = / fu@®)dt et h(x) = / f(t)dt. La suite (h,,) converge uniformé-
a a

ment sur tout segment de I vers h.

CCP PSI 2005
Etudier la convergence simple et uniforme sur R de la suite de fonctions ( f;,) out

1
fulx) = cos(xe_'”‘z), et en déduire la limite de la suite I, = / fa(x)dx.
0

2
On note u, la fonction définie sur R par u,(x) = xe ™ . Pour tout n € N, les
fonctions u, et f, sont définies, continues et de classe €' sur R. De plus u, est
impaire et par conséquent f, est paire. On limite donc I’étude de la convergence
aR".
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e Convergence simple : si x > 0 alors lim u,(x) = 0 (suite géométrique
n—+oo

. — 2 .
de raison ¢ = ¢ * € [0,1]). Si x = 0, on a u,(0) = 0. Donc, pour tout
x € R, lim u,(x) =0et lim f,(x)= 1 par continuité de la fonction cosinus
n—+00 n—+00
en 0. La suite ( f,,) converge simplement vers la fonction constante égale a 1 sur R.
e Convergence uniforme : on étudie la fonction u, sur R*. Soit n € N*, la fonction

. 2
u, est dérivable sur R*, et pour tout x € R*, ona u)(x) = (1 — 2nx?)e .

—_—

x |0 +00

\V2n
0

1, (x) +

1 i
——e
V2
0/ " \ 0

Les valeurs de u, se situent donc dans I’intervalle [0, 77 /2] sur lequel la fonction
cosinus est strictement décroissante. On en déduit

Up(x)

1
o — 1o = sup | f(x) — 1| = 1 — cos (—e‘ﬂ)
172 = Lo = stp A =1l V2n

de limite nulle lorsque n tend vers +o0o. La convergence est donc uniforme sur R.
On peut représenter les premieres fonctions :

1.00

092

0.0 0.5 L0 L5 20

La suite (f,;) converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction f égale a 1. Cha-
cune des fonctions f; est continue sur [0, 1]. Donc

1

1
lim fu(x)dx = / fx)dx =1.
0 0

n—+00
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8.1.2 Convergence des séries de fonctions et propriétés

Soit ( f,,) une suite de fonctions définies sur A. On note (S,,) la suite des sommes
partielles de la série Z Ja-

e La série de fonctions Z fn converge simplement sur A, lorsque pour tout

x € A, la série numérique Z fn(x) converge. On pose alors pour tout x € A,
+00
S = lim S,(x) =) fu(0).
n=0

e La série de fonctions E fn converge uniformément sur A, lorsque la suite de
fonctions (S,) converge uniformément vers S sur A.

e La série de fonctions E fn converge normalement sur A lorsque E Il fill o
converge.

Remarque importante

Convergence normale = convergence uniforme = convergence simple (voir
exercices 8.11 et 8.18 qui montrent que les implications réciproques sont
fausses).

En pratique : on essaie d’abord de prouver la convergence normale. Pour cela,
on cherche un majorant «, de || f, || tel que la série numérique g a, converge
(si on ne trouve pas un majorant de maniere simple, on étudie les variations de

fn)-

Lorsqu’il n’y a pas convergence normale mais convergence simple de la série
+0o0

de fonctions, I’écart S,(x) — S(x) est égal a R,(x) = Z fi(x). Pour établir
k=n+1

la convergence uniforme de la série de fonctions, il faut montrer que la suite

(|| Rx]])oo tend vers 0.

CCP MP 2006
Soit @ € R. On définit pour n € N* et x € [0, 1], u,(x) = T exp(—nx).
na

1) Déterminer, pour 8 € R et x € [0, 1], la limite lorsque n tend vers +oo de
B
nu,(x).
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2) Etudier la convergence simple de la série Z Uy,.

3) Pour quelles valeurs de « a-t-on convergence normale sur [0, 1] ?

1) Pour x € [0, 1], |n5un(x)| < nPo%x et par croissances comparées, pour tout
x € [0,1[, on a lim nP u,(x) = 0. La majoration ne donne pas toujours le
n—+00

résultat si x = 1. En revanche, on a nﬁun(l) — pf@ exp(—n) et par croissances
comparées, on a également lim nP u,(1)=0.
n—+0o0o

1
2) D’apres la question précédente, pour tout x € [0,1], u,(x) = o (=) et la
n—+00 N
série Z u, converge simplement sur [0, 1].
(xe™)"
n®

étudiant les variations de x — xe™ ", on montre que cette fonction est croissante
sur [0, 1] avec des valeurs allant de 0 & 1/e. Ainsi, on obtient

3) On peut étudier les variations de u,, ou bien constater que u,(x) = En

X

—n

e
[tnlloo = ne = Qp.
Or g a, converge puisque, pour tout
. QApy] 1
neN*, a,>0 et lim —— = —
n—+00 e

La convergence de la série Z u, est normale sur [0, 1], quelle que soit la valeur
de a.

8.1.3 Limite et continuité de la somme d’'une série de fonctions

o Soit (f;,)nen une suite de fonctions définies sur A et a adhérent a A. Si chacune
des fonctions f,, admet une limite finie ¢, en a et si Z fn converge uniformé-
ment sur A alors

o la série E ¢, converge

+00 +oo
o la somme S = Z f» admet pour limite Z {,ena.
n=0 n=0

Ce résultat est appelé théoreme de permutation des limites.

e Soit g f» une série de fonctions continues sur A qui converge uniformément

sur A alors sa somme S est continue sur A.
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Trés important : aspect local de la continuité

Lorsqu’on souhaite démontrer la continuité de la somme (ou par la suite sa déri-
vabilité) sur un intervalle / mais qu’on n’arrive pas a démontrer la convergence
normale ou uniforme sur cet intervalle, on peut restreindre 1’étude a des sous-
intervalles (souvent des segments) qui forment un recouvrement de /. C’est suf-
fisant car la continuité est une propriété locale de la fonction et la continuité sur
chacun des intervalles donnera celle sur leur union (quelle que soit I’union). On
détecte la borne ou les bornes de I qui posent probleme et on essaie de s’en écar-
ter (voir exercices 8.6, 8.7, 8.8). En revanche, et c’est trés important, la conver-
gence uniforme ou normale sur chacun des intervalles ne donnera pas celle sur /
tout entier (on ne pourra pas par exemple utiliser de théoréme de permutation de
limites).

CCP MP 2007, Centrale PC 2007

1) Etudier la convergence simple de la série Z u, oll u,(x) = exp(—x+/n) pour
n € N*. On note S la somme de cette série de fonctions.

2) Montrer que S est continue sur R}.

3) Montrer que lim S(x) = 0.
X—+00

4) Montrer que S est décroissante sur R}.

5) Montrer que S(x) ~ e *.
X

—+00

1) Chacune des fonctions u, est définie sur R. Si x < 0, la suite (u,(x)), diverge
vers +oo donc la série associée diverge. Pour tout n € N*, on a u,(0) = 1 et

la série E u,(0) diverge également. Si x > 0, par croissances comparées, on a

lim n%e V" = 0 donc u,(x) est négligeable devant 1/ n? lorsque n tend vers

n—+0o0o

+00. Ainsi la série g u, converge simplement sur R}.

2) La fonction u, est décroissante, positive sur R si bien que |[u,||oo,r: = 1. La
série de fonctions Zun ne converge pas normalement sur R}. Soit a > 0,
pour les mémes raisons que précédemment, on a ||uy ||oo,(a,+00] = Un(a@). Puisque
Zun(a) converge, la série de fonctions Z”” converge normalement sur

[a,+00[. Chacune des fonctions u, étant continue sur R}, la somme S est
continue sur [a,+oo[ pour tout a > 0. Donc S est continue sur R}.
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3) La série de fonctions Zun converge normalement sur [1,+oo[, et pour tout
n € N, ona lim u,(x) = 0. Le théoreme de permutation des limites entraine
X—+00

que lim S(x)=0.
X —+00
4) Pour tout n € N*, la fonction u, est décroissante sur R}. La fonction S est donc
décroissante sur R}. En effet, si x > y, pour tout N € N*, on a Sy(x) < Sy(y)
(S désigne la somme partielle d’ordre N de la série Z u,), ce qui donne, lorsque
N tend vers +oo, I'inégalité S(x) < S(y).

5) En écrivant S(x) = e " + e V2 4 ..., on se doute que le terme princi-
pal lorsque x est grand va étre le premier terme de la somme, a savoir e *.
On va donc montrer que S(x) ~ e * ou plutét lim ¢*S(x) = 1. Pour

X—+00 X —+00
n € N*, on définit v,(x) = e*u,(x) pour x > 0. Pour tout n € N*, on a
|V lloo,[1,400f = vn(1) car la fonction v, est positive et décroissante sur [1, +ool.
. _ 1 ..
Puisque v, (1) = V= o (—2), la série Z v, converge normalement sur
n—+oco N

[1, +o0o[. Chacune des fonctions v, admet une limite finie en +o00, a savoir 0 pour
n = 2 et 1 lorsque n = 1. Cela permet d’écrire

+00
dim, 3w = fip €50 =1

8.1.4 Intégration et dérivation d'une somme de séries
de fonctions

e Soit Z f» une série de fonctions continues sur un segment [a, b] qui converge
+00
uniformément sur [a, b], la fonction § = Z fn est continue et

n=0

toe b b b [ +o0
g (/ fn(t)dt> =/a S(t)dt:/a (%Mﬂ) dt.

e Soit Z f, une série de fonctions de classe €' sur I telle que

o la série E fn converge simplement sur /.

o la série E f, converge uniformément sur /

+00
alors la somme S = Z f, est de classe €' sur I et pour tout x € I,
n=0

S’ =" flx).
n=0
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CCP MP 2007

. . Arctan(nx
Pour n € N*, on définit une fonction u,, sur R par u,(x) = #

3 . On note
n
S la somme de la série de fonctions Z u, lorsqu’elle existe. Montrer que S est

continue sur R et de classe €' sur R*.

Pour tout # € N*, la fonction u,, est définie et de classe %' sur R. De plus, pour tout
T .. .

x € R,ona |u,(x)| < PPk Ainsi Z u, converge normalement sur R. La fonction S
n

est donc définie et continue sur R. De plus, il est immédiat que S est impaire, comme
chaque fonction u,,.

1
n(l +n2x2)’

1 1
/ _ / . / ] _ £ ’
u,(0) = - et E u,(0) diverge. De plus ||u,, || co,r: = |u,(0)| = - La série E u, ne

converge pas normalement sur R}. Soit a un réel strictement positif. Pour toutn € N*

1 1
ettout x > a, ona |u’ (x)] < ———. La série —————— converge car
- a ] < n(1 +n2%a?) Zn(1+n2a2) g

1 1
n(1 + n%a?) n—+oo n3a?

Pour tout n € N* et tout x € R, on a u)(x) = On remarque que

donc E u!, converge normalement sur [a, +oo[. De plus,

Z u, est une série de fonctions de classe €' qui converge simplement sur R, donc
+00

S est de classe € sur [a,+00[, avec pour tout x > a, S'(x) = Z u' (x). Cela étant
n=1

vrai sur tout intervalle [a, +oo[ avec a > 0, on en déduit que S est de classe €' sur

R3. Par imparité, elle I’est sur R*.

Exercice 8.8

+0o0 n
1) Soitr €] — 1, 1[. On pose pour x € R, f(x) = E Ls(nx). Vérifier que
n

n=1
f est bien définie et continue sur R.
M cos(nx)
2) Soit x € R. On pose pour r €] — 1, 1[, g(r) = Z —— . Montrer que
n
n=1

g est de classe €' sur ] — 1, 1[, déterminer une expression simple de g’(r) et
calculer g(r) pour r €] — 1, 1[.

+0o0 T n
In(1—2r cosx+r?)dx = —22 (/ de) ainsi

n

3) En déduire /

—TT —1TT

n=1

que la valeur de I’intégrale.
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r’* cos(nx)

"

définie et continue sur R et |lu,|lccr = — < |r|". La série Z u, converge
n

1) On note, pourn € N* et x € R, u,(x) = . Chacune des fonctions est

normalement sur R (puisque |r| < 1) ainsi f est définie et continue sur R.

r"* cos(nx )
2) On note v,(r) = # Pour tout n € N*, la fonction v, est de classe
n

€' sur 1 — 1,1[ et pour tout r €] — 1,1[, v.(r) = r""'cos(nx). Puisque
v, (r)| < |r]", la série Z v, converge simplement sur | — 1, 1[. De plus, on a
lvilloo.1—1,11 = |cos(nx)| si bien que Z v/ ne converge pas normalement sur

1 — 1, 1] (le fait de pouvoir s’approcher de +1 fait disparaitre le terme géomé-
trique). En revanche, soit b €10, 1[, on a ||V} ||co. (b5 = |b" "' cos(nx)| < b"~!

et Zv; converge normalement sur [—b, b]. Finalement g est de classe %

sur tout segment [—b,b] C] — 1, 1] donc est de classe ¢ sur ] — 1, 1] avec,

+00
pour tout r €] — 1,1[, g'(r) = Zr”_l cos(nx). Cela donne, pour un tel r,
n=1
+00 ) eix
g'(r) =Re Zr”_l(e’x)" = Re <W>, et
n=1
eix _ eiX(l o re—iX) _ eix —r
1 —rei* (1 —re*)(1—re-i*) 1—2rcosx+r2

COSX —r

Finalement g’'(r) = Puisque g(0) = 0, on obtient en intégrant,

1 —2rcosx+r?
1

pour tout r €] — 1, 1[, g(r) = —3 In(1 — 2r cosx + r?) (le terme dans In reste

strictement positif car il vaut (r — cos x)* + sin® x et les deux carrés ne peuvent

étre simultanément nuls puisque |r| < 1).

3) Enfixantr €] — 1, 1[, pour tout x € R

+0o0

1
)= —5111(1 —2rcosx +r%) = Z

n=1

r" cos(nx)
" .

D’apres la premiere question, on a convergence normale de la série de fonctions
continues u,, sur R, donc sur [—77, 77]. On peut donc écrire

1 (7 5 B T r"cos(nx)
2/ ln(12rcosx+r)dxzz</ ),

- n=1 -

T

=0.

cos(nx)dx = [sin;nx)}

soit le résultat demandé. Or pourn € N*, ona /
— o
Finalement, on peut calculer la valeur de I’intégrale : / In(1—2r cos x+r?) dx = 0.

—1TT
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Remarque
Il est important de faire attention aux différentes variables qui entrent en jeu et par
conséquent de prouver les hypotheéses pour la bonne variable.

8.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

CCP MP 2006
1) Etudier la convergence simgle de la suite de fonctions ( f,,),cn OU f, est défi-
nie sur R} par f,(x) = %.
2) Montrer que la convergence n’est pas uniforme sur R}.
x2e™*
3) Soita > 0. Montrer que la fonction g définie pour x > a par g(x) = =
est bornée sur [a, +oo[ et en déduire que la suite ( f,,) converge uniformément

sur [a, +ool.

1) On fixe x > 0. L’étude de la convergence se ramene a étudier la limite de ne™""
lorsque n tend vers +oo. Puisque x > 0, on a e™* € [0, 1] et par croissances
comparées, cette limite est nulle. La suite de fonctions ( f,,) converge simplement
vers la fonction nulle sur R}.

2) On peut bien entendu étudier les variations de la fonction f, pour n € N pour

en déduire sup | f,(x) — 0]. Avant de se lancer dans de tels calculs, on examine
x>0

f2(x), notamment au voisinage de la borne inférieure de I'intervalle d’étude. On
2

nx L

a fu(x) ~ — = n. Ainsi lim f,(x) = n etsup|f,(x)| > n. La convergence
x—0 X x—0* x>0

n’est donc pas uniforme sur R}.

3) On écrit, pour x > 0, f,(x) = g(x)ne~ "1~
La fonction g tend vers 0 en +oc par croissances comparées et vers 1 en 0. Puisque

g est continue sur ]0, +oo[, la fonction g est bornée sur R}. Soit M un majorant
de |g| sur R}, on a finalement,

Vx = a,Yn > 1, | fu(x)] < Mne="D4,
ce qui donne la convergence uniforme de la suite de fonctions sur [a,+oo[ car

lim ne~ D4 =,

n—+00
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A retenir : majoration

Lorsqu’on cherche a évaluer || f, — f||oo sur un intervalle, il n’est pas toujours
judicieux d’étudier les variations de la fonction f, — f. C’est notamment le cas
lorsque la dérivée semble assez compliquée a étudier. On essaie alors de majorer,
comme dans I’exercice précédent, une partie de I’expression, en conservant a part
les termes importants qui tendent vers 0 lorsque n tend vers +00.

Exercice 8.10

ENSEA MP 2005, Mines-Ponts MP 2007
On définit une suite de fonctions sur [0, 1] par gg = 1 et, pour tout n € N,

gni1(x) = 1+/ gn(t —12)dt.
0

n

1) Montrer par récurrence que pour x € [0,1],0 < g,(x) — g,—1(x) < x_‘
n.
2) En déduire que la suite de fonctions (g, ) converge simplement sur [0, 1] vers
une fonction g.

3) En encadrant g(x) — g,(x) indépendamment de x, montrer que la convergence
est uniforme sur [0, 1].

1) On commence par prouver par récurrence la propriété, définie pour n € N*,

n

P(n) :Vx €[0,11,0 < gu(x) — gu_1(x) < %

X
g1(x) — gox) = / dt = x pour tout x € [0, 1], ce qui correspond a Z(1). Soit
0
n € N* tel que £ (n). Pour tout x € [0, 1],

Oﬂf@ﬁ—ﬁm)—0+/¥%m—ﬂw0
0 0

= /(&aﬂ&hﬂﬂnw
0

gn+1(x) — gn(x)

Puisque x € [0,1], ona [0,x] C [0, 1] et pour tout € [0,1],0 < ¢ — * < 1/4
(t — t — t? est une fonction polynomiale de degré 2, elle s’annule en O et 1 et
admet un maximum en 1/2 qui a pour valeur 1/4). D’aprés #(n),

) N () L L O I S L L
Oggn(t_t)_gn—l(t_t)< n g n <;
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En intégrant ces inégalités de 0 a x (x > 0), on obtient finalement, pour tout
x €[0,1],

n n+l

X t X
< - S o= o
0 < g1 (x) — gn(x) < /0 n! di (n+ n!’

c’est-a-dire #(n + 1). On obtient le résultat demandé par récurrence.
. (. x" . .
2) Soitx € [0, 1], la série Z — converge, donc par critere de comparaison pour les
n!

séries a termes positifs, la série Z (gn (x) — gu— l(x)) converge. Or cette série est
de méme nature que la suite (g,(x)),>0. On obtient bien la convergence simple de
la suite (g,,) sur [0, 1] vers une fonction g.

3) On obtient une majoration de g(x) — g,(x) en ajoutant les inégalités demandées
précédemment au rang k pour k allant de n a I’infini, chacune des deux séries
apparaissant étant convergente. Plus précisément, pour x € [0, 1],

+0o0 k +o0

X 1
0<s®-8®< Y i <k2 T+

k=n+1 =n+l

Cela permet donc de majorer uniformément |g(x) — g,(x)| par le reste d’ordre

. 1 .
n de la série convergente E - (de somme ¢). Si on note, pour n € N¥,
n!

n—+oo

+00
1 .
n = g o one lg — gnlloo < ryavec lim r, = 0 comme reste d’une
k=n+1 ’

série convergente. On obtient bien la convergence uniforme sur [0, 1] de la suite

(&n)-

Exercice 8.11

Comparaison de convergences - ENSEA MP 2005
Soit (a,),en+ une suite réelle positive et décroissante. On définit pour n € N* et
x €[0,1], up(x) = a,x"(1 — x).

1) Montrer que la série Z u, converge simplement sur [0, 1].

. ) a
2) Montrer que la convergence est normale sur [0, 1] si et seulement si Z -
converge. n

3) Montrer que la convergence est uniforme sur [0, 1] si et seulement si la suite
(a,) converge vers 0.

1) La suite (a,),en+ est positive et décroissante, elle est donc bornée et majorée
par son premier terme. Pour x € [0,1[, 0 < u,(x) < (ap(1 — x))x", et la série

géométrique Zx" converge puisque x € [0, 1[. On en déduit que Zun(x)
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converge pour tout x € [0, 1[. Puisque u,(1) = O pour tout n € N*, la série
Z u,(1) converge. Finalement Z u, converge simplement sur [0, 1].

2) L’étude des variations sur [0, 1] de la fonction positive x — x"(1 — x) fait appa-
raitre un maximum en 1 et la valeur en ce point est équivalente lorsque n
n

1 . . .
tend vers +oo & — (voir exercice 8.1). On obtient alors ||u,]lcc ~ ——.On
n.e n—+o00 € n

.. . L. a,
a donc convergence normale de la série sur [0, 1] si et seulement la série E —
n

converge (on utilise les criteres de comparaison pour des séries a termes positifs,
le coefficient e~ # 0 ne changeant pas la nature de la série numérique).

+00
3) Soit n € N*. On doit évaluer R,(x) = Y  ax*(1 — x). On a tout d’abord
k=n+1
R, (1) = 0. Soit x € [0,1[. On ne peut pas évaluer directement R,(x), mais
seulement 1’encadrer. Plus précisément,

n+l

+00
X
0 < Ry@) S (1 =) Y xF = apn(l =) 7 = apx™' <ap.

1—x

k=n+1

Cela permet d’obtenir, |R,||co.0,1] < @n+1. Si la suite (a,) tend vers 0, la série
converge bien uniformément. Si la suite a, converge vers £ > 0 (c’est la seule
autre possibilité puisque la suite est positive décroissante), on doit minorer ce
reste. Pour x € [0, 1],

+00
Ry(x) > 01 —x) Y x*=ox"",

k=n+1

si bien que sup |R,(x)| > £. Donc ||R,||c0,0,17 = £ et la convergence n’est pas
x€[0,1]
uniforme sur [0, 1].

Exercice 8.12

Air MP 2005
1) Déterminer le domaine de définition de la fonction f définie par
+00 e X
= -1 —.
f) ;< V'
2) Montrer que f est continue sur [0, +oo[ et de classe & ! sur 10, +ool.

3) Déterminer une équation différentielle simple dont f est solution et en déduire
que f est de classe ¢! sur [0, +o0l.
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efnx

n+1

Six <0, lim |u,(x)| =400 et la série Z u,(x) est grossierement divergente.
n—+oo

1) On définit pourn € Netx € R, u,(x) = (—1)"

Six > 0, la suite (e™ "), N est décroissante (vers 0 si x > 0 et constante égale a

1 si x = 0) et positive. La suite ( 1)n€N est décroissante vers O si bien que la

n+
suite (|u,(x)|)nen est décroissante vers 0. La série E u, étant alternée, le critére
spécial des séries alternées nous assure que la série converge lorsque x > 0. Ainsi
f est définie sur R”.

2) e Continuité : chacune des fonctions u,, est continue sur R*. La difficulté vient

1
du fait que ||uy||oo g = |[u4(0)| = —peeton n’a pas convergence normale

+1
de la série de fonctions. On doit alors essayer de montrer la convergence uni-

forme sur R* (on ne peut pas ici se contenter de la convergence normale sur les
intervalles [a, +oo[ avec a > 0, ce qui ne donnerait que la continuité sur RY).

On sait toutefois que pour x > 0, la série numérique Z u,(x) vérifie le critere
+00
spécial des séries alternées. On note pour x > 0, R,(x) = Z up(x) (reste
k=n+1
d’ordre n de la série). Soit x € R*. Le critere spécial des séries alternées nous
permet la majoration de |R,(x)| par la valeur absolue de son premier terme, soit

—(n+1)x 1 1
R,(x)| < < , si bien que || R + < ——=. Cela montre que
[ Rn )‘\ n+2  n+2 4 H "”OO’R S n+2 d
lim ||R,|| . g+ = O, la convergence est donc uniforme sur R* et la fonction

n—+oo

somme f est donc continue sur R*.
e Classe ¢ : chacune des fonctions u,, est de classe €' sur R* avec, pour tout

x € R, ul(x) = (— 1y L _pmnx,
n+1

On peut remarquer que u,(0) = (—1)"”% ne tend pas vers O lorsque
n

n tend vers 0. Ainsi Zu;(O) diverge et on n’a aucune chance de pou-
voir appliquer le théoreme de dérivation sur R* (mais cela ne prouve pas
que f n’est pas de classe €' sur R*). On fixe a > 0. Pour x € [a,+00],

n _ _ .
lul (x)] < ¢ "< e, ce qui donne la convergence normale de

E u!, sur [a,+oo[. On a auparavant prouvé la convergence simple de E u,

sur R*. On peut donc conclure que f est de classe €' sur [a,+oo[ avec,

+00
n . e s s N
pour tout x > a, f'(x) = E (—1)"”?6_'”‘. La dérivabilité s’étend a R}
n
n=0

puisque a est un réel strictement positif quelconque.
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3) Les termes et dans f’ et f nous invitent 2 les ajouter pour les simpli-
n

+1 n+l1
fier. Pour tout x > 0,

+00 1 +00 1
) = f10) = Y e = 3 ey =
n=0 n=0

n+1 1 4ex

ce qui donne, pour tout x > 0, f/(x) = f(x)— La fonction f est continue

I+e
1
sur R*, ce qui permet d’obtenir 1i1’1£)1+ f(x) = f(0)— 7 Ainsi f est continue sur

R*, de classe €' sur R* et f’ admet une limite finie en 0 donc f est de classe ¢!
sur R*,

Exercice 8.13

Centrale PC 2006, Mines-Ponts MP 2007, TPE PSI 2007
Soit f une fonction continue de R dans R et a € R. On définit une suite de

X
fonctions f;, par fo = f et,pourtoutn € Netx € R, f,41(x) = / fa(®)dt.

1) Justifier I’existence de cette suite de fonctions.

2) Montrer que pour tout n € N, f, est de classe " sur R, déterminer ses
dérivées successives ainsi que leur valeur en a.

3) En déduire une expression de f,, a1’aide d’une seule intégrale dépendant de f.

+00

4) Justifier I’existence de g(x) = Z fu(x) pour tout x € R et donner une

n=1
expression de g en fonction de f.

5) Sans utiliser I’expression trouvée dans la question précédente, déterminer une
équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants véri-
fiée par g, donner les solutions de cette équation et retrouver 1’expression
trouvée dans la question précédente.

1) f est continue sur R. La fonction f] est la primitive de f qui s’annule en a et
donc f; est continue et méme de classe €' sur R. Par récurrence, on montre que
fn est définie sur R et est de classe ™" sur R.

2) On a montré auparavant que f, est de classe .
De plus, pour toutn € N, f/ = f,_; et plus généralement, si p < n, f,fp) = fa—p-
Chaque fonction f, pour n # 0 est une primitive qui s’annule en a de la fonction
précédente. Donc

fu@) = fl@) == £ V@) =0et f(a) = f(a).
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3) La formule de Taylor avec reste intégral donne, pour tout x € R,

fn(”)(a) L[ et o
fulx )—Z ‘a)“a/a(x‘” O di

n—I1
on en déduit que f,(x) = / @D oy,
. (1D

4) Soitx e Ret N € N,ona

N N  x (x — 1! N—1 x— 1)
Sa=3 [ S roa =3 [ e
n=1 n=1v4 (I’l N ) n=0 "4 n:
Il reste a passer a la limite lorsque N tend vers +oco, x étant fixé. On note
ho(r) = (x — t)"

(ou [x,al), s01t M un majorant de | f| sur ce segment. Alors pour tout ¢ € K,

f(t). La fonction f est continue donc bornée sur K = [a, x]

|h,(t)] < M|x — al"/n! et donc Zhn converge normalement sur K. Chaque
fonction £,, étant continue, cela permet de permuter somme et intégrale. Ainsi, on

obtient
+00 B X (x
;fnm— / (Z ~ >f(t)dt

n=0

X X
c’est-a-dire g(x) = / e () dt = ex/ e ' f(t)dt.
a a
5) La fonction f, est de classe € sur R, de dérivée f,_;. On a montré dans la ques-
tion précédente que Z [ converge simplement sur R. En adaptant la démonstra-

tion précédente, on montre que E fn—1 converge normalement sur les compacts

de R. On se place sur un segment centré en a, K4 = [a — A,a+ AJou A > 0. On
note M un majorant de | f| sur ce segment. Pour tout x € K4,

o=yt _Jx—a® A"
| fa()] < /a Mmdf =

< -
(la fonction intégrée garde un signe fixe sur I’intervalle d’intégration, on peut donc

n! n!

supprimer les valeurs absolues a I’intérieur de I’intégrale). Ainsi E fn converge

normalement sur K 4. On en déduit que g est de classe €' sur tous les segments
K 4, donc sur R, avec, pour tout x € R,

g =" fur1(®) =D fulx) = folx) + g(x) = g(x) + f(x).
n=0

n=1

Pour tout # € R, (g'(t) — g(t)) e~ = f(t)e™", relation qu’on peut intégrer entre
aetx € R, ce qui donne

[g@e™]" = gx)e™ — ga)e™ = / f@e"dr,
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X
et finalement g(x) = g(a)e* “+e” / f(t)e " dt. Puisque g(a) = 0, on retrouve
a

le résultat précédent.

8.3 EXERCICES D'’APPROFONDISSEMENT

Exercice 8.14

Mines-Ponts MP 2006

On définit pourn € N* et x > 0, f,(x) = . Etudier la convergence

(1+ x)1+1 /n
simple et uniforme de cette suite de fonctions.

e Convergence simple : six > Oetn € N,ona f,(x) = exp ((1 +1/n)In(1 +x))

et on obtient immédiatement lim f,(x) = Tox La suite de fonctions (f;,)
X

n—+oo
converge simplement sur R* vers la fonction f1 définie par f(x) = 1/(1 + x) si
x € R*.
e Convergence uniforme : on étudie, pour x > 0,
1 1
T+x  (L+x)*/n

Pour tout n € N*, g, est dérivable sur R* et, pour tout x > 0, on a

gn(x) = f(x) = fulx) =

(1+x) A+ x)2/n (4 x)21/n

G0 = o (e 1) : <1+%—(1+x>””>.

1
Donc g, est positive sur [0, (1 + —)" — 1] puis négative. On a g,(0) = 0 et
n

lim g,(x) = 0. Donc g, admet un maximum en x, = (1 + —)" — 1 en res-
X—+00 n

tant positive. On a donc sup | f(x) — f,(x)| = g.(x,) avec (on utilise dans le calcul
x€R

A+x)"" =1+1/n)

1 1 1 1
_ _ <
1+x, 1 l+x,n+1 " n+l

1+ -
n

gn(x,) =

On a donc convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,) vers f sur R*.

Exercice 8.15

Mines-Ponts MP 2006, Centrale MP 2007
Soit f définie sur [0, 1] par f(x) = 2x(1 — x). On note f, la suite définie par
fo=idp et pourn € N*, f, = fo f, .
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1) Etudier la convergence simple de la suite ( ;).
2) Expliciter 1/2 — f,,. Préciser la nature de la convergence de la suite ( f;,).

3) Soit k € N. Montrer qu’il existe une suite de fonctions polynomiales a coeffi-
cients dans Z qui converge vers la fonction constante égale a 1/2* uniformé-
ment sur tout compact de ]0, 1[.

1) Le plus simple pour commencer est de se donner quelques idées en représentant
les premieres fonctions.

0.5+
0.
0.
0.
0.
L L L L
.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0

=

W

S}

On constate que la suite de fonctions semble converger vers la fonction constante
égale a 1/2 sauf aux deux extrémités ou la limite est nulle. On peut éga-
lement représenter la fonction f. On vérifie que f(1 — x) = f(x) et que
f({0,1/2]) = [0,1/2] = f([0,1]), que f est croissante sur l’intervalle
I = [0,1/2] et que f(x) > x sur ]0,1/2[ avec égalité si et seulement si
x = 0 ou x = 1/2. On étudie alors la convergence d’une suite (u,) définie par
uyg € [0,1/2] et pour tout n € N,yu,y; = f(u,). Si up = 0 alors pour tout
n € N,u, = 0 et la limite de la suite est nulle. Si uy = 1/2, la suite est constante
égale a 1/2. Siug €]0, 1/2[, alors la suite (u,) est strictement croissante, majorée
par 1/2, converge donc vers ¢ €]0,1/2] et donc vers ¢ = 1/2 seul point fixe
de f dans cet intervalle (f est continue sur R). Tout cela confirme ce qui a été
conjecturé sur le graphique. La suite de fonctions ( f;;) converge simplement vers
la fonction f définie par f(x) = 1/2six €]0, 1[ et f(0) = f(1) = 0.

2) On évalue 1/2 — f, pour les premieres valeurs de n. On a
A=t a - = 20— ax e = La - 2w
5 1) =3 X X)) =5 X +4x7) =5 x)",

1

1 1 1
S = A =5 = AFE) =51 =2f0) = 3 ((1=20?)" = S (1 =20

En utilisant, la relation 1/2 — f,(x) = 1/2 — f,_1(f(x)), combinée a la rela-
tionl —2f(x)=(1— 2x)2, on montre alors assez facilement par récurrence que

N —

1 1 "
5~ funlx) = 5(1 —2x)>". On retrouve alors les résultats de la question précédente.
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En effet, si x €]0,1[,onal —2x €] —1,1[et lim 1/2— f,(x) = 0 (suite géo-
n—+oo

métrique). En revanche 1/2 — f,, est égale a 1 /2 en 0 et 1. La convergence ne peut
pas étre uniforme sur [0, 1] puisque chaque fonction f, est continue sur [0, 1] (par
composition de fonctions continues) alors que f ne I’est pas. Soit I, = [a, 1 — a]
olta €]0,1/2[. Lorsque x € I,,onal —2x € [—(1 —2a),(1 —2a)] C] —1,1[

1 1 n
et,pourn € N*etx € [,,ona |§ — fu(@)| < 5(1 —2a)* . Donc |[1/2 — fulloo.s,

converge vers 0 lorsque n tend vers +o00. La suite de fonctions f, converge unifor-
mément vers 1/2 sur les segments I, et donc sur tous les compacts de ]0, 1[ (un
tel compact est inclus dans un segment /).

3) Soit K un compact de ]0, 1[. La suite ( f;,) est une suite de polyndmes qui converge
uniformément vers 1/2 sur K. On remarque que la suite (f*) converge au moins
simplement vers la fonction constante égale a 1/ 2K sur K. Pour prouver la conver-
gence uniforme, il suffit de prouver le résultat suivant : si (f;,) et (g,) sont deux
suites de fonctions qui convergent uniformément sur K vers des fonctions bor-
nées respectivement f et g alors ( f,g,) converge uniformément vers fg sur K.
En effet || f, || converge vers || f|| et cette suite est bornée. Alors

[ fugn — felle = [ fu(gn — &)+ (fu — f)ell
< N fullsolign = glloo + lI8llsoll i = Flloos

de limite nulle lorsque n tend vers +o00. En appliquant ce résultat a f,{‘, on obtient
la réponse souhaitée.

Remarque
A I’aide de ce résultat, on peut montrer que tout fonction continue sur un segment
K C]0, 1] est limite uniforme d’une suite de polyndmes a coefficients entiers.

Exercice 8.16

Mines-Ponts MP 2006, Centrale MP 2007K
On considere E I’ensemble des fonctions polynomiales a coefficients réels défi-

nies sur [0, 1] de degré au plus n . Soient ay, ay, ..., a, des réels deux a deux
distincts de [0, 1]. Soit (Py)ren une suite de E. On définit N(P) = sup |P(a;)|
i€([0,a]]

et ||P|loc = sup |P(x)|.

x€[0,1]
1) Montrer que N et || || sont deux normes sur E.

2) Montrer que (Vi = 0...n, la suite (Pr(a;)) converge) si et seulement si ((Py)
converge dans E pour lanorme || || ).

3) Montrer que (Vi = 0...n, la suite (P(a;)) converge) si et seulement si la
suite de fonctions (P;) converge simplement sur [0, 1].
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4) Montrer que dans ce cas, la fonction limite est un polyndme de E et que ses
coefficients sont limites des coefficients des Py.
Indication : on pourra introduire la norme N, définie par

N>(P) = kre%l,);]] |ax| lorsque P = kz_(:)aka.

1) Si N(P) = 0, alors la fonction P posséde au moins n + 1 racines distinctes et
donc P est nulle. Toutes les autres propriétés se vérifient facilement.

2) Ladifficulté est de relier le comportement en un nombre fini de valeurs a celui sur
tout le segment. Pour cela, on utilise les polyndmes d’interpolation de Lagrange
aux points ag, . ..,a,. On note Ly, --- , L, ces polyndmes d’interpolation. Pour

n
toutk € N,ona P, = Z Pi(a;)L;. On note ¢; 1a limite de la suite (Py(a;)) pour
p=0

n
tout i € [[0,n]],et L = Z&-Li. Le fait que, pour tout i € [[0,n]], la suite
p=0
(Pr(a;)) converge vers /; est équivalent a la convergence de la suite (P;) vers L
pour la norme N. Puisque E est de dimension finie, cela équivaut a la convergence
pour la norme || || car toutes les normes sur E sont équivalentes. De fagon plus

n
élémentaire, on peut majorer || P, — L ||~ par Z | Pe(ai)— 4] ||L:|| s> ce qui donne
p=0
le premier sens de I’implication. L’ implication réciproque est immédiate puisque,
pour touti € [[0,n]], on a | Pr(a;) — 4| = |Pr(a;) — L(a;)| < || Px — L] oo-

3) D’apres la question précédente, si chacune des suites (Py(a;)) converge vers un
réel ¢; alors la suite (P;) converge uniformément vers un polyndme de E et donc
simplement. Réciproquement, si (P) converge simplement sur [0, 1], pour tout
i € [[0,n]], la suite (Py(a;)) converge.

4) La norme proposée est bien entendu une norme (cela se vérifie aisément). On a
vu qu’avec les hypotheses précédentes, la suite (Py) converge pour les normes N
et || ||oo vers le polyndme L. De nouveau par équivalence des normes, la suite
(Py) converge vers L pour la norme N,. La limite est donc un polyndme et cha-
cune des suites des coefficients converge vers le coefficient correspondant de L
(le coefficient de degré p de P, — L est majoré en valeur absolue par N,(P; — L)).

Exercice 8.17

Centrale MP 2006

. . X
Pour tout n € N, on consideére la fonction u,, : x +—

1 +n2x?
1) Montrer que Z u, converge normalement sur tout compact de R}. On note
S sa somme.
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2) A I’aide d’encadrement par des intégrales, montrer que la série ne converge
pas uniformément sur les segments [0, b] ou b > 0.

b

1) Soit [a,b] C Rj. Pour tout x € [a,b], |u,(x)] < Tonia

v,. On a

Uy terme général d’une série positive convergente. Donc la série

~ b
n—+oo an?
g u, converge normalement sur tout compact de R}. Chacune des fonctions u,,

est continue sur R} et la somme S est donc continue sur R}.

. . X . .
2) Soit x > 0. La fonction f : ¢t — T2 est décroissante sur R*. Pour tout
X

neN,

n+l1
Upt(¥) = F(n+1) < / £ dt < fn) = un(o),

n+l n
soit, pour tout n > 1, / f@®dt < uy(x) < / f()dt. On somme ces
n n—I1

relations pour n allant de p + 1 a N, on obtient

N+l N N
0dr< 3w < [ foar
p+l n=p+1 p

b
avec,si0 < a < b, / f(¢)dt = Arctan(xb) — Arctan(xa). Donc, apres passage
a la limite sur N, ‘

+00
g — Arctan((p + D)x) < Z u,(x) < ; — Arctan(px)

n=p+1

Enfin, avec la relation 77 /2 — Arctan x = Arctan 1/x si x > 0, on obtient I’enca-

drement suivant pour le reste d’ordre p de la série Z u,, qu’on note R, (x) :

1 1
Arctan ———— < R,(x) < Arctan —
(p+Dx px

On a notamment Arctan

P < R,(1/p) < Arctanlet lim R,(1/p) = /4.
1 p—+00

Puisque 1/p € [0, b] si p est suffisamment grand et que, par conséquent, la suite
(IR ]| o,0,51) ne converge pas vers 0, la convergence ne peut pas étre uniforme
sur un segment [0, b].
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Exercice 8.18

TPE MP 2005

—nx

Pour n > 2, on définit une fonction f; sur I = [0, +oo[ par f,(x) = xle .
nn

1) Montrer que Z fn converge simplement sur [0, +oo[. On notera f la somme
de cette série de fonctions.

2) Montrer que Z fn converge normalement sur tout intervalle [a,+oco[ ou

a > 0 mais pas sur [0, +00l.

3) Montrer que Z fn converge uniformément sur [0, +o0].
4) Montrer que f est continue sur R* et de classe €' sur 10, +oo[. Montrer que
f n’est pas dérivable en 0 a droite.

5) Montrer que pour tout k € N,ona lim x*f(x) =0.
X—+00

1) Ona f,(0) = 0 donc > £,(0) converge. Pour x > 0, | f,(x)| < %(e”)",
n
terme général d’une série géométrique convergente puisque e~ €]0, 1[. On a
bien convergence simple de la série sur /.

1—nx _,,

2) On étudie les variations de f,, sur 1. Pour tout x > 0,ona f,(x) = I
nn

X 0 +00

S| =

Fl(x) + 0 —

£ O/enlnn\ 0

1
La série Z I diverge (voir exercice 4.15, page 81 sur les séries de Bertrand).
nlnn

On se donne maintenant @ > 0. Il existe un rang ny € N tel que, pour tout
n > ng, 1/n < a. Alors, d’aprés le tableau de variations, pour tout n > ny,

| fullso,ta,+00f = Jfu(a@). Comme Z fa(a) converge, on obtient la convergence
normale de la série sur [a, +oo].

+0o0
3) On cherche a majorer uniformément R, (x) = Z Jfi(x), pour n > 2. Pour tout

k=n+1

n > 2, R,(0) = 0. On se donne x > 0, alors
+00 1 xe—(n+1)x

T+ [ —er
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Le terme In(n + 1) est intéressant pour la majoration. Il reste en revanche a majorer
¥ ef(n+1)x X

indépendamment de x 1’autre facteur. Une majoration 1 — < I — est
—e” —e”
X

trop forte (limite infinie en +00). On peut conserver e~

X . ..
Alors 1 — < ] — = — ] = ¢(x). Or ¢ est continue et positive sur
— e — e e’ —

R7, tend vers 1 en O et vers 0 en +00. On peut alors en déduire que ¢ est bornée sur
I (on pourrait également étudier les variations). Soit M un majorant de ¢ sur R}.

afin de compenser x.

M L
On a finalement, pour tout x > 0,0 < R,(x) < TP il et cette majoration est
n(n

valable en 0. Donc ||R,|/c0,; < , ce qui donne la convergence uniforme

M
In(n + 1)
sur /.

4) Pour tout n > 2, f, est continue sur /. La convergence uniforme sur / permet
de conclure quant a la continuité de f sur /. De plus f;, est dérivable sur /, avec

1—
flx) = oY g—nx Puisque f(0) = 1/Inn, la série Z £1(0) diverge. Il n’y

a donc aucune chance de pouvoir appliquer le théoréme de dérivation sur /. La
majoration n’est pas immédiate sur un intervalle [a, +oo[ (on majore facilement
e " par e~ " mais I’autre facteur n’est pas majoré). On se place sur un segment

1+nb
/
<
Fa )] Inn

o . . . 1
méme majorant. Par croissances comparées, on a || f,|loc.ap1 = © (—3). La
n—+oo N

[a,b] C]O,+oc[. Pour tout x € [a,b],

e " et | fylloofay ale

série des dérivées est donc normalement convergente sur [a, b]. Les autres hypo-
theses étant réunies, la fonction f est de classe €' sur tout segment [a, b] C R?
donc sur R}.

5) Soit k € N. En appliquant la méme méthode que pour la convergence uniforme,
on peut considérer la série Z g, avec g,(x) = x* Jfn(x). On majore alors unifor-

mément le reste de cette série par M /(In(n + 1)) o My est un majorant sur R}
de ¢ : x — x* o(x) (il existe pour les mé&€mes raisons, a savoir fonction conti-
nue avec des limites aux bornes de I’intervalle). On obtient alors la convergence
uniforme sur / de la série de fonctions. Et puisque XETOO x* £,(x) = 0 pour tout

n > 2, on peut permuter somme et limite et obtenir lim x* f(x) = 0.
X—+00

Exercice 8.19

Mines-Ponts MP 2006
|
Soit n € N*. On définit f, sur R} par f,(x) = nnfn

[[e+o
k=0

1) Prouver I’existence, pour tout x > 0de I'(x) = lim f,(x).
n—+oo
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2) Montrer I’existence d’une constante vy telle que
+00 X X
P = —Inx —yx+ > (S =In(+2)).
nI'(x) nx —yx ; - n( n)
3) Montrer que I" est de classe €' sur R*.
1) Puisque f,(x) > 0 si x > 0, on va plutdt étudier g,(x) = In f,(x), cela per-
met de transformer les produits en somme. Soit x > 0. Pour étudier la conver-

gence de la suite (g,(x)), on étudie la convergence de la série de terme général
(gn(x) — gn—1(x)).Sin € Navecn > 1,

In(f,(x)/ fo1(x)) = In <<n"j> - 'in>

r _ma+d)
1 n

gn(x) = gn—1(x)

= xIn

Y B Sy 0(%))
n n n

- X o= 00
n n n n
Par critere de comparaison, la série de terme général (g,(x) — g,—1(x)) est
absolument convergente, donc convergente et la suite (g,(x)),en+ converge vers
une limite finie £(x). Par continuité de la fonction exponentielle, la suite (f,,(x))
converge vers exp(4(x)) lorsque n tend vers +oo. On note cette limite I'(x).

2) On essaie de faire apparaitre les termes demandés. On a

1 [ x4k
n—! <H<x+’<>> = x (ka >
k=0 k=1

n
ce qui donne, pour x > 0, In f,(x) = xInn — Inx — Zln(] + %). On ajoute les
k=1

termes nécessaires pour obtenir la série demandée :

n
X
k

k=1

n 1 n
— _lInx—x (k:l - —lnn> +;(% —ln(1+%))

un développement simple de In(1+x /k) — x /k = O(1/k?) prouve la convergence

n x N
In f,(x) = xlnn—lnx+;(;—1n(1+;))_

n
4 1
de la seconde série. Pour prouver la convergence de v,, = E - Inn, on peut se
k=1
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rapporter a I’exercice 4.16, ou utiliser I’étude de la convergence précédente avec
x =1, car

" /1 1 " /1 k+1 "1
> <E —ln(1+%)) = > (E —1n(T)> = (Z E) —In(n+1)

— (Z i) — In(n) — In(1 + 1/n)

k=1
soit prouver directement la convergence de cette suite en trouvant un équivalent
du terme général de la série Z(vn —v,_1). On note alors 7y la limite de cette suite

(vn). On obtient en passant a la limite et en utilisant la continuité du logarithme In
sur R,

+00
X X
InT(x) = —Inx — yx+nz::l <E —In(1 + ;)) .

3) On va bien entendu étudier In oI en utilisant la relation précédente, pour ensuite
conclure sur la classe €' de I' en composant avec la fonction exponentielle. La
fonction x — — Inx — yx est de classe €' sur R7, il reste donc a étudier la classe

de la série de fonctions Zhn(x) avec, pour n € N*, h,(x) = * In(1 + f)
n n

pour x € R¥. Chaque fonction £, est de classe €' sur R} et on dispose déja de la
convergence simple de la série de fonctions sur R}. Pour tout x > 0,
1 1 X
h/ X)) = — — =
n() n x+n nlx+n)

Cette série de fonctions converge normalement sur tout segment [a,b] C R}

. b b
puisque pour tout x € [a,b], |h,(x)] < ——— ~ Le théoreme de déri-
n(n + a) n—too 02’
vation permet de conclure quant 2 la classe €' de la somme sur tout segment de

* *
RZ donc sur R7.

Exercice 8.20

Centrale PSI 2005

Montrer que la fonction f définie par f(x) = Z(— )”
sur R. n=I

5 est de classe €°°

On note, pour n € N* et x € R, f,(x) = . Pour tout x € R, la série

n
n? + x2
g (—1)" f,(x) est une série alternée. Il est nécessaire de montrer la décroissance de

. 2 . . 1t
la suite (f,(x)), vers 0. On étudie la fonction i : ¢ — PR de classe €' sur R
X
2 0

(2 +12)%

et de dérivée vérifiant h' (1) = Ainsi h’ est décroissante sur [|x], +oo] et
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la série vérifie bien le critere spécial des séries alternées (a partir d’un certain rang
seulement, mais c’est suffisant).

Le calcul des premieres dérivées de f,, ne fait pas apparaitre de formule simple, si on
a I’intention d’obtenir une majoration pour une convergence normale. On décompose
alors en éléments simples : on cherche des complexes a et b tels que

Vx € R " a b

= + .
"(x+in)x —in) x+in x—in
On trouve alors a = i /2 et b = —i /2. Ainsi, pour tout x € R,

i 1 1
Jux) = 2 <x+in _x—in)'
On note u,(x) = 1/(x +in) = (x + in)~! toujours pour x € Retn € N*. Cette

fonction est de classe ¥ sur R. On va prouver par récurrence sur p € N*, la
propriété

+00
P(p): f estde classe €7 sur R avec Vx € R, fP(x) = Z(—l)"fn(”)(x).
=1

Il ne faut pas oublier de mettre la formule pour £’ dans I’hypothése de récurrence
car le fait que f soit de classe ¢ ne garantit pas du tout que f‘” est la somme des
dérivées d’ordre p de (—1)" f,,.
On calcule ses premieres dérivées : pour tout x € R,

wh(x) = —1(x +in)" 2 ul/(x) = (— (=2 (x +in) > ...
et une récurrence assez rapide permet de prouver que pour tout p € N,

Py p!
00 = (<1

np+1 :

2p! .
tout n € N*, [P (x)| < il . Cela donne la convergence normale de la série des
n

dérivées d’ordre p sur R, dés que p > 1.
On peut alors montrer le résultat par récurrence.

ainsi que \ufj’)(x)] < Cela permet alors d’obtenir, pour tout x € R et pour

e On a (1) : la série Z(—l)” fn converge simplement sur R, chaque fonction

(—1)" f, est de classe €' sur R et Z(— 1)" £/ converge normalement sur R. Donc
+00
f estde classe €' avec f' = Z(—l)”fn' sur R.
n=1
e Soit p € N* tel que Z2(p). Alors la série de fonctions de classe €., Z(—l)" £
converge au moins simplement sur R et sa série des dérivées converge normale-
ment sur R. Cela permet d’appliquer le théoréme de dérivation a Z(— 1" £P) et
d’en déduire & (p + 1). Donc, pour tout p € N*, ona Z(p) = P(p + 1).

Conclusion : par récurrence, on a prouvé le résultat demandé : f est de classe €7
sur R pour tout p € N*, donc de classe €.



Séries entieres

-

9.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

Soit (a,),>0 une suite de nombres complexes, et, pour tout n € N soit u,, la fonction
de C (resp. R) dans C définie par u,(z) = a,z" (resp. u,(x) = a,x"). La série de
fonctions de terme général u, est appelée série entieére a variable complexe (resp.
réelle) de coefficients a,. Par abus de langage on notera cette série « la série entiere

Zanz” (resp. Z apx") ».

9.1.1 Rayon de convergence

@ (e qu'il faut savoir

Il existe un unique nombre R € [0, +00 ], appelé rayon de convergence de la
série entiere Z a,7", tel que I’on ait le tableau suivant :

lz| <R lz| =R lz| > R

n

La série de terme général a,z La série de terme général a, 7"

converge absolument ne converge pas absolument

n

La série de terme général a, z La série de terme général a, 7"

converge diverge

La suite (a,2")n>0 La suite (a,2")n>0

converge vers 0 ne converge pas vers 0
H n H n

La suite (a,2")n>0 La suite (a,2")u>0

est bornée n’est pas bornée

1l peut se passer

n’importe quoi
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o Résultats pratiques pour déterminer le rayon de convergence

1) Regle de d’Alembert pour les séries entiéres

Soit Z a,z" une série entiere. Si

(i) il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, on aita, # 0

(ii) la suite (Jay+1|/|an|) tend vers £ € [0, +00],

alors le rayon de convergence de la série entiere Z a,z" est R = 1/¢, avec la

convention 1/0 = +oo et 1/ + 0o = 0.

Remarque

On ne peut pas appliquer directement la régle de d’ Alembert telle qu’on vient
de la citer, a des séries entieres dites lacunaires c’est-a-dire ou une infinité de
termes a, s annulent.

Cependant dans le cas de série du type Z b,z" ou (p,) est une suite stric-
tement croissante de nombres entiers positifs et (b,) est une suite de nombres
complexes non nuls, on pourra essayer d’appliquer la régle de d’ Alembert a la
série numérique de terme général u,(z) = b,z"”". Nous allons voir plusieurs
exemples dans les exercices .

Mise en garde
— La regle de d’Alembert n’est pas toujours applicable, par exemple lorsque la
suite (|an+1]/|ax|) n’a pas de limite.

— Le fait que la série entiere Z a,z" a pour rayon de convergence R n’implique
pas que la suite (]a,,+1 |/|an \) converge vers 1/R.

2) Comparaison des rayons de convergence de deux séries entiéres

Cette méthode est trés utile. En effet, elle permet de se ramener a des séries
entieres dont on connait déja le rayon de convergence ou auxquelles on peut,
par exemple, appliquer la régle de d’Alembert.

Plus précisément, soient E a,7" et E b,7" deux séries entieres de rayons de
convergence respectifs R, et R;.

— La série entiere g |a,|Z" a pour rayon de convergence R, ; autrement dit,

les séries enticres E a,z" et E |a,|z" ont méme rayon de convergence .

— Si |ay| ~ |b,|, alors R, = Rp.
— Si a partir d’un certain rang |a,| < |b,
- Sia, = O(b,), alors R, > R,,.

,alors R, > R,,.

Dans les deux derniers cas, on a seulement une inégalité entre les rayons de
convergence. Pour obtenir 1’inégalité inverse, on utilisera souvent la partie droite
du tableau précédent : par exemple, quand une série entiere de rayon R ne
converge pas en un point |xo|, ou quand la suite a,x; ne converge pas vers 0,
alors R < |xo|.
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¢ Deux séries de référence
Série géométrique Soit A € C*. La série entiere Zx\”z” a pour rayon
de convergence R = 1/|A| et, pour tout z € C, tel que |z|] < 1/|A|, on a

+o0 1

g ANt = :
1-A
n=0 <
Série exponentielle La série entiere de terme général z"/n! a pour rayon de

n

+00
convergence R = +oo et, pour tout 7 € C, on a Z .

n=0
¢ Rayon de convergence de la somme de deux séries entiéres

Z
n!

Soient E a,7" et E b,z" deux séries entieres de rayons de convergence respec-

tifs R, et R,. Le rayon de convergence R de la série entiere Z(an +b,)7" est tel

e R =min(R,, Ry) siR, # Ry
q R >R, SiR, = Ry,

+00 +00 +00
et si |z| < min(R,, Rp), on a alors Z(an +b,)7" = Zanzn + anz" .
n=0 n=0 n=0

¢ Rayon de convergence du produit de Cauchy de deux séries entieres
n

Le rayon de convergence R de la série entiere produit, de coefficients Z apb, i,
k=0
esttel que R > min(R,, Rp), et, si |z| < min(R,, Rp),

+00 n +00 +00
on a alors, Z Z agb,_; | 7" = Z a,7" Z b,7"
n=0 \ k=0 n=0 n=0
o Série dérivée et série primitive d’une série entiére
On appelle série primitive (resp. dérivée ) de la série entiere Z a,7" la série

. -
entiere Z =L om (resp. Z(n + Days 7).
n

Ces trois séries entieres ont le méme rayon de convergence.

CCP MP 2006 et Mines - Ponts MP 2006 et 2005
Déterminer le rayon de convergence R, I’ensemble % (resp. <7) des nombres
réels pour lesquels la série entiere Zanx” converge (resp. converge absolu-

ment) dans les quatre cas suivants :
, 1 i"n? .1
a) a,=sinn; b) a,=In{1+— ;c)an:2—;d)an:sm—2.
n n*+1 n
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a) Pour tout n € N, on a |a,| < 1. Le rayon de convergence de la série entiere est

donc supérieur ou égal a celui de la série géométrique E x".Donc R > 1.

Par ailleurs, on montre par 1’absurde que la suite (a,) ne converge pas vers 0. Si
c’était le cas alors, il résulterait de 1’égalité a,,.; — a,—; = 2sin 1 cosn que la suite
(cosn) convergerait aussi vers 0, et donc que la suite ((:os2 n + sin’ n) convergerait
vers 0, ce qui n’est pas possible.

On en déduit que R < 1. Finalement on a R = 1. La série converge absolument et
converge si |x| < 1, elle ne converge pas et ne converge pas absolument si |x| > 1.
Alors 7 =% =]1—-1,1[.

1 1 . . .
b) Ona In (1 + — | ~ —, et la série entiere étudiée a méme rayon de convergence
n n

n
. N X . .
que la série entiere g —, qui est de rayon de convergence 1. La série converge
n

absolument et converge si |x| < 1, elle ne converge pas et ne converge pas absolu-
ment si x| > 1.

Lorsque x = 1, il résulte de 1’équivalent précédent que la série de terme général
In(1 + 1/n) diverge par comparaison a la série harmonique.

Lorsque x = —1, il résulte de la croissance de la fonction logarithme que la suite
(In(1+1/n)) est décroissante. Par ailleurs puisqu’elle est équivalente a (1/n), la suite
(In(1 + 1/n)) converge vers 0. Alors il résulte du critere de Leibniz que la série de
terme général (—1)" In(1 + 1/n) converge, mais elle ne converge pas absolument.
Donc &/ =]1—-1,1[et € =[—1,1].

¢)Onala,| < 1.La série entiere g a,x" a donc un rayon de convergence supérieur

ou égal a celui de la série Zx", donc R > 1. Par ailleurs, la suite (|a,|) converge

vers 1, donc ne converge pas vers 0. On en déduit donc que R < 1. Finalement
R=1.

La série converge absolument et converge si |x| < 1, elle ne converge pas et ne
converge pas absolument si [x| > 1. Alors & =4 =]—1, 1[ .

|an+1| I’l2

an] (1)
la suite (|a,+1|/|an|) converge vers ¢ = 1. Il résulte du critére de d’Alembert que
R = 1/¢ = 1. La série converge absolument et converge si |x| < 1, elle ne converge
pas et ne converge pas absolument si |x| > 1.

. Donc

o 1
d) Lorsque n tend vers I'infini, on a sin — ~ — , et donc
n n

1 1 .
Lorsque [x| = letn > 1, 0na |ax"| = sin— ~ — et la série de terme
n n

général a,x" converge absolument par comparaison a une série de Riemann. Alors

o =€ =1[—1,1].
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TPE 2006

Déterminer le rayon et le domaine de convergence de chacune des séries entieres
suivantes :

a) Zn!z" b) z:n!z"2 c) Zz"!

a) Posons a,, = n!,onaa,,/a, = n+1. Lasuite (a,+1/a,) a pour limite +co. D’aprés
le critere de d’ Alembert on a R = 0. Le domaine de convergence est donc {0}.
|t41(2))
|Mn(Z)|

On utilise la regle de d’ Alembert pour la série numérique de terme général u,(z). La
suite (|un41(2)|/|un(2)|) converge vers 0 si |z| < 1, donc la série de terme géné-
ral u,(z) converge absolument dans ce cas. On en déduit que R > 1. La suite
(|ttn41(2)|/|un(z)|) admet +oo pour limite si |z| > 1, donc la série ne converge pas
absolument dans ce cas. On en déduit que R < 1. Finalement on obtient R = 1.
Lorsque |z| = 1, on a |u,(z)] = n!, et la suite (#,(z)) ne converge pas vers 0,
donc la série de terme général u,(z) diverge. Alors le domaine de convergence est
{zeCllz| < 1}.

b) Posons u,(z) = n1z" . Alors =+ Dz

’unﬂ(z)‘ _ ’Z‘(n+l)!—n!

’Mn(Z)‘

¢) Posons u,(z) = z"'. Ona = |z|"™" . Et I’on conclut comme

dans b.

Voila un résultat a connaitre, c’est la premiere question de nombreux problemes
d’écrit et d’exercices d’oraux

CCP PC 2006, Centrale MP 2006

Soit g a,z" une série entiere de rayon de convergence R > 0. Montrer que le

Z..0 LN al’l . .
rayon de convergence de la série entiere g —'Z" est infini.
n!

Soient @ € Rtel que 0 < a < R, etz € C. La suite (Ja,|a") est bornée. Soit M un

n
. . a 1 [z L
majorant de cette suite. On a alors M|z|” <M - <u> et comme la série de
n! n! \ a
n
RS a4 . o .
terme général — | =] estune série convergente (série de I’exponentielle), on en
n! \ «a

déduit que la série de terme général a,z" /n! converge absolument. La série entiere

an , . .
E — 2" a donc un rayon de convergence infini.
n:
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1) Montrer que si la série entiere Z a,z" est de rayon de convergence R > 0,

alors la série entiere E a,z>" est de rayon de convergence V' R.

2) Soient R; et R, les rayons de convergence respectifs des séries Zaz,,z”

et E ax+12". Montrer que le rayon de convergence R de la série entiere

g a,z" vaut min(y/ Ry, v/ Ry), et que, si |z| < R,on a
+00 +00 +00
2 2n+l
§ a,2" = § az" + E A 2"
n=0 n=0 n=0

1) La série de terme général a,z" converge si |z| < R et diverge si |z| > R. Donc
la série de terme général a,(z>)" converge si |z|*> < R, c’est-2-dire si |z] < V/R et
diverge si |z|* > R, c’est-a-dire si |z| > V/R. Le rayon de convergence de la série
entiére Z a,z>" est donc V'R.

2) D’apres 1), la série Zaznzz” est de rayon de convergence 4/ R, et la série

E arn127" est de rayon de convergence 4/ R, donc la série z g o127 est aussi

de rayon de convergence \/E .
Alors, lorsque Ry # Ry, la série g a,7" qui est la somme des séries g anz" et

Z Z Arns1 22" est de rayon de convergence min(y/ Ry, v/ R»).

Lorsque R; = R, on sait déja que R > / R;.

Soit alors |z| > 1/ R; . La suite (a2nz2”) ne converge pas vers 0. Alors la suite (a,z")
ne converge pas non plus vers 0, et il en résulte que R < 4/ R;. On a donc encore

+00 +00 +00
égalité dans ce cas, et pour tout |z| < R, g a,7" = g a7 + E a2
n=0 n=0 n=0

9.1.2 Fonction définie par la somme d'une série entiére

Soit une série entiere de coefficients a, et de rayon de convergence non nul R.
e La série enticre E a,z" de la variable complexe z converge normalement sur

tout compact inclus dans le disque ouvert D = {z € C| |z| < R} et la fonction
+00

S définie sur D par S(z) = Z a,z" est une fonction continue sur D.
n=0
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o La série entiere Z a,x" de la variable réelle x converge normalement sur tout
segment [a, b] inclusdans ] —R, R[ etl’ona

b +0o0 +0o0 b
/ Zanx” dx = Z / apx" dx
a n=0 n=0 a
+0o0
e On définit sur ] —R, R [ une fonction § en posant S(x) = Z a,x" .
n=0

La fonction S est de classe €°° sur | —R, R[ et, en dérivant terme a terme, on a,
pourtoutk € Nettoutx € ] —R, R[

+00 +00
k)!
SP@ =Y nn—1)-(n—k+Da,x"* =) (":—,)an+kx" :
n=k n=0 ’

Toutes ces séries entieres ont le méme rayon R.

CCP PSI 2007
(_ l)ntn

m est de classe €° sur R.
n!

+00
Montrer que la fonction g : ¢ — Z
n=0

On peut comparer a la série de 1’exponentielle, en remarquant que pour tout n > 0,

on a x Il en résulte que la série entiere définissant g a aussi un rayon

JE— g i
221(n!)2 "~ n!
de convergence infini. (On pourrait également utiliser la reégle de d’ Alembert).
Il en résulte que g est définie et de classe €° sur R.

Remarque

On voit sur cet exemple 1’intérét d’utiliser les séries entieres plutdt que les séries
de fonctions : si I’on avait voulu démontrer, dans le chapitre précédent, que la série
(_ 1 )n ti’l
22n (n !)2
démontré que, pour tout entier p et tout nombre A > 0, la série des dérivées u'”
converge normalement sur [ —A, A], alors que maintenant, le fait que la série
entiere ait un rayon de convergence infini suffit.

CCP MP 2006

1/2 +00 1
Montrer que/o ;x” dx = ZO Pt ])

n=

de fonctions de terme général u,, () = était de classe €°° sur R, on aurait
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La série entiere Z x" est une série géométrique de rayon 1. Comme [0, 1/2] est
inclus dans ] —1, 1[, on a donc

5 1/2 +00 . +00 1/2 . +00 1
In :/0 ;X dx:Z /0 x"dx :Zm

n=0 n=0

9.1.3 Développement d'une fonction en série entiére

e Fonctions développables en série entiere

Soient f une fonction a valeurs réelles ou complexes définie sur un intervalle 7,
et ¥ un nombre réel positif tel que ] —r, r [ C I.

— On dit que f est développable en série entiere sur ] —r, r [ lorsqu’il existe

une série entiere E a,x" de rayon de convergence R > r telle que, pour tout

+00
x €]l—r,r[,onait f(x) = Zanx".

n=0
— Dans ce cas, la fonction f est de classe €°° sur | —r, r [, et les coefficients a,
AR()
sont déterminés de maniere unique par la formule a, = —
n!

Remarque

Toute fonction de classe € sur ] —r, r [ n’est pas nécessairement dévelop-
pable en série entiere sur | —r, r [ .

—Si f est développable en série entiere sur | —r, r [ , alors :
(i) la fonction f’ est développable en série entiere sur | —r, r [, et, pour tout

+00
x€l-r,r[,ona f'(x) = Z(n+ Day. x" ;
n=0

(ii) toute primitive F de f dans I’intervalle ] —r, r [ admet un développement

a, n

—1
X

+00
en série entiere sur | —r, r [ de la forme F(x) = F(0) + Z
n

=1

— Si f et g sont développables en série entiere sur | —r, r [, alors f + g et fg
sont développables en série entiere sur | —r, r[.

¢ Développement en série entiere des fonctions usuelles

(1) Les fonctions suivantes sont développables en série entiere sur R et, pour tout
x€R,ona

n:

+00 n
Xz .
et = E ( ') ouzeC
n=0
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+00 2n +00 x2n+1

X
hx — Cshr=S
ax ;(2;1)! > Shx ;(2n+1)!
+00 x2n +00 x2n+1
=) (D' sinx =) (-1)'——x.
cosx ;( Yy ¢ Snx ;( )

(ii) Les fonctions suivantes sont développables en série entiere sur | —1, 1[ et
I’ona, pourtoutx €] —1, 1[,

+00 )C” +o0 )Cn
In(l —x)=->" — 5 In(l+x) = Z(—l)"”; .
n=1 n=1

(iii) Série du bindme.
Soit @ € R\ N. On a, pour toutx €] —1, 1[,

+0o0

o ala—1)---(a—n+1) ,
(1+x) _1+Z — X"
n=1
(iv) On pourra retenir aussi que, pour tout x €] —1, 1[,on a
+00 2n+l1 100 2n+l
X 1 1+x X
Arctanx = - 55 = argthx = .
retany ;( )2n+1 2 nl—x argf n_02n+1

¢ Quelques méthodes pour développer une fonction f en série entiére

(1) On exprime la fonction f a I’aide de fonctions dont le développement en série
entiere est connu, par des opérations de somme, produit de Cauchy, dérivation ou
primitivation, en utilisant éventuellement un changement de variable.

Lorsque la fonction f contient un sinus, cosinus, sinus hyperbolique ou cosinus
hyperbolique, on pourra exprimer ces fonctions sous forme exponentielle.

(i1) On montre que f est solution d’une équation différentielle linéaire, puis on
cherche la solution de cette équation développable en série enticre et vérifiant les
mémes conditions initiales que f.

Développer en série entiere la fonction f : x — f(x) = v/2 — x et préciser le
rayon de convergence.

X\ 172
Pourx < 2,ona f(x)= V2 <1 - 5) . On se rameéne donc a la série du bindme

et on obtient une série entiere de rayon de convergence 2.
1

too Ll _q)...(1_
f(X) — \/5 <1+Z 2 (2 1) n'(Z n+1) 2_1’1(_1)nxn)
n=1 ’

+o0

13---@Qn—3) ,

n=1
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En multipliant le numérateur et le dénominateur par le produit
2:4.--2n —2)2n — 1)(2n) = 2"n!(2n — 1), on peut encore écrire

+00

n)! )
fo)=V2 (1 -2 2n — D23 ) '

n=1

Exercice 9.8

Développer en série entiere la fonction f : x — cos(x + 1) et préciser le rayon
de convergence.

On écrit f(x) = cosxcos1 —sinx sin 1, d’ou I’on déduit, pour tout x réel, puisque
les séries sont de rayon de convergence infini,
2n+1

+0o0 . xzn . +00 . x
f(x)=cos1 2(—1) an sin 1 g(—n TSR

On a donc
roo cos 1 , sinl
cos(x + 1) = nz_oanx" ,avec ag, = (—1)" ! et a1 = (=" ntl
CCP MP 2006
1
Soit f la fonction défini R\{-1,2 =——F5-
oit f la fonction définie sur R \ {—1,2} par f(x) 24+ x+2

1+x 2—x
2) Développer la fonction f en série entiere et préciser le rayon de convergence.

1 1 1
1) Vérifier que, pour toutx € R\ {—1,2},ona f(x)= 3 < + ) .
3) Quel est le développement limité de f a1’ordre 3 au voisinage de 0 ?

1) On vérifie facilement en réduisant au méme dénominateur ou en décomposant la
fraction rationnelle en éléments simples que

f(x)—l L, LN_ L/
S 3 \l+x 2—-x) 3 \l+x 21-x/2)°

2) Il apparait la somme de deux séries géométriques, la premiere de rayon de conver-
gence 1 et la seconde de rayon de convergence 2. Il en résulte que la somme aura 1
comme rayon de convergence. Alors, pour |x| < 1,

1 +00 o 1 +00 xn 1 +00 . 1 .
f =3 (;(1” +2§2n> :32((—1) +2n+1>x :

n=0
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3) La partie réguliere du développement limité a I’ordre 3 de la fonction f n’est autre
que la somme partielle d’ordre 3 de la série, donc

3 2 3
f(JOZ%Z(( D" + )X”+0(x3:%—3+3i—5i+0(x3).

on n+l
n=0

Exercice 9.10

CCP et Mines-Ponts MP 2005

1) Développer la fonction f : x +— ¢* sinx en série entiére et préciser le rayon
de convergence .

2) En déduire que pour tout # € N on a la relation

(f)”sm— (— 1)k
T Z Qk+D(n —2k — 1!

0<2k+1<n

1) Exprimons sin x sous la forme (€™ +e7™) /(2i). On a alors pour tout x réel

fx) = (e(""l)x _ e(*i+1)x) 1 (Z 1+ l)” n B Z ﬁ#) |
n=0 :

— (=" x"
2i n!’

1 n_ (1 — )
”7/4, on a d+9 2( 2 = 2" sin(n /4), et finale-
i

1 n
On obtient alors f(x) = Z a+o

Et, puisque 1 +i = V2e

+00 n
ment f(x) = Z \/in sin(nr/4) x_' . La série entiere est donc de rayon infini.
et n!
2) Appliquons la formule du produit de Cauchy a ¢* sinx. Si 1’on note a, les coef-
ficients de la série entiere de sin x, le coefficient b, de x" dans le produit est alors

b, = Zap(n_

—1)k
On obtient donc b, = Z o 1)!((n _) TR Mais on a obtenu dans 1)
0<2k+1<n

. Mais a, est nul si p est pair et a4 = (—l)k/(2k + 1)l

27/2 gin %
b, = ——— | ce qui donne 1’égalité désirée.
' )
n!

Exercice 9.11

En effectuant un produit de Cauchy, développer en série entiere la fonction
In(x +1)
fix— —=

1 et préciser le rayon de convergence.
+Xx
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On effectue le produit de Cauchy des séries de rayon 1 :

1 +00 +00 (__1)n+1xn
=> D"etIn(l+x)=) ———.
1+x et — n

On obtient donc une série de rayon R > 1, et, pour |x| < 1,on a

I+ D R CDM ) SN g [ 1)
T+x ‘Z<Z e Y )x_;(_l) =k

n=1 k=1 =1

n
. . . . 1
Puisque la série de terme général 1/n diverge, la suite (Z E) admet +oco pour
k=1
limite, et la série entiere obtenue diverge donc si x = 1. Il en résulte que R < 1. Cela
résulte également du fait que lim f(x) = +oo. Finalement R = 1.
x—1-

CCP PC 2006

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e / e’ dt.
0

1) Montrer que f est développable en série entiere sur R.

2) Etablir que f est solution de I’équation différentielle y’ + 2xy = 1.
3) Déterminer le développement en série entiere de la fonction f.

. o . ’ . . . 42
1) La série entiere de 1’exponentielle étant de rayon infini, les fonctions x +— e *
2 . on . . .
et x — e sont développables en série entiere de rayon infini. Alors la fonction
X
X — / e dt Dest aussi comme primitive d’une fonction développable en série
0

entiere de rayon infini. Enfin f 1’est également comme produit de deux fonctions
développables en série entiere de rayon infini.

2) La fonction f est dérivable et, pour tout x réel, ona f'(x) = 1 —2xf(x), avec de
plus £(0) = 0.

+00 +00
3) Pour tout x € R, on pose f(x) = Zanx” .Alors f'(x) = Z(n + Da,qx" .
n=0 n=0

+00 +00
On obtient f/(x)+2xf(x) = Z(n + Dayx" + Z 2a,x"*! . En faisant le change-
n=0 n=0

ment d’indice de sommation n — n — 1 dans la deuxieme somme, on obtient

+00 +00
FE+2xf(x) = > (n+ Dapax" + Y 2a, 1x"
n=0 n=1

+00
= a+ Z((n + Dape +2a,—1)x" .

n=1
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Comme la somme de cette série entiere est égale a 1, 1’égalité précédente implique

I’égalité des coefficients des deux séries entieres. On a donc a; = 1, et, pour tout
n > 1, on trouve (n + ay+ + 2a,—1 = 0, avec de plus la condition initiale
ap = f(0)=0.

Il résulte immédiatement par récurrence que les termes de rang pair sont nuls (ce
qui était prévisible puisque la fonction f est impaire). Pour les termes de rang
2p+1
(=2)?
Rp+Hx2p—1x---x1

+00 +00
(_Z)px2p+l 22pp! —_—
_ _ 1y S 2l
ona f(x) ;)(2p+1)><(2p—1)><---><1 ,;)( Y aprn”

impair, on a la relation a4 azp—1, d’ott I'on déduit, également par

récurrence, que Arpsl = . Donc, pour tout x € R,

On intervertit I’ordre de deux sommations lorsque la fonction étudiée est définie
comme une intégrale

Mines - Ponts PC 2007
7/2
Soit ¢ : x — V' 1+ xsin2t dt . Donner le développement en série entiere

0
degsur |[—1, 1.

La fonction x — V1+x est développable en série entiere sur |—1, 1[. On a

= X 1-3---(2n — 3)
Vitx = Z)a,,x" = 1+5+2(—1)"—1Tx".
n= n—=

"n

Pour tout# € [0, 7/2] etx €]—1, 1[, on a donc |a,x" sin" 2¢| < |a,||x"| et la
série de fonctions ¢ — a,x" sin” 2¢ converge normalement sur [0, 77/2]. On peut

donc intervertir les signes / et Z On obtient

/2 +00 7/2
/ V1+xsin2tdt = Za,,x"/ sin” 2¢ dt .
0 —0 0

/2
Pour n > 0, posons I, = / sin” 2¢ dr . En effectuant le changement de variable
0

1 ™ ' /2 '
u = 2t, on trouve [, = 5 / sin” u du , et par symétrie [, = / sin" udu .
0 0

L’intégrale I, est une intégrale de Wallis. Le développement de ¢ en série entiere
+0o0

dans 1—1, 1[ estdonc ¢(x) = Zanlnx" .
n=0
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Remarque

L’intégrale I, se calcule (Voir chapitre 3) griace a la relation de récurrence
nl, = (n — 1)I,_,, et on obtient deux expressions différentes suivant la parité
de n.

9.1.4 Calcul de la somme d'une série entiére

C’est le probleme inverse de celui du développement en série entiere. On exprime
la série S a I’aide des séries entieres des fonctions usuelles, par des opérations de
somme, produit de Cauchy, dérivation ou primitivation, en utilisant éventuelle-
ment un changement de variable.

Exercice 9.14

CCP PC 2006

Trouver le rayon de convergence R, puis calculer pour tout x € ]—R, R[, la
+00 n

somme S(x) = Z

n=0

Q2n)!

En appliquant le critere de d’Alembert a la série numérique de terme général
n

u,(x) = on trouve que R = +o0.

X
em!’

+00 2n
Lorsque x > 0, S(x)= Z (éi))‘ = ch/x.
n=0 ’

+00 —\2n
Lorsque x <0, Skx)= Z(—l)"i = cosy/ —x.

— (2n)!
Exercice 9.15

CCP MP 2005

Soit @ un nombre réel. Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour

+00
toutx € ] —R, R[,lasomme S(x) = Zcos(na)x”.
n=0

Comme | cos(na)| < 1, le rayon de convergence R est plus grand que celui de la série
géométrique Zx". Donc R > 1. Par ailleurs la suite (cos(na)) ne converge pas

vers 0, sinon la suite extraite des termes de rang pair (cos(2na)) = (2 cosz(na) -1
convergerait vers —1. Donc R < 1. Il en résulte que R = 1, et que la série entiere ne
converge nien 1, ni en —1.
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Comme les séries E e x" et E e ""“x" sont des séries géométriques de rayon 1,
on a lorsque |x| < 1,

1 +00 ) +00 i 1 +00 ) +00 .
S(x) = 3 (Zoel”“x"+;)e ”’"‘x") =3 (Z(e“’x)”+2(e R A I

n=0 n=0

1 1 1 1-—
donc S(x) = 2 (1 ) reosa

— 4 : = )
—eiay 1 — e iayx 1 —2xcosa+x2

Exercice 9.16

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout x €] —R, R[, la
2n

+00
somme S(x) = Z shn al
n=1

2n)!
n_ ,—n +0 w  _—n 2n
En écrivant shn = % ,ona S(x) = ; %(;ﬂ)! .
Les séries entieres obtenues sont de rayon infini. On a alors, pour tout x € R,
1 [ Remx? Ry 1 X
@) =3 <ZO 2n)! ZO 2n)! 2 (C (x/e) —c ﬁ)

Exercice 9.17

CCP PSI 2005, Ecole de l'air MP 2005
Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout x €] —R, R[, la

somme S(x) = i (Zn: %) x".

n=1 \k=1

La somme S(x) n’est autre que le produit de Cauchy de deux séries de rayon 1. Pour

B n 2 X" —In(1 — x) L
toutx €] —1, 1[ ona S(x) = E X g — | = B . En particulier,
n —X
n=0

n=1

ona R > 1. On remarque que lim S(x) = +00, ce qui ne serait pas possible si on
x—1-

avait R > 1, car la série enticre est continue sur ] —R, R[. Il en résulte alors que
R =1.



% Chap. 9. Séries entiéres
Exercice 9.18

Mines - Ponts PC 2006 et MP 2007
Déterminer le rayon de convergence R, puis calculer pourtoutx €] —R, R[,la

+00 3n

X
somme S(x) = nz:; Gyl

Indication de la rédaction : montrer que, pour tout x réel, S”(x)+S'(x)+S(x) = e*.

Pour tout x réel, en appliquant le critere de d’ Alembert a la série numérique de terme
|Mn+1(x)| . |x|3

lun(x)|  GBn+3)3n+2)3n+1)’
suite (|uy4+1(x)/u,(x)|) converge vers 0. La série de terme général u,(x) est donc

etla

général u,(x) = x> /(3n)!, on obtient

absolument convergente et la série entiere g u,(x) aunrayon de convergence infini.

Il en résulte que la fonction S est de classe > sur R.

3 6 X9
On a S(x)—1+—+a+a+ -- et on obtient
2 5 8 4 7
S'(x) = _+x_ %+ pu1sS"(x)—x+Z—'+x—+

Dans ces trois séries apparalssent tous les termes de la série de x — ¢*. On a alors
pour tout x réel, S”(x) + S'(x) + S(x) = €~ .

Donc S est solution de I’équation différentielle linéaire (E) : y"+y'+y = e, avec
de plus S(0) = 1 et §’(0) = 0.

Le polyndme caractéristique de (E) vaut X> + X + 1 et a pour racines complexes

11\/_

j = —3 + —— et j. Les solutions réelles de I’équation homogene sont donc de la

3 3
forme x — e */? (A cos x\2/_ + Bsin )6\2/_) ,ou A et B sont deux nombres réels,

et une solution particuliere de (E) est x — e /3.

3 X
Donc Sx) = <A cos T\/_ + B sin %) % .

OnaS0)=1=A+1/3,donc A =2/3, et en dérivant

1 3
3 (Acos%+3sm%)

\/§<—A i+B x\2/§>l+ex.

S'x) = e |-

2
On en tire S'(0) = 0 = —A/2 +V3B/2+1/3, dot B = 0. Finalement

1 3
S = 3 <ex +2¢/% cos %) .
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e Pour les séries entieres dont le coefficient a, est de la forme P(n) ou P(n)/n!,
ou P est un polynome, on pourra décomposer P dans la base (Ly)ir>o définie par
Lo(X) =1, etpourk > 1, Li(X) = X(X — 1)--- (X — (k — 1)). On fera ensuite
apparaitre les dérivées de la série géométrique dans le premier cas et la série de
l’exponentielle dans le second.

Exercice 9.19

1) Déterminer le rayon de convergence R et calculer pourtoutx €] —R, R[,la

+0o0
somme S(x) = » (n®+n+ Dx".
n=0
= nl+n+l
2) Mémes questions lorsque S(x) = Z —x".
et n!

1) En appliquant le critere de d’ Alembert, on obtient R = 1.

On décompose le polyndome P(X) dans la base (Lo, L1, L»). Il existe des nombres «,
B, v tels que X?’+X+1=a+BX+yX(X —1). Endonnant 2 X les valeurs 0 et 1
successivement on obtient &« = 1, puis 8 = 2. Quant a y c’est le coefficient du terme
dominantde P, donc y = 1. Ainsi, pour toutn € N, ona, n’+n+l = nn—0)+2n+1.
Puisque toutes les séries utilisées dans le calcul suivant ont un rayon de convergence

+00
égal a 1, on a, lorsque |x| < 1, S(x) = Zn(n —Dx"+2 an” + Zx”,

+00 oo oo
ou encore S(x) = x* Zn(n — Dx""?+2x an”_l + Zx" .

=2
+noo 1
Sil’ T(x) = n_ 1 T (x) = e
il’on pose T(x) ;x ,onaalors T'(x) ;nx d—xp’
+00
2
t T// — _ 1 n—2 — d’ N
e (x) ;n(n )x Ty ou
2x? 2x 1 1+x2
Sx) = + + t final t Sx) = —.
(x) TS TS R , et finalement S(x) 1207
+00
2) On a cette fois S(x) = Zn(n +2 Z—x +Z
n=2
+00 xn +OO xn +OO xn
Donc, en simplifiant, S(x) = Z m +2 Z m + Z i
n:2 n=1 n=0
-2 +o0 n—1 +o0 n

Et finalement S(x) = x> E i +2x E (xil)' + E x_' = (x + %"
— n — . n
n=1

n=0
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Toutes les séries apparaissant dans le calcul précédent sont de rayon infini. La somme
est donc valable pour tout x réel.

o Pour les séries entieres dont le coefficient a, est une fraction rationnelle, on pourra
utiliser la décomposition des fractions rationnelles en éléments simples.

Exercice 9.20

CCP PC 2006

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout x €] —R, R[, la
oo 2n+2

X
somme S(x) = Z:; nit D@nt 1)

1 _1+ 1 4
nn+1D)Q2n+1) n n+l 2n+1

Pour n € N*, on pourra utiliser I’égalité

xn+1

Il résulte de la regle de d’ Alembert que la série entiere Z ni+ D2n+ 1) est de
n(n n

x2n+2

1, et donc, lacant 2 la série entid S
rayon c onc, en rernp agan X parx que a Seriec entiere Z n(n+ 1)(2n+ 1)

est aussi de rayon 1.
Puisque toutes les séries entieres utilisées dans le calcul suivant ont un rayon de
convergence égal a 1, on a, lorsque xel-1,1[,

+00
2)n (x2)n+1 x2n+1

(
N R
_ xzz“

z“

1
= —x*In(1 —x?) + (—In(1 — x*) — x?) — <2x n—2% _ 4x2>
— X

+00
2)n 2)n 2n+1

X
Z:2n+1

n=1

!
— 3l (2 +1)1n(1—x)—2x1n1+x

Ce que I’on peut encore écrire S(x) = 3x2—(1—x)? In(1—x)—(1 +x)2 In(1+x).

o Pour les séries entieres dont le coefficient a, est défini par une intégrale, on peut

étre amené a permuter les signes g et / .

CCP PSI 2007

n

1+12
série entiere de terme général a,x” et calculer sa somme.

1
Soit, pourn € N, a, = / dt . Déterminer le rayon de convergence de la
0
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Indication de la rédaction : pour t € [0, 1] et |x| < 1, on pourra utiliser

Iégalité ! _ b (e 2
B 00— 1+ \1+2 1= )

n n n n
[x] x|

Lorsquer € [0, 1] et|x| < l,ona < |x|". La série de fonctions ¢ +—

1+72 = 1 +122

converge donc normalement sur [0, 1], et I’on peut intervertir les signes / et Z

e8] 1 +00 1
1 dt
On obtient > a,x" = S xydi = [
HOPHERL 2t /O e 2 /0 (T+2)(1 — tx)
n=0

n=0

1 1 L+tx x?
A+ —tx) 1T+x2 \1+2 1—1x
tégrale, et on obtient, pour |x| < I,

La relation ) permet de calculer 1’in-

oo
1 1
Zanx” = — {Arctant+fln(t2+1)—xln(1—tx)}
pors 1 +x? 2 0
1 7 In2
= —— | —+—x—xIn(1 — .
22 <4+2x x In( x))

On a montré en particulier que le rayon de convergence R de la série Z a,x" est plus
grand que 1. Mais on constate que lim S(x) = +o00, ce qui ne serait pas possible si
x—1-

on avait R > 1, car la série entiere est continue sur | —R, R[. Il en résulte alors que
R=1.

1
. ) ) N ) 1
On désire étudier la série entiere de coefficients a,, = / P T dt .
o 2+

1) Si R est le rayon de convergence de la série, montrer qu’alors R > 2.

2) Lorsque |x| < 2, calculer la somme partielle S,(x) et montrer que la suite
(S,(x)) converge.

3) En déduire la somme de la série et que R = 2.

1

T et puisque la série

1
, 1
1) On a tout d’abord O < a, = A m dt <

géométrique de terme général x" / 2"*1 a pour rayon de convergence 2, on en déduit
que R > 2.

2) Pour |x| < 2, calculons la somme partielle S,(x) de la série entiere. Tout d’abord
en sommant la série géométrique, on obtient

k:O(2+t2)k+1 2412 11— 55 2 —x+12 2+12 ’
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En intégrant, on obtient donc

n 1 1
dt x A\l dt
S, (x) = L (_) _a
*x) ;“"x /02—x+t2 /O 2+2)  2—x+12

Y n+l dt x| n+l dt
Mai <5 — . Et pui <2,
als/0 (2”2) 2 — x +12 <2> /0 ) puisque |x|

le membre de droite converge vers 0. Il résulte du théoréme d’encadrement que la

1 X n+l dt
suite / ( ) 5 converge vers 0, et donc que la suite (S,(x))
0

2412 —x+1?

V2—x

3) Cette intégrale se calcule et on obtient finalement
+00 1

1 t 1 1
S(x) = 2x" = | ———— Arctan = —.
(x) ,,Z:Oax { S r—x]o — L

On remarque que lim S(x) = 400, ce qui ne serait pas possible si on avait R > 2,
x—2~

converge vers /] di ! /] di
\Y A = .
g 0 2—x+1t2  2—x J, 1+( ; )2

Arctan

car la série entiere est continue sur | —R, R[. Il en résulte alors que R = 2.

9.1.5 Quelques applications des séries entiéres

Les séries entieres ont beaucoup d’applications; nous en donnons ici trois
exemples : prolongement d’une fonction en une fonction de classe €, déter-
mination du terme général d’une suite numérique définie par une relation de
récurrence et calcul de sommes de séries numériques convergentes.

Elles servent aussi a résoudre des équations différentielles comme on I’a déja vu
et on le verra de nouveau dans le chapitre « Equations différentielles ».

e Prolongement d’une fonction en une fonction de classe ¢

CCP PC 2005
Soit f la fonction définie sur R par f(0) = 1/2 et pour x # 0 par

1—
fx)= 7(:208 * . Montrer que f estde classe € sur R.
X
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2n)!

x = 0. La fonction f est donc développable en série entiere de rayon infini et il en
résulte qu’elle est de classe € sur R.

+00 2n
On a pour tout x réel cosx = ;(—1)" (;n)! .
+oo x2n—2
On en déduit que, pour x # 0,ona f(x) = Z(— ! , Ce qui reste vrai pour
=1

e Détermination des termes d'une suite

A toute suite (a,),>0 de nombres complexes on peut associer une série entiere, par
+00

xﬂ

exemple f(x) = Z a el qui, lorsque le rayon de convergence n’est pas nul, déter-
n=0

mine une fonction appelée fonction génératrice de la suite.

On peut ainsi déterminer certaines suites vérifiant une relation de récurrence. En

général la relation de récurrence permet de faire apparaitre une équation différentielle

ou une équation fonctionnelle vérifiée par f et on résoudra cette équation. Cette

méthode sert par exemple pour déterminer le cardinal de certains ensembles. (Voir

ex. 9.33)

Exercice 9.24

Mines - Ponts MP 2006 et PC 2007

n
L n
On pose ag = 1, puis,sin > 0, a4 = E (k) a,—rax . On veut calculer les a,
k=0
en utilisant la fonction génératrice f définie ci-dessus.

1) En utilisant le produit de Cauchy, montrer que, si f a un rayon de convergence
non nul, alors f/ = f2.

2) Résoudre I’équation différentielle précédente et en déduire a,,.

3) Vérifier que la suite ainsi obtenue convient bien.

1) En effectuant le produit de Cauchy de la série entiere de somme f(x) par elle-
méme, on obtient, pour |x| < R,

+00 n +00 n n
fx)* = Z Z ﬁ % x" = Z Z (Z) Ap— Ak % )
n=0 \k=0 n=0 \k=0

Donc, en utilisant la relation de récurrence donnée dans 1’énoncé, on obtient
+00 n—1

+0o0 n
X . ) x L
f(x)2 = E Ayl e Mais on a aussi  f'(x) = E a, m , et I’on en déduit
n=0 ) n=1 ’

donc que f'(x) = f(x)?, avec de plus f(0) = 1.
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2) Sur un intervalle ou f ne s’annule pas, on a f'(x)/ f (x)?> = 1, d’out en intégrant
—1/f(x) = x —a, etdonc f(x) = 1/(a — x). Alors, puisque f(0) = I, on obtient
f(x) = 1/(1 — x). On vérifie bien que x — 1/(1 — x) est solution de I’équation

1 +00 n
différentielle dans ] —oo, —1[.Donc f(x)= —— =Y n! Y eta, =n.
l—x = nl

3) 1l existe une suite unique vérifiant les conditions de 1’énoncé. On vérifie alors

par récurrence que la solution obtenue dans 2) convient. On a bien gy = 0! = 1,
et si ’on suppose que pour tout k compris entre O et n, on a a = k!, alors
n n
n
Ape) = E (k)(n —k)k! = E nl=m+n!=mn+1)!,
k=0 k=0

ce qui donne la formule au rang n + 1. Elle est donc vraie pour tout n > 0.

e Calcul de sommes de séries numériques
+00

Une méthode pour calculer la somme A = g b, d’une série numérique conver-

n=ngp
gente, consiste a introduire une série entiere E a,x" de rayon de convergence R > 0

pour laquelle il existe xo € ] 0, R ] tel que, pour tout entier n > ng, on ait b, = a,x; .

+00
On calcule alors pour tout x €10, R [, la somme S(x) = Z a,x".
n=ng
Deux cas sont possibles :
(i) lorsque R > xp,ona A = S(xp); voir 9.25;
(ii) lorsque R = xo, pour n > 0, notons u, la fonction définie sur [0, R] par
un(x) = a,x". On montre que la suite de fonctions (u,) converge uniformément sur
[0, R]
— ou bien en montrant que cette série converge normalement
— ou bien, lorsque la série Z u, est alternée, en montrant que la suite (u,,) converge

uniformément vers O sur [0, R ], et en appliquant le critere de Leibniz.
Dans les deux cas, S est continue sur [0, R] et A = lim S(x) (voir 9.26).
X—X0

Exercice 9.25

Montrer I’existence et calculer A = Z(n +1)37".
n=0

Introduisons la série entiere E (n + 1)x". Son rayon de convergence vaut 1. En

+00 +00
1 1
posant f(x) = E x" = ona f'(x) = E (n+ 1x" = ——— . Donc
n=0

~ 1—x vard (1 —x)
A= f(1/3)=9/4.
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Exercice 9.26
+00

-1 n—1 —_1"
Montrer I’existence et calculer A; = Z L et A, = Z ; +)1 .
n n

+0o0

Les deux séries sont des séries alternées qui convergent d’apres le critere de Leibniz.
2n+1

2n+1°

xn
Introduisons les séries entieres —1)r et -1
. >y
Ces séries sont de rayon 1 et ’'on a, pour x €] —1, 1[,

x2n+1

1 = Arctan x .

filx) = Z(—l)”—“‘; =In(1+x) et frlx)=Y (1)
n=1 n=0

Pour x € [0,1] etn > 1, posons u,(x) = (—1)”_1x—. La suite (|u,(x)|)
n

est décroissante et converge vers 0. La série de terme général u,(x) est alternée,
et d’apres le critere de Leibniz, on a, pour n > 1 et x € [0, 1], I'inégalité

n
S = > ux)
k=1
vers 0. Il en résulte que la série de terme général u, converge uniformément sur
I’intervalle [0, 1].
On peut alors conclure : comme les fonctions u, sont continues sur [0, 1],la somme

f1 lest aussi, et en particulier elle est continue en 1, donc A} = lim fj(x) =1n2.
x—1-

< |upe1(x)| . Mais |uy41(x)| < 1/n, et la suite (1/n) converge

. . T
Par le méme argument, on obtient A, = lim f>(x) = Arctan1 = 1
x—1-

Remarque
+00 +00
-1 n—I1 A
Les deux sommes ; % =In2et ; ;n +) 1 = % sont utilisées dans de

nombreux exercices.

9.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 9.27

Centrale MP 2006
Soit une série entiere Z a,z" de rayon de convergence R > 0.

1) Quel est le rayon de convergence de la série entiere g a,% Z"?

. s, . LEN 2 . 7z ~
2) Montrer que celui de la série entiere Z a,z" est au moins égal a 1. Quel
est-il lorsque a, = 1/n!?
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1) Remarquons que si la suite (|a,+1/a,|) posséde une limite £ = 1/R, alors la suite
(|a2,,/a?|) converge vers 1/R?* et I’application du critére de d’Alembert a la série
Z a>7" montre que la série entiere Z a’x" a un rayon de convergence égal 2 R”.
On justifie maintenant ce résultat de maniere générale.

. 2 L. . n
Soit |z| < R”. Alors v/|z| < R et la série de terme général |a,|\/|z| converge. La

. n . .
suite (Ja,|\/|z| ) est donc majorée par une constante M.

n n .

Alors |a22"| = (laa|\/]z] )* < Mlay|\/|z| - 1l en résulte que la série de terme
général aﬁz" converge et donc que son rayon est supérieur ou égal 2 R>.

Soit maintenant |z| > R?. Alors \/m > R, et la suite (an\/m n) ne converge pas
vers 0. Il en résulte que la suite (a,%z") ne converge pas vers 0, donc que la série de
terme général a>z" diverge. Alors, son rayon de convergence est inférieur ou égal a
R? et il en résulte qu’il vaut exactement R

2) Lorsque |z| < 1, soit ¢ tel que |z|/R < t.

() (3

. 7, 2 2_ .
est donc majorée par une constante M. Alors |a,||z|" < Mt"|z|* 7" . Mais en

t"|z\"2_". Puisque |z|/f < R, la suite (

On écrit |a,||z]” =

appliquant la régle de d’ Alembert a la série de terme général a,, = Mt" |z|”2_" , on

Aptl

obtient = t\z!zn , et la suite (a,+1/a,) converge vers 0. Il en résulte que la série

n
. L 2
de terme général «,, converge donc que la série de terme général a,z" converge pour
tout |z| < 1. Le rayon de convergence de cette série est donc supérieur ou égal a 1.

Lorsque a, = 1/n!, I’application de la régle de d’Alembert a la série numérique de
@) _ |2

|t (2)] n+1

2 .
terme général u,(z) = a,z" , donne, , etlasuite [u,11(2)|/|un(2)])

. . L . . . 2 .
admet +oo pour limite lorsque |z| > 1 . La série de terme général a,z" diverge dans
ce cas et R < 1. Donc, le rayon de la série entiere vaut 1.

Exercice 9.28

Mines - Ponts MP 2006

Soit @ € R.
‘- o . cos(na)
1) Trouver le rayon de convergence des séries entieres de coefficients ————
n
¢ sin(na)
pa
+00 xn
2) Lorsque |x| < 1, calculer la somme A(x) = Z — cos(na).
n
n=1

+0o0 n .
x" X sin a
3) Montrer que pour |x| < 1 ona E — sin(na) = Arctan <1> .
n — X cosa

n=1
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1) Les deux séries ont méme rayon de convergence que leur série dérivée
Z cos((n + Da)x" et Z sin((n + 1)a)x". Puisque |[cos((n + Da)| < 1 et
| sin((n + 1)a)| < 1, on obtient que dans les deux cas la série est de rayon supérieur
ouégalal.

DeI’égalité cos(2(n+1)a) = 2 cos’((n+1)a)—1, on déduit que la suite (cos((n+1)a))

ne peut converger vers O (sinon on obtiendrait 0 = —1 par passage a la limite). La
série de terme général x" cos((n + 1)a) est donc de rayon 1, ainsi que la série de
x" cos(na)

terme général

De I’égalité sin((n + 1)a) = sin(na) cos a + cos(na) sin e, on déduit que si la suite
(sin(na)) converge vers 0, alors la suite (cos(na) sin @) converge vers 0, et puisque
la suite (cos(na)) ne converge pas vers 0, on a sina = 0, soit & = kr, avec k entier.
Réciproquement, si @« = k7 avec k entier, alors la suite (sin(n + 1)) est la suite
nulle.
x}’l

Conclusion : la série entiere Z - sin(na) est de rayon 1 lorsque « n’est pas un
multiple entier de 77 et est de rayon infini sinon.

2) Lorsque |x| < 1, on peut calculer la somme des deux séries simmultanément en

+00 eina
posant f(x) = E x" .
n
n=1
+00 ia ia —ia
. .. i e e“(l —e ™ 'x)
On obtient en dérivant f'(x) = E elnthayn — = 5
‘ 1 —eex 1 —2xcosa+x
n—=
cosa — x . sin «

Donc f'(x) = +1i .
& 1 —2xcosa +x2 1 —2xcosa + x2

1
Alors A est la primitive nulle en 0 de Re f. Donc A(x) = — 3 In(1 —2x cos a +x2).

+00 n
3) Sil’on pose B(x) = Z a sin(na) , alors B est la primitive nulle en 0 de Im f.
n
n=1

X sin «

Or en dérivant la fonction £ : x — Arctan ( >, qui est nulle en 0, on

— XCos«

+00 )
obtient bien h,(x) =Im f.On adonc Z * sin(na) = Arctan <1xﬂ> )
n

— X COS &«
Exercice 9.29

Centrale MP 2005
Soient (a,),>0 et (b,),>0 deux suites réelles telles que : a, ~ b, ;Vn € N, b, > 0;

n=1

Z b, diverge; Z b,x" a pour rayon de convergence 1.

1) Montrer que Z a,x" a pour rayon de convergence 1.
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+00

2) Montrer que Z b,x" — +ooquand x — 1~
n=0
+00 +00

3) Montrer que Zanx” ~ anx” quand x — 1~
n=0 n=0

1) Ce résultat de cours se redémontre facilement en revenant aux séries numériques.

n +00

2) Notons g,(x) = Z bex*, et, lorsque x| < 1, g(x) = Z bexk.

k=0 =
Remarquons tout d’abord que, puisque les nombres b, sont positifs, la fonction g,
est croissante et positive sur [0, +oo .
Puisque la série de terme général b,, diverge, pour tout nombre A, il existe un entier
N tel que gy(1) > A+ 1.
Comme la fonction gy est continue en 1, il existe & > O, telque 1 —a < x < 1
implique 0 < gy (1) — gn(x) < 1. Alors,

g(x) = gn(x) = gn(1) — (gn(1) —gn(x)) > A+1-1=A

ce qui montre que g(x) tend vers +oo lorsque x tend vers 1~

3) Pour tout n > 0, posons &, = a, /b, — 1, ce qui est possible puisque b, > 0. On
adonc a, = b, + b,&,, et, puisque a, ~ b,, la suite (g,),>0 converge vers 0. Alors,

+00
lorsque |x| < 1, on obtient en sommant Z ax" = g(x) + Z b,e,x"
n=0
+o0 +0o0
Montrer que Z apx" ~ Z b,x" quand x tend vers 1~ revient alors a montrer que
n=0 n=0
1 +00
— Z b,e,x" tend vers 0 quand x tend vers 1
gx) =~
Soit & > 0.1l existe N tel que n > N implique |e,| < /2. Alors, lorsque 0 < x < 1,
on a,
+00 N—1 +00 N—1 s
ansnx" < an\sn\x"+— Zb x" an\sn\x"+§g(x),
n=0 n=0 n=N n=0
1 +0o0
ou encore by, x"| < = e bylen|x
Z n 2 g(x) Z |l

n=0

Mais d’apres 2) la fonction g admet +0o comme limite en 17, d’ou
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o8
5 -
+00
Alors — < g, ce qui montre que —— Z b,e,x" tend vers 0 quand
g(x) 8(x) —
x tend vers 1
Exercice 9.30
Mines - Ponts MP 2006
+00
Soita €] —1, 1[ . Développer en série entiere Z sh(a"x) .
n=0
+oo (a" x)2k+1
Pour tout x réel, on a sh(a"x) = Z ————— . Considérons la somme double
£ (2k+1)!
+0o0 +00 (a X)2k+l
Z Z kD et étudions tout d’abord si elle converge absolument. On obtient
k=0 n=0 )
f f (@ )2k Z x| 2K+ f e _ f Jx [2K+1 1
Qk+1)! | 2k + 1)! O(2k+1)!1 — |a|#+1”
) 1 ‘o i
Mais, pourk > 1,ona ki = a* ) < k+ DI = Ta) et la série entiere
e+
de terme général T f)!(l ) est de rayon infini. Il en résulte que la série de
x2k+1

terme général converge absolument et donc que la somme

2k + DI = |a***h)

+00 +00

2k+1
double Z Z ((; " *) converge absolument pour tout x réel.

1 resulte du theoreme de Fubini que la série de terme général sh(a" x) converge pour

tout x réel et que 1’on a alors
+00 +00 +00 )2k+l +0o0 2k+1 +00

n (a"x _ X n(2k+1) . <
ZSh(Cl X) = ZZ x+ D %mga ce qui donne le déve-

n=0
+00 +00 2k+1

X
loppement en série entiere Z sh(a"x) = Z a
k=0

rard — a2k + D!

Mines - Ponts MP 2006 K

n!

it =—.
Soit, pourn € N, a 3.t D
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Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere E a,x" et calculer

pour tout x € ] —R, R[ lasomme S(x) = Zanx”

Indication de la rédaction : montrer que S est solution d’une équation différen-
tielle du premier ordre.

el n+1 Ayl
ePourtoutn € Nyona - = —— donc lim [@ns1]
an 2n+3 n—+o0o |ay|

regle de d’ Alembert que R = 2. La fonction S est continue sur ] —2, 2[, donc en 0.

= l . Il résulte de la

2) Tout d’abord, on a §(0) = @y = 1. On remarque ensuite que, pourn > 1, 0on a

n! 1 (n —1)! (=)
1-3--Q2n+1) 2 \13----Q2n—-1 1.3---2n+1)/)"
On en déduit pour tout x € ] -2, 2|
B 1 (<X (n— 1! (D,
S =1+, (;1-3.----(2;1—1) 7213 on+ ) )

(n— 1)
- 1+fo(x)—le3 e+

n

En dérivant cette relation, on obtient, toujours pour |x| < 2,

§') = —<S<x>+xS<x>>——Zl 3 (2n+1> o

et en multipliant par 2x, on obtient 2xS’(x) = xS(x) + x28"(x) — (S(x) — 1),
¢’est-a-dire (2x — x?)S'(x) = (x — DS(x) + 1.
On résout tout d’abord I’équation homogene (2x — x2S (x) = (x — 1)S(x), dans

12, 0[ et dans 10, 2[. Ona §'(x) = —— " ()= —+ <%+ ! >S(x)

x(2—x) 2 -2
C
Sur chacun de ces deux intervalles on obtient la solution S(x) = ﬁ , puis,
x(x —
. . b |x(x —2)|
en faisant varier la constante C, on trouve C'(x) = —————.
x(x —2)

1 1

Lorsque x €]0,2[, ona C'(x) = ———— = ————— et donc

VX2 —x) VI—(1—x2

Arccos(l —x)+ H
C(x) = Arccos(1—x)+H ou H estune constante. Alors S(x) = .
Mais puisque S(x) a une limite finie en 0 qui vaut S(0) = 1, et que le dénominateur
s’annule en 0, il doit en étre de méme du numérateur, donc H = 0.
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1 1
Lorsque x €]—2,0[,ona C'(x) = ———— = ———— et donc

Vx(x —2) V(I —x)?—1
C(x) = argch(1 —x)+ H ou H est une constante, et le méme argument que ci-dessus
montre que H = 0.
Arccos(1 — x)

ix €]0,2
Ge—n  orelt
Finalement, S(x) = 1 six =0
argeh = %) G v e1-2. 01

Vilx —2)
9.3 EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT

Exercice 9.32

Mines - Ponts MP 2006
Soit (a,,) une suite de nombres complexes. On suppose que Z a,x" apour rayon
de convergence R > 0.

n
1
1) Déterminer les rayons de convergence de Z(an Inn)x" et Z (a,, Z %> x".
k=1
+0o0
2) Donner un équivalent simple de Z Innx" quand x — 17

n=1

1) Soit R; le rayon de convergence de la série enticre Z(an Inn)x". Lorsque

RIAY
p'lnn (—) .

p
La suite (Inn(|x|/p)") converge vers 0. Elle est donc bornée. Si M est un majorant
on a alors |(a, Inn)x"| < M|a,|p" et la série de terme général a, Innx" converge. Il
en résulte que R; > p, et donc que R; > R.
Inversement, puisque, pour n > 3, on a |a,| < |a,|Inn, on en déduit que R > R;.

Finalement R; = R.

|x| < p < R,ona|(a, Inn)x"| = |a,

n
En utilisant I’équivalent Z 1/k ~ Inn (voir ex 9.29) on en déduit alors que la
k=1
deuxieme série proposée admet encore comme rayon de convergence R.

2) D’apres la question 1) appliquée a la suite constante (a,) = (1), les séries enticres

n
1
Innx" et - " sont de rayon de convergence 1. Toujours d’apres
E nx E <§1k> X y verg ujou p

k=
n

I’exercice 9.29, la suite (g,) définie par g, = Z . In n, converge (sa limite est la
k=1



% Chap. 9. Séries entiéres

constante d’Euler). Elle est donc majorée par une constante M. Alors

+00 +00 n 1 +00
Zlnnx" = Z (Z %> x" — anx".
n=1

n=1 k=1 n=1

Mais en effectuant le produit de Cauchy, on obtient, pour |x| < I,

ﬁ(—ln(l —x) = (ix) (f %) =§ (Z %) X"

n=0 n=1 n=1 \k=1
Donc
+00 +00
In(1 — x)
n n
Zlnnx = T a —Z nX
n=1 n=1
In(1 — x) l-x K,
1—x ( In(1 — x) nzs”x
+00 +00
. n Mx M
Lorsque 0 < x < 1,ona ;snx gM;x —l_xgl_x,donc
1 - M
(1 _xx) an < m, et il en résulte que cette expression tend

vers 0 lorsque x tend vers 1. On en déduit que, lorsque x tend vers 1, on a

+0o0

Mines - Ponts MP 2006
Sin > 1, soit I, le nombre d’involutions de {1,...,n}. On pose I = 1.

1) Montrer,sin > 2,que: I, = I,_1+(n — 1)I,,_».
+00
2) Montrer que Z —n' x" converge six €]—1, 1[. Soit S(x) sa somme.
n!
n=0
3) Montrer, pour x €] —1, 1[, que: S'(x) = (1 +x)S(x).
4) En déduire une expression de S(x), puis une expression de /,,.

Rappelons qu’une involution ¢ d’un ensemble E est une application telle que
¢ o ¢ = Idg. Le nombre I, est aussi le nombre d’involutions d’un ensemble fini a n

éléments.
1) Pour n > 3, soit ¢ une involutionde {1,...,n}.
Ou bien ¢(n) = n alors la restriction de ¢ a {1,...,n — 1} est une involution de

{1,...,n — 1}. 1y adonc I, involutions de ce type.
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Ou bien ¢(n) = p appartienta {1,...,n—1}. Alors ¢(p) = n, et la restiction de ¢ a
{1,...,n — 1} \ {p} est une involution de cet ensemble fini a n — 2 éléments. Donc
pour chacune des n — 1 valeurs de p, il y a I,,_, involutions. Cela fait (n — 1)1,,_»
involutions de ce type. Finalement I, = I,,_; + (n — 1)1,_».

Cette relation est encore vraie pour n = 2, car I, = 2, (les deux bijections de {1,2}
sur lui-méme sont des involutions), et Iy = Iy = 1.

2) Comme toute involutions de {1,...,n} est bijective, c’est une permutation de
{1,...,n}. Le nombre d’involutions est donc inférieur au nombre de permutations
etl’'onal, <n!.

Alors 0 < I,,/n! < 1, et la série entiere Z I,x" /n! a un rayon de convergence R
supérieur ou égal a celui de la série géométrique Z x".Donc R > 1.

3) Calculons S’(x). Ona, pourx €]—1, 1[,

+00 +00
I, _ Liv+(n—DIl >
Sl — n n—1 _ 1 n n—1
*) Zim— o +; o Dz

+00

I, >
= 1+ D I
e $ e
+0o0 I +00 I
— n o n n _n
= 1+ E H}C + X E ;x
n=1 n=0

On trouve donc §'(x) = S(x) +xS(x) = (1 + x)S(x), avec de plus S(0) = 1, et cette
équation différentielle linéaire du premier ordre a comme solution unique la fonction

x+x2/2‘
+00 Xn +00 xzn
_ x+x2/2 _ r
Sty =e _<Zn!><zznn!>'

n=0 n=0

S :xm—e
4) On a donc

On obtient un produit de Cauchy de séries entieres de rayon de convergence infini
donc S(x) est en fait de rayon de convergence infini.

1 1 ) ..
Posons a;, = 217—[)‘ yape = 0, b, = E . Le coefficient ¢, de x" dans la série
produit est donc
n E(n/2) E(n/2) 1
Dby = 3 b= Y g
prs pry prs 2P pl(n — 2p)!

et par identification des coefficients, ce nombre vaut I, /n!. Donc, on obtient,
E(n/2) |
n!
I, = i
" z;) 2P pl(n — 2p)!

p=
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Exercice 9.34

Mines - Ponts MP 2005

+0o0
Soit f(z) = Zanz" la somme d’une série entiere de rayon de convergence
n=0
infini.
21
Calculer A,(r) = o f (re'"e™ " dt puis montrer que si f est bornée sur
0

C, alors elle est constante. La conclusion subsiste-t-elle si f est bornée sur R ?

+00
La série de fonctions ¢ — E a,r
n=0
donc inverser les sommations et

2 ) ) +00 27
f(relt)e—lnt dt — Z akrk / el(k—n)t dt .
0 0

k=0

"™ converge normalement sur [0, 277 ]. On peut

21
Mais I’intégale / e'’' dt est nulle lorsque p est non nul, et vaut 277 lorsque p
0
est nul. Donc, dans la série précédente, toutes les intégrales son nulles sauf lorsque

27
Si, pour tout z complexe, on a | f(z)| < M, alors

a,r" [
n = k, et on obtient donc A,(r) = — / dt = a,r".
0

21 21
|A,(r)| < 1 freMe ™ dt | < 1 Mdt = M , et 1’on en déduit que
27 | Jo 2w J

pour tout entier n > 0 et tout réel » > 0, on a I'inégalité |a,r"| < M, ou encore
la,| < M /r". En faisant tendre r vers I’infini, on en déduit que |a,| < 0, et donc
a, = 0.0n a alors f(z) = ag et la fonction f est constante.

Par contre la fonction sinus donne un exemple de fonction qui est développable en
série entiere de rayon infini, et bornée sur R mais non constante.

Mines - Ponts 2006 et 2007

+o0
On considere f(x) = Z(—l)kxzk .
k=0

1) Quel est le rayon de convergence de cette série entiere ?

2) Donner une relation entre f(x)et f (xz).

3) Que dire de la limite de f en 1 si elle existe ?

4) S’il existe xo € ] —1, 1[ tel que f(xp) > 1/2 montrer que f n’a pas de limite
en 1 (on pourra utiliser une relation entre f(x) et f (x*).
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5) Ona £(0,995) > 0,5008. Qu’en conclure ? Comment a-t-on pu vérifier cette
inégalité ?

. k
1) La suite |x* | converge vers 0 lorsque |x| < 1, et ne converge pas vers 0 lorsque
|x| = 1. Le rayon de la série entiere vaut donc 1.

2) Lorsque |x| < I,ona

FeH =R =Y R = Y Y = x - f@),
k=0 k=0 k=1

etdonc f(x)=x — f(x?).

3) Si f admet une limite ¢ en 1, alors par passage a la limite on obtient £ = 1 — /, et
I’on en déduit que ¢ = 1/2.

4) Lorsque |x| < 1,on a aussi f(—x) = —x — f(xz), donc f(—x) = —2x+ f(x).
Alors, si f(xg) > 1/2,avec xo €] —1, O[, on aura également

f(=x0) = —2x0 + f(x0) > f(x0) > 1/2. On peut donc supposer que x, appartient
alo, 1[.

En utilisant de nouveau I’égalité obtenue en 1), on obtient, lorsque |x| < 1, la rela-
tion f(x) =x — X2+ f(x4) ,etdonc, pourx €]0, 1[,ona f(x) > f(x4) ou encore
FEH > f@.

Considérons alors la suite (xé/ N ). Cette suite converge vers 1, et d’apres ce qui pré-

cede la suite (f (xé/ 4 )) est croissante et minorée par son premier terme f(xo). Si cette
suite admettait une limite £ on aurait £ > f(xo) > 1/2. On a donc une contradiction.
Il en résulte que la fonction f n’a pas de limite en 1.

5) Il résulte de I'inégalité f(0,995) > 0,5008 et de 4) que la fonction f n’a pas de
limite en 1.

Pour obtenir 1’inégalité précédente, on peut remarquer que pour x €]0, 1[, la
série de terme général (—1)”x2” est une série alternéee. La suite (S5,41(x)) des
sommes partielles de rang impair est donc une suite croissante, et, quel que soit
n € N,on a Sy,41(x) < f(x). En particulier le calcul de S;1(0,995) donne la valeur
0,5008815850, donc f(0,995) > S§11(0,995) > 0, 5008 .

L’exercice suivant donne une méthode générale pour traiter plusieurs exercices
d’oraux.

Exercice 9.36

D’aprés Centrale MP 2006 K

1) Soit f une fonction € sur un intervalle I =]1—A, A [, (A fini ou non), telle
que, pour tout n € Net tout x € I, on ait f"™(x) > 0.
Montrer que f est développable en série entiere dans /.

2) Lorsque f est paire ou impaire, montrer qu’il en est de méme si, pour tout
neNettoutx € [0, A[,ona f®P(x)>0.
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3) a. Montrer que x +— exp(expx) est développable en série entiere de rayon
infini.
b. Montrer que x — tan x est développable en série entiere de rayon 7 /2.

1) Pour n € N, posons a, = f ™(0) /n!, et étudions la série entiere Z a,x". Les

nombres a, sont tous positifs.
En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, on a, pour tout x € I,

fx) = Zakx + / @D oy gy

Lorsque 0 < x < A, I'intégrale est positive et donc 0 < Zakx < f(x). Il en

résulte que la suite (Z akxk> est croissante majorée. Elle converge donc, et la

série enticre g a,x" aun rayon de convergence supérieur ou égal a A. Etudions le

reste R,(x) de cette série. On a, en effectuant le changement de variable r = ux dans
Iintégrale,

R (x)—/ (=" f("”)(t)dt n+1/ 1 —w" f("“)(ux)du

Les fonction f™ étant toutes positives, sont également toutes croissantes. Lorsque
0<x<y<Abetuec [0, 1],onadonc(1—u)"f™Vwux) < —u)f"VYwuy),
et en intégrant on en déduit que R,(x)x " < R, (y)y "D,

+0o0

En utilisant le fait que 0 < R,(y) = Z akyk < f(y), on en déduit que

k=n+1

0

N

n+l
X o P ) .
R,(x) < (—) f(»), et il résulte du théoréme d’encadrement que la suite
y

(R, (x)) converge vers 0. Donc, pour x € [0, A[,ona f(x)= Z apx"
n=0
Lorsque x €]—A,0[,etu € [O, 1] ona f™Dux) < £D(0). Donc cette

1—
fois, 0 < R,(x)x~ ™D L / a-w f(””)(O) du = a,4; , et I’on en déduit que

IR, (x)| < auqr|x|™" . Mais, puisque la série de terme général a,|x|" converge, la
suite (a,|x|") converge vers 0, et la suite (R,(x)) converge vers 0. On obtient donc,

de nouveau f(x) = Z a,x"

La fonction f est déve;oppable en série entiere dans | —A, A[.
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2) La démonstration effectuée dans la question 1) pour x € [0, A[ subsiste et pour
+00

x€[0,Al,ona f(x)=) anx".
n=0

Si f est impaire alors, pour toutn € N, on a ay, = 0, et donc pour x € [0, A[, on

+00
obtient f(x) = Za2n+1x2"+l . Alors,pourx €] —A, O[,
n=0

+00 +00
2n+1 2n+1
@)= =f(=x) = =Y @ (=) =) " ag,x™
n=0 n=0

Méthode analogue lorsque f est paire.
3.a La fonction f : x — exp(exp x) est de classe € sur R.

On démontre par récurrence qu’il existe une suite de polyndémes P, a coefficients
dans N tels que, pour tout n € N et tout x € R, on ait f(”)(x) = f(x)P,(e").

La propriété est vraie pour n = 0 et n = 1, en prenant Pp(X) = 1l et Pi(X) = X. Si
elle est vraie a 1’orde n, alors

FUP@) = fl@)Pa(e) + f(x)e* Pie) = f(x)e"(Pa(e®) + Pyle")) .
En posant P,;1(X) = X(P,(X) + P)(X)), on a bien

F@) = f(x)Puai(e”).

Si P, est a coefficients entiers positifs, il en est de méme de P, et donc de la somme
P, + P,. 1l en résulte que P, est aussi 4 coefficients entiers positifs.

Alors, quelque soit n, la fonction f™ sera positive ce qui permet d’appliquer la
question 1 : la fonction f est développable en série entiere de rayon infini.

3.b La fonction f : x — tanx est de classe €°° sur | —7/2, 7 /2[.

On démontre par récurrence qu’il existe une suite de polyndmes P, a coeffi-
cients dans N tels que, pour tout n € N et tout x €]—m/2, w/2[, on ait
f™(x) = P,(tanx).
La propriété est vraie pour n = 0, en prenant Py(X) = X. Si elle est vraie a I’orde n,
alors

FD(x) = (1 + tan® x) P!(tan x) = P,,(tan x)

en posant P, (X) = (1+ XH)P/(X).

Si P, est a coefficients entiers positifs, il en est de méme de P, et donc du produit
(1+X 2)P,:(X ). Il en résulte que P, est aussi a coefficients entiers positifs.

Alors, quelque soit 7, la fonction £ sera positive sur [0, 7/2[, et puisque f est
impaire, on peut appliquer la question 2 : la fonction f est développable en série
entiere de rayon de convergence au moins /2.

Comme f(x) tend vers +oo quand x tend vers 7 /2, le rayon de convergence est
nécessairement inférieur ou égal a 77 /2. Il vaut donc exactement 7 /2.
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Exercice 9.37

Polytechnique MP 2006 +00
Soit I I’ensemble des réels x tels que la série enticre Z Innx" converge. On
note f(x)la somme de cette série. n=1

1) Déterminer [ et étudier la continuité de f.

1 1
2) Onpose a; = —let,pourn > 2,a, = —In <1 — —> — —. Déterminer le
n n

+00
domaine de définition de g : x — Z ax"
n=1
3) Trouver une relation entre f et g.
4) Calculer g(1) et g(—1). En déduire la limite en —1 de f et un équivalent de
f(x) quand x tend vers 1.

1) Pour n > 1, posons b, = Inn, et notons R le rayon de convergence de la série

by, In(n +1 In(1+1
entiere anx". On a alors ||b:|1| = n(lrrlln ) =1+ n(nin/n)
|bu+1|/|bn| converge vers 1/R = 1 d’apres la régle de d’Alembert. Par ailleurs,
lorsque x = =1, la suite (b,x") ne converge pas vers 0 et la série de terme géné-
ral b,x" diverge. Donc I =]—1, 1[. Alors la fonction f est continue sur I.

, et la suite

2) En utilisant le développement limité en 0, In(1 — ) = —u — u’ /2 + o(u?), on
1 1

obtient a, = 22 +o(1/n%) ~ 22 etil en résulte que la suite (|a,11|/|a,|) converge
n n

vers 1/R = 1. Par ailleurs, la série de terme général a,x" converge absolument si

x = £1. Le domaine de définition de g estdonc [ —1, 1].

1
3) En écrivant, pourn > 2, a, =Inn —In(n — 1) — —, on a, lorsque |x| < 1,
n

+00 +00 +oo X"
S _ _ _ n n _ -
glx) = X Zln(n x +Zlnnx Z "
n=2 n=2 n=2
+00 +00 +o0 X"
= —Zlnnx"+1 +Zlnnx” — Z— = —xf(x)+ f(x)+In(1 — x).
n
n=1 n=2 n=1

Donc g(x) =1 —x)f(x)+1In(1 — x).
N
4) Pour obtenir g(1), calculons la somme partielle Sy = Z ay. Il apparait une série

n=1
N N N

1 1
télescopique, Sy = —1 — Z(ln(n —1)—1Inn)— Z —=1InN — Z
n

" .
n=2 k=2 k=1
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N
1
Mais la suite <Z — —InN > converge vers la constante d’Euler y (voir ex. 4.16).
n
k=1
Donc g(1) = —y. Alors lorsque |x| < 1,

g(x) —In(1 — x) In(1 — x) g(x)
fx) = =— 11— 57
1—x 1—x In(1 — x)
et puisque g(x)/ In(1 — x) tend vers 0 quand x tend vers 1, on en déduit que, quand
In(1 —
xtendvers 17 ,ona f(x)~ —M .
N
Pour obtenir g(—1), calculons la somme partielle sy = Z(— D'a,.
n=1
N N (—1y
= 1- Inn —1)—1 -1 —
SN ;m(n ) —Inn)(=1) 2_; .

(l)nl

_ Z(( D" nn — 1) + (— 1)"1nn)+z

n=2

- i(—l)"]nn+2( 1)"lnn+z( l)n :

n=1

— 22( )'Inn— (- In N+Z( l)nl

n=1

Onaen particulier lorsque N = 2p

T 22( 1)”lnn—ln(2p)+z

_ 2--2p) \' 1| Ayt 2yt L1y
B ln[<m) E]+Z LT AP S

n=1 =1

(_ )nl

Mais, en utilisant la formule de Stirling n! ~ (n/e)"v/2nr, on obtient
27 (ply* 27 (p/e)'*Qpm)y?  w

2p(@p)? " @plor@dpm2p) 2
2p (_l)n—l

n

Par ailleurs, la suite ( ) converge vers In2 (voir exercice 9.26). Donc

n=1
. ™ . Lo £z

la suite (s;,) converge vers In 0} +1n2, et puisque la série de terme général a,(—1)"

converge, la suite (s,) converge et a méme limite que la suite (s2,). On a donc

g(=1D) =Inm,

Alors f(x) = g(x) —In(1 — x) . . 8(=1)—In2

I a pour limite ———— =

In

(ST

1
2 2



Intégration
/ sur un intervalle
quelconque

10.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

10.1.1 Fonctions intégrables

Intégrabilité

e Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle / a valeurs réelles
ou complexes. On dit que f est intégrable sur I s’il existe un réel M tel que,

pour tout segment K C I,/ |f(®)|dt < M.
K
e Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur un intervalle / a
valeurs réelles ou complexes.
o Si|f| < |g|surl etsig estintégrable sur /, alors f est intégrable sur /.
o Dans le cas ou I = [a, b[ (b est éventuellement +00)

* sl f=0(g)ousi f = 2(g) et si g est intégrable sur [ alors f I’est aussi
b

* sif ~8 alors f est intégrable sur / si et seulement si g est intégrable sur
I.

e Lorsque f est continue par morceaux sur [a, b[ et positive alors f est intégrable
X
sur [a, b[ si et seulement si la fonction x — / f(t)dt admet une limite finie
a

lorsque x tend vers b.

Remarque

On dispose de résultats semblables sur un intervalle ]a, b]. Les critéres de com-
paraison (0, O et ~) ne sont valables que lorsque I’intervalle est ouvert d’un
seul coté (le comportement de la fonction au voisinage d’une borne ne donne
aucune information sur le comportement au voisinage de I’autre). Si I'intervalle
est du type Ja, b[, il faut étudier séparément I’intégrabilité sur ]a, c] et [c, b[ ou
c est un point quelconque de Ja, bl[.
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Fonctions de référence

. 1 .y . .
e La fonction ¢ — s est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si & < 1.

. 1 . . .
e La fonction ¢ — e est intégrable sur [1, +oo] si et seulement si & > 1.

e La fonction 7 +— e~ “' est intégrable sur [0, +oo] si et seulement si a > 0.
e La fonction ¢ — Int est intégrable sur ]0, 1].

o Sia et b sont des réels tels que a < b alors

o la fonction ¢ +— est intégrable sur ]a, b] si et seulement si & < 1,

)a

o la fonction t —

est intégrable sur [a, b si et seulement si @ < 1.

(b—1)*

CCP MP 2006
V/x sin(1/x?%)

Etudier I’intégrabilité de f : x — In(1 +x)

*
sur R7.

e La fonction f est continue sur R}. On étudie I’intégrabilité sur [1, +oco[ puis sur
10, 1].
Vx 1 B
x—voo x2In(1 + x) x—ro0 x3/2 In(1+x) oo \ X372 done f est
intégrable sur [1, +ool.

V/x sin(1/x?%) B sin(1/x?2)

e Ona f(x) ~ = . On ne dispose pas d’équivalent simple

x Vx

pour sin(1/ x?), on peut en revanche majorer

e Ona f(x)

00/ | e s o

Vx Vx vx

I’est également et donc f est intégrable

N

sin(1/x?%)
Vx

est intégrable sur ]0, 1], x —

sur 10, 1].

. . Inx|?
Déterminer les valeurs de « et 8 pour lesquelles la fonction f : x — | |

(I —x)*
est intégrable sur |0, 1[.

La fonction f est continue sur ]0, 1[. On étudie I’intégrabilité sur ]0, 1 /2] puis sur

[1/2, 1.
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Ona f(x) ~ |Inx|? = o (1/4/x) (car v/x|Inx|? tend vers 0 lorsque x tend vers

0, par croissances comparées si 8 > 0, directement sinon), donc f est intégrable sur

0,1/2]. De pl b — 17 !
10.1/2).De plus, | F] ~ [0 = 75
[1/2, 1] sietseulementsia — B < 1.

La fonction f est intégrable sur ]0, 1[ si et seulement si « — 8 < 1.

Mines-Ponts MP 2006

5 donc f est donc intégrable sur

Etudier I'intégrabilité sur |1, +oo[ de f : x ”67”[;
xe —

en fonction des para-

metres réels a et S.

La fonction f est continue sur ]1,+oo[, sauf lorque @ = 0 puisque dans ce cas f
n’est pas définie.

e On commence par chercher un équivalent simple de f au voisinage de 1. En posant
x = 1+ h, on obtient alors

h |
|(1+h)® — 1B h—o* |ah|B ~ |a|BhB-1’

f+h)=

d’ou f(X)x:l |a‘:8(x — 1).3_1’

B—1<1soit B < 2.
e Il faut faire attention lors de la recherche d’un équivalent en +oo car x*
n’a pas le méme comportement suivant le signe de a@. Si @« > 0, alors

donc f est intégrable sur ]|1,2] si et seulement si

X 1 . .
f(x) ~ — = ———, et donc f est intégrable sur [2,+00[ si et seule-
x—+o00 x B xaB-1
ment si a8 > 2. Danslecasa < O,ona f(x) ~ x donc f n’estpas intégrable
X —+00

sur [2, +o0l.

Finalement f est intégrable sur ]1, +oc[ si et seulementsia > 0, 8 < 2et B > 2/a.

Le résultat de ’exercice suivant n’est pas au programme, mais il est fortement
conseillé de I’avoir étudié et de retenir les méthodes employées.

Exercice 10.4

Intégrales de Bertrand

Etudier ’intégrabilité de la fonction f : x — ———— sur [2,+00[ puis
x| Inx|B

10, 1/2] en fonction des réels « et .
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e Intégrabilité sur [2,+c0[ : I'idée est de se dire que le comportement prin-

cipal de la fonction pour I'intégrabilité est celui de — sauf au cas limite
X

d’intégrabilité, lorsque &« = 1. Plus précisément, par croissances comparées,
1 | .
———— = 0 (—)sia < a.Sion peut trouver un tel @’ avec o’ > 1, on
x| Inx|#  x—+oo x@
obtient I'intégrabilité de f sur [2,+oo[. C’est possible lorsque e > 1. Dans le cas
1—a

ola < l,onaxf(x) = de limite infinie lorsque x tend vers +co. Ainsi

(Inx)A
f(x) = 1/x pour x suffisamment grand, donc f n’est pas intégrable sur [2, +ool.
1 Inx)!=#
Dans le cas ol @ = 1, f(x) = —(Inx)"? et f est la dérivée de x — (rllx)IB
X _

lorsque B # 1 et celle de x — In|Inx|si B = 1. La fonction f est positive et elle
est intégrable sur [2, +00[ si et seulement si une primitive de f sur [2, +oo[ admet
une limite finie en +c0. Cela ne sera le cas que lorsque 1 — 8 < 0 soit 8 > 1.
Conclusion : la fonction f est intégrable sur [2, +o0[ si et seulement si (@ > 1)
oubien(@=1letB > 1).

o Intégrabilité sur ]0, 1 /2] : le raisonnement est similaire. La différence provient du
fait que x — 1/x est intégrable sur ]0, 1/2] si et seulement si a < 1.

. . / . , .
—Sia < 1, pour tout &’ > a, llr% x% f(x) = 0 par croissances comparées et si on
X —
1

xgo(x""
ce qui donne I’intégrabilité de f sur ]0, 1/2].

— Si @ = 1, avec des primitives semblables (attention aux valeurs absolues) et le
méme raisonnement que dans la premiére situation, f est intégrable sur 10, 1/2] si
et seulement si 8 > 1.

— Si a > 1, alors xf(x) tend vers +oo lorsque x tend vers 0, f(x) > 1/x au
voisinage de 0 et f n’est pas intégrable sur 0, 1/2].

Conclusion : la fonction f est intégrable sur ]0, 1/2] si et seulement si @ < 1 ou
biena=1letg > 1.

Exercice 10.5

Soient a > O et f € €O([1,+oo[, R}).

choisit o’ € ]a, 1[, alors f(x) = ) avec x +— intégrable sur 10, 1/2]

xo'

+00
1) On suppose que f est intégrable sur [1,+oo[. On pose R(x) = f@)dt
X
f e e J ()
pour x > 1. Etudier I’intégrabilité de x — R sur [1, +ool.
X a

X
2) On suppose que f n’est pas intégrable sur [1, +oco[. On pose S(x) = / f@)dt
1

J(x)
S(x)«

pour x > 1. Etudier I’intégrabilité de x —

sur [2, +oo].
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1) On commence par quelques propriétés importantes de R. Pour tout x > 0,

+00 X
R(x) = f@®)de — / f(#)dt, ce qui permet de montrer que R est de classe
1 1
€' sur [1,+00[, de dérivée — f et que lim R(x) = 0. De plus, R est strictement
X —+00

f(x)

R(x)*
signe fixe et I’étude de I’intégrabilité équivaut a ’existence d’une limite finie

positive sur [1,+oco[ et f est également positive, donc g : x — est de
X

pour x +— / g(t)dt lorsque x tend vers +00. Soit X > 1, comme R’ = — f, on
1

obtient
B R(x)!—«
(I -

[~ In(R(x)]] sia=1

X
Xf(x)dx— ]1 sia # 1

P RO

Puisque lim R(x) = 0, I'intégrale considérée admet une limite finie lorsque
X—+00

x tend vers +oo si et seulement si 1 — a > 0 c’est-a-dire @ < 1. Finalement

fx)

R(x)*

2) La fonction S est une fonction de classe €' sur [1,400[, de dérivée f, nulle en

0, strictement positive sur ]1,+oo[, ce qui justifie ’existence et la continuité de

L J®
8a : GO

— est intégrable sur [1, +o0] si et seulement si & < 1.

sur [2,+o0[, et de limite infinie en +oo. Une primitive de g,

sur [2, +oo[ est sia # letlnS si @ = 1. Comme dans la premiere

1
(1 — a)Se—1
question, on montre que g, est intégrable sur [2, +oo] si et seulement si & > 1.

10.1.2 Intégrales convergentes

e Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,b[ (b éventuellement
infini).
b X
o Onditque I’'intégrale / f(t)dt converge lorsque la fonction x +— / f@)dt
a a
admet une limite finie lorsque x tend vers b (par valeurs inférieures), sinon
on dit que I’intégrale diverge.
b
o Si f estintégrable sur [a, b[ alors I’intégrale / f(t)dt est convergente. La
a

réciproque est fausse (voir exercice suivant).

e On a une définition similaire lorsque f est continue par morceaux sur la, b]
(avec a fini ou non).
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b
e Lorsque f est continue par morceaux sur Ja, b[, on dit que / f(t)dt converge
a

lorsque, pour un réel ¢ quelconque dans Ja, b[, les intégrales / f@)dt et
a

b
/ f(t)dt convergent.

Exercice 10.6

. *° sint sint
Soit @ > 0, montrer que —— dt est convergente et que f, : f — —— est
T 1@

intégrable sur [1, +o0] si et seulement si @ > 1.
Indication de la rédaction : on pourra minorer | sin | par sin®z.

sin ¢

1 . 1 _y
e On a pour tout ¢ > 0, S o La fonction ¢ — s est intégrable sur [1, +oo[

+00
lorsque @ > 1. Donc f, est intégrable sur [1, +oo[ et / fa(t)dt converge.
1

e Si @ €]0,1]. Soit X > 1. En intégrant par parties, on obtient

X . X X X
sint cost cost cos X cost
dt:[——} —«a ——dt =cos1 — —« dt
1 1o 1 1 ! toz+1 X« 1 ta+1

) L, cost .
Puisque a + 1 > 1, on montre comme précédemment que ¢ — pry est intégrable

cost
ta+l

b
sur [1,+o0[. La fonction X + / dt admet une limite finie lorsque X
1

X .
. cos sint }
tend vers +oo. Il en est de méme pour t / —a dt, ce qui donne la
1

+00 s
sin ¢
convergence de / —dt.
1 e
. .2
sin t sin” ¢ 1 — cos(2t .
Pour + > 1, | T | > a = t“( ). On montre comme ci-dessus

+00 +00
cos(2¢ dt . o
que / ti )dt est convergente. Comme / Ta diverge, l'intégrale
1

1
J/
1

Remarque

sin ¢

ta

dt diverge.

¢ sin(Bt)

+00 t
On montre de méme que / %;8) dt

1
converge si @ > Oet B8 # 0.

dt converge si @ > 0 et /
1



% Chap. 10. Intégration sur un intervalle quelconque

Lorsqu’on veut étudier la convergence de / f(t)dt, al’aide d’une intégration
par parties, on peut souvent exprimer / f(t)dt comme la somme d’une fonction

X
admettant une limite finie en b et d’une intégrale / g(t)dt ou g est intégrable
a

sur [a, b[. Cette expression montre que / f(t)dt converge mais ne prouve pas

que f estintégrable sur [a, b|.

Exercice 10.7
+00

Soit f : [1,+oo[— R continue. Montrer que si f()dt converge, alors

1
+00
/ f( ) dt converge.
1

f@)

Dans le cas ot f est intégrable sur [1,+o0o[, la majoration I—' < | f(2)| pour

t > 1 permet de conclure. Sinon on revient a la définition de la convergence. Appe-

lons F la primitive de f sur [1,+oo[ qui s’annule en 1 : Vx € [1,+00[, on a
+00

X

Fx) = / f(t)dt. La convergence de f(t)dr signifie, par définition, que
1 1

F admet une limite finie en +oo. Pour tout x > 1, par intégration par parties sur

[1, x] (Ies fonctions sont bien de classe & ! sur ce segment),

/x f(t)dt: F(x)_F(1)+/ F(t)d
1 ! 1P

X 1

De plus F est continue sur [1, +oo[ et admet une limite finie en +0o0 donc F est bornée

F
sur [1,+o00[. Notons M un majorant de | F| sur [1,+oo[. Ainsi lim ) =0, et
X—+00 X

t M F(t
pour toutt € [1,+oc0[, on a t(z) S 7 Donc t — % est intégrable sur [1, +o0],
Iintégrale / %dl est donc convergente et finalement, le admet
1 1

+00Md
t

une limite finie lorsque x tend vers +co. Tout cela signifie bien que

1
10 4y [0
t 1

converge. On obtient, de plus,

1 12
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+00
La convergence de f(¢)dt n’apporte aucune information sur le comporte-

1
ment de f au voisinage de I’infini (limite, équivalent ou domination, voir exer-
cice 10.20, page 260). Dans les exercices théoriques, il est fréquent d’interpréter
la convergence de I’'intégrale comme 1’existence d’une limite finie d’une primitive

de f.

10.1.3 Calcul d"intégrales

Méthode de calcul

Pour déterminer la valeur de / f,onpeut calculer I'intégrale de f sur un segment

1
inclus dans / en déterminant une primitive de f, par exemple par intégration par
parties ou par changement de variable.

Exercice 10.8

d’aprés Centrale PC 2006
oo 1
* I = _—
On pose pour n € N*, [, /o T2y dx

1) Justifier I’existence de 1,,.

2) Déterminer une relation de récurrence entre I, et I,,,; et en déduire la valeur
de I, a I’aide de factorielles.

Soitn € N*.

1) La fonction f,, définie sur R* par f,(x) = est continue sur [0, +oo] et

IR
(14 x2)n

fu(x) ~ l/xz”. Orx — 1/x2" est intégrable sur [1, +oo[ donc f 1’est aussi et
X —+00

par continuité, f est intégrable sur R*.

1
2) Soit A > 0. Les fonctions x — x et x — ﬁ sont de classe €' sur [0, A],
X n
ainsi
/A dx A /A 2nx?
_— = —— ¢ ———dx
o (1+x2)7 a+ A2)" o (+ xz)n+1

- (1+A2)” (/ (1+x2)” /(1+x2)n+l>’
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en écrivant x> = x>+ 1 — 1. Lorsque A tend vers +o0, toutes les limites existent,

et on obtient I, = 2n(l, — I,41) soit I, = I,. Cela permet d’écrire

2n —3 2n—5
/I = — L =1
" 2n—22n—4 IkHI
_ 2n—-22n-32n1—-42n-5 4321 I
 2n—-22m—-22—42n—4 4422

2n — 2)! P

On vérifie que I; = lim Arctan A = 77/2.
A—+00

Remarque
e On fera attention, lors du calcul a ne pas écrire de fausses égalités comme, par

A
exemple, I, :/ fu(x)dx.
0

¢ En effectuant le changement de variable x = tan¢, on montre que I, est I’inté-

/2
grale de Wallis / cos™ 2t dt.
0

Exercice 10.9

CCP MP 2006
In(1 — x2)

Soit f la fonction définie pour x € ]0, 1[ par f(x) = 5— Montrer que f
X

est intégrable sur ]0, 1[ et déterminer la valeur de / fx)dx.
0

2
e La fonction f est continue sur ]JO,1[. On a f(x) No—); = —1, ainsi f est
x—0 X
prolongeable par continuité en 0 et donc intégrable sur ]0,1/2]. Par ailleurs,
f(x) ~ In((1 — x)(1 + x)) = In(1 — x) + In(1 + x) ~ In(1 — x). La fonction
xX— x—
t — Int est intégrable sur ]0, 1 /2], donc par symétrie, f est intégrable sur [1/2, 1[.
Donc f est intégrable sur ]O, 1[.

e Soit 0 < a < b < 1. En intégrant par parties, on obtient

b 1 booh oy
/0f(x)dx [—;ln(l—xz)]a—/a mdx

B 1n(1—b)+1n(1+b)+ln(1—a2) b 2 J
- b a _/a ST
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2 1 1

- d
A0l +x) 1—x T+x 0%

Par ailleurs,

b
2
/a oo @ =+ —In(+a) = (n( =5) = Inl = a)).

On regroupe les termes qui ont une limite infinie :

b
/f(x)dx = (—@+ln(l—b)>

. <_ln(1b+ b)  In(l —a”)

In(1 — b) _ (b—11In(1 —b)

+In(1 +a) — In(1 +b) — In(1 — a)>

Orin(1—-b)—

lorsque b tend vers 1. Finalement, en faisant tendre a vers O et b vers 1, on obtient

tend vers O par croissances comparées

1
/ fx)dx=—In2+04+0—-In2-0=—-21In2.
0

Changement de variable

Si f est une fonction intégrable sur un intervalle / et si ¢ est une bijection de
classe €' de J sur I, alors

(f o @) ¢’ est intégrable sur J et /f:/fogo|go’|.
I J

Exercice 10.10

D’aprés Navale MP 2006
b

1
1

On considere, pour a et b réels, U'intégrale I(a, b) = / x4 <ln —> dx.
0 X

1) Montrer que cette intégrale existe si et seulement sia > —letbh > —1. On
supposera ces conditions réalisées par la suite.

+00
2) Montrer que I(a,b) = / e @D b gy — 1(0,b).
0

(a + )b+

3) Montrer que pour n € N*, on a I(0,n) = nI(0,n — 1) et en déduire la valeur
de I(a,n)poura > —letn € N.

1) La fonction f : x — x%(—1In x)b est continue sur ]0, 1[. Le plus simple est le
comportement au voisinage de 1, puisque f(x) ~ 1.(1— x)b, etx — (1 —x)b est
X—
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intégrable sur [1/2, 1] si et seulement si b > —1. L’étude en 0 est plus difficile,
on peut se reporter a I’exercice 10.4, page 242, sur les intégrales de Bertrand pour

montrer que f est intégrable sur ]0, 1/2] si et seulement sia > —1 ousia = —1
eth < —1.

En conclusion f est intégrable sur ]O, 1] si et seulementsia > —letb > —1
(dans le cas a = —1 les deux conditions, » < —1 et b > —1, obtenues pour

chacune des bornes sont simultanément impossibles).

2) Puique f est intégrable sur ]0O, 1[ et que la fonction u — e~ " est une bijection de
classe €' de 10, +oof sur 0, 1[,

0 +00
R R R O
* 0

o0
qui est le premier résultat demandé. On effectue alors le changement t = (a + 1)u
(t — t/(a + 1) est bijective et de classe "' de R* sur lui-méme), on obtient

+00 t b dl, 1 +00
I(a,b) = ( ) ! = / tPe™" dt,
@5) /0 a+1) ¢ a+l (a+ 1+ ), ¢

1(0, b).

et ainsi I(a, b) = W
a

A A
3) Soitn € N*et A > 0, / t"e 'dt = [—t"e"]g +n/ t"le" dt, ce qui
0 0

donne la relation 1(0,n) = nlI(0,n — 1) par passage a la limite. Par récurrence,

+00
on montre alors que 1(0,n) = n!1(0,0) avec 1(0,0) = / e 'dt = 1et, pour
0

n!
a>—letn € N, I(a,n) = m
Exercice 10.11
TPE MP 2006
Soita > 0. Calculer / A
o l+asin“x

Indication de la rédaction : on utilisera le changement de variable r = tan x.

Le changement de variable proposé ne convient pas sur [0, 7], il faut changer I’in-

. . . 1 . .
tervalle d’intégration. La fonction f : x +— T2 asitx est définie et continue sur
+asin”“x

/2
R. f est également paire et de période 7. Ainsi I = 2 / f(x)dx. On peut expri-
0

mer sin® x assez facilement a I’aide de tan® x puisque sin’x = cos’ x tan® x soit

. tan’x . ..
sin“x = ————six € [0, 77/2[. La fonction ¢ : ¢ — Arctant est une bijec-
1 +tan® x

tion de classe €' de [0, +oo[ sur [0, 77/2[ et f est intégrable sur [0, 7 /2] donc sur
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[0, 77 /2[ ce qui permet d’effectuer le changement de variable dans I’intégrale

1 = 2/+OO ! ! dt—2/+oo ! dt
- o l+al1+27 T ) 1+(a+1)?

1+¢
2 +oo 1
= 1/ > ; dt.
at+ljo 17+ 3

. . 1 t o 1 :
En utilisant le fait que # — — Arctan — est une primitive sur R de 7 +— ——— si
a a ?+a

+00
T .
a # 0 et que par conséquent, / ———dt = 5—sia > 0, on obtient
0o "ta 2a

_ 2 77'\/a+1_ T
Ca+l 2 Va+1l

Remarque

e Le changement de variable 1 = tan(x/2) aurait été valable sur [0, 77[ mais les
calculs sont alors plus longs et compliqués.

o Afin d’effectuer le changement de variable x = tant, on a transformé une inté-
grale définie (sur le segment [0, 77/2]) en une intégrale sur un intervalle ouvert
(ici [0, 7 /2[). Cette transformation est 1égitime puisque si f est continue sur un
segment [a, b], alors elle est intégrable sur les intervalles [a, b], [a, b[, ]a, b] et
la, b[ et les différentes intégrales ont méme valeur.

10.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 10.12

Centrale MP 2006
Soit f une fonction continue de R* dans R*.

1) Si f est intégrable sur R et admet une limite en +o0o, que peut-on dire de
cette limite ?

2) On suppose f décroissante et intégrable sur R*.

Montrer que f(f) = o <l>

t—+00 t

1) Si f admet une limite ¢ strictement positive, alors f(x) ~ £ et la fonction
X—+00

x — £ n’est pas intégable sur R,, donc f non plus. Si f tend vers +oo alors il
existe A > 0 tel que pour tout x > A, f(x) > 1 et f n’est pas intégrable. Donc
si f admet une limite en +oo et si f est intégrable sur R*, alors f tend vers 0
en +0oo.
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2) On doit faire apparaitre un terme sous la forme #f(¢). Pour cela, on encadre

t
Iintégrale / f(u)du (la longeur de I'intervalle va faire apparaitre le facteur
t/2

t
t). La décroissance de f donne fwydu > (t — t/2)f(t), c’est-a-dire
t/2
t

0<tf(r) <2 f () du. 1l reste a montrer que ce terme tend vers O lorsque ¢
t/2
tend vers +oo. Pour cela on peut écrire

t t t/2
f(u)du:/ f(u)du—/ fw)du.
/2 0 0

+00
Les deux intégrales admettent pour limite f(u)du lorsque ¢ tend vers +oo

0
(intégrabilité de f) et la différence admet donc une limite nulle lorsque # tend vers
+00.

Exercice 10.13

Mines-Ponts MP 2006
+00
Apres avoir justifié I’existence de I’intégrale / Py dt,lacalculer al’aide
0 a

d’un changement de variable simple (a est un réel strictement positif).

) Int P .
e La fonction f : t — po est définie et continue sur R}.
a

Int
D’une part, f(¢) Non—2 donc f est intégrable sur ]0,1], d’autre part,
t—0 a

Int 1
f@) ~ 2_ <t37> donc f est intégrable sur [1, +oo].

1—+00 12 t—+00
e On pourrait penser en premier a faire une intégration par parties, mais la nouvelle
intégrale est aussi difficile a calculer. On pense alors a un changement de variable.
On le cherche de sorte que les bornes ne soient pas changées, et que le quotient
reste sous la méme forme. On effectue le changement ¢ = a® /u, possible puisque
f est intégrable sur R} et u ~— a”/u est une bijection R} sur lui méme, de classe
%"'. On obtient

I:/+°° 21m2dt:/° In(a’/u) (_a_i) du:/+°°2ln2a—12nudw
0 t“+a +00 (l ) u 0 a“+u
— +a

2

u
Cela donne finalement

mlna

+0 9] 1 A
21 —/ na du = 2Ina) lim [ Arctan E] =
0 a 0

a?+u? A—>+00 a a
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Exercice 10.14

TPE MP 06

" th(3x) — th
Existence et calcul de / thGx) — thx dx.
0 X
th(3x) — thx
La fonction f : x +— thGx) — thx est définie et continue sur R}. La fonction
X

th est croissante sur R et puisque 3x > x si x > 0, f est a valeurs strictement
positives. Il suffit donc de montrer que I’intégrale converge pour montrer en méme
temps ’intégrabilité de f sur ]0, +oo[. Soit 0 < a < b.

b b b 3b b
th3 th th th
/ f(x)dx:/ X dx — —xdx:/ —”du—/ 22X ax,
a a X a X 3a u a X

en effectuant le changement linéaire # = 3x dans la premiere intégrale. Il vient alors

b 3a 3b
th th
/ f(x)dx:/ —xdx—/ thx
a a X b X

Par croissance de la fonction tangente hyperbolique et de I’intégrale,

3a 3a 3a
| th 1
th(a) / —dx < /  dx < th(3a) / ~dx,

X

3a
th
ce qui donne I’encadrement th(a).In3 < / Y < th(3a).1n3. Lorsque a
X
a

3a
. thx
tend vers 0O, tha et th3a tendent vers O et par encadrement, hrr(l) —dx = 0.
a— a X

3b
A . . thx
Le méme encadrement avec b qui tend vers +oo donne bhm —dx = In3.
—+00 X
b

+00

. . . th(3x) — thx

Finalement les deux limites existent et / L
0 X

dx =1In3.

Remarque

Beaucoup d’exercices sont construits sur ce modele. On applique une méthode
semblable a celle de I’exercice précédent pour calculer les intégrales de fonctions
flax) — f(bx)

X

du type x —

Exercice 10.15

Polytechnique-ESPCI PC 2005

1) Montrer que les fonctions ¢ — Insint et + — Incost sont intégrables sur
10, 77 /2[. On appelle alors I et J la valeur de ces intégrales. Montrer que
I =1.
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2) Trouver une relation entre 1 + J et I.
3) En déduire la valeur de [ et de J.

1) La fonction f : ¢ — Insint est continue sur ]0, 77 /2]. La fonction f tend vers
—o0 lorsque ¢ tend vers 0. Pour ¢ proche de 0, on a sint = ¢ + o(¢) = t(1 + o(1))
et f(t) =Int+In(1+o0(1)) =Inr + o(1) donc f(¢) Nolnt. Par ailleurs, ¢ — Int

r—

est continue et intégrable sur ]0, 77/2]. Donc par comparaison, f est intégrable
sur ]0, 77 /2]. Puisque cosu = sin(7/2 — u), on va appliquer le changement de
variable t = /2 — u dans la premiére intégrale. ¢ : u — /2 — u est une
bijection de classe €' de [0, ar/2[ sur ]0,7/2] et f est intégable sur ]0, 77 /2]
donc u — f(@(u)).¢'(u) = — In(cos u) est intégrable sur [0, 77 /2[ avec

/2 0 /2
/ Insint dt = —/ In(cosu)du = / In(cos u) du
0 0

7/2
c’est-a-dire I = J.

2) D’une part [ + J = 21, et d’autre part

/2 /2 in2¢
I+J = / ln(sintcost)dt:/ ln(Sln )dt
0 0

2
/2 /2
= / ln(sin2t)dt—/ In2d:t.
0 0

Puisque u — u/2 est une bijection de classe €' de 0, 7] sur 0, 77 /2], on peut
appliquer le changement ¢ = u /2 dans la premiére intégrale, ce qui donne

/2 1 T 1 T
/ In(sin 2¢t) dt = —/ In(sinu)du = = [ I +/ In(sinu)du | .
0 2 Jo 2 )2

On peut appliquer le changement de variable u = 7 — ¢ dans I’intégrale restante

” 1
a/‘M@mwu:LHMWmH+J:4M%lhﬂzl—zm2
) 2 2 2

3) Conclusion: I = J = —% In 2.

Exercice 10.16

Centrale MP 2006, Mines-Ponts MP 2007

1) Montrer que pour x > 0, on peut définir

+00 - +00
mm:/ %ﬁmamn:/ ALY

t
+0o0

+00
2) Montrer que les deux intégrales / filx)dx et f2(x)dx sont conver-
0 0
gentes et calculer ces intégrales.
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1) se reporter a I’exercice 10.6, page 245.
+00 2 X o
sint sint .
2) Pour x > 0,ona fi(x) = / — dt — / — dt. Ainsi fi est de classe ¢
1 1
N , sinx .
sur R} et pour tout x > 0, f(x) = ——— (cela montre également que f; est de
X
limite nulle en +00). Le fait de connaitre f| permet de réaliser une intégration par
parties. Si 0 < a < b, on obtient

sin x

b b
/ fi(x)dx = [xfl(x)]Z+/ x——dx = [xf1(x) — cosx]2.

On doit donc étudier plus précisément le comportement de f] au voisinage de 0
et +00, afin de déterminer la limite de x f1(x) aux deux bornes.

. sin ¢ .. .
e La fonction gy : t — - admet une limite finie en 0, elle se prolonge par

continuité en 0, donc cette fonction est intégrable sur ]0, 1] et f; admet une
limite finie en 0. Ainsi lir% afi(a) =0.
a—

¢ Pour x grand, on détermine un développement asymptotique de f;. Soit A > x,

A A A

sSin ¢ cost Ccost
[ = [ [ty
.t t Jx .t

+00
. COS X cost
ce qui donne lorsque A tend vers +oo, fi(x) = — / 7 dt. De
X X

plus

T cost oo 1
/ 7 d t‘ < / o dt = —. Cependant comme on doit étudier la
X
X X

limite en +00 de x f (x), cette majoration n’est pas assez précise. On integre par
parties une autre fois, ce qui donne

cosx  sinx *° gint
2
X

13

filx) =

X x2

* gint
2 3
¥ t

1
nir fi(x) = co;x + O <—) Le calcul initial donne

X —+400 X2

. 1 .
Comme précédemment, on obtient < —3. ce qui permet d’obte-
X

b
/ fix)dx = bfi(b) — afi(a) — cosb + cosa

b—+o0 b b—+c0 b
de limite nulle lorsque b tend vers +co. Finalement, en passant aux limites, on
obtient

1 1
avec lin%cosa—afl(a):letbfl(b)—cosb:cosb+ 0 <—>—cosb: 0 <—>

+00

fikx)dx = 1.
0
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i 1
¢ On montre de la méme manicre que f>(x) = oy + O ( 2) La diffi-
X X

X—+00

) cost . L
culté est en O puisque ¢ — - n’est pas intégrable sur ]0, 1]. On écrit

COS t COS t
Fax) = / /
1
COSt

. 1 , . ! cost
Puisque T et on s’attend a ce que — dt se comporte comme

r—
1
1
Iintégrale / ;dt = —Inx de limite infinie. On étudie la différence

1

cost — 1 . cost — 1 .
/ fdt. La fonction & : t — — est continue sur ]0, 1] et
X

admet une limite nulle en 0 donc se prolonge par continuité en 0. Ainsi

1 1
) cost — 1 cost — 1
hm/ cost — 1 t:/ cost =1,
x—0 J, t 0 t

1
et puisque / ; — dt tend vers +oc lorsque x tend vers 0, on obtient f(x) ot Inx.

Ensuite, pour 0 < a < b,
b b
/ Fi0)dx = b)-afi@)~ [ 30 dx = bfs(o)-apiars | cosxdx

1
Avec afs(a) ~ —alna delimite nulle en 0, bf>(b) = —sinb+ O <—> et
a—0 b—too \ b
+00

b
/ cos x dx = sinb — sina, on obtient fHx)dx =0.

0
Exercice 10.17

CCP MP 2005
oo . ' sinx
Etudier la convergence de I’intégrale —— X dx.
0o /X —sinx
. sin x L. , ) .
Soit f(x) = On commence par étudier le dénominateur. Si x > 1,

VX —sinx’

sinx <1<+/x.Six €]0, 1], 0nasinx <x <+/x. Ainsi, pour tout x >0, sinx <+/x,

et f est définie et continue sur 0, +oo[. De plus sin x X = o(v/x), ce qui donne
X —>

f (x) ™ 7 = /x. f est donc intégrable sur ]0, 1]. En revanche pour x grand,
sin x sin x
impl t ~ t d fixe. C —
on a simplement f (x)x—>+oo NG qui n’est pas de signe fixe. Comme x — Jx

n’est pas intégrable sur [1, +oo[, on ne peut pas conclure par I’absolue convergence.
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On effectue alors un développement asymptotique au voisinage de +oo :

sin x B sin x 1 _sinx 1+smx 0()
VX —sinx Vao o sinx X VX
N3
. )
sinx sin”x
= Ve + e + O( 3/2)

On décompose ainsi f (x) en une somme de trois fonctions, f = f1 + f> + f3 avec
. 2

X 1
filx) = \/— s folx) = et f3(x) = f(x) — filx) = folx) = O(W)' f3 est
+00 +00
intégrable sur [1, +oo[ et f3(x) dx converge. De plus fi1(x)dx converge
1 1
+00
et fa(x) dx diverge. Au final, I’intégrale étudiée est divergente.

1

Exercice 10.18

D’aprés plusieurs concours

1) Soit f continue, décroissante et intégrable sur ]O, 1]. Montrer que

s t5r ()= o

2) En déduire que Vnl o~ E.
n—+oo @
n—1 1

3) Dét li .
) Déterminer lim Z O

1) On ne peut bien entendu pas directement appliquer le résultat sur les sommes
de Riemann puisque la fonction f n’est pas continue sur le segment [0, 1]. On va

donc encadrer la somme par des intégrales. Soitn € N* etk € [1,n — 1]. Puisque
k k+1

f est décroissante sur[— ——],ona
n
k+1—k k+1 (k+D)/n k+1—k k
A )</ f@dt < — f(=).
n n k/n n n

En sommant ces inégalités pour k allant de 1 & n — 1, on obtient

k+1 ok
s / fode < 23 f5,
Z ,;1 p
c’est-a-dire

1<~ &k 12 %
;kzzgﬂ;m f(t)dt ;;f(;)-

1/n
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1 1
De plus, pour tout ¢ € ]0, —], f est minorée par f(—) et f estintégrable sur ]0, 1],
n n

1 l/n
on a donc également — f(—) < f(@)dt. Cela permet d’obtenir, en ajoutant
n n 0

1k :
a I’inégalité précédente, — E f(=) < / f(@)dt. On a également
n n 0
k=1

n n—1 1
1 ko1 k (1) &)
I =I5 e DS [ pane 20
ni="n ni="n n 1/n n
ce qui donne finalement I’encadrement

n

1 k
f(t)dt f() ; f(;) /f(t)dt
1/n =1
1

f estintégrable sur ]0, 1] donc la limite lorsque n tend vers +oo de f(@)dtest
1/n

/ f(t)dt et f(1)/n tend vers 0. Par encadrement, on obtient le résultat demandé.
0

n

2) Pourn € N*, onnote u, = ——.On a
n

Inu, = % <k211nk) ~Inn = % (kzlln (5)) :

La fonction f : x — —Inx est continue, décroissante et intégrable sur ]0, 1]. La

1
question précédente entraine lim —Inu, = — / Inx dx, c’est-a-dire
n—+oo 0
lim Iny, = hm [xInx —x]l =—1.
n—+00 —0

. 0 n
Finalement lim u, =e™ ', ce quidonne vn! ~ —.
n—+00 n—+oo @

n—1

| « k
3) Pourn € Navecn > 2, on définit v, = Z Onavn = - Zf <>
k=1 VY k(n o i n

1
ol f(x) = \/ﬁ La fonction f est continue sur ]0, 1[, décroissante sur

10, 1/2] puis croissante sur [1/2, 1[. On généralise le résultat de la premiére ques-
tion pour des fonctions monotones et intégrables sur des intervalles ]a, b] ou [a, b[
(a et b réels). On sépare la somme en deux sommes, I’une ot I’indice k varie de 1
a E(n/2) et ’autre ou ’indice k prend les autres valeurs. On obtient alors

1/2

1 1
. d
lim v, = 0 F@)dt + l/zf(t)dt_/o ==
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On peut calculer I’intégrale de différentes facons : soit de facon usuelle, en écri-

1 . . . .
vant t(1 — 1) = 1 (r — 5)2 et en intégrant a I’aide de la fonction arcsinus,

soit en utilisant le résultat de I’exercice 17.10, page 424, qui donne la valeur
11
B(E’ E) = I'(1/2)*/T(1) = (v/m)?, soit encore a 1’aide d’un logiciel de calcul

formel.

10.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 10.19

CCP MP 2006

Soit f € €°(R*,R) décroissante et de limite nulle en +0o. Prouver 1’ existence
de

+o0

f()sintdt.
0

(n+1)m
On pourra étudier la série de terme général a, = / f(t)sint dt.
n

o

¢ On étudie, comme conseillé, 1a série de terme général a,,. Par translation, pour tout
neN,

a, = /” fu+nm)sin(u+nm)du = (—1)" /# Su+nm)sin(u) du.
0 0

On note b, = (—1)"a,. Pour tout n € N, le terme b, est positif et la série Z a,

est donc une série alternée. Il reste a étudier la décroissante vers O de (b,) pour
pouvoir appliquer le critére spécial des séries alternées. Puisque f est décroissante
et positive sur R, pourtoutu € [0, 7], fu+(n+1)7) < f(n+ D7) < f(u+nm),
et puisque sinu > 0 sur [0, 7], on obtient,

0< / flw+@m+Dm)sin(u)du < / f((n+ 1)) sin(u) du
0 0
< / fu+n)sin(u) du,
0
c’est-a-dire 0 < b4+ < by. On a également b, < / f(nm)sin(u)du = 2 f(nm)
0

donc (b,,) est une suite décroissante vers 0. En conclusion Z(— 1)"b, converge.

X
¢ On doit maintenant étudier la limite de / f(t)sint dt lorsque x tend vers +00. On
0

va s’approcher de la série étudiée précédemment. Soit x > 0, il existe un unique
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N(x) € Ntel que N(x)7 < x < (N(x)+ 1)7. Plus précisément, N(x) = E(x/m).

X 7TN(x)
/ f(@)sintdr — / f(t)sint dt
0 0

/x f()sint dt

7N (x)

[ sl
TN (x)

< (0 =7N@)|f(mN(x)|
< @[ f(mN()|

Puisque lim N(x) = +o0, la différence précédente tend vers O lorsque x tend
X—+00

N

vers +00 et
x N(x)

+00
lim t)sintdt = lim a, = an.
dim [ rosinsa = tim S0, =3 e
n=0 n=0
L’intégrale est donc convergente.

Exercice 10.20

Centrale MP 2006
Soit a € R. On définit, pour x € R*, f,(x) =

X

W et pour n S N,

(n+1)m
un(a): / fa(t)dt-

ks

1) Montrer que f, est intégrable sur R* si et seulement si la série Zun(a)
converge.

2) Trouver les valeurs de a pour lesquelles f;, est intégrale sur R*.

3) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles la série Z(— 1)"u, (a) converge.

N

(N+)m
1) On note Sy = Zun(a) = / fa(x)dx. Puisque f, est positive, f, est
n=0 0

X
intégrable sur R* si et seulement si / fa(t) dt admet une limite finie lorsque x
0

X
tend vers +oo. Comme la fonction x +— / f.(t)dt est croissante sur R*, elle
0

admet une limite finie ou infinie en +co. Enfin Sy admet la méme limite. Ainsi f,
est intégrable sur R* si et seulement si Z u,(a) converge (on aurait également
pu procéder par encadrement de 1’intégrale).
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2) On va donc étudier la nature de la série. Par un changement de variable t = n7+u

(translation),

T eu+n7r
u,(a) = - du.
n(@) /0 1 + | sin(u)|eaw+nm)

On encadre au mieux cette intégrale.
nwm

Poura < 0,sin € N*, u,(a) > / %du = ge"”, de limite infinie. La
0

série est divergente. On suppose dans la suite que a > 0. On peut commencer par
majorer | sin u| par 1, cela donne

un(a) > / _
0

1+ ea(u+n77)

T
s [ ¢ g T -ann
= 0 1 + ea((r+D)m) 1 4+ ea((+D)m) 400 eam :

Cela permet de montrer que Z u,(a) diverge grossierement si 1 —a > 0 soit
a < 1. On s’intéresse a une majoration de u,(a). On peut déja écrire

1

w
0 < up(a) < eHm ——du.
S un@) o 1+e"7sinu

. 2 ) . N PR N ™
Cette intégrale n’est pas simple a calculer. Par symétrie par rapport & —,

2
o 1 /2 1
o l+e*7sinu o 1+e™ sinu

Afin de majorer cette intégrale, on doit minorer sin u#. Par concavité de la fonction
. . 2u
sinus sur [0, 77 /2], on montre que sinu > — si u € [0,7/2] (c’est pour cette
T

raison qu’on a réduit I’intervalle d’intégration). On obtient alors

/2 1 (n+ymr 29N
e e ar
up(a) < 26(”“)”/ sgarr— A = In(1 + —=).
0 1+ eﬂ. u eanm 2
(n+1)mr
Ce dernier terme vaut ———— In(1 +e"T)  ~  anm?e™ ' " Puisquea > 1,
e n—+00

on a obtenu le terme général d’une série convergente (il est négligeable devant
1/n?), ce qui donne la convergence de la série a termes positifs Z u,(a). Finale-

ment Z u,(a) converge si et seulement si a > 1.

3) Sia < 1, uy(a) ne tend pas vers 0. Sia > 1, |(—=1)"un(@)] = un(a) et > u,(a)

converge. Donc Z(—l)"un(a) converge si et seulement sia > 1.
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Exercice 10.21

Polytechnique MP 2005
Soit f € €°(R, R) intégrable sur R. On pose

JR*—= R
§: X —  f(x—1/x)

Montrer que g est intégrable sur R* et R} et que

0 +00 +00
/ () dx + / cydr= [ feydr.
0

— 00 — 00

Ry —R

1
/ _ L ..
X e x—1/x .Pourtoutx>0,gol(x)—l+x2>0.A1ns1gol

e Soit ¢ : {

est un %' -difféomorphisme de R} dans ¢;(R*) = R. De méme ¢, : x + x — 1 /x
est un %' -difféomorphisme de R* dans R. De plus, soit y € R. L’équation

y+/y2+4
2

¢1(x) = y est équivalente a x> —yx—1=0ce qui donne x =

y+/y*+4

> . Le méme calcul

et puisque x doit &tre positif, on obtient gol_l(y) =

—Vyr+4

donne ¢;1(y) — 7 5

e Soit K un segment de R}. On a

/ 1800 dx = / f (@1 ()] dx = / @l ) du,
K K o(K)

1
avec (¢ ) (u) = 5(1+ ). Comme pour toutu > 0,ona0 < (¢ ') (1) < 1,

u

Vu?+4

on obtient / lg(x)|dx < / |fw)|du < /\f(u)]du. Par définition, g
K o(K) R

est intégrable sur R}. On refait le méme calcul sur les segments de R* avec

1
(go;l)’(u) = 5(1 — ) dont les valeurs sont dans [0, 1].

u
Vu?+4
e Le fait d’avoir g intégrable sur R* et R} ainsi que les deux €' -difféomorphismes

@1 et ¢ permet de réaliser le changement de variable dans les intégrales, ce qui

donne
0 1 +00 y
/;Oo g(x)dx = 5 . f(l/l) (1 — ﬁ) du

ainsi que

+00 1 [+ y
/(; g(X)dXZE - f(u) <1+\/ﬁ> du

En ajoutant, on obtient I’égalité demandée.
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Exercice 10.22

Polytechnique MP 2006
Soit f : R* — R continue telle que f2 soit intégrable sur R*. Soit g la fonction

1
définie sur R* par g(0) = O et g(x) = — / f(@)dt si x > 0. Montrer que g est
X Jo

continue sur R*, de carré intégrable sur R et

/ b gX(t)dr < 4 - () dr.
0

0

X
e Notons F : x — / f(t)dt, primitive sur R* de f qui s’annule en 0. g est
0

F(x) _ F(x)— F(0)
N x—0
classe €' sur RY, liII(l) g'(x) = F'(0) = £(0). Donc g est continue sur R*.

continue sur R} et pour x > 0, on a g(x) = . F étant de

e On va chercher a intégrer par parties / g% On doit dériver g et g n’est de classe

¢! que sur ]0, +oo[ (en général). On se donne donc 0 < a < b,

b b
| gwan =gl - [ 2sgwan.
Or, pourt > 0, g'(t) = @ — m etrg'(t) = f(t) — Q = f(t) — g(t).Cela

donne

b b
/ St dt = bg’(b) — ag(a) +2 / 20 (g(t) — F(1)) di

a

ce qui donne,

b b
/ g2 (t)dt = ag*(a) — bg*(b) +2 / fgt)dt.

Toutes les fonctions de la variable a qui apparaissent sont continues en 0, on peut
alors passer a la limite lorsque a tend vers 0, ce qui donne, pour tout » > 0,

b b
/ g (tydt = —bgib)+2 / f(t)g(t)dt
0 0

b b b
2 / f(r)g(z)dz<2\/ / fz(t)dt\/ / 2.
0 0 0

ce qui donne, en élevant au carré

b 2 b b
(/ g2(t)dt) <4 (/ fz(t)dt> (/ gz(t)dt> .
0 0 0
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Le cas ou g est la fonction nulle donne bien le résultat souhaité. Dans le cas

b
contraire, il existe B tel que pour tout b > B, / g*(t)dt > 0. En divisant par
0

b
/ gz(t) dt, on obtient alors pour b > B
0

+00

b b
/ gi()dr < 4 / fHr)dr < 4 F(t)d:r.
0 0

0

g étant positive, cela donne 1’existence d’une limite lorsque b tend vers +0o pour
b
/ gz(t) dt ainsi que
0

+00

/ g2()dr < 4 YROY12
0

0



Théoreme de convergence
dominée et applications \

11.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

11.1.1 Théoréme de convergence dominée

Soit ( f,,)nen une suite de fonctions continues par morceaux sur un intervalle / de
R. Si:

(@) (f) converge simplement vers une fonction f sur /,

(i) la fonction f est continue par morceaux sur /,

(iii) il existe ¢ continue par morceaux et intégrable sur / telle que

Vx € I,Vn € N, | f,(x)| < o(x),

n—+0oo

alors f est intégrable sur 7 et lim fr(x)dx = / f(x)dx.
1 I

Remarque
¢ Bien entendu, on peut utiliser une suite de fonctions définie seulement a partir
d’un certain rang ny € N.

e [’hypothese de domination est fondamentale et ne peut pas €tre remplacée,
par exemple par une hypothése de convergence uniforme (voir exercice 11.4,
page 268).

e [’hypotheése de domination entraine que chaque fonction f,, est intégrable
sur I.

CCP PSI 2005

Pour n € N*, soit la fonction f,, définie sur R* par f,(x) =

sin(nx)
1 +nx+x2%
1) Montrer que pour tout n € N*, la fonction f, est intégrable sur R*.

+00

2) Déterminer la limite de ( fn(x) dx)

0 n>1
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1) La fonction f, est continue sur [0, +oo[ et pour tout x > 0, | f,(x)] < 222
x

Puisque ¢ : x — 5 estintégrable sur [0, +oo[, f, I'est également.

1+x

2) Les hypotheses de continuité et de domination ont été obtenues dans la ques-
tion précédente. Il reste a étudier la convergence simple de la suite de fonc-

1
tions. Si x > 0, |f,(x)] < -~ et 1ir+n fu(x) = 0.Six =0, f,(00 =0

pour tout n € N*. Donc (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur

[0, +ool, fonction continue sur R*. Le théoréme de convergence dominée donne
+00

lim frn(x)dx = 0.

n—+00

CCP PSI 2005
OO 14

0 NI+t

déterminer la limite de la suite (1,,).

On définit pour n > 2,1, = dt. Prouver I'existence de I, et

1+ .
o La fonction

Vi+t

Soit n un entier supérieur a 2 et f,, définie sur R} par f, (1) =

fn est continue sur ]0, +00l.
On étudie la limite simple de cette suite de fonctions :

. . 1

e sit €0, 1[ alors nE{LnOO fa(t) = 77

e sit = lalors f,(1) = 1pourtoutn > 2et lim f,(¢)=1,
n—+o0o

t
e sit > lalors f,(t) ~ prs et lim f,(t) =0.
n o0 n—+o00

—+

Donc f, converge simplement sur R} vers la fonction f définie par

1 .
F) = W six €]0,1]
0 six > 1

La fonction f est continue par morceaux.
Il reste 2 dominer cette suite de fonctions. Il est clair que la majoration de | f,,(x)| va
étre différente suivant que x € ]0,1Joux > 1. Soitn > 2 :
2x" 2 2
<

esix > 1, ‘fn(x)| < x2n - x_” = ;

e six €]0,1], | fu(x)] < %
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11.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation @

2 2
Soit ¢ définie par ¢(x) = — six > let p(x) = —= six € ]0, 1]. La fonction ¢ est
x Vx
continue sur R}, intégrable sur ]0, 1] et [1, +oo[ donc sur R}, et pour tout n > 2 et
x >0, | f(x)] < @(x). On peut appliquer le théoréme de convergence dominée et

) B +00 B ldx B 1_
ngglool,,_/o f(x)dx—/o N 2vx], =2

Quelques pistes pour trouver une bonne fonction qui domine

La réponse n’est pas toujours simple mais on peut donner quelques idées géné-
rales.

e On commence par détecter les facteurs indépendants de 7, on les factorise et on

ne cherche surtout pas a les majorer pour simplifier 1’écriture (par exemple en
1 1

e par o on crée un probléme d’intégrabilité au voisinage de 0).
¢ Si la limite simple fait apparaitre plusieurs intervalles, on peut chercher une
domination sur chacun des intervalles (1’ écriture d’une fonction dominante peut
faire apparaitre plusieurs intervalles).

majorant

o Il reste & majorer les termes qui dépendent de n. Plusieurs méthodes sont pos-
sibles : majoration directe (par exemple | sinnu| par |nu| ou par 1), minoration
d’un terme positif par 0 (au dénominateur), étude de la suite ou d’une fonction

L . 1
associée (en remplacant n par une variable ¢ dans R), encadrement de — entre
n
letO..

CCP PSI et MP 2007
Soit f € €°(R*,R) bornée et telle que f(0) # 0. Déterminer un équivalent en
+00

I’infini de I, = fe " dt.
0

Pour n € N*, on considere la fonction f,, définie sur R* par f,(t) = f(t)e ™. On
note M un majorant de | f| sur R*. Pour toutn € N* et € R*, | f(t)e™"'| < Me™".
Comme la fonction ¢ +— e~ est continue et intégrable sur R*, pour tout n € N*, la
fonction f, est continue et intégrable sur R*. Cela permet de justifier I’existence de
I, pour tout n € N*. De plus ( f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur R}.
L’ application du théoréme de convergence dominée donne seulement lim 7, = 0.

n—+oo
Pour déterminer un équivalent de 7,,, on effectue le changement de variable linéaire
u — u/n dans I,, ce qui est possible puisque la fonction f, est intégrable sur R™.
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) 1 [ u _ u

On obtient I, = —/ f (—) e "du. La fonction g, : u — f(—)e " est défi-
n Jo n n

nie et continue sur R*. La suite de fonctions (g,),en+ converge simplement sur

R*, vers la fonction continue g : u — f(0)e ", et pour tout n € N* et tout

u>0,|g,(u)] < Me™". Le théoreme de convergence dominée entraine
+00

lim gn(u)du = f(O)/ ooe_” du = f(0).
0 0

n—+00

0
Puisque f(0) # 0, on obtient I, ~ 24 ).

n—+oo n
Exercice 11.4

(PSI)

n,—t

Soit n € N. On définit la fonction f, sur R* par f,(¢) =

n!

1) Etudier la convergence simple puis uniforme de la suite de fonctions ( f,). On
note f = lim f,.

n—+oo

+00

+00
2) Comparer lim / fa()dt et f@)dt.
n—+oo 0 0
3) Que peut-on en conclure ?
lJ’l
1) Pour tout 1 € R*, la suite numérique <'> converge vers 0. La suite de fon-
n!
tions (f,) converge simplement sur R* vers la fonction nulle. La fonction f,

—t
e
est de classe €' sur R* et, pour tout ¢+ € R*, ona f/(t1) = (n — )" ' —

L’étude des variations de f,, donne, pour tout n € N, un maximum pour f, valant

fu(n) = " e' . La fonction f, est positive, si bien que
n!
ne™" 1 L
| falloo R = (formule de Stirling).

~Y
n! n—+00 \/2mn

La suite de fonctions ( f;,) converge uniformément sur R*.

+00 1" 1
2) Pour tout n € N, on a fu(t)dt = (n-:- ) = 1 (voir exercice 12.9
+o<(>) +00
page 298), donc lim fu(t)dt = 1. En revanche f@®)dt = 0.
n—+o0o 0 0

3) La convergence uniforme sur R* n’est pas suffisante pour permuter limite et inté-
grale.
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11.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation @

11.1.2 Permutation série-intégrale

Théoréme d'intégration terme a terme

Soit (f,)nen une suite de fonctions définies et continues par morceaux sur un
intervalle 7. Si
(i) 1a série de fonctions Z fn converge simplement sur /,
+00
(ii) la fonction S = Z [ est continue par morceaux sur /,

n=0

(iii) pour toutn € N, f, est intégrable sur /,
(iv) la série numérique Z / | fu(2)| dt converge,
I

+00
alors S est intégrable sur [ et / S)dt = Z/fn(t)dt.
I e

Remarque
— La dernieére hypothese du théoréeme précédent est fondamentale (voir exercice
11.9, page 273)

— La convergence normale uniforme de la série de fonctions E fn n’est ni

nécessaire, ni suffisante pour permuter somme et intégrale sur un intervalle non
borné.

Pour n € N*, on définit la fonction f, sur R} par f,(x) =

n+n?x?
+00
1) Montrer que Z fn converge simplement sur R}. On note S = Z Ja-
n=1
2) Montrer que S est continue sur R}.
+00 T +00 1
3) Montrer que S est intégrable sur R} et /0 S@)dt = > nz::l YR

. 1 ‘. L.
1) Soitx > 0.0na f,(x) ~ —— et la série numérique Z Jfn(x) converge. La
n—+oo N2x
série de fonctions Z fn converge simplement sur R}.
2) Pour tout n € N*, la fonction f, est décroissante et positive sur R}. Cela donne

1 .
| full oo,z = p et Z fn ne converge pas normalement sur R}. Soit a > 0. Pour
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tout x > a, on a |f,(x)| < fu(a). Puisque Z fu(a) converge, la série Z fn
converge normalement sur [a,+oco[. Chacune des fonctions f, est continue sur
R}, donc S est continue sur tout intervalle [a,+oo[ ot @ > 0. Finalement S est
continue sur R}.

3) Soit n € N*. La fonction f;, est continue sur [0, +oo[, et pour A > 0, on a

A A A
/ | fu0)| dt = / Fdt = L / L= Y arctan(A ).
0 0 n2 0 t2 + % n2

+o0

) +00 T . 1
On obtlent/O | fu(®)| dt = ; fu)dt = 27 La série Z P converge.

Le théoreme d’intégration terme a terme donne d’une part I’intégrabilité de S sur

+00 T +o0 1
R, et d’autre part/o S)dt = 2 2} peyih
n=

Navale PC 2005, TPE MP 2006

le™" est intégrable sur ]0, +o0[ si et seulement si x > 0.

+00
On note alors I'(x) = / *le7" dt.
0

1) Montrer que ¢ +— ¢~

1 +00

—(n+)t

2) Montrer que, pour t > 0, 1 E 0 e .
—

e Fx+1
3) En déduire que pour tout x > 0, / 1 t = Z M
0

el —

1

1) Soit x € R et h, la fonction définie sur ]0, +oo[ par h,(t) = t*~ e~". La fonction

. . 1
h, est continue sur R}. Par croissances comparées, on a h,(t) = o <t_2 , et
t—+00

1

h, est intégrable sur [1,+oo[. De plus, &, (f) ~ *Vett — ! est intégrable
—

sur ]0, 1] si et seulement si x — 1 > —1. Finalement #, est intégrable sur ]0, +oo[
si et seulement si x > 0.
11 1 X

1 +00

2) Sit > 0,alors e '] < 1et = = e M = e~ Dt
) el el —1 el']l —e! et ‘ Zo
n— =

3) Pour tout n € N, la fonction f, : t — e~ DI ast continue, positive et inté-

grable sur [0, +0o[ (méme démonstration que dans la premiere question). La série
+0o0 x

Z Jfn converge simplement sur 0, +oo[, et pour tout ¢ > 0, Z fu() =
n=0

el —1°
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1) On appelle f, la fonction définie sur [1,+oo[ par f,(x) = e

11.2 Exercices d’entrainement @

+00
La fonction § = Z fn est continue sur ]0, +oo[. Pourn € N,
n=0

+00 +00 e ) d
" 0 0 n+1 n+1

car u — u/(n+1) est bijective et de classe "' de R* vers R et f, est une fonction
intégrable sur R}, ce qui autorise le changement de variable. On obtient

+00 1

1
(n+ 1))“rl

too yx F'(x+1
terme a terme entraine /0 o 1 dt = Z (’;cx = +1) Z “(n+ 1)x+1

n=1

Comme x + 1 > 1, la série Z converge. Le théoreme d’intégration

Dans ce genre d’exercices (transformation d’une intégrale en la somme d’une
série), I’idée est de décomposer 1’une des fonctions a 1’aide d’une série de fonc-
tions. On est souvent amené a utiliser un développement en série entiere d’une
fonction. Fréquemment, on utilise la somme de la série géométrique ou celle de
la série exponentielle.

11.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 11.7

CCP PSI 2006, Mines-Ponts PC 2007, MP 2006
+00
Pour n € N*, on pose I, = / e dx.
1
1) Quelle est la limite de 1,, ?

N 1 +00 ,—y
2) A l’aide d’un changement de variable, montrer que [, ~ — / €’ dy.
1

n—+o0o N

=" On étudie la

convergence simple de cette suite de fonctions :

Jim h == 557

La suite de fonctions (f,,) converge simplement sur [1,+oo[ vers f, fonction
continue par morceaux sur [1,+oo[. De plus, pour tout x > 1 et pour tout
n>1l,onax" > xet0 < f(x) < e *. Donc, pour tout x € [1,+o0] et
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pour tout n € N*, |f,(x)] < e *. Comme la fonction x +— e~ est conti-

nue et intégrable sur [1,+oo[, le théoréme de convergence dominée implique

+00
lim I, = f@)ydet =0.
n—+oo 1
2) D’apres ce qui vient d’étre montré, la fonction f;, est continue et intégrable sur
[1,+oo[. L’application ¢ : u +— u'/" est une bijection de [1, +oo[ sur [1, +ool, de

+0o 1 +00 el
classe €', donc I, = Ze iyt gy = — ul/n du.
1 n nJji u

e—u

On pose pour u > 1, g,(u) = ul/n
u

. Puisque u'/" = ¢/ on a, pour

—u

e
. De plus, pour tout # > 1 et tout n € N*, on
u

tout u > 1, lim g,(u) =
n—+00

—u

e . N
algnw)| < u = e “etu r— e " estintégrable sur [1,+oo[. Le théoreme

+00 +00 —u
de convergence dominée entraine lim gn(uw)du = du. Cette
n—+oo 1 1 u

derniere intégrale est non nulle (intégrale d’une fonction continue, positive, non

1 +00 —u
identiquement nulle sur [1,+o0[), d’ou [, ~ — / ¢ du.
1

n—+oo n u
Exercice 11.8

CCP PSI 2006
2t

1) Montrer que pour tout ¢ € [0, 77/2], ona — < sinz.
o

2) On pose, pourn > 1,

n
(1 _ sin f) sixef0,
Ja(x) = n . n77'2
0 si x> >

+00
Déterminer la limite des suites ( f;,(x)) et ( Jn(x) dx) .
0

1) La fonction sinus est concave sur [0, 77/2]. La corde qui passe par les points (0, 0)
et (7/2,1) d’équation y = %x est sous la courbe représentative de sinus (sur
[0, 7r/2]) et pour tout ¢ € [0, 77 /2], on asint > %

2) Soitx € Rfetn € N*.Sin < 2 alors f,(x) = 0.Sin > 2_x, on a
x/n € [0,7/2[ donc 1 — sin(x/n) > 0,77(-1’01‘1 7

Ju(x) = <1 — sin %)n = exp <n In(1 — sin ;—C)) .
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11.2 Exercices d’entrainement @

. . LX
Puisque lim sin — = 0, on a lorsque n tend vers +oo,
n—+oo n

. X . X X R .
nln <1 —sm—) ~ —nsin —~—n— = —x (méme si x = 0).
n n n

La continuité de la fonction exponentielle sur R entraine lim f,(x) = e™* = f(x).
n—+oo

La suite (f;;) converge simplement vers une fonction continue f sur R,.

Déterminons une fonction intégrable sur R* et indépendante de n qui domine la

suite de fonctions (f;,) : Vx € [0, %[, x/n € [0,7/2[ et —sin(x/n) € ] — 1,0].

On a également In(1 +u) <usiu > —1.D’ou

0 < fu(x) < exp (n(— sin f)) < exp (n(—z—")> = exp (—2—x> -
n ni

w

2
On note alors ¢(x) = exp <__x> pour x > 0.0na0 < f,(x) < o(x) si
o

ni _ . ) ni
x € [0, 7] d’apres ce qu’on vient de montrer, mais également si x > BN

puisqu’alors f,(x) = 0. Ainsi Vx € R*,Vn € N* | f,(x)] < ¢(x). Comme la
fonction ¢ est continue et intégrable sur R*, le théoréme de convergence dominée
implique

+00 nw /2

n +00
lim fu(x)dx = lim <1 — sin )—C) dx = / e tdx =1.
0

n—+o0o J n—+oo Jq n

o [l est assez fréquent d’avoir une suite de fonctions non nulles sur un segment
dont les bornes dépendent de n et nulles ailleurs. Il faut faire attention lors de
I’étude de la convergence simple : on fixe x dans I’intervalle complet d’étude,
on justifie que pour n assez grand, ce x se situe dans I’intervalle ol f, est non
nulle et on utilise ainsi la bonne valeur pour f,(x).

o Lorsque la définition de la fonction f,, fait apparaitre des intervalles dépendant
de n, on fera attention a ce que la limite simple ne soit pas définie sur des
intervalles qui dépendent encore de n, ce qui n’aurait pas de sens. La méme
remarque est valable pour la fonction qui domine : elle ne doit pas €tre définie
sur des intervalles qui dépendent de 7.

Pour tout n € N*, on définit la fonction f, sur R par f,(x) = e ™" — 2¢ 2",

1) Montrer que Z fn converge simplement sur R} et déterminer sa somme f.

2) Montrer que pour tout n € N*, f, est intégrable sur ]0, +oo[ et que f I’est
également.
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+00

3) Calculer fu(t)dt et/ - | fu()| dt
0 0

4) Comparer/ f@)dt etZ/ fa(t)dt.
0 = Jo

5) Que peut-on conclure ?

1) On voit apparaitre deux séries géométriques de raisons e ™ et e =2*. Pour x > 0,
ces raisons sont dans ]0, 1[, et les deux séries convergent. On obtient alors

+00 +00 +00 —x —2x
_ —n —2nx __ e e
DSy = Y e =2 e = s — 2
n=1 n=1 n=1
1 2 er+1)—2 1

1 &1 (& —De+l) l+e

2) La fonction x +— e~ “* est intégrable sur R* pour a > 0. Donc f, est intégrable
sur R* sin € N*. La fonction f est continue sur R* et f(x) ~ e " donc f est
X

—+00

intégrable sur R*.
3) Soitn € N*. On a d’une part,

+0o0

+ S

T et S )
n 2n 0 n 2n

fn®)dt = lim {—
0 A—+00

. . . In2 . .
d’autre part, on vérifie que f,(x) > O si et seulement si x > —. Ainsi
n

+oo In2/n 00
/ | @] dt = / (Ze_z"" — e_”x) dx +/ (e_"x — 2e_2"") dx
0 0 1

n2/n

[e—nx - e—2nx]:)n2/" +% [e—an - e—nx}::;/n

—In2 _ —2In2\ _ L
(6 e )—2n

SN S|

+00 +00
4) On déduit de la question précédente que Z / fu(t)dt = 0. Par ailleurs,
n=1"0

A A _
d X
on a pour A > 0,/ r / ¢ dx = [—ln(1+e_x)]A, d’ou
o l+e* o l+e™~ 0
+00
f(x)dx =1n2.
0

5) Cela montre d’une part que le théoréeme d’intégration terme a terme ne doit pas

s’appliquer ici mais surtout que 1’hypotheése de convergence de Z / | fu(2)| dt
I

ne peut pas étre remplacée par la convergence de Z / fa(t)dt.
1
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11.2 Exercices d’entrainement @

Exercice 11.10

Mines-Ponts MP 2006

+0o0 n‘

M
I CED)
k=1

Déterminer lim

n—+00

n! 1

Soit f,(x) = —

[To+o  JLa+ %)
k=1 k=1

. . n! _y
e La fonction f, est continue sur R* et f,(x) ~ - Donc f, est intégrable sur
X—+00 X

R* sin > 2. On supposera n > 2 pour la suite.

e Pour x € R}, In f,(x) = — g In(1 + %). Or In(1 + %)k ~ % > 0Oet E %
—+00
k=1

diverge. Donc lim In f,(x) = —oo et lim f,(x) = 0. La suite de fonctions
n—+o0 n—+oo

(fn) converge simplement vers la fonction nulle sur R} (I’étude en O n’est pas
utile, on va appliquer le théoréme de convergence dominée sur |0, +oo[). La limite
simple est continue sur R}.

e Pour dominer cette suite de fonctions, on constate que, pour x € R}, la suite numé-
rique (f,(x)),>2 est décroissante (on divise par des termes plus grands que 1).

—_— X).
(1+x)(1+%) J2(0)
La fonction f; est intégrable sur R} et le théoréme de convergence dominée permet
+00
n!

de conclure lim ——dx =0.
n—+oo O

[[a+o

k=1

Ainsi, pour toutn > 2etpourtoutx > 0,ona0 < f,(x) <

Exercice 11.11

Centrale MP 2006
dx
1+x"

1
On définit pourn € N, I, = /
0

1) Montrer I’existence de I, pour tout n € N et donner la limite ¢ de 1a suite (1,,).

2) Donner un équivalent de /,, — ¢ en I’infini.

"In(1 +1) — (=11
3) Prouver I’existence de J = / dt et montrer que J = Z —
0 ! n=1 n

4) En déduire un développement asymptotique de /,, a trois termes.
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1) La fonction x — est continue sur [0, 1] ce qui donne I’existence de /,,. On

1+ xn
pourrait appliquer le théoréme de convergence dominée pour déterminer la limite

de I,. On peut se contenter d’un simple encadrement. La suite de fonctions qu’on
integre converge simplement vers la fonction constante égale a 1 sur [0, 1[. On étu-

1 1 1 1
d —x" 1
/ a —/ dx / T dx </ x"dx =
0 1+ x" 0 0 1+ xn 0 n+1

Ainsi lim 7, = 1.
1 X"
2) Pourn € Nyonal, — 1 = —/ dx. 1l y aici deux possibilités pour
0

die la différence

n—+oo
1+ x"

déterminer un équivalent. On peut effectuer un changement de variable u = x”"
puis utiliser le théoréme de convergence dominée, ou bien faire une intégration
par parties afin de faire apparaitre le terme principal puis un terme négligeable.
On choisit cette derniere méthode afin de poursuivre le développement dans les
questions suivantes. On a

1 n—1 1 1 1
—/ X dx = — F In(1 +x")} + —/ In(1 + x") dx
o l+x" n 0o nJy
n2 1 [
- ey —/ In(1+x")dx.
n n Jo
1 1 1
L’encadrement 0 < / In(1 +x")dx < / x"dx = 1 montre que le second
0 0 n
In2
terme de la somme est négligeable devant le premier. Donc [, — 1 ~ _n_
n—+o0o n
: In(1 +1¢) ) o
3) Lafonction g : t — — est continue sur 0, 1] et se prolonge par continuité

en 0 par la valeur 1. On décompose cette fonction a 1’aide d’une série de fonctions.
+o0 +0o0
tn+1 "
Pour tout t € 10, 1[, In(1 +1) = ) (~ ' et g(n) = ;(—1)” ——- Soit,

n=0

lJ’l
pourn € N, u, : t — (—1)"——. Lasérie Z u, converge simplement sur 0, 1[,
n+l

1
. . -
sa somme est la fonction continue g. Pour tout n € N, / u,(t)dt = ﬁ
0 n
et / lu, (1) dt = )2, terme général d’une série convergente. Le théoréme

d 1ntegr ation terme a ter me nous assure que

"In(l+1) (=D (— 1)"*‘
/0 t dt_;(nﬂ)z Z
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1
4) On doit relier / In(1 + x™) dx au calcul précédent. On utilise un changement de
0

variable u = x", ce qui est possible car u +— ul/" est bijective et de classe €' de
10, 1] sur lui-méme et ¢ — In(1 + x") est continue sur [0, 1] donc intégrable sur
10, 1]. On obtient

1 | 1
/ In(1 +x")dx = / In(1 +u) (lulﬂ/n) du — / ln(]l_iT/u)du
0 0 n 0 u n

In(1 + u)

On note alors f, : u — —————
ul=1/n

pour n € N* et u € ]0, 1]. La suite de fonctions

In(1 +
(fn) converge simplement sur |0, 1] vers la fonction f : u +— u et

S| ==

— exp((1 — 1/m)(~ Inu)) < exp(~Inu) = —,

ul=1/n

In(1
puisque u € 0, 1] et —Inu > 0. Donc Yu € 10,1],Vn € N*||g,(u)| < M

) In(1 +u . . PR
La fonction u — g est continue et intégrable sur ]0, 1]. Le théoréme de

u
convergence dominée donne alors

1 1
In(1
lim n/ In(1 +x") dx :/ Ind+w ., .
n—too Jo 0 u
In2 J 1
On obtient finalement 7, = 1 — ns +—<+ o (—2>
n n n—+oo n
Remarque
+0o0 1 77_2
En utilisant la somme S = Zl 7 = T on obtient
+o0 +00
L+(—1)" 2 s . ?
n=1 p:O
Exercice 11.12
Mines-Ponts MP 2006
1 +00 1
Prouver 1’égalité / xFdx = —.
0 n=1 n
= (—xInx)"
Pour tout x € 10,11,x™" = exp(—xIlnx) = 27' On note alors
n:
n=0

(—xInx)"
n!

fn(x) =

pourn € Netx € ]0, 1], fonction qui se prolonge par continuité
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en 0, par la valeur 0 si n # 0 et par la valeur 1 si n = 0. Donc pour toutn € N, f,, est
intégrable sur ]0, 1]. De plus, f, est positive. On évalue I, I’intégrale de f,, sur ]0, 1].
Pour n et p dans N, on définit sur ]0, 1] la fonction f, , par f, ,(x) = x"(—Inx)”.
Elle est continue sur ]0, 1] et se prolonge par continuité par 0 en O lorsque n € N*,
Sin = 0, la fonction x — (—Inx)? est négligeable devant x +— x~1/? lorsque x

1
tend vers 0. Cela justifie I’existence de I, , = / x"(—Inx)? dx sin et p sont des

0
entiers naturels. Soientn € N, p € N* et ¢ € 10, 1[. Alors
1 n+l 1 —1
n X 2 ael (—1nx)?
—1 4 — —1 14 _r +> "7
/8x( nx)’ dx [n+1( nx)} +n+1/8x dx,

X
ce qui, donne lorsque ¢ tend vers 0, I, , =

1

&

p . .
ﬁln, p—1. Une récurrence simple
n! n!

donne alOI'S, pour n & N, In WI,,’O = W

Par conséquent

. i 1
/ fu(@)dt = / | fn(®)| dt = 1)n+l Puisque la série Z D converge

(ona0 < sin > 1)etque Z fn converge simplement vers la

(n+ 1)"+1 S (n+ 1)2
fonction continue sur 10, 1], x — x
terme a terme, ce qui donne

1 +00 1 +00 1
- d = _— = —_
/0 xdx =) (n+ 1! n"
n=0 n—

Centrale MP 2006

¥, on peut appliquer le théoréme d’intégration

Y sur 10, 1 et 1, +ool.

1
1) Prouver I'intégrabilité de f : x — —In
X

2) Déterminer la valeur des deux intégrales.

On va traiter les deux intégrales séparément.

1) On étudie I'intégrabilité sur ]0, 1[. La fonction f est continue sur ]0, 1[. Pour
x € ]0,1[, on a In(1 — x) — In(1 + x) = —2x + o(x) au voisinage de 0 donc
lir% f(x)=—=2.Deplus, f(x) ~ In(1 —x)etx — In(1 — x) estintégrable sur
X —> x—1—

[1/2, 1[. Ainsi f est intégrable sur ]0, 1[.
Afin de calculer la valeur de I’intégrale, on utilise le développement en série
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entiere de u — In(1 +u) sur | — 1, 1[. Pour x € 10, 1[, on a
1 1
_ N r 1 n— 1 _ _ 1 no__ 1)—
f) x( ;} §3 ) ) x(XM ) - 1> )
+00 2p+1 +00 2p
- Z ) 1]~ _22 2x 1
p+ prt p+
X2
On définit u, : x — —22 T fonction continue et intégrable sur [0, 1]. La
14

série de fonctions Zu » converge simplement sur ]0, 1[, et sa somme est la
1 1
2
fonction f. De lus,/ u,(x)|dx = —/ u,(x)dx = ————. Puisque

2 . . N :
E ———— converge, le théoreme d’intégration terme a terme s’applique et
Qp+1)

1 +00 1
/O f(x)dx = —21; T

Remarque
+00 2
- 1 T . . .
En utilisant la somme S = E — = —, on obtient, en séparant termes pairs et

n? 6
n=1

+00 e
. . 1 1
1mpairs, la valeur pzo (ZPT)Z = nEI ﬁ — pgl W =5 - ZS = ?

2) La fonction f est continue sur ]1,+oo[, elle vérifie f(x) ~ In(x — 1) et f est
x—1*

donc intégrable sur ]1,2]. Au voisinage de +o0, on écrit

1 1—1/x 2
f)=—1In oL 2
X 1+1/x ) x—+00 x
ce qui donne I'intégrabilité de f sur [2,+oo[. Pour le calcul, on pourrait s’ins-
pirer de la premiere question et de 1’écriture précédente (avec 1/x) et utiliser le
théoréme d’intégration terme a terme. On peut, plus rapidement, réaliser le chan-

gement de variable x = 1/u. En effet f est intégrable sur ]1,+oo[ et u +— 1/u est
une bijection de classe €' de 10, 1[ sur |1, +oc[. Alors

+00 0 1 1
- —1 1 1 I —u
d = 1 u ——d - _1 d
1 fx)dx /lun< +1>( uz)u /Oun<1+u> u,

1
u

qui est I’intégrale calculée précédemment.
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Méthode

La derniere hypothese du théoréeme d’intégration terme a terme sur un intervalle /
peut étre mise en défaut (voir exercice suivant). Dans ce cas, on peut appliquer au
n

moins deux autres méthodes. Pourn € Nett € I, on pose S,(t) = Z ().
k=0
1) On permute d’abord la somme finie et I’'intégrale. On se ramene ainsi a une per-

mutation entre une limite lorsque n tend vers +oc et une intégrale. On applique
alors le théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions (S,,).

2) On écrit S(t) = S, () + R,(t) pourn € Nett € I, puis

/S(t)dt = /Sn(t)dt+/Rn(t)dt.
I I I

On utilise la linéarité de I’intégrale sur la somme finie et on montre que

lim R, (t)dt = 0, par exemple en majorant le reste.
n—+oo I

Exercice 11.14

Mines-Ponts MP 2007
Soit (a,),en une suite croissante de réels strictement positifs, de limite infinie.

Montrer
+o0 +00 +00 (—l)n
(—D"e " dx = .
s 2

n=0

On voit trés bien apparaitre le théoreme d’intégration terme a terme car, si @ > 0,

+00

1

/ e “dt = pr On note alors u,(x) = (—1)"e”** pourn € N.
0

e la série Z u, est une série de fonctions continues et intégrables sur R* (puisque
a, > 0).

—an

e la série numérique E u,(0) diverge. Pour x > 0, la suite (e~ “*) est décrois-
sante vers 0, donc d’apres le critere spécial pour les séries alternées, la série numé-

rique E u,(x) converge. Ainsi g u, converge simplement sur R}. On note S sa

somme.
e On doit prouver que S est continue sur R}. Pour n € N, [Ju,[/co,r: = 1 et, si
A > 0, |[tnlcofasoof = € “*. On n’a donc pas, en général, convergence nor-

male, ni sur R}, ni sur les intervalles [A, +oo[. On note R, le reste d’ordre n de
la série de fonctions. On sait que, pour tout x > 0, |R,(x)| < e “*'*. Ainsi,
pour tout x > 0, on obtient |R,(x)| < 1, ce qui ne donne pas la convergence
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—an+1A

uniforme sur R}. En revanche, si A > 0, pour tout x > A, |R,(x)| < e et

| R |l 00,4 +00] < e~®+14_ de limite nulle lorsque n tend vers +0c. La série E u,

étant une série de fonctions continues sur R} qui converge uniformément sur tout
intervalle [A, +oo[ ot A > 0, on en déduit que S est continue sur tout intervalle
[A,+oo[ ot A > 0 donc sur R}.

+0o0
1 L 1
e Pour n € N, / lu,(x)|dx = — et rien indique que E — converge.
0 ay an
Le théoréme d’intégration terme a terme ne s’applique pas. Notons alors
n

Sp(x) = Z uy(x). On applique les deux méthodes décrites précédemment.
k=0

o Par le théoréeme de convergence dominée : la suite de fonctions (S,) converge
simplement vers S sur R}. La fonction S est continue et S, I’est également pour
tout n € N. D’apres le critere spécial pour les séries alternées, on peut majorer
|S,(x)| par son premier terme, ¢’est-a-dire, pour tout n € N, pour tout x > 0,
|S,(x)] < e et x — e~ %" est intégrable sur R}. On peut donc appliquer le
théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions (S,), si bien que

+00 +00 n +00 oo (4,1)k
/ S(t)dt = lim S,(x)dx = lim Z/ w(x)dx =Y .
0 n—+oo [ n—+00 =0 0 k=0

ag

o Par majoration du reste : pour n € N, on note R, = § — S,,. Par différence,
la fonction R, est continue sur R}. Le critere spécial permet de majorer | R, (x)|
par |u,.1(x)|, ce qui donne alors

+00 +00 +00
/ R,(x)dx| < / |R,(x)| dx < / e MY dx =
0 0 0

+00 +o0 +o0
Puisque / Sx)dx — / S,(x)dx = / R,(x)dx, on obtient
0 0 0

Apyl

+00 +00
lim S,(x)dx = / S(x)dx et de nouveau le résultat.
0

n—+o0 0

11.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 11.15

CCP MP 2005
1) Pour p € Netn € N*, calculer ’intégrale

" x—1 t\?
L) = [ 1 (1 _ 7) dt.
0 n

2) Justifier alors que pour x > 0,

, n*n! oo
lim = e " dt.
n—+oo x(x +1)...(x +n) 0
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1) On pourrait étre tenté de développer par la formule du bindme, mais cela donnerait
I’intégrale sous forme d’une somme et cela ne semble pas correspondre a ce qui
est attendu dans la seconde question. On va donc plut6t intégrer par parties afin

. N . . _ 1\? .
de faire apparaitre des produits. La fonction f : 1 — ¥~ <1 — —) est continue
n

sur ]0, n], et puisque f(r) ~ !, la fonction fn est intégrable sur ]0, n] si et
r—

seulement si x > 0. On se donne alors x > 0 ainsi que € > 0 avec ¢ < n (le
théoreme d’intégration par parties nécessite d’avoir des fonctions de classe %'
sur un segment, ce qui n’est pas forcément le cas si x € ]0, 1]). Alors les deux

. 1\?
fonctions ¢ — t* et t +— (1 — —) sont de classe €' sur [, n] et donc
n

" I\P n* n\? & e\?
[ (-0 a = ey ()
e n X n X n
n -1
NP
+ P t (1 — —) dt.
nx J, n
Puisque toutes les intégrales sont convergentes, on peut faire tendre & vers 0, ce

qui donne la relation de récurrence 1, ,(x) = ﬂl,h p—1(x +1). On applique cette
nx

relation plusieurs fois, afin d’obtenir

p p—1 1
I, = — I, +
2 nx n(x+1) x+p—1 o+ p)
n nx+p
avec I, o(x + p) = / Pl dr = . Finalement, on trouve
0 p+x
! In*
1. (6) = - e p—L .
’ nPx(x+1)---(x + p) xx+1)---(x+p)

2) On doit étudier la limite lorsque n tend vers +oo de

n N
In,n(x)z/ 7 (1——) dr.
0 n

On aimerait utiliser le théoréme de convergence dominée mais I’intégration ne se
fait pas sur un intervalle fixe. On utilise alors la méthode qui consiste a prolonger
chaque fonction par O pour avoir un intervalle commun. Plus précisément, on note
fn la fonction définie sur R} par

x—1 r\" :
fn(t):{ ¢ (1—;) si 1€10,n]
0

si t>n

Cette fonction est continue sur ]0, +oo[ (limite nulle en n). Soit ¢ > 0. Pourn < t,
ona f,(t) = 0, mais lorsque n > t, on a, puisqu’alors 1 — ¢ /n > 0,

_x—1 _5 n_ x—1 o
fu) =1 <1 n) =r""exp (nIn(l —1/n))
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et lim nIn(l1 —¢/n) = —t. Donc, pour tout t > 0, lim f,(r) = " 'e™".
n—+oo

n—+00
La suite de fonctions (f,) converge simplement sur R} vers la fonction
fot Tl
Soit n € N*, pour tout ¢ € ]0,n], on a

0< fut) =1"""exp (nIn(1 —t/n)) < t* exp(—nt/n) =t""'e™',

puisque pour tout # > —1, on a l'inégalité In(1 + u) < u (la concavité de
la fonction u — In(1 + u) donne ce résultat). Donc pour tout ¢+ € ]0,n], on
a0 < f,(r) < t*"le”. Cet encadrement est valable si 1 > n puisque alors
f,(t) = 0. Finalement Vn € N*,Vt > 0, |£,(t)] < t*'e™" = @(¢). La fonction
@ est continue et intégrable sur R, car ¢(r) ¥ et o(t) est négligeable devant

1/ 1% lorsque ¢ tend vers +00. Le théoréme de convergence dominée donne

+00 +00

+00
lim fu()dt = ft)dt = / e " dt,
0

n—+oo J 0
avec

+oo nn!

x(x+1)---(x+n)

fut)ydi = / S (1= 1) dr = 1,000 =
0 n

0

On demande parfois un passage a la limite dans une suite d’intégrales, avec un
indice n qui se situe a la fois dans I’intégrale mais aussi dans les bornes de I’inté-
grale, si bien qu’on ne peut pas appliquer le théoréme de convergence dominée.
On prolonge alors les fonctions par 0 afin d’avoir un intervalle commun et ainsi
appliquer, si possible, le théoréme de convergence dominée.

Exercice 11.16

Polytechnique MP 2007, Mines-Ponts MP 2007
2n

A
2l

Soit f(x) = > (=1)"
n=0

1) Déterminer le domaine de définition de f.

2) Déterminer une équation différentielle du second ordre vérifiée par f.
+00

3) Montrer que pour tout x > 1, F(x) = fte dt =

1
0 V1+x2

1) La fonction f est la somme d’une série entiere. On calcule le rayon de conver-
2n

gence de cette série entiere. Soit u,(x) = (—1)" 5
(2"n!)

Six #0etn € N,
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x2

up(x) # 0 et u}::zg) =1 TSk de limite nulle lorsque n tend vers +oo. Le

rayon de convergence est donc infini et f est définie et continue sur R.

2) On peut écrire f(x), f'(x) et f”(x) et essayer de trouver une combinaison

. (2 . . u
entre ces fonctions. Plus généralement, on peut partir du quotient

et
Up
reconstituer les fonctions. On pose u,(x) = a,x*". On a, pour tout n € N,
2

U1 (x) = —(anT)zun(x) c’est-a-dire (2n + 2)%a, x> = —x%a,x*" et pour

x # 0, 2n+2)%a,x*" = —a,x*. On somme ces relations (toujours pour x # 0)
+00

et on reconstitue les fonctions. On a tout d’abord, Z(2n + 2)2an+1x2" = —f(x).
n=0

Pour faire apparaitre f”(x), on décompose (21 +2)> = 2n+2)2n + 1)+ (2n +2)

cela donne
+00 +00
—f() =) @0 +2)Q2n+ Dapax™ + > (21 +2)apx™".

n=0 n=0

En multipliant par x (pour faire apparaitre f’(x) dans la derniere somme),
on obtient finalement —xf(x) = xf”(x) + f'(x), donc f est solution de
xy” +y" +xy = 0 sur R* mais aussi sur R par continuité.

+oo [ 10
—1y
3) Pour x > 1, F(x) = / (Z ((2n 3)2t2"e_”> dt. On définit la fonction v,
0 = (2"n!
—1y
sur R* par v, (t) = =D t*"e¢~*" . La fonction v, est continue sur R*, intégrable
"n!

sur R* (puisque v,(t) = o(1/ tz)) et, a ’aide du changement de variable u = xt,
puis d’intégrations par parties successives, on montre que

/oovn([)dl: (-1 1 /""uZ"e“du:(_1)n (2n)!
0 0

(znn!)z x2n+] (2"n!)2x2”+' '

Pui de signe fi - ar = 2V g
uisque v, est de signe fixe, on a A v ()| dt = T n note a,,

) . Qi 2n+2)2n+1) 2n+1
ce dernier réel. Pour n € N, a, = 2n+ 2 = T Cette

. . 1 ..
suite tend vers 1/ x? lorsque n tend vers +o0o. Puisque ) € 10, 1[, 1a série Z a,
+00

converge. De plus v, converge simplement sur R et la somme v, est la
g p g p +

n=0
fonction continue ¢ — f(x)e ™. Le théoréme d’intégration terme a terme donne
= (2n)! 1
F(x) = Z(— 1)’ ——————. Il reste a prouver que cette somme vaut

(2nn!)2x2n+l” V1+x2

n=0
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Pour x > 1,

1
m \/7 ZB" Z'B" 2n+l

ou By = 1 et, pour n € N*,

(-5 (-3) (-22) -

n! = 1) 2” !

(2n)!

= (1)" e

Bn:

La formule générale est valable pour n = 0. Si x > 1, on trouve la formule
demandée

" 2n)!
Z(_ ) (2"n 1)2 el = F(x).

1+x2



Intégrales dependant

/ d'un parameétre

12.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

Soient A et I deux intervalles de R et une application 4 : { AxI — RouC
(x,t) +—  h(x,t).
Théoréme de continuité : si
(i) pour tout x € A,t — h(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur /
(définition),
(ii) pourtoutt € I,x — h(x,t) est continue sur A (régularité),
(iii) il existe une fonction ¢ définie, continue par morceaux et intégrable sur /
telle que V(x,7) € A x I,|h(x,t)| < ¢(t) (domination),
A — RouC
alors I’application f : N / hix, 1) dt est définie et continue sur A.
I

Théoréme de dérivation : si

(i) pour tout x € A,t — h(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur /
(définition),

(ii) pourtoutt € I,x — h(x,t) estde classe &' sur A (régularité),

... A Oh . y 1
(fiii) pourtout x € A,t — a(x, t) est continue par morceaux et intégrable sur
I,

(iv) il existe une fonction ¢ définie, continue par morceaux et intégrable sur /
Oh
telle que V(x,1) € A x I, |6—(x,t)| < Y(¢) (domination),
x

A — RouC
alors I’application f : N / hix. 1) dt est de classe €' sur A et pour
1

toutx € A, f'(x) = /g—il(x,t)dt.

1

Remarque

o [’intégrabilité dans I’hypothese de définition du théoreme de continuité n’est
pas nécessaire puisqu’elle est conséquence de la domination par une fonc-
tion intégrable. En revanche il ne faut pas oublier de vérifier la continuité
par morceaux. Cependant dans beaucoup d’exercices ou I’intervalle A est a
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déterminer, la premicre hypothese revient exactement a se poser la question
de I’ensemble de définition de f.
e ]I est important de comprendre la double conclusion du théoréme de dériva-

tion. Sous les hypothéses données, la fonction f est de classe €’ et on connait
sa dérivée. Une telle fonction peut-étre de classe %' sans que sa dérivée soit

donnée par f'(x) = /%(x,t)dt.
I 6)6

CCP PSI 2007, CCP PC 2006

1) Etudier I’existence, la continuité et la dérivabilité sur R de

+00
fix }—>/ et cos(xt)dt.
0

2) Déterminer une équation différentielle simple vérifiée par f et en déduire une
valeur simple pour f(x) (on pourra admettre que f(0) = @).

1) On définit h(x,t) = et cos(xt) pour (x,7) € R x R*.

o Existence : soit x € R, la fonction ¢ — h(x, t) est continue sur [0, +oo[. Pour

2 2 2 -
tout 7 € R* ona le™" cos(xt)] < e™" etr+— e " estintégrable sur R* (par

exemple parce qu’elle est négligeable devant ¢ — e~ en +00). Ainsi, pour tout
x € R, t — h(x,r) est intégrable sur R*, ce qui revient a dire que f est définie
sur R.

o Continuité : on applique le théoréme de continuité. Pour toutx € R, ¢t +— h(x,t)
est continue sur R* (et intégrable sur R*) et pour tout € R*, x — h(x,1) est

2
continue sur R. De plus, Vx € R, Vr € R |h(x,1)] < e™" = ¢(1), et ¢ est
continue et intégrable sur R*. Donc f est continue sur R.

e Dérivabilité : 1a fonction ¢ — h(x,t) est continue et intégrable sur R* pour tout

t

2
x € R. Pour tout # € R, la fonction x — e~ cos(xt) est de classe €' sur R,

Oh
avec —(x,1) = —t sin()cz‘)e_’2 et
0x

h
Vx € R,Vt € R*, g—x(x,t) = te"2\ sin(x1)| < te=t = (1),

ol ¢ est continue sur R* et intégrable sur R* (par exemple parce que
1
W= 0 ().

+00
Donc f est de classe €' sur R avec, Vx € R, f'(x) = —/ tsin()ct)e*’2 dt.
0
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Remarque

On peut évidemment se contenter de montrer que f est de classe €', sans établir
d’abord la continuité. Dans ce cas, on ne doit pas oublier de prouver I’intégrabilité
de t — h(x,t) sur R* pour x fixé dans R.

2) La valeur obtenue pour f’(x) nous invite a nous diriger vers une intégration par

. . . o, . , 1 _42 .
parties (on dispose d’une primitive immédiate de ¢ — te™" . Soit x € R. Les

t

2
fonctions u : t — Ee_ et v : t — sin(x7) sont définies et de classe €' sur R*.

Soit A > 0, on peut alors écrire

A > 1 >
1 — —t d = —qi -t
/0 sin(xt) ( te > t [2 sin(xt)e ]

ce qui donne, lorsque A tend vers +oo, f'(x) = —% f(x) pour tout x € R. La

A

A
—f/ cos(xt)e_’zdt7
2 Jo

0

résolution de cette équation différentielle donne

Vx € R, f(x) = f(0)e /4 = @eﬁ/a

Remarques autour de la fonction dominante

On se place dans le cas du théoréeme de continuité (les remarques sont identiques
pour le théoréeme de dérivation).

e La meilleure fonction possible est donnée par ¢;(t) = sup |f(x,1)|, dans le
xXEA

sens ou il n’est pas possible de trouver une fonction inférieure a celle-ci qui
vérifie I’hypothese de domination. Si cette fonction n’est pas intégrable sur /,
alors il est impossible d’appliquer le théoreme de continuité, on peut se tourner
alors vers la domination locale (voir exercice 12.4, page 290 et remarque qui
suit page 292).

¢ Pour trouver une dominante, on peut décomposer f en facteurs et majorer sépa-
rement les facteurs. Lorsqu’un facteur ne dépend pas de la premiére variable
(x avec les notations précédentes), la meilleure solution est de ne surtout pas
chercher a le majorer, cela ne peut que créer des problemes d’intégrabilité sup-

. . 1
plémentaires (par exemple on ne majore pas par ., car cela crée une

1 +1¢2
difficulté d’intégration en O qui n’existait pas avant).

Mines-Ponts MP 2007

Existence et calcul de f(x) = / "
0

o sin(xt)e ™!

dt.



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

12.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation @

Si on peut appliquer le théoréme de dérivation, on pourra alors calculer assez facile-
sin(xt)e™!

+o0
ment f'(x) = / cos(xt)e " dt. Soit h(x,t) = — pour x € Retr > 0.
0
. xt
Pour tout x € R, g, : t — h(x,t) est continue sur R}. g,(7) ~ T T x et g,
—
admet une limite finie en 0. Enfin g,(t) = o (e™"). Ainsi, pour tout x € R, la
t—+00

fonction g, est continue et intégrable sur R} (on montre ainsi la définition de f
sur R). Pour tout r > 0, x — h(x,t) est de classe €' sur R} et pour t > 0O et

< e ' Puisque t +— e’

oh
a(x; t)

est intégrable sur R,, le théoréme de dérivation s’applique et pour tout x € R,

Oh
x €R,ona a—(x,t) = cos(xt)e” " ainsi que
X

+00
fl(x) = / cos(xt)e " dt. On calcule cette intégrale facilement :
0

+00 (1) 1 1
/ :R — +lxtdt :R — X
Fe) e(/o ¢ > e<1+ix> 1+ x2

Puisque f(0) = 0, pour tout x € R, f(x) = Arctan x.

Exercice 12.3

CCP PC 2007

oo Arctan(xt
On pose pour tout x € R, F(x) = fx,t)dtou f(x,t) = &(x).
0 t(1+12)
1) Vérifier que la fonction F est bien définie sur R et impaire.
2) Justifier que F est de classe €' sur [0, +00] et calculer F'(x) pour tout
x € [0, +ool.
3) Exprimer pour tout x € [0, +oo[, F'(x) sans le symbole /

On pourra utiliser sans la démontrer ’identité suivante :
1 1 1 x?
Vx e R\ {—1,1 = — .
¥ ERV-LIL as s s 1x2<1+t2 1+t2x2>
En déduire le calcul de F(x) pour tout x € [0, +oc[, puis pour tout x € R.

2
Arctant
rcan> s,

+00
4) Déduire de ce qui précede la valeur de I’intégrale / (
0

1) Pour montrer que F est bien définie sur R, il suffit de vérifier que pour tout x € R,

Arct t
la fonction fy : t — f(x,t) = %ng)) est intégrable sur ]0, +oo[. Pour tout
t
x € R*,ona f(x,1) ~ XT = x et f, est intégrable sur ]0, 1] car prolongeable
—

/2

par continuité en 0. De plus, pour tout 7 > 0, on a | f(x, )| < P

donc f, est
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intégrable sur [1, +00]. Finalement f, est intégrable sur R} et F est définie sur R.
Comme Arctan est impaire, F' est impaire et il suffit d’étudier F sur [0, +o0].

2) Pour tout ¢ €]0, +ool, I’application x — f(x,t) est de classe €' sur R et on a

1 1
—f(x,t):— Pour tout 7 € R} et tout x € R*, on a < ——
X

0 8—f( 1)
B (1+2x2)(1+12)° ox 1+

Lapplication ¢ — est intégrable sur R*. Le théoréme de dérivation

1 +12
entraine que F est de classe ¥’ sur R et également, pour tout x € R

+00

1

F'(x) = / A1+ 1) dt. Pour tout x € [0,+oo[ et x # 1, en utilisant
0 X

I’identité donnée ainsi que I’intégrabilité sur R* des fonctions qui apparaissent
dans cette identité,

1 - 1
lim [Arctant — x Arctan(x7)]} = Ll o 7

’ . w _ 7
Fe)=1—3z im 21-x2 21+x

Par ailleurs, F’ est continue sur [0,+oo[, donc pour tout x € [0,+oc[, on a
F'(x) =

7 . Sachant que F(0) = 0, on a alors pour tout x € [0, +ool,
2(1 +x)
F(x) = g In(1+x). Puisque F estimpaire,ona F(x) = —F(—x) = —g In(1—x)
lorsque x < 0. Pour tout x € R, on a alors F(x) = signe(x)% In(1 + |x|).

3) En intégrant par parties, on trouve, si A > 0,

2/A Arctantdt: (Arctan t)? A+/A (Arctan 1)? gt
o H(l+1?) t o Jo 12

Arctan ¢

+00 2
Lorsque A tend vers +c0, on obtient / ( ) dt =2F(1) = mIn2.
0

Exercice 12.4

D’aprés plusieurs concours
T Arctan(xt
Soit f la fonction définie par f(x) = / &(f)
0 1+1¢
1) Montrer que f est continue sur R et de classe €' sur I =10, +ool.

2) Déterminer f’ et calculer cette intégrale. On déterminera des constantes a et

0 (Arctan(xt) ) t t

=a + )
1+12 1+ x2¢2

b telles que —
R G S

3) Déterminer la limite de f en +oo.
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Arct t
%t(zx) pour (x,7) € R x R",

1) Pour tout x € R, la fonction t — h(x,t) est continue sur [0,+oo[. Pour
tout + € R*, la fonction x +— h(x,t) est continue sur R. Enfin, pour tout

On note h(x,t) =

1 .
(x,1) € R x R*, on a |h(x,1)| < T3 Comme t +— 1 est une fonction

+12

continue et intégrable sur R*, on en conclut que f est définie et continue sur R.
Oh t

La fonction /4 est de classe €' sur R x R* et —(x,1) = . Le
8x( 1) (1 +x2t2)(1 + %)

meilleur majorant possible de cette dernicre fonction, indépendant de x € R,

est sup

Oh
+eR a()ﬂ t)

peut donc pas appliquer le théoreme de dérivation sur R. On remarque que pour

t t
< ——.Maist —
S l+12 1

s n’est pas intégrable sur R", on ne

. oh t .
x = 0, la fonction ¢ +— 8_(0’ 1) = T2 n’est pas intégrable sur R*. Il est donc
X
impossible d’appliquer le théoréme de dérivation sur un intervalle contenant 0.

On choisit alors a > 0. On a

t

+ _
Vx € [a,+oo[, Vi € R, Ara0+0)

P(t).

Oh
— <

Cette fonction ¢ est intégrable sur R* (continue sur R* et équivalente a

oh
t— 1/(a2t3) lorsque ¢ tend vers +o0). De plus (x,t) — a—(x,t) est conti-
X

nue sur [a, +o0o[ xR*. Donc f est de classe &' sur [a, +o0[ avec, pour tout x > a,

+00
t
fl(x) = /0 T+ 21+ 0 dt. Cette dérivée est valable sur tout intervalle

[a,+ool avec a > 0. Donc f est de classe &' sur R (et donc sur R* par parité).
La fonction f’ est positive sur R* et f est croissante sur R*.

! d
(1 +x22)(1 +12) &
On décompose la fraction rationnelle en éléments simples. Pour x # 1, on obtient

t 1 t x?
(I+x22)(1+12)  1—x21+22 1 —x21+x2%2

+00
2) On a déja montré que pour tout x > 0, ona f'(x) = /
0

Soit A > 0,ona

In(1 +x>A?%)

A
t 1 1
= —  In(l+A%) — ———
/0 (1+x2t2)(1+t2)dt 2(1 — x2) n(l +4% 2(1 — x2)
1 1+ A2
= ln .
2(1 — x2) 1 +x2A2

1 1 In
La limite lorsque A tend vers +oo est TT)) In < ;) =2 _x] . La fonction

1
f" est continue sur R}, donc /(1) = lim flx)= 3
X—
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3) f est croissante, elle admet donc une limite en +oo, finie ou infinie. On la note
¢. Lorsque x devient grand, le terme Arctan(xt) se rapproche de 7 /2 (sauf pour
+00 dt 2
t = 0). Pour tout x > 0, f(x) < g /0 = % On en déduit que la limite
2
£ est finie et £ < % On propose deux méthodes pour déterminerer .

+00 dl,
1+1%

+o° Arctan xt
1412

e Soita > 0. On a f(x) 2/

a

dt > Arctan(ax) /

+00
. . . T dt
Lorsque x tend vers +oo, on obtient la minoration ¢ > — / Cette

2 1+¢%
minoration est valable pour tout a > 0, donc lorsqu’on fait tendre a vers 0, on
2 2
. m . . T
obtient { > —. Finalement lim f(x) = —.
4 X—+00 4

e Puisque f admet une limite finie £ en +00, on a par exemple, lim f(n) = /4.
n—+0o0o

o Arctan(nt) _ Arctan(nt)

continue sur R*, intégrable sur R*, la suite (g,) converge simplement vers
/2

1+¢2

. La fonction g, est

{ —

/2
sur R} et, pour tout n € N et tout t > 0, |g,(t)| < / . La

1 +12
) T/2 . . N )
fonction ¢t — 172 intégrable sur R}, donc le théoreme de convergence domi-

+00 2 2
7/ t:w—:é.
1+172 4

née entraine lim f(n) = /
n—+oo O

domination locale

Lorsqu’on ne parvient pas a appliquer les théorémes de continuité et de dérivabi-
lité sur un intervalle A (les fonctions majorantes obtenues ne sont pas intégrables
sur I’intervalle I), on peut essayer d’utiliser ces théoremes sur les segments inclus
dans A. On prouve alors la continuité ou la dérivabilité sur tout segment inclus
dans A. Cela entraine la méme propriété sur I’union de tous ces segments, c’est-
a-dire sur A.

Remarque

¢ On fera attention a la rédaction dans ce genre de probléemes. On fixe un segment
la,b] C A, on applique le théoréme sur ce segment pour conclure dans un
premier temps que la fonction possede la régularité souhaitée sur le segment,
puis sur A tout entier.

e On peut appliquer la méme méthode sur un intervalle ]Ja, +oo[ en appliquant les
théorémes de continuité ou de dérivabilité sur les intervalles [b, +oo[Cla, +o0l.
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12.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Mines-Ponts MP 2007

Soient f(x) = ( / Tt dt)
0

1) Montrer que f et g sont de classe €' sur R* et déterminer leur dérivée.

2

1 e—x2(1+12)
etg(x):/ ———dt.
0

1+1¢2

2) Montrer que pour toutx > 0,ona f(x) + g(x) = g

+00
3) En déduire I — / e~ dt.
0

1) Onpose f = F>ou F : x — / e~ dt est la primitive s’annulant en 0 de
0

x = ¢~ . La fonction F est de classe €' sur R*. Donc f T’est également, avec
pour tout x > 0, f'(x) = 2F' (x)F(x) = 2¢ ™ / e~ dt.
0

—x2(1+%)

Posons i : (x,t) +— T2 pour (x,t) € R* x [0, 1]. Pour tout x > 0,

t — h(x,t) est continue sur [0, 1] et donc intégrable sur [0, 1]. Pour tout

Oh
t € [0,1], x — h(x,1) est de classe €' sur R avec a—(x,t) — _ye I+
X

Pour (x,t) € R* x [0,1], < 1lett — 1 est continue et inté-

Oh
a_x(-xa t)

grable sur [0, 1]. Donc g est de classe €' sur R* avec, pour tout x > 0,

1 1
g (x) = —2x/ eV ) gp — —2e_x2/ e xdt. Le changement linéaire
0 0
X
2 2
u = xt donne Vx € R*, g'(x) = —2¢* / e " du.
0

2) D’apres les calculs précédents, f + g est de classe €' sur R*, de dérivée nulle. La

1
fonction f+g estdonc constante. Or f(0) = Oet g(0) = / v
0

Pour tout x > 0, f(x)+ g(x) = %

. _ 42 . ’ .
3) La fonction ¢ : t +— e " est intégrable sur R* car ¢ est continue sur R* et

o) = o (e7). Ainsi lim f(x) = I 2. On détermine la limite de g en
t—+00 X—+00
+ + ] e_xz _
2
+00 par encadrement. Pour x > 0,ona 0 < g(x) < / 17 dt = Ze—x .
0

T
= Arctanl = —
rctan )
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. . . m .
Par encadrement, on obtient lim g(x) = 0. En conclusion /> = 1 et puisque
X—+00

Nz

I > 0, on obtient [ = I

Exercice 12.6

Mines-Ponts MP 2007

+00 —t i
teltx

o Vi

2) A I’aide d’une intégration par parties, déterminer une équation différentielle
linéaire d’ordre 1 vérifiée par J et en déduire une forme simplifiée de J(x)

1) Etudier J(x) = dr.

+00
2 T . . ‘o
(on rappelle que / el dt = Eu voir exercice précédent).
0

—t ,itx

1) On définit h(x,t) = pour (x,7) € R x R} (on choisit ces deux intervalles

car il n’y a aucun probléme de définition sur x et car on intégre - par rapport a ¢
- de 0 a +00 une fonction qui n’est pas définie en 0. La dépendance en x se situe
simplement dans ¢'*', complexe de module 1. Les dominations sur R vont étre
trés simples a obtenir.

e Pour tout x € R, t — h(x, 1) est continue sur R}

Oh ,
e Pourtout? > 0,x — h(x, t)estde classe €' sur R avec 8—(x, 1) =ivte e,
x

—t

e . X
e Pour tout x € R, on a |h(x,1)| = w = ¢(1). Or ¢ est continue sur R} et
érifie (1) L ainsi (1) ! i td t
vérifie ~ ——, ainsi que = o0 — |, ce qui permet de montrer
¢ t—0 \/; d 14 t—+00 \ 12 qu p

que ¢ est intégrable sur R}. Ainsi, pour tout x € R, r — h(x,t) est intégrable
sur R}.

Oh
e De méme, on a, pour x € Rett > 0, la—(x,t)| = Vte™' = (1) avec ¢
X

continue et intégrable sur R}.

D’apres le théoreme de dérivation, la fonction J est de classe %' sur R avec, pour
+00

toutx € R, J'(x) =i Vie e dt.
0

N

2) On doit trouver une relation entre J et J’ a I’aide d’une intégration par parties.
Les écritures de J et J' font apparaitre trois facteurs. On peut regrouper les deux
exponentielles afin d’avoir un seul produit et ainsi réaliser I’intégration par parties

I . . e
(en constatant de plus que r — — s’intégre en ¢ — 2+/1). Les fonctions utilisées

NG
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sont de classe €' sur un segment [a,b] C R}. On obtient alors
"1

On a lim 2\/I_Je_beiXb = 0 (le module est 2v/be™" de limite nulle par crois-

b—+00

(lx 1)t dt = [2\/_e(tx l)t] 2(1x— 1)/ \/’e(zx 1)t dt.

sances comparées) et 11m 2\/ae "¢ = 0. On obtient alors, en passant aux
limites,
+00 ) 2
J(x) = =2(ix — 1) / Vet ar = ~ 22Dy o iy
0 i
Finalement J vérifie sur R I’équation différentielle J'(x) = — 3 2_+l 1)] (x)
Une primitive de Xl al +1 ! est la fonction
itiv X — — = — i
P 22+ 1) 22+1) 202+ 1)
| .
X =y In(1+x%)+ IE Arctan x. Ainsi il existe un réel C tel que, pour tout x € R,
C i OO et
on ait J(x) = mﬂm“anx. OnaC = J(0) = ; e\/_ dt. Le change-
ment de variable r = u? dans cette intégrale donne C = 2 / e du = /7.
0
Finalement, Vx € R, J(x) = %eé Arctan x|

Remarque

- la fonction
X+i

x + In(x + i) qui n’est pas définie, ni méme x — In|x +i| qui ne convient pas.

Exercice 12.7

Centrale MP 2005
+00 ,\'2
On définit, pour x € R, f(x) = / e_(’ +TZ> dr.
0

On fera attention ici a ne pas prendre comme primitive de x +—

1) Montrer que f est définie et continue sur R.
2) Montrer que f est de classe €' sur R?.

3) Déterminer une équation différentielle simple vérifiée par f (on utilisera un
changement de variable).

4) En déduire une expression simple de f sur R.
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2, 2
On note h(x,t) = e_(l +72> pour (x,7) € R x R}.

1) Pour tout x € R, la fonction ¢ — h(x, ) est continue sur R}, pour tout r > 0,
la fonction x — h(x,t) est continue sur R, et pour (x,7) € R x R}, on a

2 . . , .
|h(x,1)] < e = @(t). La fonction ¢ est intégrable sur R} (elle est continue
sur R* et négligeable devant e~ lorsque ¢ tend vers +00). Donc f est continue

sur R.
Oh 2x _
) Pour (1) € B x BL ona S (v = — e (%) Une majoration
X
. —(t2+ﬁ) 2 s . 1 —*
simple de e ) par e’ ne permet pas d’aboutir car t — —e ' n’est

2
pas intégrable sur ]0,1]. Soit [a,b] C R}. Pour x € [a,b] et t > 0,

] < 269

= ¢(r). La fonction ¢ est continue sur R}. On a

2b _&
W(t) ~ t—ze_rz , donc ¥ (¢) tend vers O lorsque ¢ tend vers O par valeurs supé-
—

rieures (1’expression est de la forme u?e ™" avec u qui tend vers +oo, et la limite

: ) 1 s
est nulle par croissances comparées). Enfin ¢(f) = o (t_z)' Le théoréeme
t—+00

de dérivation implique que la fonction f est de classe €' sur tout segment
[a,b] C RY. Finalement f est de classe €' sur R} avec, pour tout x > 0,

+00 2
fl(x) = —2/ f—ze_(’2+%) dr.
0

3) On cherche a relier f/(x) 2 f(x). Une intégration par parties n’aboutit pas. On
cherche un changement de variable. Le seul envisageable est celui qui échange 7
et x?/12, c’est-a-dire u = x /t ou t = x /u. La fonction u — x /u est une bijection
€' de R} sur lui-méme, ainsi, si x > 0,

2

0
F(x) = 2/+ ”; exp (—x2/u® — u?) (f%) du = —2f(x).

(o0}
4) La fonction f est solution sur R} de I’équation différentielle y’ +2y = 0. Il existe
A € Rtel que, pour toutx > 0, f(x) = Ae~?*. En utilisant la continuité de f sur

+o0
R, on trouve A = f(0). De plus, f(0) = / e dt = @ Par parité, pour
0
\/_ 72|x|
2

toutx € R, f(x) =

Exercice 12.8

Mines-Ponts MP 2005

oo ln(x + t2)

1) Montrer que la fonction f : x — / dt est définie sur R.

2) Montrer que f est continue sur R.
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3) Montrer que f est de classe €' sur R} et donner une expression simple
pour f’(x).

4) Déterminer lim (f(x) — 7 Inx).
X—+00

5) En déduire une expression simple pour f sur R.

1) 11 faut que x* + ¢ reste strictement positif. Puisqu’on veut étudier la continuité
In(x? +1?)
1+172
définie sur R x R}. Pour tout x € R, la fonction ¢ — h(x,t) est continue sur
R}. Si x # 0, la fonction ¢ +— h(x,t) est continue sur [0, 1]. Pour x = 0, la
fonction ¢ +— h(0,t) est continue sur ]0, 1] et h(O,t)[~021nt. Dans les deux

sur R, on doit considérer I’intégrale sur |0, +oo[. Soit & : (x,t) —

situations, la fonction ¢ — h(x,t) est intégrable sur ]0, 1]. Enfin, si x € R, on

2Int
ah(x,t) ~ = o0 (==
( ’ )t~>+oo t2 l“)+()0(t3/2

intégrable sur R} et f est définie sur R.

). Ainsi, pour tout x € R, t — h(x,t) est

2) On a déja vérifié les premieres hypotheses du théoreme de continuité. De plus,
pour tout ¢+ > 0, x — h(x,t) est continue sur R. Il est impossible d’obte-
nir une domination indépendante de x lorsque x parcourt R, car, pour tout

t > 0, sup|h(x,r)] = 400 . Soit A > 0. Pourz > Oetx € [—A,A]
x€R

In? < In(x®> + %) < In(A% + %) (puisque x> € [0,A?] et que la fonc-
tion logarithme est croissante sur R}). Cela permet de majorer |h(x,?)| par

1
7 max(|Inz?|,|In(A® + %)

dominer ou, si on veut se débarrasser de la fonction maximum, prendre
|In£2| + | In(A% + £2)|
e(t) = 1512

a leur somme). On montre facilement que ¢ est intégrable sur R* car, pour tout
t > 0,0na¢(t) = |h(0,1)] + |h(A,1)|. Ainsi f est continue sur tout segment
[—A, Al avec A > 0, donc f est continue sur R.

2

). On pourrait utiliser cette fonction pour

(Ie maximum de deux nombres positifs est inférieur

3) Pour tout 7 > 0, la fonction x — h(x, 1) est de classe €' sur R avec, pour tout
oh 2
(x,1) € R x R}, 8_x(x’ t) = m Afin de dominer facilement cette
quantité, on va majorer |x| (pour majorer facilement le numérateur) et empécher x
de s’approcher de O (pour le dénominateur). Soit [a, b] C R}. Pour tout x € [a, D]
2b
< e
(@ +13)(1+1?)

R} (continue, limite finieen O et (t) = 0O (1/ t*)). Ainsi f est de classe ¢!
t—+00
2x
————————dt.
(x2+12)(1 +12)
Donc f est de classe €' sur R}. Afin de calculer cette intégrale, on décompose

oh
etr > 0, 8—(x, t) = ¢ (t). La fonction ¢ est intégrable sur
X

+00
sur [a, b], pour tout segment [a,b] C R} avec f'(x) = /
0
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la fraction rationnelle en éléments simples. Si x > 0 et x % 1, on a, pour tout
u R,

2x 2 1 B 1
2+uw)(l+u) 1—x2\x2+u  1+u)’

dt
— 7 Pourx > Oetx # 1,

+00
On rappelle que si a > 0, on a /0 21 a2 2a

2x T T T
"(x) = — — — ) = ——. Par continuité de f’ sur R*, cette relation
Fo=1—3 <2x 2) I3y Larcontinuit€ de fsur K,

est valable en 1. Donc, pour tout x > 0, f/(x) = %
X

4) Lorsque x est grand, on s’attend a ce que f(x) soit proche de / T+02
0

Cette derniére intégrale vaut (77/2) In x> =alInx.Pourx > 0,0na

*° In(#? + x2) — In(x?) g — /+°° In (1 +17%/x?)
0

1+1¢2

f(x)—mnx :/

2
0 1+¢

On effectue le changement linéaire ¢ = ux dans I’intégrale précédente, on obtient,

) 2 In(1 + u?)
six >0, f(x) —7mlnx = —

55 X du. Pour tout # > 0, on a I’encadre-
0 1+ u*x

ment
In(1 + u?) In(1+u%) 1In(1+u?)
<x <x = — .
1 +u2x? u?x? x u?
In(1 + u?
La fonction u +— Lzu) est intégrable sur R}. En combinant tout cela, on
u
1 [*°In(1 +u?
obtient, lorsque x > 0,0 < f(x) —7lnx < — / n(izu) du. Par encadre-
x Jo u
ment, on aboutita lim (f(x) —7Ilnx) =0.
X—+00
5) Pour tout x > 0,o0na f/(x) = L. Il existe un réel C tel que, pour tout x > 0,

1+x
f(x) = wIn(1 + x) + C. La question précédente donne la limite lorsque x tend

1
vers +oo de f(x) — wlnx = C+7wln (1 + > Cela donne C = 0. Pour tout
X

x >0, f(x) = mIn(1 + x) et, par parité, pour tout x € R, f(x) = 7 In(l + |x|).

Mines-Ponts PC 2006 (Fonction I')
+00
On définit, lorsque c’est possible, I'(x) = / e " dr.
0

1) Déterminer I’ensemble de définition & de I'.

2) Montrer que I' est continue sur tout segment [a, b] C 2.
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3) Montrer que I est de classe €' puis €? sur tout segment [a,b] C 2. En
déduire que I est de classe € sur Z et déterminer I et I

4) Montrer que I' est une fonction convexe.
5) Montrer que pour tout x > 0,ona I'(x + 1) = xI'(x).
6) Calculer I'(1), et montrer que pour toutn € Nyonal'(n + 1) = nl.

7) Déterminer un équivalent de I'(x) lorsque x tend vers 0. En déduire la limite
deI'en 0.

8) Donner la limite de I" en +00, ainsi que celle de x — I'(x)/x.

9) Donner I’allure de la courbe représentative de I'.

On définit, pour x € Rett > 0, h(x,1) =t le™! = &= DIntp=t,
1) Pour tout x € R, t — h(x,t) est continue sur R}. On a h(x, 1) ~ 1 et hoest
r—

intégrable sur ]0, 1] si et seulement si x — 1 > —1, c’est-a-dire si x > 0. De plus

lim ?(t*'e™") = 0, ainsi, pour tout x € R, h(x,7) = o (1/¢%). La fonction
t—+00 t—+00

h est intégrable sur [1, +oo[. Donc I est définie sur R}.

2) Soit [a,b] C R?. Pour tout x > 0, t s ¢~ D¢~ est continue et intégrable

sur R}. Pour tout # > 0, x — h(x,t) est continue sur R}. On cherche a dominer
|h(x,1)| indépendamment de x € [a, b]. Le terme e’ ne dépend pas de x. 1l faut
déterminer un majorant de x — *~'. En le mettant sous la forme ¢* =D e
maximum est atteint en a lorsque ¢ < 1 (car In¢ est négatif) et en b lorsque t > 1.

On pose alors
““le™ si 1 €]0,1]
1) =
e(t) { P 7le™ sior>1

@ est continue par morceaux sur R} (elle est méme continue car les deux mor-
ceaux se raccordent en 1). Elle est intégrable sur ]0, 1] et [1, +oo[ (voir question
précédente). Ainsi I est continue sur tout segment [a, b] C R}. Donc I est conti-
nue sur R}.

3) Pour tout x € [a,b],t — h(x,t) est continue et intégrable sur R}. Pour tout
oh

t € Ry, x — h(x,t) est de classe " sur [a,b] et 8—(x,t) = (Int)t* 'e™". En
X

utilisant la fonction ¢ précédente, on a

Vx € [a,b],Vt > 0, '%(x,t) < |nt|et) = ¥(1).

La fonction ¢ est continue sur R}, et 12(¢) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers +o0o
par croissances comparées. Donc i est intégrable sur [1,+0co[. De plus, on a

|Int|
VO e
’exercice 10.4). Le théoréme de dérivation montre que I" est de classe €' sur

Puisque 1 — a < 1, la fonction ¢ est intégrable sur ]0, 1] (d’apres
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[a, b]. Pour montrer que I' est de classe %2, on utilise la méme méthode sur
oh

— avec W(x, t) = (In t)zh(x7 t). La domination est réalisée par la fonction
x

Ox

t — (In t)zgo(t), et son intégrabilité se prouve de la méme maniere. Alors I est de
classe € sur [a, b]. Tout cela permet de conclure que I est de classe € sur R}
avec, pour tout x > 0,

+00 +00
I(x) = / (Int)r* e " dretT"(x) = / (Int)*r* e " ds.
0 0

4) Pour x > 0, T"(x) est égale a I’intégrale d’une fonction positive et non identique-
ment nulle sur R}. Donc I est strictement positive sur R} et I est (strictement)
convexe.

5) Soitx > 0.0Onsedonne A > & > 0.0na

A A
_ A -
/ re”'dt = [t'e t]s +x/ e dr.
& &

Puisque x > 0,&"¢~° tend vers 0 lorsque & tend vers 0 et A*e™" vers 0 en +0o0.
On obtient, lorsque ¢ tend vers 0 et A vers +oo, I'(x + 1) = xI['(x).

+00
6) I'(l) = / e 'dr =1etT'(n+1) = n! se montre par récurrence, a I’aide de la
0

relation de la question précédente.

T+ 1
7) Pourx > 0,onaT(x) = &+ 1)
X

. Puisque I" est continue sur R} et que I'(1) # 0,

onaF(1+x) ~ F(l)—l Donc I'(x) ~ l

x—0 X

8) La fonction F étant convexe, elle admet une limite en +oco. Or I'(n + 1) = n! pour

r —1
n entier. Donc lim I'(x) = +oo. Pour x > 1, ﬂ 2 I'(x — 1), de limite
X —+00 X X
+00 lorsque x tend vers +o0o. Donc  lim Q = +00.

x—+oc0 X

9)
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12.3 EXERCICES D'’APPROFONDISSEMENT

Exercice 12.10

Centrale MP 2007 K
+00 (—12+i)x?
On définit pour x € R, lorsque c’est possible, F(x) = / o dt
0 —1

+00
.2
1) Justifier I’existence de / e'’ dt.
0
2) Déterminer le domaine de définition de F' et montrer que F' est continue.

3) Montrer que F est de classe ' sur R} et déterminer F’.
4) Calculer lim F(x) et en déduire une forme simplifiée pour F'.

X—+00 +00
5) A l'aide de F(0), déterminer la valeur des intégrales / cos(u®)du et
+00 0
/ sin(u?) du
0
o1+’
On définit i : (x, 1) — e sur R x R*.

1) Soit g(¢) = e”z. La fonction g est définie et continue sur R* mais n’est pas inté-
grable sur R* puisque |g| = 1. Si I'intégrale existe, c’est en tant qu’intégrale
convergente. Afin de ne pas créer de nouveau probleéme en 0 on s’intéresse a I’in-
tégrale de 1 a +o0. Soit X > 1, on effectue d’abord le changement de variable

X
t = v/u dans I'intégrale définie / g(t)dt, puis une intégration par parties afin
1

d’augmenter le degré du mondme au dénominateur. Alors
X2

X X2 iu X* iu
i i du e 1 / e
dt = = +— [ —5du.
/1 ¢ /1 N [21-@}1 4 ), wr™
. 2

2 X
€lX L iu
La terme 53 tend vers O lorsque X tend vers +oo. L'intégrale / ——=du
1

1372

admet une limite finie lorsque X tend vers +oo car u — eu3? est intégrable

X
)
sur [1, +o0[. Cela donne I’existence d’une limite finie pour / e'" dt lorsque X
1

+00 +00
. . £ 2 .2
tend vers +oo. Les intégrales / e dt et / e'"” dt sont donc convergentes.
1 0

2) Soit x € R. La fonction t — h(x, t) est continue sur R* et pour tout # > 0, on a
e X" 1

<
Vit 1l Vit 4

1
sur R* (car go(t)l ~ t_z)' Comme, pour tout ¢t > 0, la fonction x — h(x,1t) est

—+00

|h(x, )| = = ¢(r). La fonction ¢ est continue et intégrable

continue sur R, on en déduit que F est définie et continue sur R. De plus F est
paire. On peut donc limiter I’étude a R*.
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3) La fonction /4 est de classe €' sur R* x R*. Cela donne les différentes condi-
tions de continuité et dérivabilité nécessaires au théoreme de dérivation. Pour

+\2 Oh —x? ix? : : .
(x,t) € R, 8—(x,t) = —2xe e . 1l est difficile de majorer cette
X
fonction par une fonction intégrable sur R* indépendante de x si x est dans

un intervalle qui contient 0. Soit [a,b] C R}. Pour (x,t) € [a,b] X RT,

oh
8—(x, 1| < 2be 0 = W(t) ol i est intégrable sur R*. Ainsi F est de classe
X

+00
" sur [a,b] avec, pour tout x € [a,b], F'(x) = —2xei"2/ e~ dt. Cela
0

*

étant vrai sur tout segment [a, b] C R}, F est de classe ¢ Usur R} avec, pour tout
x>0,

/ ix? e —x2? ix? e —u?
F'(x) = —2e xe dt = —2e e " du,
0 0

en utilisant le changement de variable linéaire u = x¢. Puisque

+00
/ e du = ﬁ,
0 2

.2
on obtient finalement, pour tout x > 0, F'(x) = —/me"" . On remarque que F’
admet —+/7r pour limite en 0 a droite. La fonction F étant paire, F’ est impaire
donc admet /7 pour limite en O a gauche. F n’est pas dérivable en 0.

4) Une majoration simple donne pour x > 0,
2x2

+00 eft +00 )2 1 +00 )
IF@N</n —y—fwsi/ e”xdﬁ:—/‘ e " du.
o =i 0 X Jo

La derniere égalité s’obtient par changement de variable u = xt. Par enca-

.2
drement, on a lim F(x) = 0. F est 'unique primitive de x > —/7e""

X—+00
qui admet une limite nulle en +oco. Il existe un complexe A tel que, pour tout

X
x>0 Fx)=A—7m / ¢ dt. La limite lorsque x tend vers +0o donne
1

+00 +00
A= \/E/ ¢’ dt. Finalement, pour tout x > 0, F(x) = ﬁ/ et dr.
1 X

+00
. ’ P42 . o, ,
5) D’apres la convergence de I’intégrale / e'"” dt et la continuité de F sur R, on
0

+00 ) +00 dt
a F(0) =/ / ¢’ dr. 1l reste a calculer F 0) = / 2 On factorise
0 0

T — (r — ei”/4)(t + ei”/4), on décompose la fraction en €léments simples, ce
) 1 1 1 1 .
qui donne T = g/ <t — t+em/4>.Pourt € R*, on écrit
1 I v kv
t—eiﬂ'/“_(t_L)_L_ 1 2 1
V2 V2o (- %) + 3
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1 1 1
La fonction f — = In ((t — —2)2 + —) + i Arctan (\/Et — 1) est une primitive

2 V2 2
de t — ————. A I’aide d’une primitive semblable pour la seconde fonction,
t —eim/4
—2i(m/2 ;
on obtient F(0) = 21('77/{‘) = gem/ 4. En séparant partie réelle et partie ima-
el7T
ginaire,

+00 +00
/ cos(u?) du = / sin(w?) du = ||~
0 0 8
Exercice 12.11

Mines-Ponts PC 2005 (et plus) K

+00 Gin(xt
On définit, lorsque c’est possible, F(x) = / Sltn . 1) dr.
o ¢~

1) Déterminer le domaine de définition de F'.
2) F est-elle continue ?

3) Sur quel intervalle F est-elle €°° ?
+00
4) Montrer que pour tout x réel, on a F(x) = Z

n=1

X
x2+n?’

5) Donner le développement en série entiere de F autour de O.

sin(xt)
e —1

On note h(x,t) = pour x € Rett € R}.

1) Soit x € R. La fonction g, : ¢t — h(x, 1) est définie et continue sur R}. Puisque

Xt o, .
g(t) ~ - = x, on peut prolonger g, par continuité en 0 et g, est intégrable sur
—

10,1]. De plus g.(t) = O (e ") et g, est intégrable sur [1, +oo[. Finalement, la
t—+00

fonction g, est continue et intégrable sur R} pour tout x € R. Donc f est définie
sur R, et on montre facilement que f est impaire.

2) Pour tout x € R, ¢ — h(x, 1) est continue et intégrable sur R}. Pour tout 7 > 0,
x +— h(x,t) est continue sur R. La difficulté vient de la domination. Si on

1 .
- ~ — non intégrable sur

el —1t—0

majore |sinx¢| par 1, on obtient un majorant

10, 1]. On utilise la majoration |sinu| < |u| qui donne |h(x,7)| < |x]

et —

pour (x,7) € R x R}. Mais ce majorant dépend de x. Soit A > 0. Pour tout
t

el —1

est intégrable sur R} car ¢ est continue sur R}, admet pour limite A lorsque ¢

t
x € [—A,Alett > 0,0na |h(x,1)] < A’—I' La fonction ¢ : t — A
o _
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tend vers 0, et est négligeable devant ¢ — 1/ 12 en +o0. Donc f est continue sur
[—A, A] pour tout A > 0, donc f est continue sur R.

3) On définit I’hypothese de récurrence, pour n € N,

n

el — 1

dt.

+00
P(n): f estdeclasse €" sur RetVx € R, f™(x) = / sin(xt+n%)
0

el — 1
cédente donne £(0). Soit n € N tel que &(n). Pour tout x € R, t — 0,(x,1)
est continue et intégrable sur R} (d’apres I’hypothese de récurrence), pour tout

. T . .
Pour tout n € N, on note 6, : (x,t) — sin(xt + ni) . La question pré-

00
t >0, x — 60,(x,t)estde classe %" sur R avec a—" = 6,+1. Enfin, pour x € Ret
X

n+l
t >0, 0,41(x,1)] < = ¥, (¢). La fonction ¢, est continue sur R}, admet
e —
1
une limite finie en 0 (0 en général, 1 sin = 0), et Y, (t) = o <t_2> Donc ¢,
t—+00

est intégrable sur R, et le théoreme de dérivation montre que f est de classe
¢! sur R avec la dérivée souhaitée. Par récurrence, 22(n) est vérifiée pour tout
n € N, et f estde classe € sur R.

sin(xt)

4) Soit x € R. La fonctiona : t +— -
e J—

est continue sur ]0, +oo[ et intégrable

sur ]0, +oo[. On décompose 1 en somme de termes d’une série géométrique.

Puisque r > 0, ¢/ > 1, ce qui ne permet pas d’utiliser la somme d’une série
géométrique de raison ¢’. On factorise par e’, et puisque e ' €]0, 1[, on obtient

1 eit +00 +00
. ot —nt __ —nt
Vt>0,et_1—1_e_[—e E e —E e .
n=0 n=1

Pour n € N*, on définit a,, sur R* par a,,(t) = e~ sin(xt). Chacune des fonctions

a, est continue et E a, converge simplement sur R}. La somme de cette série

de fonctions est la fonction a, puisque la série provient de la décomposition de a.
La fonction a est continue sur R}. Pour tout # > 0, on a |a,(t)| < e et a, est
intégrable sur R,. Enfin, si A > 0,

A A —nA JixA
_ 1— ix
/ a,(t)dt = Im (/ = (=i dt) —Im <#>
0 0 n—ix

"4 tend alors vers 0 et

n+ix X

. 2) = o
n?+x n?+x
espere alors pouvoir appliquer le théoréme d’intégration terme a terme. Hélas,

La limite lorsque n tend vers I’infini donne (puisque e~

. +0o0 1
que ¢4 est borné), / a,(t)dt = Im(———) = Im(
0 n—ix

+00
/ |a,(1)| dt n’est pas facile a évaluer. On obtient facilement la majoration
0
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+0o0 +o0 1
/ la, ()| dt < / e "dt = —, mais cela ne permet pas d’appliquer
0 0 n

+00
le théoreme. On affine la majoration de / |an(t)|dt. On a, pour t > 0,
0

a,(t) = sin(xt)e™™. Pour n grand, trés rapidement la fonction prend des valeurs
petites, si bien que la contribution importante dans I'intégrale se fait autour de
0. Le choix de majorer |sin(xz)| par 1 est donc assez mauvais. On peut plutot
majorer |sin(x7)| par |xt|. Cette majoration est plus mauvaise pour les grandes
valeurs de x mais elle sera largement compensée par I’exponentielle. En intégrant
par parties, on obtient

+00 +00 ‘x| +00 |x|
a,(t)| dt < |x te " dx = — e = —.
()d < ntd ntd 5

0 0 n Jo n

+00
Finalement Z / |a,(¢)| dt est convergente, et on peut appliquer le théoréme
0
d’intégration terme a terme, ce qui donne le résultat demandé.

5) On effectue les calculs et les permutations sans les justifier afin de voir ol cela

mene :
Fx) = / h Z<— p GO, (12.1)
S @n+ 1)) |

_ +00 (_ 1)n l,2n+l sl
_/0 (Z(2n+1)'e’1 dt (12.2)

+00  to0 2n+1
D" ™
= _——x" dt 12.3
;/0 ((2n+1)!ef—1 ( )
+00
(—1)" /+°° 2 2+l
= —_— dt n 12.4
;(2“1)! , e 17" (124
+00  2n+l
On note, pour n € N, [, = / - dt. Dans 1’exercice 11.6, on montre
0o € -

que I, = T'Cn +2){2n +2) ot I'2n + 2) = (2n + 1)! (voir exercice 12.9) et
+00

+0o0
1
{(x) =" — lorsque x > 1. On obtient alors F(x) = Y (—1)"{(2n +2)x*"*".
px
p=1 n=0
Il reste a justifier les calculs et déterminer pour quelles valeurs de x ils sont
valables. La formule 12.1 n’utilise que le développement en série enticre de la
fonction sinus, valable sur R, les formules 12.2 et 12.4 ne sont que des réécri-
tures. Il reste a justifier I’intégration terme a terme de 12.3. On définit u,, sur
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(_1)n t2n+]
Cn+1Dle —1

grable sur R} (voir les méthodes des questions précédentes), la série de fonc-
+00

tions E u, converge simplement sur R}, et g u, est la fonction continue sur
n=0

R* par u,(t) = x2*! Pour tout n € N, u, est continue et inté-

sin(xt) oo | x|?+1

Rt — . Enfin, on a u,Hldt = ———
* el — 1 /0 [ @] 2n+1)!
La fonction ¢ est décroissante sur [2,+0oo[ (somme de fonctions décroissantes)

et minorée par 1 (premier terme de la somme). Donc pour tout n € N, on a
< {(2n +2) < {(2). Le rayon de la série enticre Z £2n + 2)x?*! est donc

= {@2n +2)|x[*".

le méme que celui de g x 2

c’est-a-dire 1. La permutation est donc valable
lorsque |x| < 1 (on peut également montrer que lim {(x) = 1 pour retrouver
X—+00

le rayon de convergence, par exemple en appliquant le critere de d’Alembert).

+00

Finalement, pour tout x €] — 1, 1[,ona F(x) = Z(—l)"{@n +2)x2t,
n=0

Remarque

On peut également utiliser la formule F(x) = Z T pour retrouver le déve-

loppement en série entiere. En effet, pour x € R, ona

X X +00 x2q+l
i 2> 1+ 2 —n2 Z( l)q Z(_l)qnzq+2’
q=0
X 2q+1
si );‘ < 1.Pour x €]—1, 1[, on a donc F(x) = Z Z( l)q T . On
n=1 \ ¢=0
+00 |x‘2q+1

note, pour g € Nysg = ) * 5 = {2 + 2)[x %!, La série » _ s, converge

n=1
(voir précédemment), on peut donc permuter les deux sommes griace au théoreme
de Fubini et obtenir de nouveau pour F(x), la somme suivante :

too [ 40 2g+1 2q+1

> (Sevin] -3 (Zevin) - S

n=1 \¢=0 q=0




Séries de Fourier
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13.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

On note €. > I’espace vectoriel des fonctions de R dans C, 277-périodiques et
continues par morceaux. On note %5, I’espace vectoriel des fonctions de R dans
C, 27r-périodiques et continues. Soit f € €. > :

Les coefficients de Fourier exponentiels de f sont définis par

2w

Vn€Z, cu(f)= 1 fe Mdr .
27 J,

Les coefficients de Fourier trigonométriques de f sont définis par

21 21

f(t)cosntdt b,,(f):; f(@)sinnt dt .

1
VHEN, an(f):_
T 0

0

On trouvera dans les exercices d’assimilation (1.1, 1.3, ...) de nombreux
exemples de calculs de coefficients de Fourier.

Les remarques suivantes sont utiles pour calculer les coefficients de Fourier d’une
fonction f € €. », :

2 w
e Si f est paire alors, b,(f) =0, eta,(f) = —/ f(t)cosntdt.
™ Jo

2 w
Si f estimpaire alors, a,(f) =0etb,(f) = — / f(t)sinnt dt.
T Jo

e On peut remplacer I'intervalle d’intégration [0,27] par un autre intervalle
d’amplitude 277, mieux adapté a la fonction f. Par exemple on prend 1’inter-
valle [—, 7] lorsque f est une fonction paire (ou impaire).

Notons a ce sujet que le tracé du graphe de f est souvent déterminant lors du
choix de I'intervalle d’intégration.

¢ Sans modifier les coefficients de Fourier, on peut modifier les valeurs de f en
un nombre fini de point sur I’intervalle d’intégration. Notamment on remplace
souvent la valeur de f en un point ou est elle discontinue par la demi-somme
des limites a gauche et a droite en ce point.




% Chap. 13. Series de Fourier

Certaines propriétés de régularité de f ont des conséquences importantes sur ses
coefficients de Fourier :

e Lorsque f € €. >, les suites (¢, (f)), (c_.(f)), (a,(f)) et (b,(f)) convergent
vers 0 ; en particulier, elles sont bornées.

e Si f est 2ar-périodique, continue sur R, et de classe €' par morceaux, alors
Vn € Z, Cn(f/) = inc,(f).

e Plus généralement, si f est 27-périodique, de classe € sur R, et de classe
€**! par morceaux, alors Vi € Z, ¢,(f*) = (in)*'c,(f).

On en déduit que c,(f) = o <

—7 | quand |n| — oo.
n

Série de Fourier d'une fonction f € €.,

ao(f)
2 )

¢ On note u( la fonction constante de R dans C définie par ug(x) = co(f) =

et pour tout entier n € N*, on note u,, la fonction de R dans C définie par

Vx € R, u,(x) = cu(f)e™ + c_n(fle ™ = a,(f)cosnx + b,(f)sinnx .

e La série de fonctions E u, est appelée la série de Fourier de f. Sa somme

N N
partielle a ’ordre N est définie par Sy(x) = Z u,(x) = Z ca(f)e™.
n=0 n=—N
+0o0
Lorsque la série de Fourier converge en un point x de R, la somme Z u,(x) est
n=0

+0o0
parfois notée Z ca(fe™.

n=—oo

Les théorémes fondamentaux

e Le théoréme de Dirichlet : soit f: R — C une fonction 277-périodique et de
classe €' par morceaux. Alors la série de Fourier de f converge simplement
sur R. En chaque point x € R, la somme de la série de Fourier de f est égale a la
demi-somme des limites a gauche et a droite de f. En particulier si f est continue
au point x € R, alors la somme de la série de Fourier de f au point x est égale
a f(x).

o Le théoréme de convergence normale : soit f: R — C une fonction 27-
périodique, de classe €' par morceaux, et continue sur R. Alors la série de Fourier
de f converge normalement sur R, et sa somme est égale a f.

¢ La formule de Parseval : soit f: R — C une fonction 27-périodique conti-

BTSN I

nue par morceaux. Alors les séries numériques g |cn
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Z |b,|* sont convergentes et

1 27 +0o0
2 2 2 2
3 [ O dr = el + 3o+ fe-ul)
n=1
’2 +00

a 1
- % + EZ(|G"’2+ 1b,]?) .

n=1

e Soient f et g deux fonctions continues et 27r-périodiques de R dans C. Si f et
g ont les mémes coefficients de Fourier, alors f = g.

Centrale MP 2007, CCP PC 2006
Soit f € €M 1 telle que f(x) = ? pour tout x € [0, 277[.

1) Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.

2) Justifier la convergence de la série de Fourier de f et calculer sa somme.

+00 +00

—1)? 1
3) Calculer Z;p-i-)l , et Zﬁ

La fonction f est 277-périodique et de classe €' par morceaux. Son graphe est repré-
senté FIG. 13.1.

—14

Figure 13.1 Graphe de f
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1) Comme f est une fonction a valeurs réelles, nous utilisons les coefficients de
Fourier trigonométriques de f. Il est judicieux de modifier la valeur de f au point
x = 0 (et aussi en tous les points de la forme x = 2k7, k € Z et de la remplacer
par 0. Ainsi modifiée la fonction f est impaire. On a donc a,(f) = 0 pour tout
n € N.Pourn € N*, on a

2
Mﬂ:l/ T =1 Gin(unds
770 2

_ [_ (m — t)cos(nt)]277 1 /2” cos(nt)dt = -
0 0

- 21 n 2n

21 0
n

2) Le théoreme de Dirichlet montre que la série de Fourier de f converge simple-
ment sur R, et que pour tout x € R, la série de Fourier de f converge vers la
demi-somme des limites a gauche et a droite de f au point x.

+oo .
T—X sinnx
E ticulier : Vx € 10,2 = E .
n particulier x € 10,27, 2 .

3) Utilisons la relation précédente avec x = 7/2.Sin = 2p (p € N*) on a
sin(n/2) = 0, tandis que sin = 2p + 1 (p € N), sin((2p + 1)7r/2) = (—1)”. On
+00
. (—1n? T
btient d : —
obtient donc Z 2p+1 )
p=0
— 1 1 2
Enfin la formule de P 1d = — —x)’dx = — .
nfin la formule de Parseva onnenz::n e (m — x)"dx 6

Extrait de Mines-Ponts PSI, MP 2007

n(nx , . . .
1) La série Z in(nx) est-elle la série de Fourier d’une fonction continue par

morceaux, 27r- perlodique ?

2) La série Z

par morceaux, 277' -périodique ?

cos(nx . ) , .
(nx) est-elle la série de Fourier d’une fonction de classe €

2
1 . N
> = — devrait converger d’apres la

1) Non, car la série de terme général (
n

N

formule de Parseval.
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. . | , N
2) Non, car pour x = 0, on obtient la série E —, qui devrait converger d’apres le
n

théoreme de Dirichlet.

Ecole de L'Air PSI 2004, CCP MP 2006

Soit f: R — R la fonction 27r-périodique telle que f(x) = |x| pour tout
x € [—m, ], et soit g la fonction 27-périodique, impaire, telle que g(x) = 1
pour tout x € ]0, 7[.

1) Tracer les graphes de f et de g. Vérifier que g est de classe 4’ par morceaux,
et que f est continue et de classe €' par morceaux.

2) Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f et de g.

3) Justifier la convergence des séries de Fourier de f et de g, et calculer leur

somme.
+00 +00 +00 +oo
(—1)P 1 1 ]
4y Caleul - S
) Calculer e 2p+l’ 1;)(2,”1)2’ pz_;)(Zp+1)4e ;n‘*

Indications de la rédaction : pour la question 2 on pourra remarquer que g est
la dérivée de f, dans le sens ou g(x) = f’(x) en chaque point x € R ot f est
dérivable. Pour la question 4 on pensera a utiliser la formule de Parseval.

1) Onreprésente sur un méme dessin (FIG. 13.2) le graphe de f (en noir) et le graphe
de g (en gris) .

Figure 13.2 Les graphes de f et de g.
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Les fonctions f et g sont affines par morceaux ; elles sont donc de classe €' par
morceaux. On observe de plus que f est continue sur R. Comme g(x) = f'(x) en
chaque point ou f est dérivable, on peut considérer g comme la dérivée de f.

2) Commengcons par le calcul des coefficients de Fourier de g. Comme c’est une
fonction impaire, on a a,(g) = 0 pour tout n € N.
m

2 2
Pourn € N*,onab,(g) = —/ sin(nx)dx = —(1 — (=1)"). Il en résulte que,
7T Jo ni

pour tout p € N, by,(g) = 0 et que byp41(g) = Qp+ D’

Comme f est paire, on a b,(f) = 0 pour tout n € N.
On calcule ap(f) = — / X dx = 1, puis, pour n > 1, al’aide d’une intégration
™ Jo

par parties :
o

a,(f) = % f(t)cos(nt)dt

—TT
T

_ L [f()sin(nt)]” . — 1 f'(t) sin(nt)dt
ni ni

—TT

= b /W g(t)sin(nt)dt = *lbn(g)a
nw J_. n

d’ouiaz,(f) = 0 pour tout p € N*, et az,.1(f) = pour tout p € N,

CQp+ 12w

3) Comme f et g sont 27r-périodiques, de classe €' par morceaux sur R, le théoreme
de Dirichlet montre que les séries de Fourier de f et de g sont convergentes en
chaque point, et

T 4R 1
Vx € R, f(x):z—ﬂ_];)(zp_'_l)zcos(Zp+l)x.
4+oo
Vx eR, gkx)= 77_;) ap+ ) sinp + Dx .

(En effet f est continue sur R, et pour tout x € R, la demi-somme des limites a
gauche et a droite de g au point x est égale a g(x).)

1l est trés intéressant de remarquer la convergence normale de la série de Fourier
de f (f est continue et de classe €' par morceaux), tandis que la série de Fourier
de g n’est pas normalement convergente.

m . 45~ NS L
4) P = —, on obtient 2)=1=— ,d’ou =7
) Pour x =, on obtient g(/2) W;)(Zp+1) Ou;(zpﬂ) 4

+00 1 +00 1 2

4 T
A N S U5 Y
WZ(2p+l)2’ Ouz(2p+1)2 8

p=0 p=0

Pourx =0ona, f(0)=0=

ST
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La formule de Parseval appliquée a f donne — / 2d = —2 ! 71
u ppliqu X ax +— .
0 2 7? (217 f 1)4

w
+o0 1 77_4
On en déduit que : Z m = 9% Posons enfin § = ; prl On peut
2N+ N 1
écrire Z Z (2n) 7 Z (2n Pyl d’ou en faisant tendre N vers +oo,
4
S Z (2 . On en déduit que S = %

13.1.1 Séries de fonctions trigonométriques

Jusqu’a présent nous sommes partis d’une fonction f € %€ .#,, et nous lui

avons associ€é une série de fonctions E u,, ou, pour n > 1, et x € R,

Uy (x) = cpe™ +c_p,e ",
Nous allons maintenant partir du point de vue inverse : on se donne une suite (¢, ),cz

de nombres complexes, et on considere la série de fonctions g u, définie par

Vx € R, uo(x) = co, etuy(x) =c,e™ +c_,e”" pourn > 1.

Une telle série est appelée une série trigonométrique. Il est souvent utile de
mettre en évidence son mode de convergence (notamment la convergence nor-
male, qui permet I’utilisation du théoreme d’intégration terme a terme).

Exercice 13.4

(Convergence normale d’'une série trigonométrique)

Soit (¢,)nez une famille de nombres complexes. Pour tout entier n € N, on
définit 1a fonction u,, par ug(x) = co, et, pourn > 1, u,(x) = c,e’™ +c_,e ",

1) Montrer que ||uy /oo = |cn| + |c—n| pour tout n € N*.
Indication de la rédaction : on pourra exprimer c, et c_, sous forme trigono-
métrique.

2) En déduire que la série de fonctions g u, converge normalement sur R si et

seulement si les séries numériques g c, et g c_, sont absolument conver-
gentes.

3) Déterminer deux familles de nombres complexes, (a,),en €t (b,),en+ telles
a .
que up(x) = ?0 et u,(x) = a,cosnx + b, sinnx pour tout x € R et tout
n e N*.
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4) Montrer que la série de fonctions g u, converge normalement sur R si et

seulement si les séries numériques g a, et g b,, sont absolument conver-
gentes.

5) On suppose que la série de fonctions Z u, converge normalement sur R, et

on désigne par S sa somme.
Montrer que S est une fonction continue et 27-périodique, et calculer ses
coefficients de Fourier.

1) Pour tout n € N*, et pour tout x € R, on a

|un(x)‘ - ‘Cneinx

+ C_nefznx ‘

< lew| + le—al -
Il en résulte que ||uy||oo < |cu| + |c—n]-
Les nombres complexes ¢, et c_, peuvent &tre €crits sous forme trigonométrique :

e, =re? et c_,=r"e? avec(r,r) € R2 et (,6') € R?.

On a alors, pour tout x € R, u,,(x) = re' @) 4 /¢! =m0,

Soit xo le nombre réel tel que § + nxyg = 6 — nxg. (On calcule facilement
xo = (6 — 0)/2n)). On a alors u,(xg) = (r +r')e'™", avec x; = 6 + nxg, d’ou
ltnlloo = |un(xo)| =1 +7" = |ca| +|c_n| -

On a donc |[un||cc = |cn| + |c—n]-

2) Il résulte de la question précédente que la série de fonctions Z u, est normale-

ment convergente si et seulement si la série numérique de terme général |c,, |+|c_,|
est convergente.
Comme 0 < |cu| < |eu| +[con| et 0 < |c—y| < |eu] + |c—n], la convergence de
la série de terme général |c,| + |c_,| entraine celle des séries de termes généraux
lca| et |c—n|. Réciproquement si les séries de termes généraux |c,| et |c_,| sont
convergentes, leur somme est convergente.

3) On a évidemment ag = 2c¢y.
Pourn > 1 onau,(x) = c,e™ +c_,e”
a,=c,+c_,eth, =c, —c_,.

¥ — g, cos(nx) + b, sin(nx), avec

4) Pourtoutn > lona|a,| < |cy|+|c—n|et|by]| < |cn|+]|c—n|. Donc la convergence
de la série de terme général |c, |+|c_, | entraine la convergence des séries de termes
généraux |a,| et |b,|.

On aaussi |¢,| < |an|+ |ba| et|c_,| < |an|+ |b,|. Donc la convergence de la série
de terme général |a,| + |b,| entraine la convergence des séries de termes généraux
lea| et [c—pl-

5) La continuité de chaque fonction u,, et la convergence normale de la série Z u,
entralnent la continuité de la somme S. Pour tout x € R, on a

+0o0 +0o0

SCr+2m) = up(x +2m) = up(x) = S(x) .

n=0 n=0
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S est donc 277-périodique.

Soit p un entier relatif. Pour tout n € Z, notons v, la fonction définie par
V(X)) = u,(x)e”P¥ =, VTP 4¢P Comme ||Uy]|oo = |Cu| + |c_nl,
la série de fonctions Z v, converge normalement sur R. Les fonctions v, étant

continues, on peut utiliser le théoreme d’intégration terme a terme sur le segment
[0,27] :

1 21 .
cp(S) = 277/ S(x)e "P*dx
0

L S e
= — u,(x)e P*| dx
27T 0 =0

+00 l 2 +00 1 2T

_ i(n—p)x i(—n—p)x

= g — cpe dx + E —/ c_pe dx
"0 2’7T /0 el 277 0

2
=c, puisque/ e"dx =0simeZ".
0

Lorsque les séries numériques g cp et E c_p sont absolument convergentes, la

série trigonométrique ¢y + g (cpe'™ + c_,e” ") converge normalement sur R.

Sa somme S est une fonction continue, 27-périodique, et ¢,(S) = ¢, pour tout
n e Z.

13.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 13.5

CCP PC 2007, Mines-Ponts MP 2006
On considere la fonction définie sur R par f: t +— f(t) = e
1) Justifier que f est égale a la somme de sa série de Fourier.
+oo ikt
2) Montrer que Vt € R, f(t) = ik
k=0

En déduire les coefficients de Fourier ¢, de f pour toutn € Z.

2 +00 1

3) Montrer que / S =2y —— .
0 ZO (nl?

Indication de la rédaction : pour la question 2, utiliser le développement en série
entiere de ¢, avec z = ¢'’.
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1) La fonction f est 27-périodique et de classe €' sur R. D’aprés le théoreme de
convergence normale la série de Fourier de f est normalement convergente, et sa
somme est égale a f.

2) Le développement en série entiere de la fonction exponentielle :

+0o0 Zk
I __
VzeC, e = E o
k=0
) +o0 eikt
_ it _
donne, avec z = €', f(t) = E e

n=0
Pour toutn € Z,

1 2 - 1 27 +00 ei(k—n)t 1 +00 21 ei(k—n)t
= He Mdt = — dt = — dt
V=5 ) JWe 277/0 kzz;) k! 277';/0 o b

I'intégration terme a terme étant justifiée par la convergence normale de la série de
i(k—n)t
ell

k!

fonctions Z v, ou v,(¢) =

27 i(k—n)t 1
Pourk;«én,ona/ ¢ a dt:O,etonadonccn:—'pournEN,etcn(f):O
0 ! n:

pour n < 0.
3) Pour tout 1 € R, f(r) = "¢ et donc |f(t)]2 = €2 La formule de

+o0 1

1 2 1 2
Parseval donne alors E/o |f@)* dt = E/o e dt = Z e

n=0
Centrale PSI MP 2006, TPE PC 2007
Soit f: R — C définie par f(x) = |sinx|.
1) Donner I’allure du graphe de f.

2) Calculer les coefficients de Fourier de f. Montrer que la série de Fourier de
f est convergente, et calculer sa somme.

+00
1 1
3) Montrer que ; m =3
+00
4) Déterminer une suite (c,) de réels tels que Vx € R, f(x) = Z ¢y cos® nx.
n=0

(A I’oral de Centrale, un logiciel de calcul formel est & disposition).

1) Le graphe de f s’obtient facilement a partir du graphe de la fonction sinus. Le
tracé suivant est obtenu a I’aide de I’instruction Maple :
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> plot(abs(sin(x)),x=-5..5);

Figure 13.3 Le graphe de f

2) f est 27-périodique, continue sur R, et de classe ' par morceaux. Le théoreme
de convergence normale montre que la série de Fourier de f est normalement
convergente sur R, et que sa somme est égale a f.

Comme f est paire, on a b,(f) = 0 pour tout n € N.

2 o
Onaa(f)= —/ sinx cosxdx = 0, et, pour n # 1,
T Jo

2 (7 1 /7
a,(f) = ;/ sinx cosnx dx = —/ (sin(n + 1)x — sin(n — 1)x dx)
0 0

v

1

—— ( —1 [cos(n + 1)x]] + 1 [cos(n — 1)x]g> _ 20+ (=DM
n p—

m(n?> — 1)

T +1

Vérifions ce résultat a ’aide de Maple :

> assume(n,integer): int(sin(x)*cos(n*x),x=0..Pi);

1+ (—1)
—1+n?

On a donc, pour tout p € N, ay,41 = 0etay, = . Il en résulte que

m(4p* — 1)

. 2 4 cos2px

Vx € R, |sinx| = p pEZI 271
3) En particulier, avec 0, on obtient . ! !
5 X =0, = 5=
P > 4p2—1 2

p=1
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4) En utilisant la relation cos 2px = 2 cos® px — 1 on obtient

, 2 4 [ X 2cos? px — 1
VXER, \smx]:;—; 241727_1
p=1
2 4 ichossz f 1
7w pt 4p? — 1 ot 4p? — 1

2 cos? px " 1
e
4p? —1  4p2—1

puisque les séries de termes généraux sont convergentes.

1 1 4
Comme;m X ,onendéduitque Vx € R, [sinx| = ;—;Z

Exercice 13.7

D’aprés CCP MP 2005, Mines-Ponts PSI 2006

Soit & € R\ Z, et soit f la fonction 27r-périodique telle que f(x) = cos(ax)
pour x € [—, 7].

< cos? px
4p2 -1’

1) Déterminer les coefficients de Fourier de f.
2) En déduire que pour tout t € R\ 7wZ,

+00 +00

1 2t 1 2(— 1)”
COtan(I):——Zm et —:;—Z

sin m2n? —
n=1

~

1) La fonction f est continue et de classe €' par morceaux. Comme elle est paire
les coefficients b, ( f) sont nuls.

2 (7 2 .. » 2sinamw
Onaay(f)=— cosaxdx:—[smax]o = et,pourn > 1,
7T Jo T aTT

2 w
an(f):;/ COS ax cosnx dx
0

_ ! /W (cos(a +n)x +cos(a — n)x) dx
T Jo

1 [sin(a +n)m N sin(a — n)ﬂ']

T a+n a—n

_ (=1)'sinaw 1 N 1
B T a+n a—n
2(—=D)'asin am

m(n? — a?)
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2) Par application du théoreme de convergence normale on obtient

sinam  2asinam < (—1)"
Vx eR, f(x)= — >
am T

n=1

En particulier pour x = 7 on obtient

. . +00
sinam 2asinam Z 1
T

cos T =
oz n? — a?

n=1

cos
c’est-a-dire =— - E —— >, puis, pour x =0,
aT 7T(I’l —a?

sin a
. . n +00 n
| sinam 2asinaw Z (-1 1 1 Z 2(—1D)'a
= — , Ou encore =—— —
am T 1 n? — a? sinam  am m(n? —a?)’
n= n=
. L . . . t
Si ¢t est un nombre réel qui n’est pas un multiple de 7, le nombre réel &« = —
T

. N ! . (oz
n’appartient pas a Z, et en remplacant a par — dans les relations précédentes on
aw

+o0

+00
2t 2(=1)"t
_Z,,Tznz_tz et —:__Z 22 — g2

n=1

~ | —_

obtient cotan(z) =

Exercice 13.8

TPE PSI, PC 2005 K

Justifier que, pour x dans [O 77] ona

cos(2nx) 8 <= sin((2n + 1)x)
Z — o

X7 —x) = 2n+ 1)

Qu’obtient-on avec x = — ?

(SIS

La présence de deux séries, I’'une paire, et I’autre impaire, nous amene a prolonger la
fonction x — x(7 — x) en une fonction paire d’une part, et en une fonction impaire
d’autre part.

Soit f la fonction paire, 27-périodique, valant x(7 — x) sur [0, 7r]. (Cf. FIG. (13.4))

La fonction f est continue et de classe €' par morceaux. On a
2 (7 20 x% w27 72
a0(f) 77/0 x(m = x)dx T [ 3 2 L 3’

et,pourn > 1,a,(f) = f(x) cos(nx)dx = / x(m — x)cos(nx)dx.

D’oua,(f) = % [X(W — x)sm;nx)} _;/0 ( — 2X)Sm;nx)dx ’
0

0
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Figure 13.4 Les graphes de f et de g.

2 4 m
et finalement, a,(f) = — (7 — 2x) cos(nx)]y + — / cos(nx)dx
mmn mn 0

0

2 2
= (a1 =) = — (1 (1)),
mn n

4
On a donc a,(f) = 0 si n est impair et a,(f) = - si n est pair.
n

2
En appliquant le théoréme de Dirichlet on obtient: Vx € R, f(x) = % Z M.

Soit a présent g la fonction impaire 277-périodique valant x(7 — x) sur [O, ].
La fonction g est continue, €' par morceaux sur R.

b,(g) = %/ g(x)sin(nx)dx = E/ x(m — x)sin(nx)dx

—TT

= E[_X(W_x)cosr(lnx)] /(77 2x)cos(nx)dx

T

-~

=0

T 4 . ™ 4 T
= —— xcos(nx)dx = —— [x sm(nx)] + 2/ sin(nx)dx .
mn J, mn n o ™ Jo
—_—— —_——

=0 TSI

n

. . 8 . . .
Donc b,(g) = Osin estpairet b,(g) = — sin estimpair. Par conséquent, pour tout
mn
< sin((2n + 1)x)

8 A 7z N . .
x € R, nous avons g(x) = = z_: 1P grice au théoreme de Dirichlet.
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En particulier, pour tout x € [0, 77']
2

T Z cos(2px) 8 Z sin((2n + 1)x)

X = x) == 2 2n+ 1)
p=1
T o g = (-D” _ 8 <2 (=1
Avec x = > on obtient T = ran pz::l 2 Z nr )y
+00 +00
) (=1r ? (=" ’
Soit — =—— et — =
oit ) 2 2 ° ZO n+lp 32

p=1

Exercice 13.9

(Inégalité de Wirtinger) CCP MP 2007, Mines-Ponts PC 2006
1) Soient (A, B) € C? et g I’application de R — C définie par g(r) = Ae'’+Be ",

2 2
Montrerque/ |g(t)|2dt:/ 8’| dt
0 0
2

2) Soit f € €' (R, C), 2ar-périodique, telle que f(t)dt = 0.
0
2

2
Montrer que / IfOf dr < / |f’(t)|2 dt. Dans quel cas y a-t-il égalité ?

0 0
Indication de la rédaction : utiliser la formule de Parseval.

1)Ona |g)* = |A]” +|B|* + ABe*" + ABe™%". On en déduit que
2
| lewPar = 1ar+ 5P
0
On a ensuite g'(f) = i Ae'" — iBe™"", et donc

27 21
/ |g'(t)|2dt:|A|2+|B|2:/ g0 dr.
0 0

2) Puisque f est de classe %', ona pour tout n € Z, ¢,(f") = inc,(f).
Les fonctions f et f’ étant continues, la formule de Parseval donne

1 21 5 B +oo ) 5
3w, OF =32t et

21

1
car co(f) = oy f(@)dt =0.0On a aussi
0

I P N 0 20 | 2 2
E/o |f'(O] dt = > +;(|Cn(f)| +|e—a(fH)

=" n¥(eal* () + le—a( N,

n=1
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2

1 1
car co(f) = W fdt = —(fQ2m) — f(0) =0
T Jo 2
On en déduit que

1 21 , 5 1 2 ) B +00 5 5 5
3r ) 17OF = o [ dr= 30 - ieDF + een(Df >0

2 2
et donc / IF@))dt < / £/ ()| dt.
0 0

Examinons a présent le cas d’égalité. Comme n> — 1 > 0 pour n > 1, I’égalité
2 2
/ |f(O) dt = / |f’(t)|2dt entraine ¢,(f) = 0 pour toutn ¢ {—1,0,1}.
0 0

Comme la fonction f est de classe €', elle est égale a4 la somme de sa série de
Fourier et on a alors Vx € R, f(x) = cie" + c_je”**. On retrouve les fonctions
étudiées dans la question 1.

Exercice 13.10

Mines-Ponts MP 2006, ENS MP 2007 (Inégalité isopérimétrique)

1
1) Soit f € %1([0, 11, C) telle que f(0) = f(1) et/ f(@®)dt = 0. Montrer que
0

1 1
4772/ If(t)lzdté/ |/ dr.
0 0

2) Soit I' un arc simple de classe €, fermé et régulier. Soit L sa longueur, et A
1’aire algébrique du domaine qu’il délimite. Montrer que 47 |A| < L.
Indications de la rédaction : pour la question 1 on pourra utiliser 1’inégalité de
Wirtinger (cf. I’exercice 13.9). Pour la question 2 on pourra utiliser un paramé-
trage normal de I'.

1) Désignons par f; la fonction 1-périodique de R dans C dont la restriction a
[0,1] est égale 2 f. C’est une fonction continue et de classe €' par morceaux.
Nous nous ramenons au cas d’une fonction 27 périodique a I’aide du changement
de variable x = 2a¢t. De facon plus précise, introduisons la fonction g définie par

Vx € R, g(x) = fi (%) On a alors f(t) = gmt) et f'(t) = 2ag'(2at). On a

de plus
2
/\f(t)! dt = /\g(%t)! dt = —/ (0| dx

2
et de méme / | (t)| dt = —/ |27g’(x)] dx—27r/ g’ (x)\ dx.
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1 1
1
L’inégalité de Wirtinger s’écrit alors 27 / ]f(t)\2 dt < - / \f’(t)|2 dt, ce qu’il
0 T Jo
fallait démontrer.

2) Quitte a faire une homothétie, on peut supposer la longueur de I' égale a 1. En
effet si on remplace un paramétrage g de I par ag, L? et A sont tous deux multipliés
par a. On est donc conduit 2 démontrer I’inégalité 47 A < 1. Comme de plus I est
réguli¢re on peut la supposer définie par un paramétrage normal f: [0,1] — C, ou
f(@) = x(t) +iy(t), et quitte a faire un changement d’origine dans le plan, on peut

1
supposer / f(@)dt est nulle.
0

1 ]
On sait qu’alors A = 5 / (x(0)y' (1) — x'()y(1)) dt. Or :
0

1 1 1
/ mf'(t)dIZ/ [X(t)xl(t)+y(l)y’(t)]dt+i/ [x(0)y'(t) — X' 1)y dt
0 0 0

= [P+’ (0)], +2iA
—2iA.

On en déduit que

1 2
41AF < ( /0 Wf’(r)dr)

1 1
< / |f (t)]2 dt / | f! (t)|2 dt (inégalité de Cauchy-Schwarz)
0 0

1 1
1 > 1
< 2dt < — ‘O dt = —.
/0 |f()] 4772/0 Lf @) s

On en déduit bien que 4 |A| 7 < 1.

Etudions maintenant le cas d’égalité. On peut a nouveau supposer la paramétrisa-
tion f normale. L’égalité 4A7 = L? = 1 entraine le cas d’égalité dans I’inégalité
de Wirtinger. On a donc f(f) = Be*™ + Ce™2™ ol B et C sont des constantes
complexes.

. . _ . .. 1
Lhypothése | £/(1)]” = 1 s’écrit alors (Be™ — Ce 2™ )(Be™ %™ — Ce¥™) = i3
T
— _ 1 _ _
pour tout ¢ € [0, 1]. On en déduit aisément BB + CC = yp—e BC =0etCB = 0.
T
On a donc y(t) = D™ (ou y(t) = De_z””) ol D est un nombre complexe de

1 1 . .
module o La courbe est alors un cercle de rayon o Réciproquement, on vérifie
T T

aisément que pour un tel cercle, on a L? = 4Ar.
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Exercice 13.11

(Le Noyau de Poisson)
Soit r un nombre réel tel que |r| < 1.

1) Montrer que la série trigonométrique 1 + Zr"(ei"x + ") est norma-

lement convergente. On note P, sa somme. Montrer que pour tout x € R,
1—r2

1 — 2rcos(x) +r?’

2) Quels sont les coefficients de Fourier de P, ?

Pr(x) =

1 2
Montrer que —/ P.(x)dx = 1.
2T 0

1) Notons ug la fonction constante égale a 1, et pour tout n € N*, notons u, la
fonction définie sur R par u,(x) = r"(e"* + e """). On a |u,(x)| < 2r", etil en

résulte que la série g u, est normalement convergente sur R. Calculons sa somme :

+oo +00 +00
VrER, B =14 ) =1+ rie™ 4 Y preming
n=1

n=1 n=1

re'* re '

=1+

— + -
1—re* 1 —re i

1—r2

1 —2rcosx +r2’

Remarquons que P, est positive sur R

2) Soit p € Z. La série de fonctions Z Un Ol v, (x) = u,(x)e”"P* est normalement

+0o0

1 2w .
convergente. Il résulte que ¢, (P,) = Z Ty / U, (x)e P¥ = rlel,
T Jo
p=0

2T
En particulier, pour p = 0 on obtient co(P,) = o / P.(x)dx = ¢y =1.
T Jo

De nombreux exercices d’oraux utilisent de facon plus ou moins explicite la notion
de produit de convolution.

Mines-Ponts PSI 2006 (Produit de convolution)

On désigne par %>, 1’espace vectoriel des fonctions continues, 277-périodiques,
de R dans C. Soient f,g € %3,. On note f * g la fonction de R dans C définie

21

1
parVx € R, (f *g)x) = oy ft)gx —t)dt .
0
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1) Montrer que f * g est une fonction continue 27-périodique.
2) Calculer les coefficients de Fourier de f * g en fonction de ceux de f et de g.

3) Démontrer que la série de Fourier de f * g est normalement convergente, et
calculer sa somme.

4) Soient f, g et h trois éléments de %>,. Montrer que g x f = f * g et que
fx(gxh)=(f*g)*h.

1) Pour x fixé dans R, I’application ¢t — f(¢)g(x — t) est continue sur R. Donc
2

I'intégrale f(t)g(x — t)dt existe.

0
L’application ¢: R x [0, 27r] — C définie par ¢(x,t) = f(t)g(x —t) est continue.
De plus comme f et g sont bornées, il existe des constantes réelles A et B telles
que |f(1)] < Aet|g(t) < B pour tout t € R. ¢ vérifie donc I’hypothése de
domination |¢(x,1)| < AB pour tout (x,7) € R x [0,27].
On en conclut que la fonction f * g est continue sur R.
Elle est aussi 27-périodique car si (x,t) € R?, ona gx+2m —t)=gkx —1).

2) Soitn € Z.On a

1 21 1 2 '
Cn(f>*<g)=277/0 2 ) fHgx —0)de | e™" dx

1 2 2 )
= W/o (/0 fHgx —t)e™ ™ dt) dx

1 21 2 -
=53 / fgx — e " dx | dt (théoréme de Fubini)
Q2m)? Jo 0

1 27 21 »

= (277_)2/0 f@) (/0 glx —1t)e dx) dt
1 21 27—t )

- Qm)? /0 f@) (/ g()’)eim(yﬂ) dy) dt

(changement de variable y = x — 1)

1 2w )
- / ea(g) f (e dr
T Jo
= Cn(f)cn(g)'
3) Les séries numériques Z len(f) 2 Z |c_n(f)|2, Z \c,l(g)|2 et Z |c_n(g)|2

sont convergentes d’apres le théoréme de Parseval.
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1
Linégalité |c,(f)ca(g)| < E(lcn(f)|2 + |cn(g)\2) (pour n € Z) montre que les

séries numériques Z len(f % g)| et Z |c_n(f * g)| sont convergentes. La série
de Fourier de f * g est donc normalement convergente. Il en résulte que sa somme
est égale a f x g (cf. exercice 13.4).

4) Les fonctions f * g et g* f sont 27-périodiques, continues, et elles ont les mémes
coefficients de Fourier (c,(f)c,(g)).Onadonc f xg =g * f.
Le méme raisonnement montre que f * (g x h) = (f * g) * h puisque

Vn € Z, cy (f * (g * h)) = Cn(f)cn(g)cn(h) =Cn ((f * g) * h)

13.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Centrale PC, PSI MP 2006 K K
On désigne par E = %, ’espace vectoriel des fonctions 27r-périodiques et
continues de R dans C.

1) Soient f et g deux éléments de E. Montrer que pour tout x € R on a

co(eo(@) + Y (ea(flen(@)e™ +c_u(fle_n(g)e ™)

n=1
1 27

= 5= fx —ng)de

27 0
Dans la suite on considere 1’équation différentielle (E) : y”" —y = h ol h est
une fonction 277-périodique et de classe ¢ sur R.
2) Montrer qu’elle admet au plus une solution 277-périodique.

3) Soit p € Z. Déterminer I"'unique solution 27-périodique de I’équation diffé-
rentielle y” — y = e, oll ¢, est définie par Vx € R, e,(x) = e'"*.

4) On cherche a déterminer une fonction g € %>, telle que, pour toute fonction
h 2ar-périodique et de classe €', la fonction f définie par

2
Vx e R, f(x)= %/ g(x — th(t)dt
0

soit une solution de I’équation différentielle (E).

a) En supposant I’existence de g, calculer ses coefficients de Fourier a I’aide
de la question précédente.

b) Conclure alors en utilisant la question 1.
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1) Ce résultat a été démontré dans 1’exercice précédent.

2) Si y; et y, sont deux solutions 27-périodiques de (E), alors y = y; — y;, est une
solution 27r-périodique, et donc bornée, de I’équation homogene y” — y = 0.
Mais y est alors de la forme Vx € R, y(x) = Ae* + Be™*, et une telle fonction
est bornée si et seulement si A = B =0.0Onadoncy =0ety; = y».

3) On cherche une solution de 1’équation y” — y = e, sous la forme Ae, ol A est
1

une constante. On obtient alors A(— p2 — 1)e, =e,,etdonc A = — .
P P p2+1

Ainsi la fonction f = -——
p-+1
y'i—y=e p»» €t comme elle est 277-périodique, elle est unique.

e, est une solution de I’équation différentielle

4) a) Si on suppose I’existence de g, alors on doit avoir, en prenant 1 = e, :
o 1 1 21

Vx eR, ———¢'P*

= — —t t)dt
el 2 ), 8 De®

1 2
= E/o g)e,(x —t)dt

ipx 1 o —ipt
= e’ — g)e Pdr |
27 Jo

—1
et on a donc ¢ = —,.
p(g ) p2 1
b) Désignons alors par g la somme de la série trigonométrique normalement
+00 eipt . e—ipl
convergente : Vt € R, g(t) = —1 — z:l T
p:

Soit & une fonction 27-périodique de classe €. Désignons par f la fonction
1 27

définie par Vx € R, f(x) = 2—/ glx —h(t)dr .
™ Jo

D’apres la question (1) f est la somme de la série trigonométrique

co(f)+ > _(ealf)e™ +c_p(fle™™),
o () = exl@ienh) = 50

général |c,(h)| est convergente, et les séries de termes généraux |nc,(f)| et
‘nzcn( f )| sont donc convergentes. La série trigonométrique définissant f est

. Comme # est de classe €' la série de terme

donc de classe €7 sur R et

Vx €R, f(x) ==Y n*(ca(f)e" +en(fle”™).

n=1
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On a alors

Vx eR, f"(x)— fx)=1- Z(nz + 1) (en(F)e™ +c_p(fre™ )

n=1
= co(h)+ ) _(ea(h)e™ +c_y(h)e™"™) = h(x)
n=1

C’est donc I'unique solution de I’équation ().

Exercice 13.14

Ecole Polytechnique MP 2006, Mines-Ponts MP et PSI 2006 K K
Soient r € ]0, 1[ et E I’espace vectoriel des fonctions continues 27-périodiques

de R dans C.
1) Montrer qu’il existe une fonction P, € E telle que : pour tout f € E et
x € R,
+00 1 T
co(f)+ D (™ +c n(fle™™) == | flx—D)Pn)dt. (x)
— 27 J_

Indication de la rédaction : on pourra commencer par écrire la relation (x)
pour la fonction e, (p € Z) définie par Vx € R, e,(x) = ',

o

2) Calculer / P.(t)dr .
+00
3) Soit f € E. Caleuler lim co(f)+ > el e + cn( e ™)

n=1
Indication de la rédaction : on pourra commencer par le cas ou f est de
classe ¢°.

1) Commengons par €crire la relation (k) avec la fonction ¢, € E (p € Z) définie
par e,(x) = e'”*. On obtient alors, pour tout x € R,

. 1 . ™ .
rlPleiry — ﬁe”’x/ P.(t)e 'Pdt,
-7

c’est-a-dire ¢,(P,) = Il Nous sommes ainsi conduit a prendre pour P, la
somme de la série trigonométrique normalement convergente

+00
VxeR, Px)=1+ Zrn(einx + e*inx)

n=1

que nous avons déja rencontrée dans I’exercice 13.11 (le noyau de Poisson).
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P, est continue sur R, 27 périodique, et vérifie, pour tout (x,7) € R?,

+00
Px —1) =1+ r'(e"™0 — 70y

n=1

On sait, de plus, que P, est positive sur R.
Soit alors f un élément de E. On a

1
2

! fx —P.(t)dt = 1 ’ f(OP(x — t)dt
. 21

—1Tr
27 J_,

. (f(t)+zr"f(t)(e"”°‘") e—""“—’))) dt.
n=1

Comme f est bornée sur le segment [—7, 7], la série de fonctions E v, ol

V(1) = 1" f (1)) — ¢TI D) converge normalement sur ce segment, et on
peut intégrer terme a terme. On obtient :

L /w fx —0)P(n)dt
27 J_,

1 + +00 einx +a - e—inx + -
= — f@)dt + E r" <—/ f@®)e "Mdt + / f@)e" dt)
27 /,T o 27 J_, 27 J_ .

=co(f)+ Y _r'(ca(f)e™ +c_p(fle™™).

n=1

m

2) Nous avons vu dans I’exercice 13.11 que / P.(t)dt =27 .

—TT
3) Traitons d’abord le cas d’une fonction f, 27-périodique, de classe €°°. On a
1 . ‘o
alors ¢, (f) = O(ﬁ)’ de sorte que les séries numériques Z c, et Zc_,, sont

absolument convergentes. Pour tout x fixé dans R, et pour toutn € N*, notons w,
la fonction définie sur [0, 1[ par w,(r) = " (c,(f)e"™* + c_,(fe ""). On a alors
|wa (M| < |ea(f)] + [c—n(f)] pour tout r € [0, 1[, ce qui démontre que la série de

fonctions Z w, converge normalement sur [0, 1.
Onade plus lim w,(r) = c,(f)e™ +c_,(f)e .
r—1-

Le théoréme concernant la limite en un point de la somme d’une série normale-
ment convergente montre alors que la série de terme général ¢, ( f)e"*+c_,(f)e™ "™
est convergente et que

r—1-

lim >~ w, (1) = col(f)+ D (calFe™ +eu(fe™™) = f(x),
n=0

n=1
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Traitons maintenant le cas général d’une fonction f € E. Pour r € [0, 1[, notons

T

1
fr la fonction définie par f,(x) = oy f(x —t)P.(t)dt. Compte tenu de la
m —TT

question (1), nous allons démontrer que Vx € R, lim f.(x) = f(x).
r—1-

Soit & un réel strictement positif. Le théoréme trigonométrique de Weiers-
trass montre qu’il existe une fonction polyndme trigonométrique g telle que

IIf — glleo < g On a alors, pour tout x € R,

1 o
| fr(x) — & (x)] = 'ﬂ (f(x = 1) — glx = 1) P(r)dt

1 w
<o | Ife—1)—glx =] P(t)dt

~
27 J_,

1 T
<5m [ 1F = sllPinar
T —TT

< ”fgig“w/ P.(t)ydt = || f — gl -
o

—TT

, €
len résulte que || f; = grlloo < [If = 8l < 3-

Soit x un nombre réel. Comme g est de classe €°°, ona lim g,(x) = g(x). Il
r—1-

existe donc un réel a € 10, 1[ tel que |g,(x) — g(x)| < g pour tout r € Ja, 1[.

Mais on a alors :
|fr(0) = fOO] < fr(x) — g-(0)] + [gr(x) — g(x)[ +[g(x) — f(x)] < 3% =e,

ce qui montre que lim f,.(x) = f(x).
r—1-

Centrale MP 2004, ENS Paris, Lyon Cachan 2004 K K

Soit f: R — C une fonction 277 périodique, continue. On suppose les coeffi-
cients de Fourier ¢, = ¢, (f) (n € Z) positifs. Montrer que la série de Fourier de
f est convergente. Quelle est sa somme ?

Indication de la rédaction : on pourra considérer la série Z r"(c, + c_,) pour
O<r<l1.

Comme f est continue et 27 périodique, elle est bornée : il existe une constante
M € R, telle que | f(x)| < M pour tout x € R.

Soit r un réel tel que 0 < r < 1. Pour tout entier n € N notons u,, la fonction de R
dans C, définie par

Vx € R, uy(x) = fx)r"(e”™ + ).
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Chaque fonction u,, est continue, et pour tout x € R, on a |u,(x)| < 2Mr". La série
de fonctions Z u, est donc normalement convergente sur R, et il en résulte que sa
somme S est continue et 277 périodique.

Le théoréme d’intégration terme a terme sur le segment [0, 277] donne

2w

1 +0o0
oy ; S(x)dx = co+ Zr”(cn +c_,).

n=1

Par ailleurs (voir I’exercice 13.11)

1—r2

—2rcosx +r2’

S(x) = f(x) (1 G +e—“”)> = f()5
n=1

+00 2m — 72
1 1—r
1 csult + ey +Cy) < — M dx =M,
en résulte que ¢y nEZIr(c C—n) 277_/0 1 —2rcosx+r2""

et donc, que pour tout entier N € N, et pour tout réel r (0 < r < 1),
N

N
CO+Z r'"(¢, + ¢c_,) < M.En faisant tendre r vers 1 on obtient 1+Z(c,, +c_,) <M.
n=1 n=1
Ainsi la série a termes réels positifs Z (cp +c—_,) est convergente. La série trigono-
neN*

métrique de terme général (c,e'™ + c_,,e_i”x) est donc normalement convergente.

Notons S sa somme. Les fonctions S et f sont continues, 277-périodiques, et elles

ont les mémes coefficients de Fourier. On a donc S = f.

Exercice 13.16

Mines-Ponts MP 2006 K
Soit x un nombre réel et a un réel strictement positif. On pose

. - 1
Jw = Jim, (ZN m) -

1) Montrer que f est définie sur R et étudier sa parité.

inx

2) Etudier la convergence de la série de Fourier de f.

*° cost

3) Calculer, en utilisant un logiciel de calcul formel, I’intégrale / a2 dt.
—0o0

4) En déduire les coefficients de Fourier de f.

5) Exprimer f al’aide des fonctions usuelles.
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1) Pour tout x € R, posons uy(x) = 5, et, pour n € N*,

a’+x
1 N 1

a?+(x —2nm)?  a?+(x+2nm)?’
+N

Posons fy(x) = Z !

—" a?+ (x +2nm)?’

uy(x) =
Il s’agit de la somme partielle a I’ordre

. 1
N de la série de terme général u,(x). On a u,(x) ~ ———, de sorte que la
n—+oo 2n??

série de terme général u, (x) est convergente. La série de fonctions Z u, est donc
+00
simplement convergente sur R, et, pour tout x € R, f(x) = Z Uy (x).
n=0
Notons d’ailleurs qu’il y a convergence normale sur tout segment / inclus
dans R : un tel segment est un effet inclus dans un intervalle de la forme
Ipn = [-2A7,2A7], avec A € N*, eton a, pourtout x € I, etn > A,

1
lu,(0)| < O SE (terme général d’une série convergente).
+00 +00
On adeplus f(—x) = Z U,(—x) = Z u,(x) = f(x); f estdonc paire.
n=0 n=0

2) Lorsque x est un réel, on a
1 1

PN +2m) = N = N T P s 2N+ D
On en déduit que f(x +27) = Nlim fnx +2m) = Nlim nx) = f(x)et f

est donc 27r-périodique. Démontrons que f est aussi de classe €' sur R. Chaque
fonction u, est de classe €' sur R et, pourn > 1,

—2x —2x

(@ + (x = 2nm)?)? * (@ + (x +2nm)?)?’

Pour x € I4 etn > A on a cette fois |u,(x)| < ce qui démontre

4A
Q2mn — AHm*’
la convergence normale de la série Z u!, sur I,. La somme f est donc de classe

%" sur R, et il en résulte enfin, grace au théoréme de convergence normale, que
la série de Fourier de f est normalement convergente sur R, et que sa somme est
égale a f.
3) On obtient avec Maple :
assume(b > 0);
> factor(int(cos(t)/(b"2+t"2),t=-infinity..+infinity));
7r(sinh(b ) — cosh(b ))

b
T cost T,
OnadOHC/OO mdtzge .
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4) Comme f est paire les coefficients de Fourier b, sont nuls.
2w

Pour p e N,onaa,(f) = — f(x)cos pxdx.
T Jo

La série de fonctions Z u,(x) cos px converge normalement sur [0, 277 ] puisque
2
a?+(2n — 2)m)?*’

Vx € [—m, 7], |u,(x)cos px| < On en déduit que

1 +00 2
a,(f)= ;Z/o u,(x)cos px dx.
n=0

On obtient par ailleurs, a I’aide du changement de variable u = x + 2nr,

am cos px DT cos pu
S~ 5 dx = ——— du
o a*+(x+2nm) ) a’+u

ni
puis, a I’aide de la relation de Chasles
QN+2)m

N coS pu

Z/ u,(x)cos px dx :/ ﬁdu.
a’+u

n—0 0 —2Nm

D’ou en prenant la limite quand N tend vers +o00 :

1 [*°° cos pu
cMﬂzg/ PU gy

2 2 )
oo A%+ u

1 [ 1 1
Pour p = 0 on obtient ayg(f) = —/ ———du = —, etpour p > 0, al’aide
w a

oo %+ u?
+00
. cost 1
du changement de variable t = pu, a,(f) = L / 55 5 dl = .
T J)_o PA”+t aeb?
A s iy 1 X cos pX
5) On a enfin, grace a la formule de Dirichlet, f(x) = — + Z .
2a — aer?
= COS px b 1
: £ ix—a\p __
En remarquant que Z ra est la partie réelle de Z(e Y = T ora’
p=0 p=0
on obtient
+0o0 a
Zcospx B e* —cosx
eba et +e4 —2cosx’
p=0
d’ou, finalement,
1 e® —cosx 1 sha
f@) == - —5) = :
a\e*+e % —2cosx 2 2a(cha — cos x)
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Exercice 13.17

Centrale MP 2007 K
Soit (a,),ecn un suite d’entiers. On suppose que le rayon de convergence de la

série entiere E a,7" est supérieur ou égal a 1, et que sa somme f(z) = E a,z"

est bornée dans le disque ouvert D = {z € C, |z| < 1}. Montrer que f est un
polyndme.

Soit M un réel tel que |f(z)| < M pour tout z € D. Pour tout nombre réel r
(0 < r < 1),soit f, I’application de R dans C définie par

+0o0

£O) = fre®y = anrme™.

n=0
fr est la somme d’une série trigonométrique 27-périodique, normalement conver-
gente puisque la série E a,r" est absolument convergente. On a donc, pour tout

n €N, ¢,(f;) = a,r". La formule de Parseval montre que la série de terme général
la,|* r*" est convergente et que

1 21
EWﬁﬂ%?_/ 1£(0))* dg < M?
277 0

Il en résulte que Z |ay ]2 21 < M? pour tout N € N, et en prenant la limite quand r
n=0

N
. 2
tend vers 1, on obtient E la,|” < M.
n=0
‘o .y 2 : ( . 2
La série de terme général |a, | est donc convergente et il en résulte que lim |a,|” = 0.
n—+o0

On en déduit enfin, puisqu’il s’agit d’entiers, qu’il existe un N € N tel que ¢, = 0
pourn > N ; f est donc un polyndme.

Exercice 13.18

Centrale MP 2006 K K
Soit B € 10, 1[.

+00 xﬁ—l

( l)n 1
1) Mont +2
) onrerque/0 1+x ,BZ

2) Soit fg I'unique fonction 27T—per10d1que de R dans R coincidant avec
x + cos(Bx) sur [—7, 7r]. Calculer les coefficients de Fourier de f3 ; étudier
la convergence de la série de Fourier.
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+00 xl[)’fl

T
3) Mont dx = .
) Montrer que/o T x x sin(7 )
+00 XB_I
4) O idere I’applicati :0e]l—m, 0) =  ——
) On considere I’application ¢g | =, 7m[— ¢p(0) /o 7 xoi?

Montrer que ¢ est une fonction de classe €' sur | — o, 7r[ et que pour tout
0 €] —m, 7l pp(0) +iBep(8) = 0.
En déduire une expression simple de ¢(0).

+oo -1
o . X
1) Commencons par justifier la convergence de I'intégrale [ = / I dx.
0 X
I xP1 : . .
Lapplication f: x — 11 est continue et positive sur l’intervalle ouvert
X

10, +00[. On a de plus f(x) ~ A~ au voisinage de 0 et f(x) ~ x#72 au

1
voisinage de +oo. La convergence des intégrales de Riemann / xPldx et
0

+00
/ xP~2dx assurent alors I’intégrabilité de f sur ]0, 1] et sur [1, +oo[, et donc

1
P'intégrabilité de f sur ]O, +ool.
Pour le calcul de I, nous séparons en deux I’intervalle d’intégration : I = I, + I,

xlel +00 xﬁ 1 1
avec I} = / dx et ], = / dx. Comme I’application x — —

o l+x 1 1+x X
est un difféomorphisme de I’intervalle [1,+oo[ sur I’intervalle ]0, 1], le chan-

. 1 . . .
gement de variable y = — dans la seconde intégrale est licite, et on obtient
X

L B
12:/ Y dx
o 1+x

N 1= (—1)N+1XN+1

Soitalors N € N*etx €0,1]. O —D"'x" = ,etd
oit alors etx €]0,1] na;( )'x T+ x et donc
xﬁl . Nap X BN
= D'xP= " ()Y —

2%( ) (=)™,
I _B+N
doul| = Z( l) +KN,avec|KN—/0 Trx

N —+00

1
1
On a alors |K,| < /0 XNy = NTIT B etdonc lim Ky = 0.

On en déduit finalement que /; =
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Pour le calcul de I, posons @ = 1 — 3. En remplagant 8 par 1 — 8 dans I’expres-
+00

1
sion de I;, on obtient I, = R | —
| 2 g( iy

1 = 1 1

On aenfin I = B + Z(—l)nn e + Z(_l)"m, et en regroupant les
( 1)n 1
— B

2) La fonction f3 est continue sur R et de classe %" par morceaux. Le théoréme de
convergence normale montre que sa série de Fourier converge normalement sur
R, et que sa somme est égale a fj.

Le calcul des coefficients de Fourier de fg a été effectué¢ dans I’exercice 13.7 :

1
termes, on obtient / = E +20 Z

onaVn € N b,(fg) = 0, ap(fp) = %Sin(ﬁﬂ), et, pour n > 1,
T

2(=1)"~'Bsin(Bm)
an(fﬁ) = 77_(”2 _ ,32) .

On a donc, pour tout x € R,

(= 1)" 12,3 sin(B)
)

cos(nx).

fa(x) = _,3 sin(B) + Z

3) Avec x = 0, la relation précédente donne

1:s1n(377)< 2/32( 1y 1>'

Il en résulte que

T ( l)n 1 _ +00 xﬁ—l
sin(,87r) Z /0 1+x dx..

4) Le détail des calculs est assez technlque.
Posons A = R} x ]—m,w[ — R, et soit K: A — C la fonction définie par

B—1
K(x,0) = 1-1-7" Elle est continue sur A, et elle admet une dérivée partielle
16 B
W(x, 0) = m qui est-elle aussi continue sur A. Nous allons vérifier des

hypothéses de domination sur Ay = R} x [—6), 6], oit 6 est un nombre réel fixé
(0 < 6y < 7). Pour cela nous utilisons la minoration

|1+ xe/|* = (1+x cos ) + xsin” 0
=1+2xcosf+x>

012
> 1+2xcosfy+x>= |1+xe’9"
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On en déduit que :

V(x,8) € Ao, [K(x,0)] < [K(x,00)], et

(x 6’)‘ ‘ (x,6o)

On a de plus
|K (x,60)| ~ x#~! quand x — 0,

|K (x,60)| ~ x$7% quand x — +0o0,

K

‘886()6 6o)| ~ xP quand x — O et
K

}8 (x,69p) ~ xP 2quandx—>+oo7

d’ol I’on déduit, par comparaison a une intégrale de Riemann, que les fonctions

x — |K(x,0p)| et x — |—=—(x, 6p)| sont intégrables sur ]0, +oo].

0K

06

Le théoréme de dérivation sous le signe somme montre alors que la fonction ¢g
+00 ﬁ—l

définie par ¢g(0) = / Toxei?
0

+ xet?
(et donc sur |—m, 7[), et que

dx est de classe €' sur tout segment [—6y, 6]

—ielfxP

_ ! _ I
Vo € |-m, o, QDIB(Q) /0 (1 + xei?)?

Dans cette derniere intégrale nous effectuons une intégration par parties, avec les

fonctions auxiliaires u: x +— g etvix — ix?. Comme le produit uv a des

1+x
limites nulles en 0 et +00, on obtlent

+oo - ﬁ—l
() = /0 B e — _iBeu®).

1+ xei?

On en déduit qu’il existe une constante K telle que pg(6) = K e""P? et la question 2
e PY

sin(Bm)

montre que K = ¢g(0) =

T
.Onad 0) =
Sn(Bm) n a donc ¢g(0)



Equations différentielles

/ linéaires

14.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

14.1.1 Un exercice de révision

Nous avons étudié en premiere année les équations différentielles linéaires, scalaires,
du premier ordre. Vous pouvez tester vos connaissances avec 1’exercice suivant :

Exercice 14.1

CCP MP 2006

On se propose de résoudre 1’équation différentielle (E) |x|y’ + (x — 1)y = x%.
1) Résoudre (E) sur R} puis sur R* .

2) On cherche maintenant les solutions f définies et de classe €' sur R.

2.a) Déterminer f(0). Que peut-on dire des restrictions de f a R} et R* ?
2.b) En déduire qu’il existe une unique solution définie sur R.

1) Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre dont les coefficients
sont des fonctions continues sur R. Comme le coefficient de y’ s’annule pour x = 0,
nous effectuons la résolution sur R} et sur R .

e Les solutions définies sur R* de I’équation homogene associée xy’ +(x — 1)y = 0
sont les fonctions y; telles que : Vx € R}, yj(x) = Ajxe ™, ol A; est une
constante réelle.

Pour la résolution de I’équation compléte, nous utilisons la méthode de variation de
la constante : les solutions de 1’équation (E) sur R} sont les fonctions y; définies
par: Vx € R}, yj(x) = A(x)xe " ol A; est une fonction de classe €' telle que
Vx € RY, Aj(x)xe™™ = x. On en déduit que A;(x) = ¢* + aj, ol a; est une
constante réelle.

Les solutions de (E) sur R} sont donc les fonctions de la forme

X — y1(x) = ajxe”* + x ot a; est une constante réelle.
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e Les solutions définies sur R* de I’équation homogene xy’ — (x — 1)y = 0 sont les
X

. e N 7z
fonctions y, telles que Vx € R* | y,(x) = A2(x)—, ol A, est une constante réelle.
X

On en déduit, par application de la méthode de variation de la constante, que les
solutions de (E) sur R* sont les fonctions de la forme

er 2 . )
X — y(x) = a,— + x + 2+ — ou a, est une constante réelle.
X X

2) Soit f une solution de (£) définie sur R.

a) L’équation (E) donne, pour x = 0, f(0) = 0. Notons f; (resp. f>) sa restriction a
R} (resp. R* ). Ce sont des solutions de (E) et il existe donc deux constantes a; et a,
telles que

ajxe +x six >0,

A are* +2
e ) six <O.
X

b) Comme f est de classe €' sur R, fi, f, f{, f, ont des limites finies en O telles
que lirrol fi(x) = lim fo(x)=0et lirrol fi(x) = lim f)(x).
x—0* x—0— x—0* x—0—

ae* +2  ar)+2+ayx +o(x)

Comme quand x — 0, ’existence d’une limite finie
X X
de y,(x) en 0 nécessite que a; = —2,etonaalors lim fo(x) = —-2+2=0.
x—0—
e —1 , xet —e*+1 %+o(x2)
Comme fo(x) = x+2—2 ,ona fy(x) = 1—272 = 1—272.
X X X

On en déduit que 1ir(1517 fr(x)=0.

On a aussi f{(x) = aj(e™*

—xe ¥)+1, et donc lirg f{(x) = a; + 1. La condition
x—0*
concernant les limites des dérivées s’écrit alors a; = —1.

Réciproquement le théoréme de prolongement pour les fonctions de classe %
montre que la fonction f définie sur R par

2
x+2+—(1—-¢% six <O,

x
fx) = 0 six =0,
x(1—e™) six >0

est de classe €' sur R.

C’est une solution de (E) sur R car la relation |x| f'(x) + (x — 1) f(x) = x> est
vérifiée pour tout x appartenant a R*, et aussi pour x = 0 puisque f(0) = 0.
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14.1.2 Equation différentielle vectorielle du premier ordre

On désigne par F' un K-espace vectoriel normé de dimension finie 7, et on note
Z(F) I’espace vectoriel des endomorphismes de F.

Soit a une application définie et continue sur un intervalle / de R et a valeurs dans
Z(F), etsoitt € [ ; afin d’alléger les notations, I’'image d’un vecteur x € F par
I’endomorphisme a(t) sera notée a(t)x .

Une équation différentielle vectorielle du premier ordre est une équation de la

forme
Vi eI, x'(t) = a(t)x(t) + b(t) 5)

oll a est une application continue de I dans .Z(F’) et b est une application conti-
nue de / dans F.

L’équation différentielle
Vi eI, x'(t) = a(t)x(t) (6)

est appelée I’équation homogene associée a (5).

Théoréme (Cauchy-Lipschitz) : soient fy € I et yy € F. Il existe une unique
solution x de (5) vérifiant la condition initiale x(fy) = yo.

La courbe définie par le paramétrage ¢ — x(¢) est appelée une courbe intégrale.
Structure de I’ensemble des solutions : I’ensemble & des solutions de 1’équation
homogene (6) est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel “\(1 ,K) des
applications de classe €' de I dans K. Si #, est un point de 7, I’application qui
ax € & associe x(f) est un isomorphisme de I’espace vectoriel & sur I’espace
vectoriel F. Il en résulte que la dimension de & est égale a la dimension de F'.
Une base (x, . . ., x,) de I’espace vectoriel & est appelée un systeme fondamental
de solutions.

Soit Z = (e; ...,e,)unebase de F, et soit (xq, ..., x,) une famille de n solutions
de (6). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) (x1,...,x,) estun systtme fondamental de solutions.
b) detg(x(2),. .., x,(t)) # 0 pourtoutt € I.
c¢) Il existe 79 € I tel que detz(x((fp), - - ., xu(ty)) # O.

L’ application W: t — W(¢t) = detg(x(¢?), ..., x,(t)) est appelé le Wronskien de
la famille (x, ..., x,) dans la base 4.

Soit .% I’ensemble des solutions de 1’équation complete (5) et soit xy un élément
de .Z. Alors les éléments de .7 sont les fonctions de la forme xo + x, avec x € &.
L’ensemble .Z est donc un sous-espace affine de 1’espace vectoriel €'(I, F) dont
la direction est I’espace vectoriel &

La méthode de variation des constantes : lorsqu’on connait un syst¢eme fonda-
mental (xq,...,x,) de solutions de I’équation (6), alors les solutions de <7 sont
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toutes les fonctions de la forme A1 x; +-- -+ A,x, ou Ay, ..., A, sont des fonctions
numériques de classe €' sur I dont les dérivées vérifient Ajx; +--- + A/ x, = b.

Cas d’une équation différentielle a coefficients constants : dans le cas d’une
équation différentielle de la forme V¢ € R, x'(¢) = ax(t) ot a est un élément de
ZL(F), lorsque yg est un élément de F, 1’unique solution définie sur R vérifiant la
condition initiale x(0) = yg est ’application ¢ — exp(ta)yp.

Les solutions de ’équation x'(t) = ax(t) + b(t) sont les fonctions de la forme
t — exp(ta)A(t) ot A € NI, F) vérifie: vVt € I, N (1) = exp(—ta)b(t).

Exercice 14.2

cost —sint
Pour tout ¢ € R, on pose A(t) = ( . )
sin t cost

Déterminer les fonctions X = <§> de classe "' de R dans R? telles que

(E) VteR, X'(1) = AOX({).

Donner une base de I’espace vectoriel S des solutions a valeurs réelles.

On peut écrire 1’équation différentielle linéaire (E) sous la forme d’un systeme dif-
férentiel :

, .
X = XCOSt — sint
()t T Y
y' = xsint + ycost

En posant z = x + iy le systeme s’écrit

7 = (xcost — ysint)+i(xsint + ycost)
= (cost+isint)(x +iy)
— il

Il s’agit alors d’une équation différentielle linéaire scalaire du premier ordre dont les
solutions sont les fonctions z telles que

Vit € R, z(t) = de™€" = \eSN!(cos(cos 1) — i sin(cos 1)),
ou A est une constante complexe. En posant A = a +ib (avec (a,b) € IR?), on obtient
les solutions de (E). Ce sont les fonctions X = (;}) de R dans R? telles que

x()\ _ [ ™ (acos(cost) + bsin(cos 1))
veR, (y(t)) N (eSin’(b cos(cos ) — a sin(cos t))>

_ gesint ( cos(cos t)) T et (sm(cos t)> ‘

— sin(cost) cos(cos t)
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. ; cos(cost - sin(cos t
Les fonctions X : t +— ™! ) ( ) et Xp: t — e ( ) forment
— sin(cos t) cos(cost)

un systeme générateur de 1’espace vectoriel S des solutions a valeurs réelles. Comme
dim(S) = 2, elles forment une base de S.

Exercice 14.3

Résoudre 1’équation différentielle X' = AX on A= [ -1 -2 -1
2

A est une matrice carrée d’ordre 3 et de de rang 1. On vérifie facilement que A> = 0.
On a donc Vr € R, exp(tA) = Iz + tA. On sait alors que les solutions sont de la

a
forme X: ¢ — (I3 +1A)Xy, avec Xo = | b | € R%.
c

14.1.3 Equation différentielle scalaire linéaire du second ordre

On considere une équation différentielle de la forme :
Vx € 1, a(x)y” +b(x)y' +c(x)y = d(x) (1)
olt a, b, c,d sont des fonctions numériques (a valeurs dans K = R ou C), conti-

nues sur un intervalle 7 de R, et ot ’inconnue y est une fonction de classe 4 de
I dans K.

L’équation différentielle

Vx € 1, a(x)y” +b(x)y' +c(x)y =0 )
est appelée I’équation homogene associée a (1). Dans la suite nous supposons que
a ne s’annule pas sur /.
Théoréme (Cauchy-Lipschitz) : soit xo € I, et soit (vo,v;) € K°. Alors il
existe une unique solution y de (E) vérifiant les conditions initiales y(xg) = vy et
y'(x0) = v1.
L’ensemble & des solutions' de (2) est un sous-espace vectoriel de dimension 2

du K-espace vectoriel des fonctions de classe € sur I. Une base de I’espace
vectoriel & est appelé un systeme fondamental de solutions.

Soient y; et y, deux solutions de (2). La fonction W = y;y5 — y,y] est appelée
Wronskien du couple (yy, y;). Elle est solution de 1’équation différentielle

Vx €1, a(x)W' +b(x)W = 0.

1. Dans le cas ou les fonctions a, b, ¢ et d sont a valeurs réelles on recherche généralement les solutions
a valeurs réelles.
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Pour que (y1, y2) forme un systeéme fondamental de solutions de (2), il faut et il
suffit que W ne s’annule pas sur /, et il suffit, pour cela, qu’il soit non nul en un
point xo de 7.

L’ensemble .# des solutions de I’équation compléte (1) est un sous-espace affine
de dimension 2 de 1’espace vectoriel €>(1, K), dont la direction est I’espace vec-
toriel & des solutions de I’équation homogene : si yg est une solution particuliere
de (1), les solutions de (1) sont les fonctions de la forme yy + y, avec y € &.

Exercice 14.4

CCP MP 2006
1) Résoudre 1’équation différentielle (E) (x — 1)y” — xy" +y = 0 sur ]—o0, 1|
et sur 1, +oo[.

2) Déterminer les solutions définies sur R.

3) Soient a et B deux réels. A quelle condition existe-t-il une solution définie
sur R, vérifiant les conditions initiales y(1) = a et y'(1) = B ?

Indication de I’examinateur : (E) admet des solutions évidentes tres simples.

1) Il s’agit d’une équation différentielle du second ordre. On observe que les fonc-
tions u et v définies sur R par u(x) = x et v(x) = e* sont des solutions de (E).

Attention : pour pouvoir appliquer le théoréeme de Cauchy ou le théoreme concer-
nant la dimension de ’espace vectoriel des solutions, il faut se placer sur des inter-
valles ou le coefficient de y'' ne s’annule pas!

Plagons nous, par exemple, sur I'intervalle /; = ]1,+oo[. Les fonctions u et v
forment un systéme fondamental de solutions sur cet intervalle puisque leur Wrons-
kien W(x) = u(x)v'(x) — u'(x)v(x) = (x — 1)e"* est non nul.

Les solutions de (E) sur /; sont donc les fonctions y; définies par Vx € I,
yi(x) = a1e* + b1x ol a; et by sont deux constantes réelles.

De méme, les solutions définies sur I, = ]—o0, 1| sont les fonctions y, telles que
y2(x) = are® + box avec (ap, by) € R,
2) Cherchons maintenant les solutions définies sur R.

Soit y;: x — aje* + byx une solution définie sur I; et y,: x +— aze® + box une
solution définie sur /,. Pour qu’elles soient les restrictions d’une solution y définie
sur R, il faut et il suffit que :

lim y(x) = lim y)(x)
x—1* x—1-
lim yj(x) = lim y;(x)
x—1* x—1-
lim y{'(x) = lim yy'(x)
x—1* x—1—

c’est-a-dire aje + by = are + by, aje + by = are + by et a; = as.
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Ces conditions (appelées conditions de raccordement) sont vérifiées si, et seulement
si, a; = ap et by = b.

Il en résulte que les solutions de (E) définies sur R sont toutes les fonctions de R
dans R de la forme y: x +— ae* + bx ou a et b sont deux constantes réelles.

3) Si y est une solution définie sur R, alors en remplagant x par 1 dans (E), on a
—y'(1) + y(1) = 0. Pour qu’il existe une solution y définie sur R vérifiant y(1) = a
et y'(1) = B, il faut et il suffit que & = .

Remarque
on voit sur cet exemple que le théoréme de Cauchy peut étre mis en défaut si le
coefficient de y” s’annule en un point.

14.1.4 Méthodes de résolution

a) La méthode de variation des constantes

Dans le cas ou on connait un systeme fondamental de solutions de I’équation homo-
gene, mais oll on ne connait pas de solution particuliere de I’équation complete, on
utilise généralement la méthode de variation des constantes :

On considere I’équation (E) a(x)y” + b(x)y’ + ¢(x)y = d(x), ou la fonction a ne
s’annule pas sur /.

Soit (y1, y») un systeme fondamental de I’équation homogene associée. Alors les
solutions de 1’équation (E) sont toutes les fonctions de la forme y = Ay; + wy»,
ol A et u sont des fonctions de classe € sur I dont les dérivées vérifient

Nyi+p'yy = 0
Myi+u'yy = dfa -

Exercice 14.5

Mines Ponts MP 2006 et 2007
Résoudre I’équation différentielle (E) y” + y = cotan x sur I = |0, 7r[.

Les fonctions x +— cos x et x — sin x forment un systeéme fondamental des solutions
définies sur I de 1’équation homogene y” + y = 0. On sait alors que les solutions
de I’équation complete sont de la forme y: x — Acosx + wsinx ou A et u sont des
fonctions de classe €' telles que

N(x)cosx +u/(x)sinx = 0
vx el —N(x)sinx + u/(x)cosx = cosx

sin x

On en déduit aisément

cos?

, , X . 1
. . 9
A(x) cosx et u(x) sin x +
sin x sin x
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. X N
d’oll A(x) = —sinx+a et u(x) = cosx+In (tan 5) +b ou a et b sont deux constantes
réelles.

Les solutions de (E) sont donc les fonctions y définies sur I par
y(x) = (sinx)In <tan %) +acosx +bsinx

ou a et b sont deux constantes réelles.

b) Changement de fonction inconnue

Exercice 14.6

Extrait de Centrale MP 2006

Soit k € R. Résoudre I’équation différentielle (E) xy” + 2y’ + kxy = 0 sur
I =10, +o0[ a I’aide du changement de fonction inconnue z: x +— xy(x).

Pour toute fonction y € € 21 ,R), la fonction z définie par z(x) = xy(x) est de classe
€2 sur I, et elle vérifie 77 = xy’ + y et 2/ = xy” + 2y’. Pour que y soit solution de
(Ey), il faut et il suffit que z soit solution de I’équation différentielle a coefficients
constants (E}) 7" +kz = 0.

e Sik < 0, les solutions de (E ,’c) sont les fonctions z telles que
Vx € I, z(x) = Ach(v/—kx) + B sh(v/—kx),
ol A et B sont deux constantes réelles. Les solutions de (Ey) sont alors les fonc-
tions y telles que y(x) = %(A ch(v/—kx) + B sh(v/—kx)).

e Sik = 0,les solutions de (E}) sont les fonctions z telles que Vx € 1, z(x) = Ax+B,
ou A et B sont deux constantes réelles. Les solutions de (Ey) sont alors les fonc-

tions y telles que y(x) = A + g
e Sik > 0, les solutions de (E}) sont les fonctions z telles que
Vx € I, z(x) = A cos(vVkx) + B sin(vkx),
ol A et B sont deux constantes réelles. Les solutions de (E}) sont alors les fonc-

1
tions y telles que y(x) = )—C(A cos(\/;x) + B sin(\/l;x)).

Cas ol on connait une solution de l'équation homogéne

Lorsque / est une solution de 1’équation homogene ne s’annulant pas, on
peut résoudre I’équation complete a 1’aide du changement de fonction inconnue
y = zh. La fonction 7’ est alors solution d’une équation différentielle linéaire du
premier ordre.
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Exercice 14.7

Mines-Ponts MP 2007
On considere I’équation différentielle (E) (1 + x)y” —2y" +(1 — x)y = 0.
1) Vérifier que la fonction x +— e* est une solution de (E) définie sur R.

2) Résoudre (E) sur chacun des intervalles Iy = |—oo, —1[ etsur I, = |—1, +ool.

1) On a pour tout x € R, (1 +x)e* —2¢* + (1 — x)e* = 0. La fonction x +— ¢* est
donc une solution définie sur R de I’équation différentielle (E).

2) On effectue la résolution de I’équation différentielle (£) a 1’aide du changement
de fonction inconnue y = e*z.
Onaalors y/ = e*(z + ') et y"' = €"(z + 27’ + 7"). L’équation différentielle (E)
s’écrit alors (1 + x)z” +2xz' = 0.
Il s’agit d’une équation différentielle du premier ordre vérifiée par la fonction z’.
Comme le coefficient de z” s’annule au point x = —1 nous cherchons les solu-
tions z; définies sur /1 = ]—oo, —1[ et les solutions z, définies sur I, = |—1, +o0[.
Sur chacun de ces intervalles on a

2x 2
lec, — Z],( = (—2+ —x> lec

1+x

7 est donc solution d’une équation différentielle du premier ordre. On en déduit :
Vx € I, 7p(x) = A(1 +x)Ye ™

ol A; (k = 1,2) est une constante réelle.
On obtient alors, apres deux intégrations par parties successives :

5
Vx € I, zk(x):—/\k<—+—x+—x>e2x+bk k=1,2)

ol Ay et by sont deux constantes réelles.
Il en résulte que :

Vx € I, wn(x) =ag (5 + 6x +2x2) e +be* (k=1,2)

ol ay et by sont deux constantes réelles.

¢) Raccordement de solutions

Exercice 14.8

Mines-Ponts MP 2007 (suite de l'exercice précédent)

Déterminer la dimension de 1’espace vectoriel des solutions définies sur R de
I’équation différentielle (E) (1 +x)y” —2y"+(1 — x)y = 0.
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Nous avons effectué la résolution de (E) sur les intervalles 1 = ]—oo,—1[ et
I, = ]—1, +oo[ dans I’exercice précédent.

Soit y 1 x — ag(5+6x +2x2)e ™ + bye* une solution définie sur I; (k = 1 ou 2). On
aalors y(x) = a;(1 —2x —2x%)e ™ +bre® et y/'(x) = ar(—3 — 2x +2x%)e " + bre”.
On a donc

lim1 ye(x) = age +bre~ !, lim1 yi(x) = are +bre et lim1 v (x) = are + bre ™.
xX—— xX—— xX——

Il en résulte que y; et y, sont les restrictions d’une solution y définie sur R si et
seulement si aje + bie ! = aye + bye ™! (conditions de raccordement).
On peut alors choisir les constantes, a;, a, et b; arbitrairement dans R ; la constante
b, est alors déterminée par by, = b; + (a; — (,12)6’2.
En prenant en particulier a; = 1,a, = Oetb; = 0,on a b, = ¢’ et on obtient la
solution f; définie par

(5+6x+2x%)e ™ sixel,

fix)y=(qe six =—1,
> six € L.
De méme en prenant (a;,az,b1) = (0,1,0),ona b, = —é” et on obtient la solution
f> définie par
0 six € I,
HLx)=<0 six = —1,

(5+6x +2x2)e ™ —*  six € L.

Enfin en prenant (a;,a,,b1) = (0,0,1) on a b, = 1 et on obtient la solution f3
définie par f3(x) = ¢* pour tout x € R.

Toute solution f définie sur R est alors de la forme f = ay fi + ax f> + by f3.
Les fonctions f, f> et f3 sont linéairement indépendantes car si

f=afitaf+b f3=0,

on obtient, a; = 0 en prenant la limite de f(x) quand x tend vers —oo, puis on
obtient by = 0 grice a la valeur de f au point x = —1, et il en résulte enfin que
ay — 0.

On en déduit que I’ensemble des solutions de (E) définies sur R est un espace vec-
toriel de dimension 3.

d) Changement de variable

Il est souvent utile d’effectuer un changement de variable dans une équation dif-
férentielle du second ordre. Pour étre licite, un changement de variable doit étre
défini par un difféomorphisme de classe €>.
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Exercice 14.9

Centrale MP 2005

1
1) Résoudre I’équation différentielle (E) (x> + 1)y” +2xy’ + ——
X

=1,
PR

utilisant le changement de variable x = tant.
2) Déterminer la solution ¢ de (E) telle que ¢(0) = 0 et ¢’(0) = 1.

1) L’application # — x = tan ¢ est un difféomorphisme de classe € de] —/2, 7/ 2[
sur R dont I’application réciproque est la fonction Arctan. Si y une fonction de
classe € sur R, alors la fonction z définie par z(t) = y(tant) est de classe ¢
sur ] —/2,7/2 [, eton a y(x) = z(arctanx) pour tout x € R.

/ t " t oy ¢
) " ’ 7" (arctanx) + z(arctanx)
dolt (x* + 1)y"(x) + 2xy'(x) + y(x) = 1
XZ +1 x2 +1

Rechercher une solution y de (E) sur R revient donc a chercher une solution de
I'équation (F) z(t)+z(t) = 1 +tan’t sur |—m/2, 7 /2],

Un systéme fondamental des solutions de I’équation homogene 7'/ +z = 0 est consti-
tué des fonctions t — cost et ¢t — sint. Il existe donc deux fonctions u et v de classe
€' sur |—m/2, /2] telles que, pour tout t € |— /2,7 /2[, on ait le systeme

—u'(t)sint +v'(t)cost =

{ u'(t)cost +v'(¢)sint =0

cos?t

) . sint 1 P
On obtient facilement u'(r) = ———— et v'(t) = —— . On en déduit
cos? ¢t cos ¢
1
u(t) = ——— +a

CcoS?t

ol a est une constante réelle. Pour déterminer les primitives de v’ écrivons

/ cost 1 cost cost )
D=1 2 + . On obtient al
v 1 — sin®¢ 2<1—sint 1+Sint> n obtient alors
1 1+sint
e —Inp—0""
v(t) an—sint+’8

ol B est une constante réelle. Les solutions de F sont donc les fonctions de la forme

sint 1+sint

Z:t— —1+ n -
2 1 —sint

+acost+ Bsint

ol (o, B) € R2.
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1

x2+1

En utilisant le fait que, pour tout x € R, on a cos(arctanx) = et

. X P . .
sin(arctanx) = , on déduit en particulier
/%2
x+1
1. 1+sint 1 x2+1+x

~In——=_-In———— =In(Vx2+ 1 +x) = argshx.
2n1—sint 2nm+x n(vx?+1+x)=argshx

On en déduit que les solutions de (E) sur R sont les fonctions de la forme

y(x)=—1+

ot (@, B) appartient 3 R? .

2) Cherchons a et 8 pour y(0) = 0 et y'(0) = 1. On a tout d’abord y(0) = —1 + a.
xV1+x?—x+argshx + 8
(1+x2)3/2
Conclusion : la solution cherchée est la fonction ¢ définie sur R par

,donc y/(0)=8=1.

Ensuite y'(x) =

dx)=—1+

e) Recherche de solutions développables en série entiere

Exercice 14.10

(TPE MP 2007)

On considere I’équation différentielle (E) : 4xy” +2y" —y = 0.

1) Déterminer les solutions de (E) développables en série enticre.
2) Résoudre (E) sur R* a I’aide du changement de variable t = /x.
3) Résoudre (E) sur R* .

4) Quelles sont les solutions de (E) sur R ?

1) 1l s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre. Comme le coeffi-
cient de y” s’annule pour x = 0, rien ne permet d’affirmer 1’existence d’une solution
définie au voisinage de 0, encore moins I’existence d’une solution développable en
série entiere !

Nous cherchons a priori une série entiere Z a,x" de rayon de convergence R > 0
dont la somme S soit solution de (E).

+00 +00
On a alors, pour tout x € ]—R, R[, S(x) = Za,,x", S'(x) = Z(n + Dayx" et
n=0 n=0

+0o0

S"(x) = Z n(n + Dy x" "

n=1
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+00
En collectant les coefficients de x” on obtient : 4xS”(x)+2S'(x) — S(x) = Z b,x",
n=0

avec b, = 4n(n + Da,y +2(n + Dayy — a,.

L’unicité du développement en série entiere de la fonction nulle montre que S est
une solution de (E) si et seulement si :

VneN, 2n+2)2n+ a,. = a, (*)

Il s’agit d’une relation de récurrence linéaire d’ou on déduit aisément a, = ﬂ ap.
n)!

Il est important, avant de conclure, de s’assurer que le rayon de convergence R est

non nul. Si ay est non nul, alors, pour tout n € N, a, est non nul, et la relation (x)
ap+1

montre que — 0 quand n — +00. On déduit alors de la regle de d’ Alembert

n
que le rayon de convergence R est égal a +oc.

Les solutions développables en série entiere de (£) sont donc les fonctions défi-

nies sur R, de la forme § = aSj, ou a est une constante réelle arbitraire et,
+00 n
X
Vx € R, So(x) = .
 So(a) Z; &
n=

Lorsque x > 0, on peut écrire x" = (ﬁ)z". On a donc Sp(x) = ch+/x. Lorsque
x < 0, on peut écrire x" = (—1)"(v/—x)*", et on a Sy(x) = cos v/—x. D’ol1 :

h ix >0,
Vx € R, Spx) = {C Ve six
cosyv—x six <O0.
2) L’application t — x = f* est un difféomorphisme de classe €* de I, = R} sur
lui-méme, dont la réciproque est I’application x — t = /x. Si y € €*(I;,R), alors
la fonction composée définie par z(¢) = y(t?) est de classe € sur I et vérifie :

Ve eI, () = 2ty (1?) et 27 (1) = 2y'(1%) + 41%2y" (1%) = 2y/(x) + 4xy" (x).

Ainsi pour que y soit une solution de (E), il faut et il suffit que z soit solution sur R
de I’équation différentielle 7/ = z. Il existe donc deux constantes réelles a et b telles
queVt € I, z(t) = acht +bsht. Les solutions de (E) sur /; sont donc les fonctions
y telles que Vx € I}, y(x) = ach/x +bsh/x.

3) Pour résoudre I’équation (E) sur I, = R*, nous utilisons I’application

t — x = —t? qui est un difféomorphisme de classe 4> de I; sur I,. On a ici
2(1) = y(—1%), dou /(1) = —2ty'(—1?) et

(1) = =2y (1) + 417" (1?) = =2y (x) — 4xy" (x).

Pour que y soit une solution de (E), il faut et il suffit que z”(t) = —z(¢). Les solutions
y de (E) sur I, sont donc les fonctions telles que y(x) = a cosv/—x + bsiny/—x.
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4) Nous devons étudier le raccordement éventuel en 0 d’une solution y; définie
sur I; par y;(x) = a;ch+y/x + b;sh/x et d’une solution y, définie sur I, par
y2(x) = a> cos v/ —x + by sin v/ —x.

Supposons que y; et y, soient les restrictions d’une solution y définie sur R. Alors
y1,¥1,y; ont des limites finies en 0%, y,,y5,y; ont des limites finies en 0, et
lim yWox) = lim ¥ (x) pour k = 0,1,2.

x—0* x—0—

1
Ona lim y(x) = ay, et, pour tout x € Iy, y;(x) = ——(a; shy/x+b; ch/x). Si b;
x—0* 2\/;

est non nul, alors y(x) tend vers co (avec le signe de b;). On a donc nécessairement

) a
by =0, etonaalors lim y{(x) = iy
x—0t 2
. N . ) a
On voit de méme que lim y,(x) = ay, que b, = 0 et que lim yé(x) = 52
x—0— x—0~
Il en résulte alors que a; = a,, et on observe alors (en posant a = a; = ap) que

y = aSy ou Sy est la solution développable en série entiere déterminée a la ques-
tion 1.

Réciproquement une telle fonction est bien une solution de (E) sur R. Les solutions
définies sur R sont donc les fonctions a Sy, oul a est une constante réelle.

14.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 14.11

Mines-Ponts MP 2005

1
1) Résoudre 1’équation différentielle (E) 2xy’+y = 1 sur ]—oo, 0[, 10, 1[

—Xx
et |1, 4o0l.
2) Montrer qu’il existe une unique solution de (E) sur ]—oo, 1[.

3) Montrer que cette solution est de classe €*° sur |—oo, 1.

1) Pour x # 0, ’équation homogene s’écrit y' + 21 = 0 et a pour solution
X

y:x — A/+/|x|, ol A est une constante réelle. On sait alors (méthode de varia-
tion de la constante) que les solutions de I’équation complete sont de la forme
A'(x) 1

\/m 1—x’

x — A(x)\/]x| oll A est une fonction de classe €' telle que 2x

sign(x)

2/Ix[(1 —x)

Cherchons alors les solutions de (£) dans les trois intervalles proposés.

c’est-a-dire (F) A'(x) =
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e Sur ]—00,0[ I'équation (E) s’écrit A'(x) = _—, ou encore

2/ —x(1 —x)
-1 1
. On en déduit A = arctany/—x + a ou est
2/ —x 1+ (/=) wit A() rraond

une constante réelle. Les solutions de (E) sont donc les fonctions f; de la forme

arctany/—x +a
X+ ————— aveca € R.

V=%

Alx) =

1
e Sur 10, 1] l’équation (E) s’écrit cette fois A'(x) = m, ou encore
A(x) = On en déduit A(x) = argth \/x + b oll b est une constante
Z\f 1 - (\f >
th b
réelle. Les solutions de (E) sont donc les fonctions f> de laforme x +— %
X
avec b € R.
1 1
e Sur |1,+0o[, on a comme dans le cas précédent A'(x) = ﬁ W’
1 1 1 1
ce que 'on peut écrire A'(x) = 2\/)75 <ﬁ+1 — Jr— 1). On a donc

1 +1
A(x) = =In VX + ¢ ol c¢ est une constante réelle. Les solutions de (E£) sont
2 Vx—1
1 Vx+1
3 In i1 +cC

donc les fonctions f3 de la forme x +— avec ¢ € R.

Vx
2) On remarque que les fonctions f; et f, ne peuvent avoir une limite finie en 0 que
sia = b = 0. Soit donc f la fonction définie par

arctany/—x
—x
£ = argthV_ﬁ
Vx
En utilisant les développements limités en O a ’ordre 3 des fonctions x +— Arctan x
et x — argthx on obtient, aussi bien pour x > 0 que pour x < 0, la relation
f(x) = 1+x/3+o0(x), ce qui montre que f se prolonge en 0 par la valeur 1, et le
théoreme de prolongement pour les fonctions de classe €' que ce prolongement est
de classe €' sur ]—o0, 1[, avec f'(0) = 1/3. La relation (E) est alors vérifiée pour
tout x € |—oo, 1[. f est donc solution de (E) sur x € ]—o0, 1[, et c’est la seule.

six €] —o0, 0[

six €]0, 1[

3) On utilise cette fois les développements en série enticre de rayon 1 des fonctions

+o0 n

X — arctanx et x — argth x on obtient, pour |x| < 1, f(x)= Z(_l)nZ x+ -
n
n=0

qui prouve que la fonction est développable en série entiere, donc de classe €"° sur
]—1, 1[. Comme elle I’est également sur |—oo, O (comme quotient et composée de
fonctions ¥°°), elle 1’est donc sur ]—oo, 1].

ce
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Exercice 14.12

Mines - Ponts MP 2007

Soit (a, b) € R%. Montrer que 1’équation différentielle y”" — 4y = a|x|+b admet
une unique solution dont le graphe possede des asymptotes lorsque x tend vers
+00 et vers —oo.

Le second membre étant une fonction continue sur R, les solutions de 1’équation
différentielle sont de classe €.

Un systeme fondamental des solutions de 1’équation homogene y” — 4y = 0 est
constitué des fonctions x — e** et x — e~ 2. Les solutions de 1’équation homogeéne
sont donc x — ae®™ + Be~>* ot (a, B) appartient 2 R>.

Sur 10, +oo[, I’équation différentielle s’écrit y’’ — 4y = ax + b. Elle admet une
solution particuliere de la forme y(x) = —(ax + b)/4, donc les solutions sont les
fonctions y: x — ae* + Be™> — (ax +b)/4.

Si le graphe de la solution admet une asymptote en +oo, alors le rapport y(x)/x a
une limite finie lorsque x tend vers +o0o ce qui n’est possible que si & = 0.

On a donc y(x) = Be > — (ax + b)/4 et y'(x) = —2Be > —a/4.

Sur ]—o0, 0, I’équation différentielle s’écrit y” — 4y = —ax + b. Elle admet une
solution particuliere de la forme y(x) = (ax — b)/4, donc les solutions sont les
fonctions y: x +— a’e™ + Ble™ + (ax — b)/4.

Si le graphe de la solution admet une asymptote en —oo, alors le rapport y(x)/x a
une limite finie lorsque x tend vers —oco ce qui n’est possible que si 8’ = 0.

On a donc y(x) = a’'e® + (ax — b)/4 et y'(x) = 2d'e™ +a/4.
Par continuité de f en 0, on a donc @’ = f, et par continuité de f’ en 0, on a
—2B—a/4=2a"+a/4.Onentired’ = B = —a/8.

a _,, ax+b

On constate que le graphe de la solution obtenue y(x) = 8a L. ax f b
——e +
8 4
admet ’asymptote d’équation y = —(ax + b)/4 en +oo et I’asymptote d’équation

y = (ax — b)/4 en —oco. C’est donc bien la solution cherchée et elle est unique.

Exercice 14.13

Mines-Ponts MP 2006, Ecole Polytechnique MP 2007
Trouver les fonctions f: R — R continues telles que

Vx € R, f(x):2/x f(t)cos(x — t)dt + 1. (%)
0
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La relation (%) s’écrit aussi
f(x) = 2cos(x) /O ’ f(t) cos(t)dt + 2 sin(x) /O ’ f@)sin(r)dr + 1
et on en déduit que f est de classe €' et que
f'(x) = —2sin(x) / ) F() cos(t)dt +2 cos’(x) f(x) + 2 cos(x) / ) f(t)sin(r)dt
0 +2sin®(x) f(x) 0
= —2sin(x) /O ' F(t) cos(t)dt +2 cos(x) /0 x F(@)sin(t)dt + 2 f (x).
Il en résulte que f est de classe € et que

" (x) = —2cos(x) /x f(#)cos(t)dt — 2 sin(x) cos(x) f(x) — 2 sin(x) /x f(@)sin(t)dt
0 0
+ 2 sin(x) cos(x) f(x) + 2 f'(x)

= —2cos(x) /x f(t)cos(t)dt — 2 sin(x) /x F(@)sin(t)dt +2f'(x)
0 0
=1— f)+2f'(x).

Ainsi f est une solution de I’équation différentielle linéaire a coefficients constants
y' =2y +y=1.

L’équation caractéristique 7> — 2r + 1 a une racine double » = 1. Les solutions de
I’équation homogene sont de la forme y = (a + bx)e* ou a et b sont deux constantes
réelles. Comme la fonction constante égale a 1 est solution de 1’équation compléete,
on en déduit que f(x) = (a + bx)e* + 1, avec (a, b) € R>.

La relation f(0) = 1 donne a = 0. On a donc f(x) = bxe® + 1, d’ou
f'(x) = b(x + 1)e*, et comme f'(0) = 2f(0) = 2, onab = 2 et finalement
f(x) =2xe* + 1.

On vérifie réciproquement sans difficulté que la fonction f ainsi définie vérifie la
relation indiquée.

Exercice 14.14

Mines-Ponts MP 2007
1) Résoudre 1’équation différentielle (E) x%y
gement de variable x = ¢'.

" +y = 0 sur R aI’aide du chan-

2) Déterminer les fonctions de classe ¢ sur R} telles que

Vx €RL, f100) = f G) .
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1) La fonction ¢ — e’ est un difféomorphisme de classe 4> de R sur ]0, +oo[ dont la
réciproque est la fonction logarithme. Cela justifie le changement de variable x = e'.

A chaque fonction f de classe € sur ]0,+oc[, associons la fonction g définie par
Vi € R, g(1) = f(e").

La fonction g est de classe € sur R, et on a, pour tout ¢ € R, g'(t) = €' f'(e")
et g"(1) = &' (f'(e) + €' f"(e"), c’est-a-dire en posant x = ¢, g'(1) = xf’(x) et
g"(t) = x(f'(x) + xf"(x)). On en déduit xzf"(x) =g"(t) - g ().

Il en résulte que f est une solution de (£) si et seulement si g est une solution de

I’équation différentielle 4 coefficients constants (E;) g” — g’ + g = 0. L’équation
caractéristique > — r + 1 = 0 admet deux racines complexes conjuguées :

V3

1 1 3
r= 3 +i - etr, = 3 —i—. Les solutions de (£;) sont donc les fonctions g telles

: 3 3
que g(t) = e? (A cos (%z‘) + B sin (%t)) ol A et B sont deux constantes

réelles.

On en déduit que les solutions de (E) sont les fonctions définies sur R} par
flx) =+x (A cos (? lnx> + Bsin <\é§lnx>> )
1

2) Soit f une fonction de classe €' sur R? telle que f'(x) = f <—>
X

La fonction f’ est la composée de deux fonctions de classe €', donc est de classe
€. 1l en résulte que f est de classe > etona:

1, (1 1
Vx € R, f7(x) = -2 ' (—) =-afW.

X

La fonction f est une solution de 1’équation différentielle (E) x*y” +y = 0, et il
existe donc des constantes réelles A et B telles que :

f(x)=+vx (Acos <?lnx> + B sin (%glnx)) .

11 s’agit maintenant de vérifier dans 1’équation initiale :

pooy | A BV3 \/51 B AV3)\ . \/§1
f(x)—ﬁ T+ |cos| S Inx |+ | Z———]sin{ S-Inx
1 1 V3 (V3
S (;) = ﬁ (ACOS (71nx> — Bsin (71nx>> .
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3
En prenant en particulier la valeur x = x telle que - In(xp) = 7, puis la valeur

3 1
x = x telle que \é_ In(xy) = g, on voit que la relation f'(x) = f <> équivaut
X

. A B B AV3
5 + i = Ae 5 - T\/— = —B, c’est-a-dire a A = BV/3. Les fonctions

cherchees sont donc les fonctions de R} dans R telles que

Vx € R, f(x) = Byx (\Ecos <\é§lnx> + sin (?lnx))

= 2B+/x cos (?lnx — %) .

Exercice 14.15

Mines-Ponts MP 2006 K

Soit £ = R" muni de la norme euclidienne et A un endomorphisme de E. Mon-
trer que toutes les solutions de 1’équation différentielle (E) Y’ = AY sont de
norme constante si et seulement si A est antisymétrique.

Précisons un peu les notations. On munit 1’espace vectoriel R" de sa structure eucli-
dienne canonique, et on désigne par < x,y > le produit scalaire de deux vecteurs
x,y € R". 1l est commode d’identifier un endomorphisme de R" avec sa matrice dans
la base canonique (Ainsi la notation Ax désigne indifféremment I’image de x € R"
par I’endomorphisme A, ou le produit de la matrice A avec la matrice unicolonne
des coordonnées de x dans la base canonique).

On sait que parmi les endomorphismes de R", ceux qui sont antisymétriques sont
caractérisées par la propriété suivante : Vx € R", < Ax,x >=0.

A chaque solution X de (E), associons la fonction fx de R dans R définie par
Vi € R, fx(t) = [|X®)||*> =< X(t), X(t) >. 1l s’agit d’une fonction de classe
CletVt eR, fl()=2<X'(t), X(t) >=2 < AX(1), X (1) >.

Si A est antisymétrique, alors f,'( = 0, et la fonction fy est constante, donc X est de
norme constante.

Supposons réciproquement que les solutions de (E) sont de norme constante. Soit
x € R". D’apres le théoreme de Cauchy, il existe une solution X de 1’équation (E)
telle que X(0) = x. Comme X est de norme constante, fy est constante et fy = 0.
On a en particulier < Ax,x >=< AX(0), X(0) >= fx(0) = 0. Il en résulte que A
est antisymétrique.
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14.3 EXERCICES D'’APPROFONDISSEMENT

Exercice 14.16

Polytechnique MP 2006 KK
Soit g: x — |sinx]|.
1) Déterminer le développement en série de Fourier de g.

2) Montrer que 1’équation différentielle (E) y” +y = g(x) admet une et une
seule solution f de classe €2 et mr-périodique.

3) Montrer que f est de classe € par morceaux.

1) Comme g est continue, 277-périodique et de classe €' par morceaux, sa série de
Fourier converge normalement sur R, et sa somme est égale a g. Nous renvoyons le

<10 . N 2 4 X cos(2px)
lecteur a I’exercice 13.6 page 316 oli on a obtenu : g(x) = — + — g —
G 1—4p

2) La fonction g étant continue sur R, I’équation (£) admet pour solutions les fonc-
tions y de la forme y(x) = a cos x + Bsinx + ¢/(x) ou ¢ est une solution particuliere
de (E) et ou @ et 8 sont deux nombres réels.

o
. . e a
Cherchons a priori une solution ¢ définie sur R par (x) = 30 + Z a, cos(nx) telle
n=1
que I’on puisse justifier les dérivations terme a terme :

Y (x) == naysin(nx) et ¢"(x)=—Y n’a,cos(nx).
n=1

n=1

+00

On aura alors " (x) + ¢(x) = 61_20 + Z a,(1 = n?)cos(nx).
n=1
+00 o0

TP /1 2 2 4 cos(2px)
D’ou I’égalité > +nz_:la,,(1 —n”)cos(nx) = po pz_:l Toap
Alors pour que ¢ soit solution de (E) il suffit que les coefficients des deux séries
soient égaux deux a deux, c’est-a-dire que les coefficients impairs soient nuls et que,

T T
n=1

4 1
pour tout n > 0, on ait ap, = 7 (1= dn2)
2 4 )
Il reste a s’assurer que la fonction ¢ définie sur R par (x) = —+— Z % ’
—4n

est bien solution de (E).

Tout d’abord, on vérifie que les séries définissant i, ¢’ et " convergent normale-
ment sur R ce qui assurera que ¢ est de classe €.
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2 —2n sin(2
Or, si, pour tout x réel, on pose u,(x) = %, alors u;(x) = (ln#;;;x)
4n? cos(2nx) 1 1
" .
et un(x) —m Alors ”Lth 00 < (4n2 — 1)2 ~ 16n4 , puis
2 1 4n? 1
lunll oo < — T~ et enfin lul|l oo < "

B
(4n2 —1)2 8n3’ (4n2 —1)2 4n?
u . . u v . v
Donc toutes les séries majorantes obtenues convergent par comparaison avec
des séries de Riemann, et comme u, est de classe %2, il en résulte que ¥ est
de classe %2 et que I'on peut dériver terme a terme. Donc, pour tout x réel,

= 27 cos(2nx) 9 4 X 4n?cos(2nx)
P'(x) = Z W et i(x) = — ; NEYTSE On retrouve alors
2
W) ) = 4 Z ),

Donc ¢ est une solution de (E ). On constate qu’elle est 7-périodique.
Il reste a montrer 1’unicité.

Les autres solutions de (E) sont de la forme ¢ — y(f) = acost + Bsint + ¥(t).
Mais comme ¢t — a cost + B sint est m-périodique si et seulementsia = 8 =0, la
fonction y est 7-périodique si et seulement si y = .

3) On a vu que ¢ est de classe 2. De plus 4/ = —i + g est de classe €' par
morceaux. On en déduit que  est de classe € par morceaux.

Exercice 14.17

CCP MP 2007
Trouver les fonctions f de classe € de R dans R telles que :

(E): Vx €R, f"(x)+ f(—x) = x +cos x.

Indication de la rédaction : on rappelle que toute fonction de R dans R se décom-
pose de maniere unique comme somme d’une fonction paire et d’une fonction
impaire.

Soient g et & les parties respectivement paire et impaire de f. Elles sont définies par

gx) = w et h(x) = w

et seulement si g et & le sont, et la relation (E) s’écrit :

. La fonction f est de classe €7 si

Vx € R, g"(x)+g(x)+h"(x) — h(x) = x +cos x.

Comme la fonction g” + g est paire et la fonction A" — h est impaire, la relation (E)
est équivalente a :

Vr € R g"(x)+g(x) =cosx, (1)
h'(x) — h(x) = x. 2)
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La méthode de variation des constantes montre que les solutions de I’équation (1)
sont de la forme z = A(x)cosx + B(x)sinx ou A et B sont des fonctions de classe
€' sur R telle que A’(x) cos x+B'(x)sinx = 0 et —A’(x) cos x+B’(x) sin x = cos x.

. 1
On a donc A’(x) = —sinxcosx et B (x) = cos’ x. Dot Alx) = 2 cos’x + a et
L. 1 . ) s
B(x) = 3 sinx cos x + Ex + B ol « et B sont des constantes réelles. On en déduit
1 . . .
glx) = Ex sinx +acosx +bsinx, (a,b) € R?, et comme gestpaireonab =0, et

|
glx) = Ex sinx + a cos x.
On voit de méme (ici il y a une solution évidente) que les solutions impaires de (2)
sont les fonctions 4 telle que h(x) = —x + b shx ou b est une constante réelle.

En conclusion les solutions de (E) sont les fonctions f telles que :

1
Vx eR, f(x)= 3% sinx — x +acosx +bshx, (a,b) € R%.

Exercice 14.18

Mines-Ponts MP 2007

Déterminer la fonctions f de classe €* sur R telles que f@ = f, f(0) = 1,
f(0)= f"(0) = f"(0) =0,

f est solution d’une équation différentielle d’ordre 4 mais on se ramene aisément
a une équation différentielle linéaire du second ordre, en posant g = f” — f. La
fonction g est de classe € sur R et elle vérifie g +g = f® — f = 0. Il existe donc
deux constantes réelles A et B telles que Vx € R, g(x) = Acosx + Bsinx.

La fonction f apparait alors comme une solution de I’équation différentielle
(E)y" —y = Acosx + Bsinx.

Les solutions de I’équation homogene associée sont les fonctions y telles que
Vx € R, y(x) = cchx +dshux, ol c et d sont des constantes réelles. Comme la

. P A B . . L
fonction yy définie par yp(x) = 5 cosx + o) sinx est une solution particuliere de

(E), il existe 4 constantes réelles a, b, c, d telles que

Vx € R, f(x) =acosx +bsinx+cchx+dshx.

Les conditions initiales s’écrivent alors : a +¢ = 1, b+d = 0, —a+c¢ = 0 et
—b+d =0.0nendéduitqueb=d =0eta=c=1/2.

1
OnadoncVx € R, f(x)= E(cosx +chx).
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Exercice 14.19

Mines-Ponts MP 2007
On considere I’équation différentielle (E) : y” +¢gy = 0, ol ¢ est une fonction
continue et intégrable sur R,.

1) Montrer que si f est une solution bornée de (E), alors lim f/(x) = 0.
X—+00

2) Soit (f, g) un systeme fondamental de solutions de (E). Démontrer que leur
Wronskien W = fg’ — f’g est une constante.

3) (E) admet-elle des solutions non bornées ?

1) Soient f une solution bornée de (E), et M € R, tel que | f(x)| < M pour tout
x € R,.Onaalors | f”| < M |q], ce qui montre que f” est intégrable sur R,. 11
en résulte que f’ admet une limite finie £ en +oco. Démontrons par 1’absurde que
£ = 0. Supposons ¢ # 0.

Quitte a remplacer f par — f (qui est aussi une solution bornée de (E)), on peut

l
supposer £ > 0. Il existe alors xy € R, tel que f/(x) > 5 pour tout x > xg, et on

aalors Vx > xo, f(x) = f(xo) + f'(Hdt > f(xo) + g(x — xp). Il en résulte
X0

que lim f(x) = +o0, ce qui est absurde.
X—+00

2) Le wronskien W = fg’ — f’g est de classe €' sur R,, et
W'=fg"— f'g=—afg+afg =0.
Ainsi W est constant.

3) Démontrons par I’absurde que (£) admet au moins une solution non bornée. Pour
cela supposons toutes les solutions de (E) bornées.
Soit (£, g) un systeéme fondamental de solutions de (E). Posons W = fg’ — f'g.
W est une constante, et comme f et g sont bornées, f’ et g’ tendent vers 0 en +00.
Il en résulte que xl_i}rJPw (f(x)g’(x) — f’(x)g(x)) = 0, et donc que W = 0, ce qui

est absurde (le wronskien d’un syst¢eme fondamental de solutions est non nul).

L’exercice suivant a été proposé dans la filiere PSI. Il peut aussi intéresser les étu-
diants de la filiere MP.

Exercice 14.20

Centrale PSI 2006

Soit f une solution définie sur R de I’équation différentielle (E) y” —(x*+1)y = 0
telle que £(0) = f/(0) = 1.

1) Justifier I’existence de f.

2) Montrer que g = f2 est convexe ; calculer g(0) et g’(0).
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3) Montrer que V¢ € R, f(¢t) > 1

1
4) La fonction ¢ — 20 est-elle intégrable sur R, ?
8

5) Montrer que i: x — f(x) / — est solution de I’équation différentielle

donnée.

1) (E) est une équation différentielle du second ordre dont les coefficients sont des
fonctions continues de R dans R. Comme le coefficient de y” ne s’annule pas, le
théoreme de Cauchy montre qu’il existe une et une seule solution de (E) vérifiant
les conditions initiales £(0) = f/(0) = 1.

2) g = fZestdeclasse > surRetonag’ = 2ff" et
g ) =2F () +2f(x) f"(x) = 2 (x) +2(x* + 1) f2(x) > 0 pour tout x € R.
g est donc convexe sur R.

On a de plus g(0) = £(0)> = 1 et g’(0) = 2 £(0) f'(0) = 2.

3) Comme g2 est convexe, la courbe d’équation y = g% (x) est située au-dessus de
sa tangente, notamment au point d’abscisse x = 0. On a donc g(x) > 1 + 2x,
et en particulier g(x) > 1 pour tout x > 0. On a donc aussi |f(x)| > 1, pour
tout x € R,. Comme f est continue, elle est de signe constant sur R*, et comme
f(0)=1,0ona f(x) > 0,etdonc f(x) > 1 pour tout x € R,.

4) Larelation g”(x) = 2 f?(x)+2(x*+1) f?(x) montre que Vx € R,, g"(x) > 2x*
X 2 5
1l en résulte que g'(x) > g'(0) +2 / xtdx > %

6 6 1 1

On a donc g(x) > g(O)+E — 1+ 5 d’ouVx € Ry, 0 < 2 < —1+%,

Cce

. 1 .
qui démontre que — est intégrable sur R,.
8

5) Ona/JrOO ! dt /+OO ! dt /x ! dt. L application /+0<> ! dt
N PR - dt— —_dt. U: x — —
T0) o g0 )y g P IO

- 1 A
est donc une primitive de ——. En particulier elle est de classe €.
8

Il en résulte que & est de classe € sur R, et on a
O dt f(x) O dt
Vx € Ry, W' (x) = /x/ ar Jo / a1
MW=L ] s e Y o f(x)

puis

" " T dt f,(x) f/(x)
h — =
®=1 (X)/x 0 g @)

= (x*+ Dh(x)

La fonction /4 est donc bien une solution de (E) sur R,.
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Exercice 14.21

Mines - Ponts MP 2005
1) Résoudre I’équation différentielle (E) y”" — y =

ch® x
2) Soit f € €*(R,R) telle que £(0) = f'(0) =0et,

Vx € R, £1(x) — F() > —.
ch’ x

sh? x
chx

Indication de I’examinateur : on pourra poser g = f" — f et utiliser I’équation
différentielle y’' — y = g.

Montrer que Vx € R, f(x) >

1) Suivons les indications de 1’examinateur et commencons par résoudre 1’équation
différentielle y” — y = g.

Un systeme fondamental des solutions de 1’équation homogene y” — y = 0 est
constitué des fonctions x — chx et x — shx. Les solutions de I’équation (E) sont
donc les fonctions de la forme y: x — u(x)chx + v(x)shx ol u et v sont des
fonctions de classe € sur R telles que, pour tout x € R, on ait le systéme

u'(x)chx +v'(x)shx =0
u'(x)shx +v'(x)chx = g(x) -~

On en déduit que u’(x) = —shx g(x) et v'(x) = chx g(x). Ainsi, ’ensemble
des solutions réelles de 1’équation y” — y = g est ’ensemble des fonctions

X X

ViXx — —chx/ sh(z) g(t)dt + shx/ ch(t) g(t)dt + achx + bshx ou (a,b)
0 0

appartient & R>.

2
En particulier, lorsque g est la fonction définie sur R par g(x) = i x on a
ch’ x

. 11" 1 5
sh(t)g(t)dt = |———| =1-— =tanh” x ,
/0 Ds) [ chth ch’®x

et
x x
/ ch(t)g(t) dt = [Ztanht}o — 2tanhx.
0
X X Sh2 X
Alors — chx/ sh(t)g(t)dt + shx/ ch(t)g(t)dt =
0 0 chx
2
L’ensemble des solutions réelles de 1’équation y” — y = 3 est I’ensemble des
ch” x

2

. X N . N
fonctions x — +achx +bshx ol (a, b) appartient 2 R>.



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

14.3 Exercices d’approfondissement @

2)Soit f € € (R, R) telle que £(0) = £'(0) = 0et,Vx € R, f"()~f(1) > —5—.
ch’ x
Si I'on pose f” — f = g, alors f est solution de y”’ — y = g. Les conditions
£(0) = f'(0) = 0 impliquent A = u = 0. D’ou, pour tout x € R,

fx)= chx/ sh(t)g(t)dt+shx/ ch(t)g(t)dt:/ sh(x —t)g(t)dt.
0 0 0
Soit x réel. Comme sh(x — ) a le méme signe que x — ¢, on peut écrire

X X
2
fx) = / sh(x — t)g(t)dt > / sh(x — t)h—3 dt . Mais, d’apres la question 1,
0 0 ch’t

* 2 * 2 ¥ 2 h’
/ sh(x — )——dt = —chx/ sh(t)—3dt+shx/ oh(t)—5—dt = ——
0 ch’t 0 ch’t 0 ch’t

Y
chx
ce qui donne I’inégalité voulue.

Exercice 14.22

ENS MP 2005 K

Soit une équation différentielle (E) : y” +a(t)y’ +b(t)y = 0, avec a et b réelles
continues sur I’intervalle /.

1) Montrer qu’aucune solution non nulle n’a de zéro commun avec sa dérivée.

2) Soit (f, g) une famille libre de solutions de (£). Montrer qu’entre deux zéros
de f se trouve un zéro de g.

3) On suppose a = 0 et b < 0. Montrer que toute solution non nulle s’annule au
plus une fois.

4) Soient by < b, deux fonctions réelles continues sur U'intervalle I, f et f>

non nulles vérifiant respectivement f;’ + by fi = 0 et f5' + by f>» = 0. Montrer
qu’entre deux zéros de f] se trouve un zéro de f5.

1) Soit f une solution de E, et xg € R. Si f(xo) = f'(xo) = 0, alors f est la
fonction nulle d’apres le théoréme de Cauchy.

2) Rappelons que si (f, g) est un systeme libre de solutions de (E), alors leur Wrons-
kien W = fg’ — f’g ne s’annule pas sur /. (En particulier cela montre que f et
g n’ont pas de zéro commun). Comme W est continue sur /, elle y est de signe
constant, et quitte a remplacer f par — f, on peut supposer W > 0.
Soient alors a et b deux zéros de f, avec a < b. Si g ne s’annule pas dans

f

!
-Ww
I’intervalle ouvert Ja, b[, alors i est de classe €' sur [a,b] et (—) =—5< 0.
8 8 8

La fonction h = i est donc strictement décroissante sur [a, b], ce qui est absurde
8
puisque h(a) = h(b) = 0.

3) Soit f une solution non nulle de (E). La fonction & = ff’ est de classe €' sur
Ieth = f?+ ff" = f> —bf* > 0; h est donc croissante sur /. Si f admet



% Chap. 14. Equations différentielles linéaires

deux zéros a et b avec a < b, alors h est constante sur [a,b], eton a h'(x) = 0
pour tout x € [a,b]. Comme A’ > f'%, on aaussi f’(x) = 0 pour tout x € [a, b],
et en particulier f'(a) = 0, ce qui contredit le résultat de la question 1.

4) Soient a et b deux zéros de fi, avec a < b. Commengons par prouver I’ existence
de ¢ € la,b] tel que fi(c) = Oet fi(x) # 0 pour tout x € Ja,c[. Cela revient
a démontrer que C = {x € Ja,b] | f(x) = 0} posséde un plus petit élément.
Dans le cas contraire, on construit aisément (par récurrence sur n € N) une suite
(x,) strictement décroissante d’éléments de C. Cette suite est minorée, et elle est
donc convergente. Notons ¢ sa limite. Par continuité, on a f1(£) = 0. Grace au
théoréme de Rolle on peut choisir, pour tout n € N, un réel y, € [x,41,Xx,] tel
que f{(y,) = 0. La suite (y,) est elle aussi convergente de limite ¢, et on a donc
f{(£) = 0, ce qui contredit le résultat de la question 1.

La fonction f; est de signe constant sur ]a, c[, et quitte a remplacer f; par — fi,
on peut supposer f; > 0.

Si f> ne s’annule pas dans [a, c], alors elle est de signe constant, et quitte a rem-
placer f, par — f> on peut supposer f, > 0.

Considérons alors & = f|fs — fif;. Elle est de classe €' sur [a,c], et
W = f'"fo — fifs’ = (by — b)) fi f» est positive sur [a, c]. h est donc croissante
sur [a, c] eton a h(a) = fi(a)fa(a) et h(b) = f{(b) f(b).

On sait par la question 1, que f{(a) # 0. Si f{(a) était strictement négatif, alors,
par continuité, f| est strictement négative sur un intervalle de la forme [a, a + k],
avec h > 0, et f serait strictement décroissante sur cet intervalle. On aurait donc
fi(x) < O pour tout x € Ja,a + h], contrairement aux hypotheéses. On a donc
fi(@) > 0 etdonc h(a) > 0.

Par un argument analogue, on montre que f,(c) < 0, et donc h(c) < 0, ce qui
est absurde puisque /4 est croissance. f, s’annule donc au moins une fois dans
I’intervalle [a, c].

Exercice 14.23

Mines-Ponts MP 2005, TPE PSI 2007 K

Soit f une fonction continue et bornée de R dans R, et soit w € R}. Montrer qu’il
existe une unique application g de R dans R, de classe €~ et bornée, solution de
I’équation différentielle (E) y” — o’y = f.

Les solutions de I’équation homogene y” — w”y = 0 sont les fonctions y définies
sur R par y(x) = Ae“* + Be™“*, ou A et B sont des constantes réelles. On sait alors
que les solutions de (E) sont de la forme y: x — Ae® + Be™“* oul A et B sont des
fonctions de classe €' sur R telles que :

eR {A:(x)ewx + B’(x)e_"”‘_ =0,
A'(X)we”™ — B (x)we™ " = f(x).
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1 1
On obtient ainsi A’(x) = — f(x)e”“* et B'(x) = —=— f(x)e®". On a donc
2w 2w

y(x) = <a + 1 /x f(t)e‘“”dt) v + (b b /x f(t)e“’tdt> e .
2w /o 2w /o

Soit M un réel tel que | f(¢)| < M pour tout ¢ € R. On a alors |f(t)e “”| < Me ™,
ce qui montre que I’application t — f(t)e™*" est intégrable sur R.

/ fte?dt| <
0

1 X
et donc la fonction x (b ~ 5 / f(t)e” dt) e~ “* est bornée sur R,. Il en
w Jo

+00

résulte que si y est bornée sur R,, alors a + %% f(t)e “dt = 0.
w Jo

On montre de la méme facon que si y est bornée sur R_, alors

On a de plus

Y

M
a)

b— 1 / f(e”dt = 0.
20) 0

Ceci démontre 1’unicité de a et de b, et donc, si elle existe, I’unicité d’une solution
bornée y. On a alors

Vx € R, y(x) = ——/ f®e “dt — / f(t)e”dt.

Réciproquement, pour ces valeurs de a et de b, on a :

+00
ly(x)| < “’XM/ _‘”’dt+ _“’XM/ e’ dt =

et donc y est bornée sur R.

Exercice 14.24

(Inégalité de Gronwall) Polytechnique MP 2005 K
1) Soient k € R}, tp € R, et soient f et g deux applications continues de R dans
t

R telles que Vt € [ty, +ool, f(t) < g(¢) +k/ fu)du.
0]

t
Montrer que V¢ € [to, +oo[, f(t) < g(t) +k / MW e (u)du.
To
2) Soit A une application continue de R dans ., (IR). Montrer qu’il existe une
unique application M de classe €' de R dans .#,(R) solution de 1’équation
différentielle M’ = AM et vérifiant M (ty) = I,.
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Dans la suite on munit .#,(R) d’'une norme X — | X|| telle que ||| = 1 et
V(X,Y) € AR, |IXY ] < [IX]-[IY].

3) On suppose qu’il existe k € R} tel que V¢ € [1o, +oo[, ||A(?)|| < k. Démontrer
que Vt € [to, +ool, || M(2)|| < ),

4) Soit B une application continue de R dans R. On suppose qu’il existe n € R}
telle que Vt € [ty, +o0[, ||A(t) — B(t)|| < m, et on note N I’'unique solution de
I’équation différentielle N’ = BN telle que N(ty) = I,.

Montrer que Vt € [fy, +0o[, ||M(t) — N(1)|| < 70 (e =) — 1),

t
1) Posons F(t) = / f(u)du. On définit ainsi une fonction de classe €' sur R et on
fo

a F'(t) — kF(r) < g(¢) pour tout t € R. On a donc (F(r)e—’“)’ <e Mg(r),d’ ot
t

t
VYt € [to, +00], F(t)e—’“z/ (F(u)e—k")’du g/ e Meu)du .

To )

t
Il en résulte que F(t) < / =g (u) du, et donc

F() — g(t) < KF (1) < k / A gy du

2) Le théoréme de Cauchy montre que I’équation différentielle linéaire M’ = A(t)M
possede une unique solution vérifiant la condition initiale M (ty) = I,,.

t t
3) On apourtoutt > tg, M(t) = I, +/ M’ (w)du = / A(w)M (u)du, d’ ot :
To

to

|M@)|| < 1+/ |A)M w)||du < 1+k/ |Mu)||du .

En appliquant le résultat de la question 1 a f(r) = ||[M(¢)|| et g(t) = 1, on obtient

)

t
M@ <1+k / e T P L

1o

4)On a, pour tout 7 € R, || B(?)|| < ||B(t) — A(2)|| +]|A(®)|| < k+m, et donc, d’apres
la question précédente, | N(r)|| < e**=") pour tout t > 1.

On a par ailleurs :

M(t)—-N@) = / (M'(u) — N'(w))du

fo

= / (AWM (u) — B(u)N(u))du

_ / (AW (M) — Nw)du + / (A(u) — Ba)N(w) du

fo )
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D’oit
)= vl < [ AG010 - Naldu+ [ 640 - By
<k [ 101 Nl durn [ o] du
< | M) — N du 7 / i,
f o
<k /,Ol |[(M(u) — N(u)|| du + % (e®Hmi=r) 1),

En appliquant le résultat de la question 1 a f(r) = |M(z) — N(t)|| et

__"n (k+m)(t—10) P
1) = e — 1), on obtient :
8(t) k+mn ( )

_ k " e y_
HM(I) _ N(t)H < k% (e(k+71)(t o) __ 1) + %/ k=0 (e(k+n)( o) _ 1) du
77 7] Iy

n (k+m)(t—to)
< e\x (|
= k+77( )

+ kekt—10) (pn—10) _ 1) 4 1 — k=)
(R (@D 1)y (1)
< e(k+7l)(t*fo) _ ek(f*fo) — ek(f*fo)(eﬂ(ffio) _ 1).

Exercice 14.25

Ecole Polytechnique MP 2007
Soient B: t € R — B(t) € .#,(C) une application continue, et Ay € .#,,(C).

1) Montrer qu’il existe A: t € R — A(t) € #,(C) dérivable telle que
vVt € R, A'(t) = A(t)B(t) — B(t)A(t) (E)

et telle que A(0) = Ag. Dans la suite on se propose de démontrer que A(t)
est semblable a Ay.

2) Montrer que I’ensemble S des solutions de (E) est une sous-algebre de 1’al-
gebre des applications de R dans .#,(C), et montrer que pour tout ¢ € R,
I’application qui 2 A € § associe A(¢) est un isomorphisme de 1’algebre S sur
I’algebre ., (C).

3) En déduire qu’il existe une matrice P(¢t) € GL,(C), indépendante de Ay, telle
que A(t) = P(1)AgP(1)~".

Indication : on pourra utiliser un résultat vu dans le tome d’algebre : si o est

un automorphisme de 1’algebre ., (C)), alors il existe une matrice inversible
P telle que YM € .#,(C), o(M) = PM P~
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1) Pour tout ¢t € R, I'application X — XB(t) — B(t)X est un endomorphisme
de I’espace vectoriel .#,(C). L’équation (E) est donc une équation différentielle
linéaire du premier ordre, et le théoreme de Cauchy montre qu’elle admet une
unique solution A € €' (R, .#,(C)) vérifiant la condition initiale A(0) = Ay.

2) On sait que I’ensemble S des solutions de (E) est un sous-espace vectoriel de 1’es-
pace vectoriel des applications de R dans .#,(C). Soient A; et A, deux solutions.
L’application A; A, est définie par (A1 A,)(¢) = A (t)A,(t) pour tout r € R; c’est
encore une solution car

(A1Ar) = A\ Ay + A A}
= (A;B — BA))A>+ A (AB — BA>)
= AiBAy — BA1Ay+ A{A2B — A BA,
= A1 A>B — BA As.

Comme S contient aussi I’application constante égale a ,,, S est une sous-algebre
de I’algebre des applications de R dans .#,(C).

Pour tout t € R, désignons par f; I’application de S dans .#,(C) définie par
fi(A) = A(t). C’est de facon évidente un morphisme de I’algebre S dans 1’algebre
My (C), et le théoreme de Cauchy montre que ¢’est un isomorphisme.

3) Il en résulte que ’application ¢; = f; o fo_l qui a Ay = A(0) associe A(r) est un
automorphisme de 1’algebre ., (C).
Suivant I’indication, il existe une matrice P(r) € GL,(C) telle que VAy € .#,(C),
@:i(Ag) = A(t) = P(HAoP(1) ™",



Equations différentielles

non linéaires I

15.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

Soient U un ouvert de R? et f une application continue de U dans R.

e Soient / un intervalle de R et y une application de / dans R. On dit que le
couple (1, y) est solution de I’équation différentielle y’ = f(x, y) lorsque y est
dérivable sur [ et Vx € I, (x,y(x)) € Uety'(x) = f(x, y(x)).

¢ De méme, on dit que le couple (/, y) est solution du probleme de Cauchy en
(x0, yo) s’il est solution de I’équation précédente et si y(xg) = yo.

e S’il n’existe pas de solution prolongeant la fonction y sur un intervalle conte-
nant strictement /, on dit que la solution est maximale.

Théoréme de Cauchy-Lipschitz, version locale : Si f est de classe €' sur U,
alors pour tout (xg, yo) € U, le probleme de Cauchy admet une solution définie
dans un voisinage de xg, et si (I, y) et (J, z) sont deux solutions du probleme de
Cauchy en (xg, o), alors les fonctions y et z sont égales sur I N J.

Théoreme de Cauchy-Lipschitz 1 : Si f est de classe € sur U, alors pour tout
(x0,Y0) € U, le probleme de Cauchy (y' = f(x,y), y(xo) = yo) admet une
unique solution maximale et son intervalle de définition / est ouvert.

Soient f : R?> — R de classe €', bornée, et (x0, ¥0) € R2. Montrer que la
y' = f(x,y)
y(x0) = Yo

solution maximale du probléme de Cauchy { est définie sur R.

Soit ]a, b[ l'intervalle de définition de la solution maximale ¢. Supposons b fini.
Comme ¢'(x) = f(x, ¢(x)), la fonction ¢ est bornée sur [ xg, b [, qui est un inter-
valle borné, donc intégrable sur cet intervalle, il en résulte que ¢ admet une limite
finie (notée £) en b, et par conséquent, ¢’ a pour limite f(b,¢) en b. En posant
@(b) = ¢, le théoreme de prolongement ¢ entraine que ¢ est de classe €' sur
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I'intervalle ]a, b], et que ¢ est solution du probleme de Cauchy sur cet intervalle.
Ceci contredit la maximalité de I’intervalle de définition de ¢.

On en déduit que b = +00. Le raisonnement est analogue pour montrer que a = —o0,
donc ¢ est définie sur R.

Exercice 15.2

Résoudre 1’équation différentielle (x + y)y' +y = 0.

2
On observe que y est solution si et seulement si la fonction x +— xy + y? a une

dérivée nulle, donc est constante, autrement dit (x + y)2 — x? est constante.

La courbe d’équation cartésienne (x + y)*> — x> = C est une hyperbole, donc les
courbes intégrales de 1’équation différentielle sont incluses dans des branches d’hy-
perboles.

Soit (xg, yo) € R? tel que xg + yo # 0. L’application (x, y) — — i est de classe
X+y

€' sur Pouvert {(x,y) € R* | x +y # 0} (qui est le plan privé de la deuxieme
bissectrice), donc le probleme de Cauchy en (xo, yo) admet une solution maximale
(I, y) unique. Cette solution est telle que y(x)+x ne s’annule pas, donc garde un signe
constant, et Vx € I, (y(x)+x)2 =K +x% avec K = (x0+y0)2 —xg = yo(yo + 2x9).

e Sixg+yp > 0,alorsonaVx € I, y(x) = —x + Vx2 + K. Déterminons maintenant
I’intervalle maximal /.
— Si yo(2xp + yp) > 0, alors I = R.

— Si yo(2x9 + y9) < 0, alors I est I’intervalle maximal contenant x( sur lequel
x? % —yo(2x9 + yo). On observe que (xg + yo)2 > 0, donc |xo| > v/—y0(2x0 + Yo).

On en déduit que si xg > 0, alors I =]+/—yo(2x¢ + yo), +o0[, et si xg < 0, alors

I =1-00, —/=y02x0 + yo)[ -

5
1
4
05 x
y=x  y=— 3 - ] 2 3 4 $
2
1
0

1

I=R I =1v/=y0(2x0 + y0), +oo[ I =]—00, —v/—y0(2x0 + yo) [

e Sixp+yo < 0, on en déduit que Vx € I, y(x) = —x — Vx? + K. La détermination
de I'intervalle maximal est la méme qu’au-dessus.
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Démontrer que le probleme de Cauchy en (0,0) pour I’équation différentielle

y" = v/|y| admet une infinité de solutions. Ceci est-il en contradiction avec le
théoréme de Cauchy-Lipschitz ?

Soient @« > 0, et f, : R — R la fonction définie par Vx < a, fu(x) = 0 et
1

Vx > a, fo(x) = Z(x — a)?. La fonction fa est de classe &' sur ]—o0, af et

Ja, +oo [ et vérifie f,(0) = 0et f1(x) = /| fa(x)|, sa dérivée a pour limite 0 en «

(a gauche et a droite), donc par théoréme de prolongement ¢, £, est une solution de

classe €' définie sur R. On peut choisir a arbitrairement, ce qui donne une infinité

de solutions au probleme de Cauchy en (0, 0), aussi bien localement que sur R.

Ce résultat ne met pas en défaut le théoréme de Cauchy-Lipschitz, car la fonction
(x,y) — \/|y| n’est pas €' sur R? car y — 1/|y| n’est pas dérivable en 0.

Equations a variables séparables

Soit a une application de classe €' d’un intervalle J dans R ne s’annulant pas, et
b une application de classe €' d’un intervalle I dans R. L’équation différentielle
a(x)x" — b(t) = 0 est dite 2 variables séparables.

Si (#g, xo) € I x J,le probleme de Cauchy en (fy, xo) admet une solution maximale

x(1) t
unique, et on a / a(u)du = / b(s)ds. Ceci fournit une relation implicite

X0 fo

entre ¢ et x(t).

Exercice 15.4

TPE MP 2006
Etudier aussi précisément que possible les solutions maximales de y’+¢* ™ = 0.

L’équation différentielle équivaut a I’équation a variables séparables y'e’ = —e*.

On considere la solution maximale y du probleme de Cauchy en (xg, yo). On a
X X

alors Vx € I, / y()e?Ddr = / —e' dt, donc &) = % 4 % — ¢*, d’ou
X0 X0

y(x) = In(e™ + €’ — ¢%). On en déduit que I est I’intervalle maximal contenant x,

sur lequel cette fonction est définie et de classe €', d’ott I =] —o0, In(e™ + ") [.
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Equations autonomes

11 s’ agit des équations différentielles de la forme y' = f(y), ou f est une fonction
de classe €' d’un intervalle J a valeurs dans R. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz
s’applique.

Invariance par translation : Si y est une solution sur I =]a, b[ et si x; est un
réel, alors la fonction x — y(x — x;) est solution sur Ja + x, b+ x; [.

On considere 1’équation différentielle y' = f(y) ou f : J — R est de classe
%" Soit y, un élément de J.
1) Vérifier que I’application constante x — Yy, est solution (sur R) si et seule-
ment si f(yg) = 0.
2) On suppose f(yp) # 0. Soit (I, y) la solution maximale du probléme de Cau-
chy (v' = f(3), y(xo) = yo). Montrer que Vx € I, f(y(x)) # 0.
YO gy

w S

En déduire que Vx € I, x — xo =

1) La fonction constante ¢ : x +— yp a une dérivée nulle, donc est solution de
I’équation différentielle si et seulement si 0 = f(yp).

2) Supposons qu’il existe x; € I tel que f(y(x1)) = 0. La fonction y est alors solu-
tion du probléme de Cauchy au point (x1, y(x1)) et la fonction constante égale a
y(x1) également, donc par unicité, on en déduit que ces deux fonctions coincident
sur I, et en particulier en x, ce qui donne yy = y(x;), d’ou f(yo) = 0, ce qui est

absurde. ,
On peut donc diviser par f(y(x)), ce qui donne Vx € I, % = 1. On integre
YY) o Y du

cette relation entre xg et x, d’ou Vx € I, x — xg

~ o 7T T, F@

en faisant le changement de variable u = y(s).

Centrale MP 2005
On considere I’équation différentielle y’ = y(y + 1).

1) Que peut-on dire d’une solution (/, y) pour laquelle il existe xo € I tel que
y(x0) = 0? Mé&me question si y(xg) = —1.

2) Trouver les solutions maximales (/, y) de I’équation différentielle.
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1) On peut appliquer I’exercice précédent en prenant f(y) = y(y+1). La fonction f
est de classe €' et f(@O) = f(—1) =0, donc s’il existe xy € I tel que y(xg) = 0,
y est la fonction nulle (sur R), et de méme si y(xg) = —1, y est constante égale a
—1.

2) On suppose y(xp) distincte de 0 et —1. D’apres 1’exercice précédent, y ne prend
du

u(u+1)

y(x)
ni la valeur O ni la valeur —1,etVx € I, x — xg = / . On en déduit

Yo
y(x) yo+1

yx)+1 yo

que x —xp =1In ( ), d’ou apres calculs :

Yo ,x—Xxo X—x
Yo+1 Yoé 0

Yo “x —xo
— ot e*—Xo yo + 1 _ yoex X0

y(x) = I

L’intervalle maximal / est le plus grand intervalle ouvert contenant x, sur lequel
er X0 ?é Yo+ 1 )
Yo

1
Siyy>0,alors I =]—o00, xg+In(1+ —)[.

Yo
Si—1<yg<0,alors I =R.

1
Siyyg < —1l,alors I =]xp+In(1+ —), +oo].
Yo

1
o.si x
3 2 1 2 3
-05
-1
-15
-2

cas yo >0 cas —1 <y <1 cas yp < —1

Systémes autonomes

Soient U un ouvert de R?, f et g deux applications continues de U dans R. Une
x'= f(x,y)
y'=g(x,y)
un intervalle de R et x et y deux applications de classe €' de I dans R telles que

Vi €1, (x(1),y(1)) € U, x'(1) = f(x(1), y(1) et y'(t) = g(x (1), y(1)).
Théoréeme de Cauchy-Lipschitz 2 : Si f et g sont de classe €' sur U, alors

solution du systeme différentiel { est un triplet (/,x,y) ou I est

pour tout (#y, xo, o) € R x U, il existe une unique solution maximale (7, x, y)
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du systeme différentiel vérifiant (x(fy) = xo, y(t9) = yo) et son intervalle de
définition / est ouvert.

Invariance par translation : Si (x, y) est une solution sur / =]a, b[ etsit est
un réel, alors la fonction ¢ — (x(t —1t1), y(f —t1)) est solution sur Ja +t;, b+1[.
Solutions constantes : L’ application constante ¢t — (xg, o) est solution (sur R) si
et seulement si f(xg, yo) = 0 et g(xo, yo) = 0 (on dit que (xg, yo) est un équilibre).

Exercice 15.7
2y

Soit (S) le systeme différentiel (x' = , Y =
X + y X + y

tel que xo + yo # 0. Déterminer la solution maximale de (S) telle que
(x(0) = xo, y(0) = yo)

2
* ). Soit (xo, yo) € R

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz 2 s’applique sur I’ouvert
U={@yeR[x+y+#0}.

On note (x, y) la solution maximale, et I son intervalle de définition.

“9(x —
x"+y = 2doncx +y = xo+ yo +2t. On en déduit x’ — y’ = M,d’oﬁ
Xo + yo + 2t
! d — +
X —y = (xo— yo)exp (—2/ " > _ (0 =000 +30) (o o Geduit
o Xo+Yo+2u Xo + yo + 2t
en ajoutant et en soustrayant les expressions de x + y et x — y que :
_ Xo+yo . G0 = yo)(Xo + yo) _ Xotyo o (o= o)X+ yo)
2 2(xg + yo + 2t) 2 2(xp + yo + 2t)

L’intervalle I est le plus grand intervalle ouvert contenant O sur lequel xo + yo + 2f ne
1 1
s’annule pas. Il s’agitde ] —oo, —E(xo + yo) [ sixp+yy < 0,etde ] _Q(XO + yp), +00 [

si xg+ yo > O.

Equations autonomes du second ordre : x” = f(x, x')

Soient U un ouvert de R? et f une application de classe €' de U dans
R. En appliquant le théoréme de Cauchy-Lipschitz 2 au systtme autonome
(x" =y, ¥y = f(x,y)), on en déduit que pour tout (fy, xo, xy) € R x U, il existe
une unique solution maximale de 1’équation différentielle x”" = f(x, x’) telle que
(x(to) = xo, x'(to) = x{) et son intervalle de définition est ouvert.
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Exercice 15.8

Trouver la solution maximale du probleme de Cauchy suivant :

y' =8y, y(0)=1, y'(0) =2.

Le résultat ci-dessus s’applique et garantit 1’existence et I’unicité de la solution cher-
chée. On multiplie la relation y” = 8y par y’ et on obtient y'y” = 8y’y?, puis on
I’integre entre 0 et x, ce qui donne y'(x)? — 4 = 4(y(x)* — 1), d’olt y'(x)* = 4y(x)*.
S’il existe x; tel que y’(x1) = 0, alors y(x;) = 0, or la fonction nulle est solution du
probléeme de Cauchy en (x;, 0, 0), donc par unicité, y est nulle, ce qui est absurde.
On en déduit que y’' ne s’annule pas et garde un signe constant, en I’occurrence
strictement positif car y'(0) = 2, d’ou Vx € I, y'(x) = 2y(x)2. On obtient une
équation autonome du premier ordre que 1’on résout par les techniques vues précé-

Y& g
demment. Comme y(0) # 0, y ne s’annule pas, donc Vx € I, / —L; = 2x,d’ou
yo) U
1 1
l ———=2x,dol y(x) = , et par conséquent I =] —o0, 1/2[.
y(x) 1—2x
Remarque

La technique consistant 2 multipliant par y’ et a intégrer de xo 2 x permet d’ obte-
nir une intégrale premiere (c’est-a-dire une équation du premier ordre) pour toute
équation différentielle de la forme y” = f(y) (équation de Newton).

15.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 15.9

Mines-Ponts MP 2005

Etudier le probleme de Cauchy en (xo,yo) pour I’équation différentielle
3

1
xy —y+ % = 0 (on pourra poser z = ?)'

y oy

L’équation s’écrit sous la forme y' = f(x,y) avec f(x,y) = =~ — —; - La fonction
X x

f estde classe €' sur R* x R. Si xy # 0, le probleme de Cauchy en (xo, yo) admet
une solution maximale unique.

e Si yp = 0, y est la fonction nulle par unicité.

e Si yp # 0, y ne s’annule pas sur /, sinon y serait la fonction nulle par unicité, donc
!/

y garde un signe constant. L’ équation équivaut a x Y = 0, ce qui donne

y3 y2 x3
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1 . . 2 2 ,
en posant z = —, I’équation lincaire suivante : 7+=z= —;- L’équation homo-
y X X

A
gene associée se résout en — . La méthode de variation de la constante conduit a

2°
X
A’ 2
chercher z sous la forme (2), avec (2x) = e donc A(x) = —— + A, d’ou
X X
A 2 Ax — 2 3
la solution générale z(x) = — — — = al , donc y? al . Avec la
x2 X3 x3 T Ax—2
2 xg
condition initiale, on obtient A = — + -

X0 yO
L’intervalle maximal est le plus grand intervalle contenant xy sur lequel

[ 3
x(Ax — 2) > 0. La solution y est donnée par y(x) = sgn(yp) ﬁ, ou
x —

sgn(u) désigne le signe de u.

, A 1 x5 A1
On observe d’une part que — — — = > 0, donc — > — et d’autre part que
2 X0 2y0 2 X0

A>Oéquivaut51xo(2y§+x8)>0.
OSix0>Oalor50<%<xo,donclz]%,+oo[.
081x0<0etx0+2y0 0, alors A > OdoncI:]—oo 0.
081x0<0etx0+2y0>0alorsA<OdoncI—] , 0.

I =] 2 +0o [ =] 2 o[
= —_— 0] = _—

A’ A’
Remarque
Toute équation de la forme a(x)y’ + b(x)y + c(x)y* = 0 (appelée équation de

1
Bernoulli) se résout de manitre analogue en posant z = ——.
y

Exercice 15.10

Centrale MP 2006
Déterminer la solution maximale de (x*+x —2)y’ = y*+y—2telle que y(0) = 1,
puis y(0) = 0, puis y(0) = —
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L expression x> +x —2 s’annule en —2 et 1, donc pour pouvoir appliquer le théoréme
de Cauchy-Lipschitz, nous allons résoudre cette équation a variables séparables sur
un intervalle contenant O et inclus dans ] —2, 1[.

On remarque que les fonctions constantes égales a —2 ou 1 et que I’identité sont
solutions de 1’équation différentielle sur | —2, 1[. On résout a présent le probleme
de Cauchy en (0, yg).

e Si yo = 1, alors y est constante égale a 1. L’intervalle maximal est le plus grand
intervalle ouvert contenant O et ne contenant pas —2 et 1, c’est-a-dire ] —2, 1[.
e Si yp = 0, par unicité, y(x) = x (avec le méme intervalle maximal qu’au-dessus).

e Si yop = —1, alors y ne prend pas les valeurs —2 et 1 (sinon elle serait constante),
y'(x) _ 1
yx)2+yx)—2  xZ+x-—2

| 1 S| 1
C du= | (— — —)dt, d’ob
/1 S L /O(t—l 324 don

y(x)—1 x—1 R —3x+2
———-— | =In|-2 d’ = .
n( 2(y(x)+2)) n( x+2 ) dou Yy =——
L’intervalle maximal est le plus grand intervalle ouvert contenant 0 et ne contenant
ni —2,ni 1;il s’agitdoncde ] -2, 1[.

Exercice 15.11

Centrale MP 2006
On note f la solution maximale de y’ = e~ *” telle que f(0) = 0.

donc Vx € I,

. En intégrant de O a x, on obtient

1) Montrer que f est impaire.
2) Montrer que f est définie sur R et possede une limite finie ¢ en +oo.

3) Montrer que £ > 1.

1) D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz 1, f est définie sur un intervalle ouvert
la, b[, avec a < 0 < b. La fonction g : x — — f(—x) vérifie g(0) = 0 et
g'(x) = fl(—x) = /79 = 7% donc est solution du méme probleme de
Cauchy sur | —b, —a[. Par unicité, on en déduit que | —b, —a[C]a, b[, or
les deux intervalles ont la méme longueur, donc a = —b et g = f, donc f est
impaire.

2) Puisque f’ > 0, la fonction f est croissante donc posséde une limite en b, finie
ou +o0o. Supposons la limite infinie. Dans ce cas, il existe ¢ €]0, b[ tel que
Vx > ¢, f(x) = 1,donc 0 < f/(x) < e ¥, d’ol, en intégrant entre ¢ et x, on

X

<
a f(x) < f(o) +/ e 'dt < f(c)+e ¢ donc f est majorée, ce qui contredit

I’hypothese. Par conséquent f a une limite finie £ en b.
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Si b est fini, alors f'(x) — e~ ?* quand x — b, donc f est prolongeable en une
solution sur |a, b ], ce qui contredit la maximalité de ]a, b[. On en déduit que
b = 400 et puisque f est impaire, elle est définie sur R.

3) Si¢ < 1,alors Vx >0, f(x) < 1, donc f(x):/ e‘ff(f)dt>/ e 'dt = 1—e ",
0 0

En passant a la limite pour x tendant vers +co, on obtient £ > 1, ce qui est
contraire a I’hypothése. On conclut que £ > 1.

Exercice 15.12

Centrale 2005

1) Soit (1, ¢) une solution maximale de y' = x> + y* prenant en un point une
valeur positive. Montrer que / est majoré.

2) Montrer que y’ = x* + y? admet une unique solution maximale impaire.

1) On observe que ¢’ est strictement positive sur 7\{0}, donc ¢ est strictement crois-
sante sur /. Soit xg € I tel que ¢p(xg) > 0.Vx € I N [xp, +o0 [, ¢(x) > 0, donc

¢'(x) . o 1 1
> 1. On integre cette inégalité entre x( et x, donc ——— 2 Xx—xX
$(x)? d(x0)  P(x)
1

d’oltx — xp < Ceci montre que / est majoré par xo +

0>

1
B(xo0) $(xo0)
Si ¢p(xp) = 0, ¢ étant strictement croissante, on aboutit a la méme conclusion en
remplagant x, par n’importe quel réel strictement supérieur.

2) Une solution impaire vérifie forcément ¢»(0) = 0. Inversement, si ¢ est la solution
maximale du probléeme de Cauchy en (0,0) sur ]a, b[, la fonction ¢ définie sur
1—b, —a[ par y(x) = —p(—x) vérifie :

$(0) = 0 et Vx, '(x) = ¢'(—x) = (—x)* + p(—x)* = x> + ¢h(x)* .

Il en résulte que ¢ est solution sur | —b, —a [ du méme probleme de Cauchy que
¢. On en déduit que a = —b et y = ¢, donc ¢ est impaire.

Centrale MP 2006 K
Soit (E) I’équation différentielle xy’ = x + y>.
1) Démontrer qu’il existe au plus une solution développable en série entiere au

voisinage de 0.

2) Démontrer que cette solution existe et que son rayon de convergence appar-
tienta [1, 2].
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+00

1) Soit x — y(x) = Zanx” une solution somme de série enticre sur | —R, R [,
n=0

avec R > 0. On a y(0) = 0, donc ay = 0. Par dérivation d’une série entiere, on

+00 n—I1
ay'(x) = Znanx”’] et par produit de Cauchy, y(x)* = Z (Z aray,— k>

= n=2
pour tout x € ] —R, R[. Par unicité du développement en série entiere, les coef-
ficients des séries entiéres de somme xy’(x) et x + y(x)2 sont égaux, ce qui donne
1 n—1
ap=1letVn > 2, a, = — Z ara, . Cette relation permet de déterminer par

k=1
récurrence les coefficients a,, de maniere unique.
2) Soit (a,) la suite déterminée a la question précédente. On montre d’abord par
récurrence que Vn > 1, |a,| < 1. C’est vrai pour n = 1. Si c’est vrai jusqu’au
1 n—1
rang n — 1, alors |a,| < — g 1=
n
k=1

1
< 1. Cela prouve que R > 1.

1 . .
Montrons enfin par récurrence que Vn > 1, a, > T C’est vrai pour n = 1. Si

, . , 1 1 n—1 1
cestvraljusquaurangn—l,alorsan2—sz T3k = o2 2 a1
- w2 % —
1 n>2

n—1

On en déduit R < 2.

Exercice 15.14

Mines-Ponts MP 2006

Soit f € FA(R, R) telle que £f” = 1+ f'>. Montrer que f est de classe € sur
R puis déterminer f.

2 . 2 . , :
Etant donné que 1+ '~ > 1, les fonctions f et f” ne s’annulent pas et sont continues,
2

donc gardent un signe constant. On en déduit que f”' = , ce qui permet de

f

montrer par récurrence sur n que f est de classe " pour tout n, donc est de classe
%OO

’ f/// f/
En dérivant la relation de départ, on obtient ' f”" = ff"', d’ou i 7

En intégrant, on trouve qu’il existe A € R* tel que f”/ = Af.

eSi A > 0,o0npose A = o, ce qui donne f(x) = Achwx + Bshwx. La

relation f(0)f”(0) = 1 + f'(0)> donne w?’(A*> — B?) = 1. On n’oublie pas
de vérifier : f(x)f"(x) = w*(A’ch’wx + B?>sh’> wx + 2AB chwx shwx) et
1+ f'(x)> = 1+ o0*(A*sh’ wx + B*ch’ wx + 2ABshwx chwx). Les deux
expressions sont bien égales.
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e Si A <0, onpose A = —w?, ce qui donne f(x) = A cos wx + B sin wx. La relation
F(0)f"(0) = 1+ £'(0)* donne w*(A? + B?) = —1.11 n’y a pas de solution lorsque
A <0

Centrale, Polytechnique MP 2007

Déterminer la fonction y € Z*(R,R) telle que y” + |y| = 0, y(0) = 0 et
/

y(©0)=1.

e Cherchons une solution maximale y.
— Remarquons que y” < 0, donc y’ est décroissante et par conséquent y est concave.

— En particulier, si y existe sur I =]a, O[, avec a €] —o0, O[, alors pour tout
x € 1,y'(x) > y'(0) = 1. La fonction y est donc strictement croissante et comme
y(0) = 0,onay < Osur Ja, O[. Par conséquent, y vérifie sur / I’équation
y"'(x) — y(x) = 0, d’olt y(x) est donc de la forme Achx + Bshux, et les condi-
tions initiales imposent y(x) = shx.

Ainsi si y est une solution (maximale) du probléme, son ensemble de définition
contient | —oo, O[ et y est la fonction sinus hyperbolique.

— Etudions ysur [0, b[ avec b €]0, +oo . Il existe un b maximal (éventuelle-
ment +00) tel que y ne s’annule pas sur ]0, b[.On saitque y > Osur ]0, b[ (car
y'(0) = 1 > 0) donc y est solution de y”" +y = O sur [0, b[ donc, avec les condi-
tions initiales, y(x) = sinx pour x € [0, b[. Par maximalité, b = 7.

— Etudions ysur [, c[ avec ¢ €], +oo[. Il existe un ¢ maximal (éventuelle-
ment +00) tel que y ne s’annule pas sur |7, c[.Onsaitque y < Osur ], c[ (car
y'(r) = —1 < 0 et y(w) = 0) donc y est solution de y” — y = O sur [, c¢[ donc,

avec les conditions initiales, y(x) = —sh (x — o) pour x € [ 7, c [ . Par maximalité,
¢ = +00.

sh(x) si x €]—o00,0]
— On obtient donc y(x) = sin x si x € [0, 7]

—sh(x—m) si x € [m, +00]
e Réciproquement, on vérifie aisément que y est bien de classe € (les raccords sont
valables en O et 77) sur R et vérifie bien les conditions de 1’énoncé. 1l y a donc unicité
de la solution et existence sur R.
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15.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 15.16

Centrale MP 2007 (avec l'aide de Maple ou Mathematica) K

1) Résoudre les deux problémes de Cauchy :
() u' = sinu +cosu, u(0) = /2 (i) u’ = sinu +cosu, u(0) = —m/4.
/A
On considére maintenant le systeme différentiel (2) : x/ = sin(x +y)
y' =cos(x +y)
2) Montrer que les solutions de (2) sont définies sur R tout entier.
3) Etudier les solutions maximales de (2).

4) Etudier le comportement des solutions de (2) au voisinage de +o0.

1) On pose f(u) = sinu + cos u. On doit résoudre I’équation autonome u’ = f(u)

avec la condition initiale ©#(0) = ug. On utilise la méthode de 1’exercice 15.5.
(i) Puisque f(7/2) # 0, f(u(t)) ne s’annule pas (voir exercice 15.5, page 372),

u) ds
donc on obtient t = / — . Avec l’aide de Maple, on obtient
7/2 COSS +sins

t 3 3
V2t =In (tan(? + %)) — In(tan %). Or tan % =1+V2 (avec Maple),
d’ol u(t) = 2 Arctan <(1 + ﬁ)eﬁt) -
(ii) Comme f(—/4) = 0, la fonction constante égale a —7 /4 est solution du
méme probleme de Cauchy que u, donc par unicité, u est constante égale a —r /4.

2) On utilise une méthode analogue a celle de I’exercice 15.1, page 369). Soit

]a, b[ I'intervalle maximal de définition de la solution (x, y). Supposons b fini.
Comme x’ et y" sont bornées par 1, elles sont intégrables sur [0, b [, donc x ety
admettent des limites finies x; et y; en b. Il en résulte que x’ et y" ont également
des limites finies en b, donc en posant x(b) = x; et y(b) = y, le théoreme de
prolongement ¢! entraine que les fonctions x et y sont de classe €' sur ]a, b]
et le couple (x, y) est solution du systeme sur ]a, b]. Ceci contredit le fait que
Pintervalle ]a, b[ est maximal. On en déduit que b = +oo, et par le méme
raisonnement que a = —0o0.

3) En ajoutant les deux équations constituant (%), on obtient que la fonction u = x+y

vérifie I’équation autonome u’ = sinu + cos u.

Le systeme (X)) étant autonome, on s’intéresse a la solution maximale du probléme
de Cauchy en (0, x¢, o). Si (x, y) est solution de (), alors (x+7, y+77), (x+277, y)
et (x, y+2) sont également solutions. On se limite donc aux couples (xg, yo) tels
que xo + yo €1 —57/4, 37 /4]. Le choix de cet intervalle de longueur 27 sera
justifié dans la suite des calculs. On pose uy = xo + yo.
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e Si ug = —m /4, alors u est constante égale a —7 /4 par le méme argument
quau 1). On en déduit x' = —1/V2, donc x = —1/V2 + xo et de méme
y=t/ V2 + ¥o. La trajectoire des solutions est une droite.

e Si ug = 37 /4, on obtient de méme x = 1 /V2 +xg et y = —t/V2 + y.

e Si —57/4 < uy < 37 /4, alors comme dans la premiere question cos u + sinu
ne s’annule pas, donc u reste compris entre —357/4 et 3w /4. L’équation

u(t) d
N L. N .
autonome s’intégre en écrivant ¢ = ——, ce qui donne par le
u, ~COSS +sins

méme calul qu’a la premiere question : tan(g + —) an(% + %)e’ V2,

u(t)

T T
Or — + § reste compris entre ) et X donc en prenant I’arc tangente,

on obtient u(t) = 2 Arctan (tan(—+ 8) "[) — Z On en déduit alors

t t
x(t) = xg +/ sinu(s)ds et y(t) = yq +/ cosu(s)ds.
0 0

4) On suppose uy €]—m /4, 37 /4[. On fait tendre ¢ vers +oo dans 1’expression
de u(t) trouvée dans la question 3), on obtient que lim u(zr) = 37 /4. On en
—+00

déduit que x'(r) tend vers 1/ \/5, donc x(t) tend vers +oo, de méme y'(¢) tend

vers —1/ V2, d’ol y(t) tend vers —oo. Il en résulte que la droite d’équation

x +y = 3 /4 est asymptote a la trajectoire.

Siug €1—-5m/4, —mw/4[, on obtient de méme que lim u(t) = —57/4, d’ou
1—+00

I’asymptote d’équation x + y = —57 /4.
Les cas ug = —m /4 et ug = 37 /4 ont été vus a la question 3.

Exercice 15.17

Mines-Ponts MP 2006 K

On considere 1’équation différentielle y' = cos y +cos t. Montrer que I’intervalle
de définition d’une solution maximale est R et que s’il existe #p € R tel que
y(tg) € [0, 7], alors Vt > 1y, y(t) €10, 7 [.

La fonction (¢, y) — cos y+cos ¢ est bornée (par 2), donc toute solution maximale est
définie sur R (voir exercice 15.1, page 369) On remarque que y” = —y’siny —sint
ety” = —y"siny — y*cosy — cost.

Considérons la solution maximale du probleme de Cauchy en (%, yo) en suppo-
sant yo €]0, 7 [. Supposons qu’il existe t > fy tel que y(r) > 7. L’ensemble
{t > to | y(t) = 7} est non vide et fermé, donc posséde un minimum ¢, en lequel
y(t;) = 7. On a donc y(t) < ar sur [fty, t; [, donc y'(#;) > O ( limite du taux d’ac-
croissement en #1). Or y'(t;) = —1 +cost; < 0, donc y'(t;) = 0, d’ot cost; = 1,
d’ou y’(t;) = 0et y"'(t;) = —1 < 0, donc y” décroit et est strictement positif a
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gauche au voisinage de t{, et comme y’(t;) = 0, on aura sur ce voisinage y' < 0,
donc y > 77, ce qui est contraire a la définition de f;.

Supposons qu’il existe t > #y tel que y(#) < 0. On considere comme précédem-
ment le plus petit réel #; > 1y tel que y(t;) = 0, de sorte que y(¢) > O sur [#, ;[
et y'(t;) < 0.0r y'(t}) = 1 +cost; > 0, donc y'(t;) = O et cost; = —1, d’ou
y'(t1) = 0et y"'(t;) = 1 > 0 donc y” < 0 a gauche de #1, puis y’ > 0, donc y < 0
a gauche de 1, ce qui est absurde.

Si yo = 0, alors y'(t9) = 1 +costy > 0. Si y'(t9) > 0, alors y > 0 a droite de #,. Si
y'(to) = 0, alors y”(ty) = 0 et y""(ty) = 1 donc 1a encore y > 0 a droite de 7, donc
on est ramené au cas ou yg > 0. Il en est de méme si yy = 7. Finalement, on conclut
que Vt > 1y, y() €10, 7 [.

Exercice 15.18

Mines MP 2005 K

Soit f la solution maximale de y” = 1—3y? avec f(0) = f(0) = 0. Déterminer
une équation du premier ordre vérifiée par f. Montrer que f est bornée et définie
sur R.

Question de la rédaction : montrer que f est périodique.

En multipliant par f’ et en intégrant de 0 & x, on obtient f'(x)* = 2(f(x) — f(x)*).
Ona f"(0) = 1 et f'(0) = 0, donc f' > 0 a droite de 0 et f' < 0 a gauche
de 0. Comme f(0) = 0, on obtient f > 0 a droite de 0 et f < 0 a gauche de
0. On se place sur le plus grand intervalle 10, a[ sur lequel f' > Oet f < 1.
f'(x)
V27 = fOe?)

de sorte que x = ®(f(x)). P estun €' difféomorphisme

La fonction f est croissante, donc f > 0 et = 1. On pose

Y d
v 2u(l — u?

croissantde [0, 1[ sur 10, a[

d(y) =

1
du
,aveca = — et f(x) =D (x) sur
/o v 2u(l — u?)
[0, a[.Comme f(x) — 1 quand x — a, f'(x) a pour limite 0, donc la solution
est prolongeable au-dela de a. On a alors f”(a) = —2 < 0, donc f’ < 0 a droite

fx)
de a, donc f'(x) = —\/2f(x)1 — f(x)?), doux —a = — 1 \/%,
d’ot W(f(x)) = x — a, avec ¥(y) = / m ¥ est un ¢! difféomor-

phisme décroissant de 10, 1[ sur ]0, a[, donc f(x) = ‘If_l(x —a)sur [a, 2a].

On en déduit que lir121 f(x) = 0et lirr21 f'(x) = 0, donc f est prolongeable en
X—zd X—za

2a avec les mémes conditions de Cauchy qu’en 0. Autrement dit, les fonctions f et

x — f(x + 2a) sont solutions du méme probleme de Cauchy en 0, donc sont égales.
Il en résulte que f est définie sur R et est 2a périodique, donc est bornée.
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Exercice 15.19

ENS MP 2007 K
Soita €10, V2[.

1) Soit yo > 0. Etudier les solutions maximales du probléme de Cauchy
y' = ay/y — x et y(0) = y;. On montrera notamment que I’intervalle de

définition est borné.

2) Le probleme de Cauchy y’ = a/y — x et y(0) = 0 posséde- t-il une solution
a gauche ou a droite de 0 ?

1) La fonction f : (x,y) — a/y — x est de classe €' sur Rx 10, +oo [, donc si
yo > 0, il existe une unique solution maximale telle que y(0) = y,, définie sur
la, b[,aveca < 0 < b. La fonction y est de classe %*etona:

" o__ ay/ 1_a(a\/y_x) 1_02 1 ax
2y 25 27 T2y

Ora?/2 —1 < 0,donc y” < Osur ]0, b[.
e Supposons b = +00. Dans ce cas, y est concave positive sur R,, donc nécessai-

rement croissante et majorée par une fonction affine (sa tangente a ’origine). En
2

2 N . . X .
conséquence, y’ > 0, donc en revenant a I’équation, on obtient y > —, ce qui
o

contredit le fait que y(x) = O(x) en +oo.

eSia = —oo,y > 0sur R_, donc y est croissante, or elle est positive, donc
elle admet une limite finie ¢ en —oo. En revenant a 1’équation, on en déduit
y'(x) ~ —x en —oo, donc en intégrant y(x) o —ooce qui est absurde,

donc I’intervalle de définition de y est borné.

2) Si le probleme de Cauchy en (0, 0) posséde une solution sur Ja, 0] avec a < 0,
alors y' > O sur ]a, O[, donc y croit strictement, d’ott y < O sur ]a, O[, ce qui
est impossible.

S’il a une solution sur [0, b [, le calcul mené a la premiere question montre que
sur 10, b[,y"” <0, donc y" décroit, or y'(0) = 0, donc y’ < 0, or y(0) = 0, donc
y décroit, d’ou y < 0, ce qui est impossible.



Calcul differentiel
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16.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

16.1.1 Différentielle, fonctions de classe ¢’

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un ouvert de
E. et f une application de U dans F. Soita € U.

e On dit que f est différentiable en « lorsqu’il existe £ € Z(E, F), V un voisi-
nagedeOete: V — FtelsqueVh € V, f(a+h) = f(a)+U(h)+ | h|eh),
avec gin}) e(h) = 0. On pose df (a) = £, appelée différentielle de f au point a.

e Soit u un vecteur de E. On dit que f admet une dérivée en a selon le vecteur u
lorsque la fonction t — f(a + tu) définie au voisinage de 0 est dérivable en 0,

fla+tu) — fla)

c’est-a-dire que 1’expression a une limite finie lorsque ¢ tend

vers 0. On note D, f(a) cette limite.
Si f est différentiable en a, elle admet une dérivée en a selon tout vecteur, et
ona D, f(a) = df(a)(u).

e Soit # = (ey,...,e,) une base de E. On appelle dérivée partielle de f en a
par rapport a x; la dérivée de f en a selon le vecteur ¢;, on la note également

of
a—XI(a)

n n
Si f est différentiable en a et h = Z hjej, alors df (a)(h) = aa—f(a)hj.
= =1 Tt
e On dit que f est de classe €' sur U lorsque f admet des dérivées partielles
(dans une base) en tout point de U, qui sont continues sur U.
La fonction f est de classe € sur U si et seulement si f est différentiable en
tout point de U et ’application x — df(x) est continue sur U.
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On considere la fonction définie sur R? par :
3_.3

flx,y) = ﬁ si (x,y) # (0,0)

0" i,y =00

1) Vérifier que f est continue sur R>.

2) Vérifier que f est de classe ' sur R* \ {(0,0)} et calculer ses dérivées par-
tielles.

3) Calculer 6—f(0, 0) et a—f(O, 0).
0x ady

4) La fonction f est-elle de classe €' sur R ?

5) La fonction f est-elle différentiable au point (0, 0) ?

1) Sur R? \ {(0,0)}, f est continue par théorémes généraux. En passant en
coordonnées polaires, on obtient f(rcosf,rsinf) = r(cos® @ — sin’ 6), or

| cos® 6 —sin® @] < 2, donc | f(r cos 6, sin 0)| < 2r, d’olt | f(x, y)| < 2¢/x2 + y2
pour tout (x, y) € R?, d’ol ( l)in}o 0 f(x,y) = 0, ce qui montre la continuité de
x?y - I’
fen(0,0).
2) Sur R*\ {(0,0)}, f est de classe €' par théorémes généraux, et on a

8f( ) 3x2(x2+y%) — 2x(x® — y3)  x*+3x2y% +2xy3
—I(X = =
ax Y (x2 +y2)2 (x2 +y2)2

En outre, f(y,x) = — f(x, y) pour tout (x, y) € R*\ {(0,0)}, donc en revenant a
la définition de la dérivée partielle,

of af _y4+3xzyz+2yx3

a(%}’):—a()’ax): (x2+y2)2
3) On a pour tout x € R*, fx,0) ; /0.0 =1, donc
of f(xao)—f(O,O):l.

—(0,0)= 1l
8x(’) fait X

Sachant que f(y,x) = — f(x,y) pour tout (x,y) € R*\ {(0,0)}, on a de méme
of
—(0,0) = —1.
8y( ,0)
. Of . of
4) La fonction o n’a pas de limite en (0, 0) car 8—(x, x) = 6 pour x non nul, alors
X X

que cette dérivée partielle vaut 1 en (0, 0), donc f n’est pas de classe €' sur R%.



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

16.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation @

5) Si f était différentiable a I’ origine, alors 1’expression

0
a(x,y) = f(x,y) — xa—f(O,O) - —f(O 0)
serait négligeable devant ||(x, y)|| = v/x? + y? quand (x, y) tend vers (0, 0).
33 yx? — xy?
Ora(x,y) = m —x+y= Tyz En passant en coordonnées polaires,
0,rsin 6
on obtient a(r cos §,r sin 9) = cos 6 sin f(cos §—sin 6). Cette expression est indé-

,
pendante de r, et n’est pas nulle, donc ne tend pas vers O quand r tend vers 0. 1
en résulte que f n’est pas différentiable en (0, 0).

Exercice 16.2

Mines-Ponts MP 2006
Pour p € N, soit f, : (x,y) € R*\ {(0,0)} — (x + y)? sin

1
VxZ+y?
1) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f), se prolonge conti-
nuement en (0, 0).

2) La condition précédente étant remplie, donner une condition nécessaire et suf-
fisante pour que le prolongement obtenu soit différentiable en (0, 0).

1) En passant en coordonnées polaires, on a

1
fp(rcos@,rsinf) = rP(cos 6 + sin 0)” sin —.
r

1
Si p =0, alors fy(r cos @, r sin ) = sin . qui n’a pas de limite en (0, 0).
Si p > 1, alors | f(x,y)| < (2\/x2+y )P p— 0, donc on prolonge f,
x?.y -
continuement en posant f,(0,0) =
0 0,0 1
2) Lorsque p = 1, 0n a N, 0) = f]( ) sin W Cette expression n’a pas de
X
limite quand x tend vers 0, donc f; n’a pas de dérivée partielle par rapport a x en
(0, 0) La fonction f n’est donc pas différentiable en ce point.
Sip =2, fox,y) = O(x* + y?) au voisinage de (0, 0), donc fp est différentiable
et sa différentielle en (0, 0) est nulle.

Remarque

On peut montrer que f), est de classe " sur R? si et seulement si p > 3.
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Montrer que I’application M +— M 2 4 tr(M>)I, est différentiable sur ., (R) et
que V(M , H) € M,(R), df (M) H) = MH + HM +3tr(M*>H)]I,.

On pose fi(M) = M?*.Ona fi(M+H) = fi(M)+MH + HM + H*. Lapplication
H — MH +HM est linéaire et H? est négligeable devant H au voisinage de 0, donc
f1 est différentiable et d fy(M)(H) = MH + HM.

On pose fo(M) = tr(M HI,. En développant (M + H )}, on obtient :

M+H? =M>+M?>H+MHM +HM?+ H>M + HMH + MH? + H>.

On munit .#,(R) d’une norme subordonnée a une norme de R", de facon a avoir
I'inégalité | AB|| < ||A||||B|| pour toutes matrices A et B.

On sait que la trace est linéaire, donc continue, donc il existe K > 0 tel que
|tr(A)] < K||A|| pour tout A € .#,(R). On sait également que tr(AB) = tr(BA),
donc on obtient facilement que

|tw(H>M + HMH + MH? + H)| < K| H|*G| M| + || H])),

d’ot tr(M + H)*) = tr(M>) + 3te(M*H) + o(||H|)), donc £, est différentiable et
dfsx(M)(H) =3tr(M 2H)1,. Par linéarité, on en déduit que f est différentiable et

VM e #,(R), VH € #,(R), df ( M)(H) = MH + HM + 3 te(M*H)I, .

16.1.2 Matrice jacobienne, composition et difféomorphismes

e Soient Z = (ey,...,ep) une base de E, ' = (e}, ..., e,) une base de F, et f
une application de classe €' d’un ouvert U de E dans F. Soient fi,..., f, les
fonctions composantes de f dans %', eta € U.

o On appelle matrice jacobienne de f en a la matrice de 1’application linéaire
df(a) dans les bases B et #', ¢’est-a-dire la matrice J(a) appartenant a
dfi
My, ,(R) de terme général —f(a).
an
o Soit de plus g : V — G de classe €' ol V est un ouvert de F contenant
f(U).Lafonction go f estde classe €' sur U et d(gof)a)=dg(f(a))odf(a).
Par conséquent Jyor(a) = Jo(f(a)) Js(a), ol on a choisi une base %" de

G.
En notant x = (xy,...,x,) un vecteur de R” et y = (y;,...,y,) un vecteur
deR",ona,pouri € [1,g]letj e[, pl,

gofi |~ dfe
~or, @= 25y, (f(@) 5, (@
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e Soient U et V deux ouverts de R”.

o On dit que ¢ est un difféomorphisme de U sur V lorsque ¢ est une bijection
de U sur V, ¢ est de classe €' sur U et ¢! est de classe € sur V.

o Si ¢ est un difféomorphisme de U sur V, alors pour tout a € U, la matrice
Jo(a) est inversible et (J,(a)) ' = J,-1(¢(a)).

o Caractérisation des difféomorphismes : soit ¢ une application de classe €’
de U dans R". Si ¢ est injective et si le jacobien de ¢ est non nul en chaque

pointde U, alors V = ¢(U) est un ouvert de R" et ¢ est un difféomorphisme
de U sur V.

Exercice 16.4

Mines-Ponts MP 2006

Soient (x1,...,%p, h1,...,hy) € R et f € €'(R",R). On pose, pour € R,
g(t) = f(x1+thy,...,x,+th,). Montrer que g est de classe %" sur R et calculer
g'(t) pour tout ¢ € R.

Soit p(t) = x+th = (p1(2), ..., d,u(1)), avec ¢;(t) = x;+th; pour 1 < i < n.On voit
que g = f o ¢, donc en utilisant le théoréme de composition des différentielles, on

obtient que g est de classe €' et g = Z <75 (t)—(x +th) = Z h (x +th).

i=l1

Mines-Ponts MP 2007

Soit f € %I(Rz, R) telle que : 8_f + g—f = 0. Etablir I’existence de
X y

¢ € €' (R,R) telle que : V(x,y) € R*, f(x,y) = o(x — y).

Indication de la rédaction : on pourraposeru = x +yetv =x — y.

Soit i I’endomorphisme de R* défini par ¢(x,y) = (x + y,x — y). Il est bijectif,
et son jacobien en tout point est égal & —2, donc  est un difféomorphisme de R?
sur R2. On pose g = f o', ce qui équivaut a f = g o 4. La fonction g est de
classe €' sur Rz, et en notant ses variables u et v, on obtient en dérivant 1’égalité
f(x,y)=g(x+y,x —y)parrapporta x et y que :

0 0 15)
_f(x7y): —g(x+y7X—y)+—g(x+y7X—)’)

8
—f( ) = —(X+y7x—y)— —(X+y7x—y)
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0
En ajoutant les deux, 1’équation o + = 0 est équivalente 2a 8_g = 0, donc il
u

existe une fonction ¢ : R — R de classe %" telle que V(u,v) € Rz, gu,v) = ¢(v),
d’ou finalement f(x,y) = ¢(x — y) pour tout (x, y) € R2.

Exercice 16.6

CCP PC 2005

1) Montrer que I’application ¢ : (x, y) — (xy, x +y) est un difféomorphisme de
I'ouvert U = {(x,y) € R*, x —y > 0} sur un ouvert V a préciser.

of [ of _
dy

2) Transformer 1’équation aux dérivées partielles

(%) —f( Y — f(x V+3x —y)flx,y)=0

a I’aide du changement de Varlables U=XY, V=X+Y.
3) En déduire toutes les fonctions f € (U , R) vérifiant ().

1) Soit (x,y) € U. On pose (u,v) = ¢(x,y), de sorte que x et y sont les racines
réelles et distinctes du trindbme X> — vX + u, dont le discriminant v> — 4u est
donc strictement positif. On pose V = {(u,v) € R?, v* — 4u > 0}. Il s’agit de
I’extérieur de la parabole d’équation v> — 4u = 0.

Soit (u,v) € V. On note x et y les racines (distinctes) du trindme précédent, x
étant la plus grande, ce qui entraine que (4, v) = ¢(x, y). On en déduit que ¢ est

une bijection de U sur V. Le jacobien de ¢ en (x, y) est égal a Y x' =y—x <0.

11
Il ne s’annule pas sur U, donc ¢ est un ¢! -difféomorphisme de U sur V.

2) Onpose g = f o ¢!, de sorte que g est de classe € sur V si et seulement si f
est de classe €' sur U. On a alors f(x,y) = g(xy, x + y). En dérivant par rapport
ax etay,onobtient :

9
Ox

of _ s 9
8y(x,y) = xau(xy,X+y)+av(xy,X+y)

0 0
(x,y) = y—g(xy,x +y)+ —g(xy,x +y)
ou ov

Jg

0
L’équation (x) est équivalente a (y — x)a—g +3(x —y)g =0,dou Ewie 3g.
u u

3) On résout I’équation ci-dessus a v fixé : il existe un réel A(v) tel que pour

tout réel u tel que (u,v) € V, on a g(u,v) = A(v)e™. En particulier,
Vv € R, A(v) = g(—1,v)e’, donc la fonction A ainsi définie est de classe
€' sur R.

On en déduit que les solutions de (x) sont les fonctions de la forme
(x,¥) — A(x +y)e*™, ot A décrit €' (R, R) .
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Exercice 16.7

CCP PC 2006
y+z Z 1 vees
Montrer que ¢ : (x,v,2) — |(x+y+z, ———,—— | est un %" -difféo-
X+y+7 y+z
morphisme de I'ouvert U = {(x,y,z) € (R¥)® | x+y+z < 1} surV =10, 1[°.
Déterminer ¢~ .

Pour (x,y,z) € U, on pose (u,v,w) = ¢(x,y,z). On remarque que (4, v,w) € V,
et que z = uvw, d’otuv = y+z,dot y = uv — uvw = uv(l — w), et enfin
x=u—+z2) =ull—v).

L’application ¢y : V — R définie par y(u,v,w) = (u(l —v),uv(l — w),uvw)
est a valeurs dans U car u(1 — v) + uv(l — w) + uvw = u €]0, 1[ et vérifie par
construction iy o ¢ = Idy et ¢ oy = Idy, donc ¢y = ¢~ '. D’autre part, ¢ est de
classe €' sur U et ¢ est de classe €' sur V, donc ¢ est un difféomorphisme de U
sur V.

16.1.3 Fonctions de R" dans R de classe ¢, points critiques

Soit U un ouvert de R”. On note € (U) I’ensemble des fonctions de classe &' de
U dans R. Cet ensemble muni de 1’addition et de la multiplication des fonctions
est une algebre sur R.

e Soit f € €'(U)eta € U. On dit que a est un point critique de f lorsque
df(a)=0.
e Soit A une partie de R" et f une application de A dans R. On dit que f présente

un minimum (resp. maximum) local en a lorsqu’il existe un ouvert V de R"
contenant a tel que Vx € V, f(x) = f(a) (resp. f(x) < f(a)).

e Soit f : A — R de classe ¥ ! sur Iintérieur de A, et a un point intérieur a A.

Si f présente un extremum local en a, alors a est un point critique de f.

Exercice 16.8

CCP PC 2007
Soit g(x,y) = x> +3x%y + y°.
. . . g g
Existe-t-il des points pour lesquels 8_x(x’ y)=0et 8—(x, y)=07?
y

La fonction g possede-t-elle des extremums locaux ?

Indication de la rédaction : on calculera g(x, x).
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0 0
—g(x, y) = 3x2+3y%. La dérivée partielle g8 s’annule
dy Jy

0
uniquement en (0, 0), et a—g(O, 0) = 0, donc (0, 0) est le seul point critique de g.
X

0
Ona —g(x, y) = 3x>+6xy et
0x

Si g présente un extremum local en un point de R?, alors celui-ci est un point critique,
donc ne peut étre que (0, 0), or g(0,0) = 0 et g(x,x) = 5x3, qui est du méme signe
que x, donc g n’a pas d’extremum local a I’origine, donc elle n’en a nulle part.

Exercice 16.9

CCP PSI 2006
Soit g : R? — R définie parg(x,y) =x —y +x>+ y3. Montrer que g admet des
extremums sur le carré [0, 1] 2 et les déterminer.

La fonction g est continue sur le carré [0, 1]2 qui est compact, donc g est bornée
et atteint ses bornes sur le carré. Etudions d’abord I’existence de points critiques de

0
g sur ouvert ]0, 1 [2.0na a—g(x, y)y=1+ 3x2. Cette dérivée partielle ne s’annule
X

pas, donc g n’a pas de points critiques, ce qui signifie que g atteint ses bornes sur le
bord du carré. Etudions g sur les quatre segments du bord.

e Sur le segment d’extrémités (0,0) et (1,0), ona g(x,0) = g(x,1) = x + x3. Cette
fonction est croissante sur [0, 1], donc varie de g(0,0) = 0a g(1,0) = 2. Il en est
de mé&me sur le segment d’extrémités (0, 1) et (1, 1).

e Sur le segment d’extrémités (0, 0) et (0, 1), On pose ¢(y) = g(0,y) = —y + y3.

Onag¢'(y) = —1+ 3y2, donc ¢ est décroissante sur [0, 1/\/5] et croissante sur
[1/\/§, 1], donc son minimum est go(l/\@) = —2/3\/5, et son maximum est
#(0) = (1) = 0.

e De méme, g(1,y) =2 — y +y> =2+ g(0, y), donc varie de 2 — 2/3v/3 2 2.
Finalement, le maximum de g sur le carré est égal a 2 et est atteint en (1,0) et (1, 1),

- 2 . 1
alors que le minimum est égal & ——— et est atteint en (0, —).

3V3 V3

16.1.4 Fonctions de classe ¥

¢ Soit U un ouvert de R” et soit f une application définie sur U a valeurs dans
RP.
o Lorsque f est de classe €' sur U et lorsque les dérivées partielles de f sont
elles mémes de classe €' sur U, on dit que f est de classe € sur U. La dérivée

2
partielle i (8]‘) est notée o°f

Xi X xiaxj'
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o Théoreme de Schwarz : si f est de classe €~ sur U, etsii, j € [1,n]], alors

0*f 0*f

8x,~8xj a 8xj8x,- '

o On définit par le méme procédé la notion de fonction de classe €*.

e Soit U un ouvert de R?, f une application de classe ¢~ de U dans R et a un

) o 62 f 2 f 62
point critique de f. On pose r = W(a), s = ( ), t 8 2(a)
—Sirt —s*>0etr > 0,alors f présente un minimum local en a.
—Sirt —s?>>0etr < 0,alors f présente un maximum local en a.
—Sirt —s* < 0, alors f ne présente pas d’extremum local en a.
2

—Sirt —s” = 0, on ne peut pas conclure.

Exercice 16.10

CCP MP 2007
Déterminer les fonctions 2 € €*(R, R) telles que la fonction f définie sur RY xR
92 2
par f(x,y)=h (X> vérifie o + 8—]; =0 (%
X oxz Oy

On calcule les dérivées partielles premieres et secondes de f :

9 a3 =~ (2) = (7).
gt =2 ()2 () Gl = (2).

En multipliant par x? et en posant t = X, I’équation (x) est équivalente a
X

Vi eR, (12 + DA (1) +2th'(t) =0
La fonction A’ satisfait 2 une équation différentielle linéaire du 1° ordre. En la résol-

1
2
vant, on obtient 4'(t) = A exp </ . u
o u-+ 1

donc finalement % est la fonction # — A Arctant + B, avec (A, B) € R? .

Exercice 16.11

TPE 2006
Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y) = x> + 3xy* — 15x — 12y.

A
u | = ——, ou A est une constante,
2+1
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1) Déterminer les points critiques de f.

2) Déterminer les extremums locaux de f sur R2. La fonction f admet-elle des
extremums absolus sur R? ?

3) Déterminer les extremums locaux et absolus de f sur I’ensemble K défini par
K={(x,y)eR*| 0<y<x<3}

1) La fonction f est de classe €~ sur R eton a :
of 2 2.2 of
8—x(x,y) =3x"+3y° — 15, 8—y(x,y) =6xy —12.
Le couple (x, y) est un point critique si et seulement si x2+y?=5etxy =2.0n
obtient les quatre points critiques suivants : (1,2), (—1,-2), (2,1) et (=2, —1).
0? 0? 0? .
2) On calcule r = 8—x€ = 6x,s = 8xgy = 6y,t = O—yé = 6x, d’ou
rt —s? =36(x% — yz).
eEn (2,1),rt —s?> > 0etr > 0, donc f présente un minimum local.
eEn(—2,—1),7rt —s*> > 0etr < 0, donc f présente un maximum local.
eEn (1,2)et(—1,—-2), rt — s> < 0, donc il n’y a pas d’extrémum local.
On remarque que f(x,0) = x> — 15x, qui a pour limite +co quand x tend vers
+00, et —oo quand x tend vers —oo, donc f n’est ni majorée, ni minorée sur R,

3) Le triangle K est fermé borné, donc compact. Comme f est continue, elle est
bornée et atteint ses bornes sur K. Si un extremum absolu est atteint en (a, b)
situé a I’intérieur de K, alors (a, b) est un point critique, donc ce ne peut étre que
(2,1).Ona f(2,1) = —28. On doit maintenant chercher les extremums de f ala
frontiere de K, constituée de trois segments.
eSiy=0¢et0<x <3, alors f(x,0) = x> — 15x, qui décroit sur [0, V5] et
croit sur [\/g, 3], donc son minimum est f (\/5 ,0) = —10v/5 et son maximum
est max(f(0,0), £(3,0)) = 0.
eSix =3et0 < y<3,alors £(3,y) = 9y> — 12y — 18, qui décroit sur [0, 2/3]
et croit sur [2/3, 3], donc son minimum est f(3,2/3) = —22 et son maximum
est max(f(3,0), f(3,3)) = 27.
eSi0 < x =y <3 alors f(x,x) = 4x3 — 27x décroit sur [0, 3/2] et croit
sur [3/2, 3], donc son minimum est f(3/2,3/2) = —27 et son maximum est
max(f(0,0), f(3,3)) = 27.

Il reste a faire la synthese des résultats obtenus : le minimum de f sur K est égal
a f(2,1) = —28 et le maximum est f(3,3) = 27.

16.1.5 Formes différentielles

e On désigne par (dx;,dx,,...,dx,) la base duale de la base canonique de R".
Soit U un ouvert de R".
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Une forme différentielle de classe €* sur U est une application de U dans
le dual de R" de classe €*. Elle s’écrit sous la forme o = z": P:dx;, ou
P, € €X(U) pour tout i € [1,n]]. -
On a donc pour tout M € U ettouth € R", o(M)(h) = z”: P:(M)h;.

¢ On dit que la forme différentielle w est exacte lorsqu’il el;ilste f:U —Rde

of
8xi ’

classe ¢! telle que df = w, c’est-a-dire telle que, pour touti € [1,n]], P, =

La fonction f est appelée une primitive de w.
¢ On dit que la forme différentielle w est fermée lorsque

dP, 0P
ij B 8x,~ '

(i, j) € [1,n]?,

e Toute forme différentielle exacte de classe €' est fermée.

e Un ouvert U de R" est étoilé lorsqu’il existe un point a de U tel que pour
tout point x appartenant a U, le segment d’extrémité a et x (qu’on note parfois
[a; x])estinclus dans U.

Exemple : Tout ouvert convexe est étoilé.

Théoreme de Poincaré : si U est un ouvert étoilé, alors toute forme différen-
tielle fermée sur U est exacte.

Exercice 16.12

CCP MP 2006

On considere la forme différentielle @ = (x* + y*> — 1)dx — 2xydy.
1) Montrer que w n’est pas exacte.

2) Soit U = {(x,y) € R* | x> — y*> + 1 > 0}. Déterminer une fonction
¢ :]1—1, +oo[ — R telle que la forme différentielle 0’ = go(x2 — y2)w soit
exacte sur U, et déterminer toutes les fonctions f de classe €' sur U telles
quedf = o'.

0 0
1) Ona 8—(x2 +y?—1)=2yet 8—(—2xy) = —2y. Comme ces dérivées partielles
y X
sont distinctes, w n’est pas fermée et donc pas exacte.

2) Onpose P = (x* +y* — D o(x? — y») et Q = —2xy (x> — y?), de sorte que
o' = Pdx + Qdy. Une condition nécessaire pour que ' soit exacte est qu’elle

. . opP 0 .\
soit fermée, c’est-a-dire que — = —Q Cette condition va nous permettre de

dy Ox
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déterminer ¢, puis nous calculerons les primitives de ’. On a

oP

By =2y (—e(® =y + (x* +y* — D' (x* —yY) .
0

a—f = =2y (x> =y +2x%¢'(x* — y?)) .

On en déduit que o’ est fermée si et seulement si
V(x,y) €U, 200 = y)+ (x> = ¥+ D'(x* =) = 0.
Lorsque (x, y) décrit U, x2— y2 décrit ] —1, 400 [, d’ou la condition équivalente
Vi €]l—1, 400[, (t+ 1De'(t) +2¢(t) = 0.

La fonction ¢ : t — est solution sur | —1, +oo[ de I’équation différen-

1
(t+1)?
tielle précédente, on la choisit ainsi.

L’ouvert U est étoilé par rapport a I’origine (c’est la zone du plan contenant (0, 0)
et limitée par les deux branches d’hyperbole x> — y* + 1 = 0), donc par théoréme
de Poincaré, o’ étant fermée sur U, elle est exacte.

On cherche a présent les primitives f de o', ¢’est-a-dire les fonctions vérifiant

0 0 0 -2
a—j: = Pet a—§ = (. La deuxieéme équation s’écrit 8_§ = (x2—y—§)ji-1)2’

s’integreen f(x,y) = — +A(x), ot A est de classe €' sur R. On rem-

donc

2 2
xs—y*+1
place dans la premiére équation, ce qui donne A’(x) = 0, donc A est constante.
Les primitives de o’ sur U sont donc les fonctions f de la forme

(X, ) — —— +A, olAER.

x2—y2+1

Exercice 16.13

Polytechnique MP 2007

1) Trouver f € €'(R?, R) telle que : V(x, y,z) € R?,
0 1o} 19}
97 (x,y,2) = 3x +4yz+2xy, 97 (x,y,2) = dzx+x’+z, 97 (x,y,2) = 4xy+y.
Ox dy 0z

0
2) Que se passe-t-il si on remplace la derniere équation par a—f(x, v,2)=07?
Z

3) Soient u, v, w dans ¥°(R> R). A quelle condition nécessaire et suffisante

0 0 0
portant sur (u, v, w) le systéme of =u of _,, 91 = w possede-t-il une

Ox ’ (9y_v’ 0z

solution ?

1) Soit w la forme différentielle définie sur R® par @ = Pdx + Qdy + Rdz, ol
P = 3x” +4yz+2xy, QO = 4zx + x> +z, R = 4xy + y. Il s’agit dans cette
question de déterminer une primitive de w. On observe d’abord que w est fer-

oP 00 oP OR 0Q OR

mée, car — — — — ——. Comme R? est convexe, w est

dy — ox’ 8z  ox 9z By
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exacte par le théoreme de Poincaré, donc il existe f € €'(R>,R), unique & une

0
constante additive pres, telle que w = df. On résout d’abord —f = P. On obtient

Ox
fx,y,2) = x> +4xyz + x%y + g(y, ), ol g est de classe €. On dérive ensuite

0 0
par rapport a y et on remplace dans la relation 8_f = (, ce qui donne 8_g =z,
Yy

d’ou g(y,z) = yz + h(z). Enfin, on dérive par rapport a z et on remplace dans
la derniére relation, ce qui donne 2’ = 0, donc A est constante. Finalement, les
primitives de w sur R? sont les fonctions f : (x,y,z) — x> +4xyz+x>y+yz+C,
ou C est un réel.

90

. OR
2) On suppose maintenant R = 0. Dans ce cas, - Oet — = 4x + 1, donc w
y <
n’est pas fermée. Par conséquent, w n’est pas exacte, et f ne peut exister.

3) On applique le théoréme de Poincaré dans R* qui est convexe donc étoilé. Une
condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une primitive f de w est que w
it fermée. ¢ est-adi u OJv Ju Ow OJv Jw
soit fermée, c’est-a-direque — = —, — = —, — = —.
q dy Ox’ 9z Ox’ 0z Oy

16.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 16.14

Mines-Ponts MP 2005
Soit E un espace euclidien de norme || . || et f I’application de E \ {0} dans lui-

méme définie par f(x) =

df (x).

X pps c .
W. Montrer que f est différentiable et déterminer
X

On pose i(x) = ||x||* et @(x) = 1/¢(x). Comme (x +h) = h(x) +2(x | h) + |||,
i est différentiable, et diy(x)(h) = 2(x | h). Il en résulte que ¢ est différentiable, et
dp)(h)  2(x|h)

oo x|

fx+h) = eox+h) (x+h)=(ekx)+de(x)(h)+oh))(x +h)
= f)+dex)(h)x + ¢(x)h +o(h)

linéaire par rapport a i

on a pour tout x nonnuleth € E, do(x)(h) = —

Il en résulte que f est différentiable et df (x)(h) = do(x)(h)x + ¢(x)h, d’ou

2(x | h)x h
[l [l )®

Vx € E\ {0}, Vh € E, df (x)(h) = —
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Exercice 16.15

Mines-Ponts MP 2006

Soit U = {(x,y) €R*| x >0} et E = €<(U,R).

Soit f une fonction de U dans R et @ > 0. On dit que f est homogene de degré
alorsque Vi > 0, Y(x,y) € U, f(tx,ty) =1t f(x,y).

Onpose,pour f € Eet(x,y) e U: ®(f)(x,y) = xg—f:(x,y)+yg—§(x,y).

1) Déterminer Ker ®.
Indication de la rédaction : s’intéresser a la fonction ¢t — f(tx,ty).

2) Soit f € E. Montrer que f est homogene de degré « si et seulement si
O(f)=af.

3) Résoudre 1’équation d’inconnue f € E : ®(f) = h, ou h est la fonction
(x,y) = (> + ¥ 2xy.

1) Soit (x,y) € U, et ¢ :]10, +co[ — R la fonction définie par (t) = f(tx,ty).
0 0
Cette fonction est de classe €' et /(1) = xa—f(tx, ty) + ya—f(tx, ty). On en
X y

déduit que si f € Ker®, alors ¢ est la fonction nulle, donc ¢ est constante. En
particulier, (1) = ¢(1/x), d’ou f(x,y) = f(1,y/x). En posant pour tout r > 0,
h(t) = f(1,t), la fonction & est de classe &' sur 10, +oo [ et f(x,y) = h(y/x)
pour tout (x,y) € U.

Inversement, si 1 € €' (10, +oco[,R) et si on pose f(x,y) = h(y/x), alors f est
%" sur U et pour tout (x,y) € U,

SNy =x (=35) 0 () +20 (2) =0,

x X X
donc f € Ker .

Finalement, Ker ® est I’ensemble des fonctions de la forme (x,y) — h(y/x) ou
h € %' (10, +oo[,R).

Remarque

Une autre méthode consiste a effectuer un changement de variables dans

I’équation aux dérivées partielles ®(f) = 0. On cherche un difféomorphisme

¢ V. — U judicieux, on pose ¢ = f o ¢, et on exprime P(f) a I’aide des

dérivées partielles de g.

Le lecteur vérifiera qu’en posant V. = U et ¥(u,v) = (u,uv), on obtient
0

d(f) = ua—g, donc ®(f) = 0 équivaut au fait que g est une fonction de v,

u
c’est-a-dire que f est une fonction de y/x.
On peut également passer en polaires, en posant V =10, +oo[ x ] —7/2, w/2[

et Y(r,0) = (rcosh,rsinf), ce qui donne (f) = ra—g. On retrouve que
r

O(f) = 0 équivaut au fait que g ne dépend que de 0, ¢’est-a-dire que f ne dépend
que de y/x.
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2) Supposons que f est homogene de degré a. On dérive par rapport a ¢ 1’égalité
0 0
ftx,ty) = t*f(x,y), ce qui donne xa—f(tx,ty)+ya—f(tx, ty) = at® ' f(x,y).
X Yy

En prenant r = 1, on en déduit que ®(f) = af.
Supposons que ®(f) = af. On pose ¢(t) = t~* f(¢tx,ty). La fonction ¢ est
dérivable sur 0, +oo[ etona

o'(t) = —at ' fltx,ty)+17¢ (xa—f(tx,ty)+ya—f(tx,ty)>
ox dy

= (—af(x, o)+ P()ex,ty) = =0
On en déduit que ¢ est constante, et égale a ¢(1), d’ou f(tx,ty) = t“f(x, y).

3) On remarque que & est homogene de degré 5, donc ®(h/5) = h. Par suite,
®(f) = h équivaut a ®(f — h/5) = 0, ce qui équivauta f — h/5 € Ker ®. Les
solutions de cette équation sont donc les fonctions qui s’écrivent sous la forme

1
(x,y) g(x2 +92)32xy + A(%), oll A € (R, R).

Exercice 16.16

Mines-Ponts MP 2006

Soit g : R — R de classe C*°. On pose f(x,y) = 8 ~ () pour tout couple
X =Yy

(x,y) tel que x # y, et f(x,x) = g'(x).
1
1) Démontrer que f(x,y) = / g (1 — t)x + ty)dt. En déduire que f est de
0
classe C™ sur R2.

1
2) Calculer J, , = / (1 — t)Pt?dt pour (p,q) € N?. En déduire la valeur des
0

dérivées partielles de f en tout point de coordonnées (x, x).

3) Lorsque g est la fonction sinus, résoudre 1’équation f(x,y) = 0 puis déter-
miner les extremums de f.

1 1
1) Six £y, / S((1— x +1y)dt — [g((l x + ty)] _ 80 —s)

0 y—Xx 0 X —Yy
Si x = y, I'intégrale ci-dessus est égale a g’(x).

L’application & : (x,y,1) — g'((1 — )x +ty) est de classe € sur R?, et pour
l+j
Oxi 0yl
Soit a un réel strictement positif.

tout (i, j) € N°, ,v,0) = (1 =)t/ g™ (1 = D)x +1y).

i+j

V(x,y) € [—a,al? Vt € [0, 1], ’W

(X, y7t)| g ||g(i+j+1)||00,[—a,a]
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On a majoré par une constante, laquelle est intégrable sur [0, 1], donc par théo-
reme sur les intégrales a parametres (avec hypothése de domination locale), on
obtient que f admet des dérivées partielles a tout ordre, donc f est de classe €
i+j 1 o
" _(x,y) = / (1 — )t/ g1 — HHx +ty)dr.
Ox' 0y’ 0
2) Pour g > 1, on intégre par parties (en intégrant (1 — ¢)? et en dérivant 1) :

1 1
(1—nr+! q / 1.q—1 q
=|———"7 9 + - 11—/ dt = ——1J —1.
P.q |: 0 p+1 0( ) p+1 p+l,g—1

sur R?, et

p+1
Par ré J q! J q'
ar recurrence, on a q = 0= .
- PO (p+ D) (p+) T (p+ D (prg )
Pt f plq!
D’apres 1, = oPtatDyyy (P+a+D) (4.
apres 6xp8yq('x7x) g (x) »q (p+q+1)‘g (x)

3) ePourx # vy, f(x,y) =0 <= sinx =siny < JFk €Z, x =y+2kmou
X =m—y+2km.
Par ailleurs, f(x,x) =0 < Jk €Z, x = 7/2 + k.
o A I’aide de I’écriture sous forme d’intégrale, on obtient V(x, y) € R?, | f(x,y)] < 1.
Six # y, 'inégalité est stricte car la dérivée du sinus n’est pas constante entre x
ety.Six =y, ilyaégalité si et seulement si x € 7Z, les extremums de f valent
donc 1 et —1.

Exercice 16.17

Centrale MP 2005 K
Soientk €10, 1[ et f € €' (R, R) tels que Vx € R, | f'(x)| < k.
Montrer que I’application F : R* — R? définie par

F(x,y,z) = (X+f(y)7y+f(z)’Z+f(x))

est un difféomorphisme de R? sur R>.

L f'oy 0

e Le jacobiende F enun point (x, y,z)estégala| O 1 f'(z)|. En dévelop-
fle)y 0 1

pant, on obtient 1+ f/(x) f'(y) f'(z) qui est supérieur ou égal & 1 —k> donc strictement

positif.

e On suppose que F(x,y,z) = F(x',y’,7’), c’est-a-dire

x=x"'=fO) = fO), ¥y —y=f@— fE&), z -7 = f&x') = f(x). Par théo-

réme des accroissements finis, |x — x| < k|y — /| < k*|z — 2| < K3|x — x/|, or

0 < k* < 1,donc x = x’ et par suite, y = y’ et z = z/, donc F est injective.

e Soit (X, Y, Z) € R?, on cherche (x, y,z) € R? tels que F(x,y,z) =(X,Y,Z). On
x=X—-f

obtient le systeme équivalent ¢ y =Y — f(z)

i+ fX - fY = fQ@) =2



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

16.2 Exercices d’entrainement @

Posons h(t) = t + f(X — f(Y — f(¢))). La fonction i est dérivable sur R et
W) =1+ /O Y — fO))f (X — f¥Y — f@) > 1—k> > 0, donc h est
strictement croissante.
Pour tout ¢ > 0, on integre cette inégalité de 0 a ¢, ce qui donne A(t)—h(0) > (1—k>)z,
donc lim hA(t) = +oo.

1 —+00
Pour tout r < 0, on inteégre de ¢ a 0, ce qui donne A(0) — A(¢) > —(1 — k*)t, donc
lim A(t) = —o0.
1——00

En conséquence, & est une bijection de R sur R, donc il existe un unique réel z tel
que A(z) = Z.Onpose y = Y — f(z) puis x = X — f(y), et on en déduit que
(x,y,7) est I'unique antécédent de (X, Y, Z) (a noter que ceci rend la preuve de
I’injectivité inutile).

F est bijective, de classe €', et son jacobien ne s’annule pas, donc F est bien un
difféomorphisme de R* sur R?.

Exercice 16.18

Mines-Ponts MP 2005

1) Soit @ € R. Trouver les applications f € €' (R x R*, R) telles que :
of of
—+y=— = .
* 0x Y dy af
Indication de la rédaction : on posera g(r, ) = f(r cos @,r sin 6).

2) Trouver les applications f € (R x R*,R) telles que :
0 0
x—f +y—f = E\/x2+y2.
0x dy y

3) Trouver les applications f € €*(R x R*,R) telles que :

0 f 0 f 0 f
2 2 2 — .
X + xy8x8y+y 3y 0

1) On pose g(r,0) = f(rcos@,rsin@) pour (r,0) € Rix]0, w[. On a alors
0 0 0
r—g = x—f + y—f. Lapplication (r,0) — (r cos,r sin §) est une bijection
or 0x dy
de R} x 10, 7 [ sur R x R} dont le jacobien, égal a r, ne s’annule pas, donc est un
difféomorphisme de R} x ]0, 7 [ sur R x R}. L’équation proposée est équivalente
0
éra—g = ag, c’est-a-dire g(r, 0) = A;(O)r*, on A, € €'(]10, 7 [,R). En posant
r
A(t) = A;(arccotant), on obtient finalement f(x,y) = A <£> (x> + y2)“/2, avec
y

A € €' (R,R).
Autre méthode : En utilisant I’exercice 16.15, on obtient f(mx,my) = m® f(x, y),
pour tout m > 0, d’ott en posant m = 1/y, et h la fonction t — f(z, 1), on obtient

flx,y) = y“h(x/y).
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0
2) Avec le changement de variables précédent, on obtient 8_g = cotan 6, d’ou
r
g(r,0) = rcotanf + Bi(0), d’ot f(x,y) = i\/x2+y2 + B <£>, avec
Yy Yy
B € ¢'(R,R).

of

ax Yy
0? 0? 0 0 0

donne (Pod®)(f) = x 8—f +2xy 8 gy +y28—)£+x 8—£ +y —ch L’équation propo-

sée équivaut a P(P(f)) = D(f). En utilisant la question 1 avec o = 1, on obtient

3) Soit ® I’opérateur différentiel défini par O(f) = x . Un calcul simple

D(f)=A <i> v/ x2 + y2. Le changement de variables en coordonnées polaires
y

0 15)
entraine que r—ag = A(0)r, avec A;(0) = A(cotan 0), c’est-a-dire _8g = A(0).
r r

La solution de cette équation est de la forme g(r, 8) = A(6)r+ B1(0), et comme g
est de classe €2, A; et B également. En revenant aux variables x et y, on obtient
finalement :

fx,y)y=A <£> Vvx2+y>+B <f> , ol A et B décrivent €*(R,R) .
y y
Exercice 16.19

Mines-Ponts MP 2007, Centrale MP 2005
Soit k € R. Déterminer les fonctions continues u# : R* — R de classe €
sur R} telles que la fonction F : (x,y,z) € R® — u(y/x2 + y? + z2) vérifie

PF  O*F O*F 3
B gyt e = K E (00,00

F(0,0,0) = 1 et

On pose r = \/x2 + y2 + 72, desorteque F(x y z2)=u(r)etu(0)=1.0na

oF O*F
_ 2 u'(r), puis — = ( — —)u (r)+ —u '(r). Par symétrie sur les variables,
ox Ox? re )
0
on obtient des expressions semblables pour 8— et 9z L’équation proposée est

2
équivalente a : —u'(r) + u’ (r) = ku(r).
r

On effectue dans cette équation différentielle linéaire du second ordre le changement
de fonction inconnue v(r) = ru(r). On a v”(r) = ru”(r) + 2u’(r), donc on obtient
I’équation différentielle a coefficients constants v” — kv = 0.

( )

Sik > 0,onobtientv(r) = A ch(\/% r)+B sh(\/% r),etu(r) = ——. La continuité de
h(vk

uen (et ’égalité u(0) = 1 entralnentque A = 0et B = —, d’ouu(r) = L\/_r)
\/_ Vkr

Si k < 0, on obtient v(r) = Acos(v—kr)+ Bsin(~/—kr), et u(r) = (—) , avec la
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enCOI'eA:OGtB:—’d,oﬁu(r):L \/}").
vk V—kr

Ar+ B
Si k = 0, on obtient v(r) = Ar + B, d’ot u(r) = ri’ avec cette fois B = 0 et
r
A=1,dotu(r)=1.

Exercice 16.20

Centrale MP 2007

Soit E = €°°(R",R) et E* le dual de E. On pose

9 ={d € E*|Y(f,8) € E*, d(fg) = f(0)d(g) + g0)d(f)}.
1) Montrer que 2 est un sous-espace vectoriel de E*.

2) Montrer que Z n’est pas réduit a {0}.

3) Soient d € & et h une fonction constante. Que vaut d(h) ?

n 1
4) Soit f € E. Montrer : Vx € R", f(x) = f(0)+ in/ g){
i=1  J0 T

1
Vérifier que I’application x — /
0 8)(:[

5) Soitd € 2. Etablir I’existence de (ay, . ..,a,) € R" tel que :
VfeE,d(f)= i =—(0
f (f) ;Zla 8x,( )

6) Déterminer la dimension de 2.

1) L application nulle appartient 2 2. Si d et d’ appartiennent 2 Z et A € R, alors
d + d' et Ad appartiennent a 2, donc Z est un sous-espace vectoriel de E*.

1o}
2) Soitd : E — R définie par d(f) = —f(O) Il s’agit d’une forme linéaire sur E,

qui appartient a & par regle de derlvatlon d’un produit.

3) On note e la fonction constante égale a 1. Comme e =e,ona d(e) = d(e?), or
d(e*) = 2e(0)d(e) = 2d(e), d’ou d(e) = 0. Par linéarité, on en déduit que si & est
une fonction constante, alors d(h) = 0.

4) On pose ¢(t) = f(tx). La fonction ¢ est de classe %" sur R, donc

1
e(l) = ¢(O)+/ ¢'(t)dt, ce qui donne
f() = £+ / Zx,—(mdr f<0>+§jx, / Ly

(x) = / f / h(x,t)dt. La fonc-
3 0

tion h est de classe € = sur R" x R. Soit R > 0, comme les dérivées partielles

On pose h(x,t) =




Q@Y Chap. 16. Calcul différentiel

de h sont continues, elles sont bornées sur le compact By(0, R) x [0, 1], donc
par théoréeme sur les intégrales dépendant d’un parametre (avec hypotheéses de
domination locale), la fonction g; est de classe € sur R”.

5) Soitd € 2. Soit ¢; : R" — R I’élément de E défini par ¢;(x) = x;. On pose

a; = d(e;). Avec les notations de la question précédente,ona f = f (0)+Z e gi.
i=1
D’apres la question 3, d(f(0)) = 0, donc
n

n

0
40N =Y @Od(g) + giOden) = Y50
i=1 !

i=1
of
axi

la famille (dy, . . ., d,) est génératrice de . Montrons qu’elle est libre.

6) On note d; I’élément de ¥ défini par d;(f) = (0). La question 5 montre que

n
Soit (uy,...,u,) € R" tel que Zu,-di = 0. En appliquant cette égalité a la
i=1
fonction e;, on obtient u; = 0, pour tout entier j variant de 1 a n, donc la famille
est libre. Il en résulte que (dy, . .., d,) est une base de &, donc la dimension de ¥
est égale a n.

Exercice 16.21

Mines-Ponts MP 2006
Déterminer les extremums locaux sur R? de la fonction

[yt eyt =20 — y),
puis les extremums absolus de f surle carré [ —1, 1] 2,

¢ On recherche d’abord les points critiques de f :

0 0
—f:4x3—4(x—y) , —f:4y3+4(x—y).
Ox ady
. of of . o
Le systeme 8—(x, y) =0, 8—(x, y) = 0 | se résout de la maniere suivante : on
X y
ajoute les deux relations, ce qui donne x = —y, puis on reporte dans la premiere, et
on obtient finalement les points critiques suivants : (0, 0), (\/5, —\/5)7 (—\/5, \/E).
82f 2 62f azf 2
On pose r = Eri 12x*—4, s = axy =4 t= O—yz = 12y" — 4.

o Au point (0, 0), 7t —s?> = 0. A priori, on ne peut pas conclure, mais f(x,x) = 2x* > 0
pour x # Oet f(x,0) = x* — 2x> = x2(x> = 2) < O pour 0 < x < V2, donc il n’y

a pas d’extremum local en (0, 0).

o Au point (V2,—V2), rt — s> > 0etr > 0, donc il y a un minimum local en
(V/2, —V/2), ainsi qu’en (—V2,V2) par parité.
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e La fonction f est continue donc atteint ses bornes sur le compact [ —1, 1 1% Ce
ne peut pas étre a I’intérieur, car le seul point critique s’y trouvant est (0,0) en
lequel f ne présente pas d’extremum local, donc c’est sur la frontiere. Par parité et
symétrie entre x et y, il suffit de se placer sur le segment (y = 1, x € [—1,1]) :
h(x) = fox, 1) =x* —2x2+4x — 1, W'(x) = 4(x> —x + 1), h"(x) = 4(3x> — 1).
Une étude de fonction montre que 4’ a un unique zéro noté «. On obtient a ’aide
d’un logiciel de calcul formel la valeur approchée —1.324717957 (et la valeur exacte

_éﬂ _ % oll 8 = (108 + 12v/69)'/3),

La fonction &’ est négative sur [ —1, a'] et positive sur [a, 1], donc le minimum
absolu de f est égal a f(a,1) = —6.729031539 (obtenu a I’aide de Maple) et le
maximum absolu est égal a max(f(—1,1), f(1,1)) = f(1,1) =2.

Exercice 16.22

Centrale MP 2004
4
Montrer que la fonction (x, y) — x2+y?+ @ admet un minimum absolu sur
Xy

10, +00 [ 2 que I’on déterminera (a € RY).

e Déterminons les points critiques de f :

of a* af a*
—=2x—-— , —=2y——.
Ox yx? Jy xy?
Le point (x, y) est critique si et seulement si 2x°y = 2xy> = a*, d’oux = y = 2714,
82 2 4 82 4 82 2 4
onar— 0L o, 2 OF _a Pr )
Ox? yx3 Oxdy  x2y? 0y? xy3

Au point critique Q2 V%, 271%a), onart —s* =32 > 0etr > 0, donc f présente
un minimum local. On démontre a présent que ce minimum est absolu.
e En utilisant deux fois 1’inégalité u” + v*> > 2uv, on obtient pour tous x,y > 0 :

a* 2 5, a* 2 » )
fOy) =2y + — = =y + =) > —Qxya’/V2) = 2V2a" .
Xy Xy 2 xy

Or f(2_1/4a,2_1/4a) = 2v/2a?, donc f atteint son minimum sur ]0, +co [ % en ce
point.

Exercice 16.23

Mines-Ponts MP 2005
Déterminer les extremums locaux de la fonction f :]0, oo [* — R défini par

_ xy
J&) = T+ G+

Montrer que f admet un maximum absolu.
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Ona
Of iy = y(y —x%) o o x(x —y?)
ax Y T U (1 + 22 + )2 ay Y T U0 +y2+ )2

Le seul point critique de f appartenanta ]0, +oco[*est (1,1). Ona f(1,1) = 1/8.
1
On observe que V(x,y) €]0, +co [2, flx,y) < Ty doncsix > 8ousiy > 8§,
X+y

alors f(x,y) < 1/8.

D’autre part, y < x + y,et 1 < (1 +x)(1+y),donc f(x,y) < x,doncsix < 1/8
(ou si y < 1/8 par symétrie), alors f(x,y) < 1/8.

On en déduit que pour (x,y) ¢11/8, 8[2, f(x,y) < 1/8.La fonction f est conti-
nue donc atteint sa borne supérieure sur le compact [1/8, 8] 2. D’apres ce qui vient
d’étre montré, cette borne supérieure n’est pas atteinte sur le bord du compact, elle
I’est donc a I’intérieur et donc en un point critique, le seul possible étant (1, 1).
Comme f(1,1) = 1/8, f atteint son maximum sur ]0, +00 [2ence point.

Exercice 16.24

Centrale MP 2006

Soit M € .#,(R) symétrique définie positive et C € R". Etudier les points
critiques de la fonction définie sur R” par f(X) = ‘XM X +2 < X, C >, puis
I’existence d’extremums.

Précisons d’abord qu’on identifie les vecteurs de R” avec les matrices colonnes de
%n,l(R)-

M étant symétrique réelle, elle est diagonalisable dans une base orthonormée, donc
il existe P € 0,(R) et Ay,..., A, des réels strictement positifs (car M est définie
positive) tels que P~ 'MP = D = Diag(Ay, ..., A,).

On pose Y = P~'X = "PX le vecteur colonne de coordonnées (yi, ..., y,), on
a f(X) ="Y'PMPY +2 < PY,C >.On pose B = "PC le vecteur colonne de
coordonnées (b1, . ..,b,),etg(Y) = f(X)="YDY +2 <Y, B>. On obtient alors

n n n b: 2 n b2
Y)= )\i -2+ 2 b,’ P = A i+ - — —l
g(y) Z Vi Z y Zz<y Aj) > %
i=1 i=1 i=1 i=
n 2
On en déduit que g(¥Y) = — Z )T’, avec égalité si et seulement si pour tout

i=1

b
iel,n]ly = —)\—l, c¢’est-a-dire ¥ = —D~'B. On en déduit que f admet un seul
i
point critique X = —PD !B = —M~'PB = —M~!'C, en lequel f présente un
minimum absolu sur R, égala — <M ~'C,C >.

En revanche, f n’est pas majorée, car on voit facilement que g(Y) tend vers +oo
quand y; tend vers +00, donc n’a pas de maximum absolu.
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Exercice 16.25 K

Centrale MP 2006
Déterminer les fonctions f € €*(R?, R) vérifiant I’équation

2 2 2
o f 43f 38f

ox2 Oxdy " 0y? =0
On pourra introduire les opérateurs différentiels
0 0 0 0
—_ __ _ _— t = — —3_—
Ox Oy ot 0 Ox dy
Pour tout f € %Z(Rz, R), on a
of of. _f & f >*f LS
P =P(=)—-3P(=—) = — —
(Po0)(f) ( Ox ) =38 dy ) 0x?  0Oyox 3 0x0y +3 0y?

2 2 2
IR N
Ox? Oxdy ~ 0y?
En posant g = Q(f), on doit d’abord résoudre I’équation P(g) = 0.
On utilise pour cela le changement de variables (¢ = x +y, v = x — y), qui est un
isomorphisme de R? sur R?, donc a fortiori un difféomorphisme.
En posant g,(u, v) = g(x, y), soit g(x,y) = g1(x + y,x — y), on a alors :

a I’aide du théoreme de Schwarz.

0 0 0

afi(x,y) = %(xw,x—yﬂ%(xw,x—y)

g 0g1 0g1

= — = + — = + —

8y(x,y) P (x+y,x—y) P (x+y,x—y)

0
On en déduit que P(g) = O équivaut a % = 0, c’est-a-dire qu’il existe
v

A € €'(R,R) telle que V(u, v) € R?, g1(u,v) = A(u), d’olt g(x,y) = A(x + y).
On résout pour finir Q(f) = A(x + y) a l'aide du changement de variables

(u =x+y, v=73x+Yy),quiest encore un difféomorphisme de R? sur R
En posant fi(u,v) = f(x,y), soit f(x,y) = fi(x +y,3x +y), on a alors :

Wiy = Py scen 3oy smey
Ox Ou v
Wiy = Laysean+s Ly ey
dy ou dv
On en déduit que Q(f) = A(x + y) équivaut a —2% = A(u), dont les solutions
u

s’écrivent sous la forme fi(u,v) = A;(u)+ B1(v), ot A; est une primitive de —A /2.
Finalement, f(x,y) = Aj(x +y) + Bi(3x + y), ou A; et B décrivent a %Z(R, R).
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16.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 16.26

Polytechnique MP 2005 K
Pour M € .#,(R), on pose f(M) = (tr M, tr M?, ... tr M™).

1) Montrer que f est différentiable et calculer df(M)(H) pour M et H dans
My(R).

2) Soit M € #,(R). Montrer que le rang de df (M) est égal au degré du poly-
ndme minimal de M.

3) Montrer que I’ensemble des matrices de .#,(R) dont le polyndme minimal
est égal au polyndme caractéristique est un ouvert de ., (R).

1) On démontre par récurrence sur k que
k—1
(M +HY =M+ M HEM ™+ O(|H|?)
i=0
(voir un cas particulier a I’exercice 16.3). On utilise ensuite la linéarité de la
trace et la propriété bien connue tr(AB) = tr(BA) pour en déduire que 1’appli-
cation f; : M — tr(M*) est différentiable et que dfi(M)(H) = ktr(H Mk_l).
Il en résulte que f est différentiable, et que pour tout (M, H) € (M, (R))?, on a
df (M)(H) = (k tt(HM*~ )1 <icn-

2) Soit p le degré du polyndme minimal de M (noté wyr). On sait par le théoréme
de Cayley-Hamilton que p < n et que Vk > p, M* € Vect(I,...,MP~"). On
pose ¢ (H) = ktr(HM k=1, Les formes linéaires ¢ p+l, - - -, @n sOnt donc combi-
naisons linéaires de (¢1, ..., ¢,). Supposons une relation de liaison de la forme

P P

> aig; = 0.0n aalors VH € #,(R), t(H(>_a;M'~")) = 0. En choi-
i=1 i=1

sissant successivement pour H les matrices élémentaires E;;, on en déduit que
P

Z a;M'~! = 0 donc tous les «; sont nuls, car le polyndme minimal de M est
i=1

de degré p. On sait d’apres le cours sur la dualité que si les formes linéaires
(¢1,-..,¢p) sont indépendantes, alors I’application H +— (¢1(H),...,¢,(H))
est surjective, donc de rang p, donc son noyau est de dimension n> — p. Or son
noyau est le méme que celui de df (M), donc df (M) est également de rang p.

3) Soit .o/ I’ensemble des matrices de .#,(R) dont le polyndme minimal est égal
au polyndme caractéristique, c’est-a-dire est de degré n. D’apres 2), o7 est ’en-
semble des matrices M tels que df (M) soit de rang n. On se place dans les bases
canoniques de .#,(R) et de R", et on note J(M) la matrice jacobienne de f en
M, c’est-a-dire la matrice de df (M) dans ces bases. La matrice M appartient a .o/
si et seulement si on peut extraire de J(M) une matrice carrée d’ordre n qui soit
inversible, ¢’est-a-dire s’il existe I C [[1 7712]] de cardinal n tel que det J(M); # 0
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(on note J (M), la matrice extraite de J(M) en ne gardant que les lignes apparte-
nant a 7). Par continuité de df et du déterminant, si det J(M); # 0, alors il existe
un voisinage ¥ de M telque VN € ¥, det J(N); # 0,donc ¥ C /. Il en résulte
que 7 est voisinage de chacun de ses points, donc est un ouvert de .#,,(R).

Exercice 16.27

Mines-Ponts MP 2005

Soient D = {z € C | |z] < 1} et f une fonction continue sur D a valeurs dans
C. On identifie C et R?.

1) On suppose que f est somme d’une série entiere. Montrer que si z € D, alors

of  of\. .
(a +la—y> (Z)—O

2) K On suppose que f est de classe €' et que Vz € D, <g—f + tg—f> (z) =0.
X y

Montrer que f est somme d’une série entiere.

o] o]
1) Il existe une suite (a,) € C" telle que Vz € D, f(z) = Zanz" = Zan(xﬂ'y)".
n=0 n=0

On rappelle que les deux séries entieres Z a,7" et Z na,z"~! ont méme rayon
de convergence.

Soit zg = xo +iyo € D. On pose z; = |xo| + iyo, qui appartient a D, et

1 .
6 = 5(1 —|z5]) > 0. Soit f,(x) = a,(x +iyo)". f, est de classe €' sur R et
fr(x) = nan(x +iyo)" ™.
n—1

Vx € [xo — 8,x0 + 8], |f/(x)| = nla,|(x* +y3) = < nlay||zy + 8|". Comme
lzo + 8] < 1, cette série converge, donc Z f, converge normalement sur

[xo — &, xo + 6]. Comme g [ converge, on en déduit par théoreéme sur les séries

de fonctions 1’existence de 8—f en zg et I’égalité a—f(z ) = ina !
0x 0 ox 0 — "o
On pose a présent g,(y) = a,(xo +iy)", on a g/(y) = ina,(x +iyp)"~', et on
démontre comme précédemment que
of o e (OF L Of
8_y(ZO) = ;manzo , dou I +18—y (zo) = 0 pour tout zg € D.
2) On pose, pour r € [0,1[ et & € R, g(r,0) = f(rcos@,rsinf). Pour
r € [0,1[, la fonction § — g(1,6) est 27-périodique et de classe ¢!,
donc le théoreme de convergence normale s’applique : on pose, pour n € Z,

1 27 .
c,(r) = —/ g(r,0)e "% dg, on sait que la série Z|cn(r)| converge,
2m 0 n€e”Z
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+00
et pour (r,0) € [0, 1[xR, on a g(r,0) = Z ca(r)e™®. On part de
g(r,0) = f(rcosf,rsinf) et on calcule les dérivées partielles par rapport a
r et 0. Les dérivées partielles de f sont évaluées en (r cos 6, r sin ) et celles de g
en (r, ).
,08 _ Of O 0g__ Of Of
or Ox 8y 06 8x 8y

On en déduit que

8f ea_g_sinﬁa_g 8_f in 9% cosﬁ%
ox or r 06 ’ 8y_ or r 06

0 0 0
La relation 8_f + z—f 0 équivaut donc a ra—g +i2% — 0. Par théoreme

dy 00
sur les intégrales a parametre (le domaine d’intégration étant un segment),
1 2 o )
¢, est de classe €' et cl(r) = oy —g(r, 6)e "% dh. On en déduit que
T Jo r

i 2w

dg j 27 .
ren(r) = “2 ), ae(r ,0)e " qe = —zl—ﬂ_(in)/o g(r,0e "%do en

intégrant par parties. On en déduit rc),(r) = nc,(r). En intégrant 1’équation
différentielle, il existe a, € C tel que ¢,(r) = a,r" pourn € Zetr < 1.
La fonction ¢, est continue en 0, donc a, = 0 pour tout n < 0. Finalement,

o0
f(rcos@,rsinf) = Z a,r"e’, donc f(z) = Z a,7" pour tout z € D.
n=0 n=0

Exercice 16.28

Mines-Ponts MP 2005, fonctions harmoniques K
Soient p € € 2(Rz, R) une fonction harmonique (c’est-a-dire de laplacien nul),
(x0,y0) € R? et & 1a fonction de R* dans R définie par:

1 21

Vr € RY, h(r) = - P(xo+rcosb,yy+rsind)do .
T Jo

1) Montrer que h est constante.
Indication de la rédaction : poser ¥(r,0) = ¢(xg + rcosb, yo + rsinf) et
Py 10y 1 0%y
montrer que A(,Z’) = m + ;E + r—zw
1
2) Montrer, si R > 0, que ¢(xo, yp) = ?/ é(u,v)dudv, ot D} est
T D;?

le disque fermé (pour la distance euclidienne) de centre (xg, yo) et de rayon
R > 0.
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0 0 0
1) En procédant comme dans I’exercice précédent, on obtient (1) r i =X —¢+y —¢
or Ox =~ Oy
0 0 0 0
et (2) —lp = y—¢ — x—¢. En remplacant ¢ par r—w dans (1), on obtient :

00  ~ Ox dy or

9,00 008, 060 06 b
rar(rar)_xax(xax+y8y)+y8y(x8x+y8y)’

d’ou

2 2
8_1,0 r28—¢1 —x8—¢+ya—¢+x28—¢+2x

r + 82¢ + 282¢
or orr " Ox Oy Ox? y@x@y Y oy?’

0
En remplacant ¢ par o dans (2), on obtient :

90

*y 9.9 0¢ 0.0 09,

02~ “ox ax Yoy Yoy ox oy
L0 Po 0% I 04

Y Bx2 xy8x6y+x 0y? ~ Y ox y(?y'
Py 10y 10%¢

En ajoutant les deux relations obtenues, on obtient ——+— —+— —— = A¢. Le
J or? r Or r206? ¢

théoréme de dérivation des intégrales a parametres sur un segment entraine que A

1 1 (2" 9% 10
est de classe € et on a pour tout r > 0, h” (r)+—h'(r) = —/ (—¢+——lp)d0.
r 27 Jo Or? rOr
A I’aide du calcul précédent,
1 1 2T 92y 1 oy o
" /
W) =——— | EEd = ——— (T, 2m) — o = 0.
Wi =—5m7 ] 59290~ 2725 2™ ~ 5 M =0

A

On en déduit qu’il existe A € R tel que Vr > 0, h'(r) = —. La continuité de h
r

en 0 entraine que A = 0, donc 2’ = 0 et h est constante, égale a h(0) = ¢(x, Yo).

2) On calcule I’intégrale double en passant en polaires :
R 2
/ d(u,v)dudv :/ ¢(xo+rcos,yg+rsinf)do | rdr
D} 0 0

R R
= / 27rh(r)dr = 27Th(0)/ rdr = 7TR2¢(x0, ¥0)-
0 0

Exercice 16.29

Centrale MP 2007 K

On munit R” de sa structure euclidienne canonique. Soit f € €'(R",R") telle
qu’il existe @ > 0 vérifiant V(x, k) € R" x R", (df (x)(h) | h) > a||h|>.
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1) Montrer que V(a,b) € R" x R", (f(b) — f(a)|b —a) > a||b — a|*.
2) Montrer que f est un €' -difféomorphisme de R” sur f(R").

3) Montrer que f(R") = R".
Indication de la rédaction : montrer que f(R") est fermé.

1) On pose ¢(t) = (f(a+t(b—a))|b—a)pourt € [0, 1]. La fonction ¢ est
dérivable, et ¢/(t) = (df(a +t(b — a))(b — a)| b — a), donc ¢'(t) > a||b — a|*.
En intégrant de 0 a 1, on obtient f(b) — f(a) = ¢(1) — ¢(0) > a||b — a|.

2) La fonction f est injective d’apres la question 1) et df (x) est un endomorphisme
de R" injectif d’aprés 1’énoncé, donc bijectif. Par la caractérisation du cours,
f(R™) est un ouvert de R" et f est un €' -difféomorphisme de R" sur son image.

3) Soit (Vi)ken = (f(xx))ken une suite de f(R") qui converge, soit y sa limite.
D’apres la question 2), et en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
V(i k) € N2y = il e = x50 = (FGa) = £ | xe — x) = el — x5,
d’ou |lyx — y;ll = allxx — x;|. La suite (yx)ren est de Cauchy, donc la suite
(xp)ren également, a valeurs dans R” qui est complet, donc elle converge, vers une
limite notée x. La fonction f étant continue, on en déduit que la suite (f(x;))ren
converge vers f(x), dou y = f(x) par unicité de la limite. Ceci prouve que
S (R") est fermé. On a vu qu’il était ouvert dans la question précédente, or R" est
connexe par arcs, donc f(R"), qui n’est pas vide, est égal a R".

Exercice 16.30

Polytechnique MP 2005 K

On munit R" de sa structure euclidienne canonique. Soit f : R" — R" une
application de classe € telle que f(0) = 0 et df(x) est orthogonale pour tout
x € R". Montrer que f est orthogonale.

Indication de la rédaction : utiliser I’exercice précédent.

e Pour tout x € R", df(x) € O(R"), donc V(x,h) € (R")?, df(x)(h) = ||
On peut alors utiliser 1’exercice précédent avec « = 1. En appliquant 1’inégalité de
Cauchy-Schwarz, on obtient :

Vi, y) €RY lx — y|P < (f) = fO) | x = y) < LF @) = fFDI lx = vll.

Par conséquent, || (x) — fO)I| = Ix — ¥l

D’apres ’exercice précédent, f est un difféomorphisme de R” sur R".

¢ On sait également que df_l(x) = (df(f_l(x)))_l, donc df_l(x) est orthogonale
pour tout x € R”. L’application f~' vérifie alors les mémes hypothéses que f,
donc on obtient que V(u,v) € R", || f~'(u) — f~'(v)|| > ||u — v]||. On prend alors
u = f(x)etv = f(y), ce qui donne finalement || f(x) — f(y)|| = ||x — y|| pour tout
(x,y) € R").
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e Etant donné que f(0) = 0, on reconnait la caractérisation d’un endomorphisme
orthogonal. Rappelons en bri¢vement la preuve :

En prenant y = 0, on a || f(x)|| = ||x||, puis en élevant au carré, et en développant,
on obtient (f(x)| f(y)) = (x|y). La linéarité de f se démontre en considérant le
carré scalaire

A = (flax+y) = af() = ()| flax+y) — af@) — f(y)). On le développe
et on obtient que A = 0 en utilisant le fait que f conserve le produit scalaire.

Exercice 16.31

Mines, Polytechnique, ENS K
Soit f € ' (R",R") telle que V(x,y) € R")?, [|f(x) — fOI = [lx — y].
Montrer que f est un difféomorphisme de R" sur R".

Contrairement aux deux exercices précédents ou on est passé de df a f par intégra-
tion, on passe cette fois de f a sa différentielle.

e Soit (x,h) € (R™). On a par hypothése V¢ > 0,

‘f(xﬂh)—f(X)
t

‘ > ||h||. En

faisant tendre ¢ vers 0, on obtient ||df (x)(h)|| > ||k||. Par conséquent, df(x) est un
endomorphisme injectif de R”, donc un isomorphisme.

e [’énoncé implique que f est injective, donc en appliquant la caractérisation des
difféomorphismes, on peut affirmer que f(R") est ouvert et que f est un difféomor-
phisme de R" sur son image.

e En procédant exactement comme dans I’exercice 16.29, on démontre que f(R")
est fermé, d’ou il résulte, par connexité par arcs de R”, que f(R") = R".

Exercice 16.32

Centrale MP 2006 K

On munit R"” de sa structure euclidienne canonique. Soit f : R — R de classe
€', croissante, telle que £(0) = 1 et £'(0) = 0. On pose F(x) = f(||x|)x pour
tout x € R".

1) Montrer que F est de classe €' et exprimer sa différentielle.
2) Montrer que, pour tous (x, k) € (R")?, (d F(x)(h)|h) = f(||x|)|A]

3) Montrer que F est un difféomorphisme de R” sur R".

1) L’application ¢ : x +— (x| x) est de classe €' et on a dép(x)(h) = 2(x | h). La

. _ 1
racine carrée est de classe ¢ sur R}, de dérivée égale a 3 Par théoreme de

composition, la norme euclidienne N = || . | = /¢ est de classe %" sur E \ {0}
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deé(x)(h) _ (x| h)
2V é(x) x|
On pose y = f o N. On sait que df(t)(h) = hf'(t). Par théoreme de com-
position, ¢ est de classe €' sur E \ {0} et dip(x) = df(N(x)) o dN(x), d’oir

h h
d o)) = df ([x]) (“‘ )> _ &b

Il il

etonadN(x)(h) =

f'{|x]]). Enfin, F = ¢ 1d, donc F estde

h
classe €' sur E\{0} etd F(x)(h) = ¢(x)h+dip(x)x = f(||x|])h+%f’(||x||)x.

Il reste I’étude en O :
Vh € R", F(h) —h = (f([|hl]) — Dh = o(||h])h = o(h)

car f/(0) = 0, donc F est différentiable en 0 et d F(0) = Id.

Enfin, Vi € R", [|[dF(x)(h) — k|| < [f(lx[) — 1 IA] + £/ AxDIx] 2], d ot
ldF(x) —dFO)||| < |flxID) = 1]+ £'(lx[Dlx|| qui tend vers 0 quand x tend
vers 0, donc d F est continue en 0 et F est de classe €' sur R”.

n
L el = Gl ar

f' est positive. L’inégalité est encore vraie pour x = 0.

2) Pour x # 0, dF(x)(h) | h) = f(|x|D]]* +

3) e Pour tout x € R", d F(x) est, d’apres la question 2), un endomorphisme injectif
de R", donc c¢’est un isomorphisme.
e La fonction f est strictement positive sur R*, doncona F(x) =0 < x = 0.
e Soit (x,y) € (E \ {0})* tel que F(x) = F(y). Onaalors f(||x|)x = f£(|y|])y-
Cela entraine que les vecteurs x et y sont colinéaires, donc il existe a € R tel que
y = ax, avec @ > 0 puisque f est strictement positive sur R*. En simplifiant par
x, on obtient f(||x]) = af(a|x]|).
—Sia > 1,alors af(a|x|) = af(x|) > (x|, ce qui est absurde.
—Sia < 1,alors a f(allx]) < af(x]]) < f(||lx]]), ce qui est absurde.
Par conséquent, o = 1 et x = y, donc F est injective.
Finalement F est un difféomorphisme de R" sur son image.
o Il reste 2 montrer que F(R") = R". Soit y € R" \ {0}. On cherche x = ty avec
t > 0tel que F(x) = y. Ceci équivaut a ¢tf(¢||y||) = 1. On pose g(t) = tf(¢t]|y])).
La fonction g est de classe €' sur R, et strictement croissante. On a g(0) = 0 et

lim g(t) = +oc0. Il existe donc un réel unique o > 0 tel que g(¢) = 1, c’est-
t—+00

a-dire F(x) = y. On en déduit que F est surjective. Il en résulte que F est un
difféomorphisme de R" sur lui-méme.



Intégrales doubles

et curvilignes &I

17.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D'ASSIMILATION
17.1.1 Intégrales doubles

Intégrabilité : soient / et I’ deux intervalles de R.

¢ Soit f une fonction continue sur [a, b] X [c,d], on a I’égalité

/ab (/Cdf(x,y)dy) dxz/cd (/ﬂbﬂx,y)dx) dy.

La valeur commune est notée / /
[a,b]x[c,d]

e Soit f une fonction continue et positive sur I x I’

o On dit que f est intégrable sur I x I’ s’il existe une constante M telle que

pour tout segment J C I et tout segment J' C I, f < M. On dit
JxJ’
alors que f est intégrable sur I x I’ et on note f =sup / f.
Ix1I’ J,J’ JxJ!

o On suppose que pour tout x € [, la fonction y — f(x,y) est inté-

grable sur I’. On note g : x f(x,y)dy. Si g est continue
I/

par morceaux et intégrable sur I alors f est intégrable sur I x I’ et

/ ( fx,y)d y> dx = / f. Le résultat est identique en permutant
1 \Jr IxI

les variables.

e Soit f une fonction continue a valeurs réelles, on dit que f est intégrable sur
I x I siles deux fonctions f* = max(f,0)et f~ = max(— f,0) le sont. Dans

]/ﬁ .
ﬁ f / f+ / f_‘
IxI’ IxI IxI’
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e Soit f une fonction continue a valeurs complexes, on dit que f est intégrable
sur I x I’ siles deux fonctions Re( f) et Im( f) le sont. Dans ce cas, on définit

//’Xl/f://lefRe(f)+i//1X1/Im(f)'

Formule de Fubini : Soit f définie sur I x I’ a valeurs réelles ou complexes,
continue et intégrable sur I x I’. Si, pour tout x € I, la fonction y — f(x,y) est

intégrable sur I’, et si la fonction g : x — f(x,y)dy est continue par mor-
1/

ceaux et intégrable sur / alors / / f = / g. Si, de plus, pour tout y € I, la
Ixr 1

fonction x — f(x,y) est intégrable sur /, et si la fonction 4 : y — / f(x,y)dx
1

est continue par morceaux et intégrable sur I’ alors / / f= / g= / h.
Ixr 1 I

Intégrale sur une partie simple :

¢ On dit que Z est un domaine élémentaire du plan s’il peut se définir sous 1’une
des formes suivantes :
02 ={x,y)ER |a<x<hetpi(x) <y < ga(x)}olla < bet et
sont deux fonctions continues sur [a, b] avec ¢; < ¢, sur |a, b[
02 ={(x,y) ER? |c <y <detyh(y) <x < Pa(y)}olic < d ety ety
sont deux fonctions continues sur [c, d] avec ¢ < i, sur Jc, d|.
Soit f une fonction continue sur & a valeurs réelles ou complexes, on définit

//@f:/R</Rf(X,y)dx> dy:/R(/RfA(x,y)dy) dx ou festobte-

nue en prolongeant f par 0 sur R? \. 2.
¢ On étend cette définition au cas ou Z est une réunion de telles parties élémen-
taires dont les intérieurs sont deux a deux disjoints, on parle alors de partie simple.

Exercice 17.1

1
Montrer que la fonction f : (x,y) — ————— est intégrable sur [1,+oo[” et

xy(x +y)
déterminer / / f.
[1,+o00[?

La fonction f est a valeurs positives. Soit x > 1. La fonction g : y — f(x,y) est

1
continue et intégrable sur [1,+oo[, car g(y) = O <—2> Pourtouty > 1,ona
y—+oo | Y

S BVA
xy(x+y) x2\y x+y)/)’
Si A > 0, on a alors

A A +00

1 In(1 + x

/f(x,y)dyz—z[ln ! ] et oo dy = 220
1 X x+y] 1 X
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) In(1 + x . _
La fonction g : x — % est continue et intégrable sur [1,+oco[ (car
X

1
gx)y= o —— |). Finalement f est intégrable sur [1,+oo[? et, en intégrant
X—+00 x3/2

par parties, on obtient :

+00 1 1 +00
// f=/ n(:x)dlen2+/ W oma.
[1,+00[2 1 X o x(1+x)
Exercice 17.2

Centrale MP 2005

1) Soit a € 10, 1[, calculer I, = // Y y3 dxdy ou D = [a,1] x [0, 1].
p, (X +Y)
Déterminer la limite de I, lorsque a tend vers 0.

2) Lafonction f : (x,y) — % est-elle intégrable sur D =]0, 1] x [0, 1] ?
Xty

1) En écrivant x — y = 2x — (x + y), on calcule 1,

1 1 1 1
2x 1 —X 1
I, = - d dx:/ [7+—] dx
/a <0 (x+yy  (x+y) y) o L+ x+y],

B /1 —x b 1y 'odx
- L \e T T Y)Y T e
1 1
Ainsi I, = —= + etlim/l, = =

2 1l+a a=0 9 2

2) Onvas’intéresser a I’intégrabilité de f*. La fonction f est positive lorsque x > y,
négative sinon. Si J = [a,b] est un segment de / =]0,1] et J' = [c,d] un
segment de I’ = [0, 1] alors J x J' C [a, 1] x [0, 1]. 1l suffit donc d’étudier les
intégrales sur les compacts [a, 1] x [0, 1]. Pour a € ]0, 1[, on a

x=1 y=x - 1 _ X
// f+:/ (/ Y y3dy>dx—/[ x2 ! ] dx
[a,11x[0,1] x=a o (x+y) o Lx+Y)* x+y
—x
—/a <4x2 o ———> dx—/ —dx———lna

Ainsi / / f7* n’est pas bornée lorsque a décrit 10, 1[ et f n’est pas inté-
[a,11%[0,1]

grable sur ]0, 1] x [0, 1].

Remarque

Le premier résultat est trompeur. Les termes négatifs dans 1’intégrale compensent
en partie les termes positifs, si bien qu’on se retrouve avec une intégrale I, qui
admet une limite lorsque a tend vers 0.
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Exercice 17.3

Soit f une application continue sur (R*)?, 4 valeurs positives. On note,
pour R > 0, g = {(x,y) € R? | x > 0,y > 0,x> +y? < RZ}. Mon-
trer que f est intégrable sur (]RJr)2 si et seulement si / f(x,y)dxdy

Dr
admet une limite finie lorsque R tend vers +oo. Dans ce cas, montrer que

/ f = lim // f(x,y)dxdy.
®y2 Rt g,

Soit @ > 0. On a de facon immédiate

sup / Fx,y)dxdy < sup / Fer,y)dx dy
[0,a]? IxJ’

a0 7,0

ot J et J' décrivent tous les segments de R*. De plus, si J et J sont deux segments
de R*, il existe a > 0 tel que J x J' C [0, a)?. On a donc

sup// f(x,y>dxdy<sup// For,y)dx dy.
J,J’ IxJ’ az0 [0,a]?

Puisque, pour tout @ > 0,ona &, C [O,a]2 C 2, /30 on obtient, par le méme
raisonnement que précédemment

swp [ geyaxdy = sw [[ geyaxay= gim [[reonaxay,
aer+ J J10,a12 ReR: J J o, R—=+00 ] ) gy

Changement de variables

e Soient U et V deux ouverts de R? et ¢ un ¢'-difféomorphisme de U sur V.
Si A est un compact simple de U dont I’image D par ¢ est encore un compact
simple et si f est continue sur D alors

// f(x,y>dxdy=//Afo<p<u,v>|j¢(u,v)| du dv.
D

Remarque
i . _ Dx,y) ,
Par commodité, on note j,(u,v) = D, v) le jacobien de ¢, ce qui permet
u,v
. . D(x,y)
d’écrire la derniere intégrale sous la forme fooe(u,v) dudv.
A D(u,v)

¢ En pratique : en général, le domaine est défini par des conditions sur les
variables x et y. Apres avoir justifié que ¢ : (1, v) — (x = x(u,v),y = y(u,v))
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est un difféomorphisme, on traduit les conditions sur x et y en conditions sur u
et v, ce qui donne le nouveau domaine d’intégration. On peut alors effectuer le
changement de variables.

o Cas particulier important : passage en coordonnées polaires
Soit ¢ : (r,6) — (x = rcosf,y = r sin #), on obtient la formule

// f(x,y)dxdy://f(rcosﬁ,rsinﬁ)rdrdﬁ.
D A

Remarque

— La fonction ¢ est un %' -difféomorphisme de R} x]—, 7r[ vers R*\(R™x{0}),
qui n’est normalement pas utilisable lorsque le domaine D contient O ou ren-
contre la demi-droite R~ x {0}, on admet que par un passage a la limite, on
peut effectuer ce changement sur un domaine inclus dans R* x [—, 77].

— On autorise également des changements de variables sur certains domaines
non compacts. Par exemple le quart de plan {(x,y) € R* | x > 0,y > 0}
devient, en coordonnées polaires, le domaine R* x [0, 77 /2] et ’exercice 17.3,
page 418 permet de justifier le changement.

Exercice 17.4
CCP MP 2006

1 . . .
Calculer I = / /D m dx dy ou D est le disque unité du plan.

Bien évidemment, on calcule cette intégrale a 1’aide d’un changement de variables
en coordonnées polaires.

1

T 1
I —/ (/ ! 2dr> do =27 Fln(1+r2)] — 71n2.
o 0 1+r 2 0
Exercice 17.5

CCP MP 2006
+00
Onnote [ = / e~ dt.
0

1) Montrer que f : (x,y) — e egt intégrable sur (R™)%.

2) En déduire la valeur de I (on utilisera un changement en coordonnées
polaires).
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. N .o, . . . 2 2
1) La fonction f est a valeurs positives. Soit x > 0. La fonction y — e~ e est

+00 +00
2 2 2
continue et intégrable sur R* avec fx,y)dy =" / eV dy=1Ie"".
0 0

2
La fonction x +— Ie™™ est continue et intégrable sur R*. Donc f est intégrable

2 e —x? 2
sur (R™)~ et f= le ™ dx =1
(R*)? 0

2) Par un changement en coordonnées polaires, on obtient

7T/2 +00 ) 77_1
1 :/ (/ re”" dr> df = ——.
0 0 22

L’intégrale I étant positive, ona [ =

X

o

17.1.2 Intégrales curvilignes

e Soitw = P(x,y)dx+Q(x, y)dy une forme différentielle continue sur un ouvert
U deR?etT = ([a,b], f) un arc de classe €' sur un segment [a,b] de R
a valeurs dans U, avec, pour tout ¢ € [a,b], f(t) = (x(¢),y(t)). On définit
I’intégrale curviligne de  sur 1’arc orienté I" par

b
/w =/ (P(x(0), y(O)x' (1) + Qx (1), y(1))y'(1)) dr.
r a
¢ Si w est une forme différentielle exacte sur U et si F est une primitive de w,
alors/w = F(f(b)) — F(f(a)).
r

o Formule de Green-Riemann : soit D une partie fermée et bornée du plan déli-
mitée par un arc de classe €' sans point double. Soit @ = Pdx + Qdy une
forme différentielle de classe %' sur un ouvert U contenant D. On appelle 9D
la frontiere de D parcourue dans le sens direct. On a

_ 20 or
/aD“"//D<ax ay)"”’y‘

Exercice 17.6

CCP MP 2007

Soit vy la courbe constituée des deux portions de courbes comprises entre les
points d’intersection de la droite d’équation y = x et de la parabole d’équation

y = x2, orientée dans le sens trigonométrique.

1) Calculer /(y +xy)dx.
Y
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2) En utilisant la formule de Green-Riemann, retrouver la valeur de cette inté-
grale.

1) On note 0(0,0), A(1,1) et w = (y + xy)dx. Soient

(10,11 —» R? ot [ 10,1] — R?
LA N o LE T B R R

Le support de y; est I’arc de parabole allant de O a A et celui de y; le segment
[AO].

1
1 1 7
w= | C+Hldt==-+-=—.
/71 /0 34 12
1 2 31
(1—-1) (1—-1) 5
w= [ (A-t)+1—)H)(—Ddt = [ + -z
[o=] ] =
. 7 5 1
A1n81/7a)—ﬁ—8——1.

2) Onnote D = {(x,y) € R* |0 < x < 1,x* < y < x}, le domaine borné délimité
par y.

08

0.6

041

021

! 1 1 1 1 1 1
=02 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12

Avec P(x,y) = y +xy et Q(x,y) = 0, on obtient, en utilisant la formule de
Green-Riemann

1 X
/w = // —8—dedy:/ (/ —(1+x)dy> dx
y D ay 0 x2

1 1
= —/ (1+x)(x—x2)dx:/ (3 —x)dx =
0 0

Exercice 17.7

CCP MP 2007

Déterminer les cercles du plan le long desquels I’intégrale curviligne de
w = x*dy + y*dx est nulle.

N —
N

1
4
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On considere 1’intégrale curviligne le long du cercle ¥ de centre (a, b) et de rayon
R > 0. Une paramétrisation est f : t — (a + Rcost,b + Rsint) avec t € [0,27].
L’intégrale est égale a :

2
/ w = / ((a + Rcost)*(Rcost) + (b + Rsint)*(—R sin t)) dt
3 0

21
= R/ a’cost — b*sint +2aR cos®t — 2bR sin’ ¢t
0

+R2(cos3t — sin’® t)dt
= 27 R*(a —b),

2 21 21 2
en utilisant/ cos’rdt = / sin’rdt = Wet/ cos’rdr = / sin®rdr = 0.
0 0 0 0

Donc I’intégrale est nulle si et seulement si le cercle est centré sur la droite d’équa-
tion y = x.

17.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 17.8

Soita > 0. Montrer que la fonction f : (x,y) —

est intégrable

dxd
sur [1, +o0o[? et calculer Iintégrale I = / 5 ); Y 377"
(R*)2 (a + X+ y ) /

La fonction f est continue et positive sur (R*)?. Comme dans 1’exercice 17.3,
page 418, on a

SUP/ fx,y)dxdy = Sup/ f(x,y)dxdy
JxJ! @R

J,J’ R>0

ou J et J' décrivent tous les segments de R* et Z est le quart de disque défini par
{(x,y) € R"? | x* + y* < R*}. Par un changement en coordonnées polaires,

/2 R r
/@Rf(xa)))dXdy = /() (/0 (a2+r2)3/2d7‘) do

_ T 2 z—l/zr:z 11
2[(a ) 0 Z(a Vai+ R2/)

Donc sup / fx,y)dxdy = 1. La fonction f est donc intégrable sur (R™)? et
r=0J J o, 2a

ona/ f(x,y)dxdyzi
(R+)2 2

a .
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Exercice 17.9

CCP MP 2007
Soit D = {(x,y) €R* | x 20,1 <xy <2,1<x?—y><4}.
1) Dessiner le domaine D.

10, +00[*  — 10, +o0o[?

estun €' -difféomorphisme.
xy) = Gy x ¥ P

2) Montrer que P : {

3) Expliciter ®(D) =
2
4) Calculer// xy(x +y YOI e dy.

1Y)

20F

1.0

0.5F

L L L L
0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

2) Lapplication ¢ est de classe €' sur (R} )%, Soit (u,v) € (R*) On cherche
(x,y) € (]Ri)2 tel que (1, v) = ®(x, y). On obtient le systeme (u = xy, v = x? —y 2.
2
Il est équivalent a y = Detv = x2 - u_2 La derniere équation devient
X x

x*—vx?—u?>=0.En posant X = x2, X est une racinede P = X> — vX — u’.

Le discriminant de ce polyndme est v> + 4u> > 0. Le polyndme P admet deux
racines réelles, de signe différent (car —u® < 0). On obtient une unique solution
strictement positive pour X. On a alors x = VX (car x > 0). On en déduit
y = u/x. L’application ® est donc bijective. Pour montrer que & est un ¢'-
difféomorphisme, il reste a montrer que la matrice jacobienne est inversible en
y x

2x 2y

3) Il est immédiat que A = ®(D) = [1,2] x [1,4].

tout point de (R*)?. On a jo(x,y) = =-2(x*+y?) <0.

4) La seule difficulté est d’écrire le changement de variable dans le sens usuel.
Il faut pour cela considérer le ¢'-difféomorphisme ®~'. On a alors, pour tout
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1
——— qui vaut —————. Tout cela donne
ot ] T 262

Xy ., 1 u 1/2 /4dv
dxdy = — —dudv == d — .
//sz_yz(x+y)xy 2//Avuv 2<1uu L

3
Finalement, I’intégrale cherchée vaut > In2.

Exercice 17.10

CCP MP 2006

(u,v) € RO, |jg-1(u,v)| =

1
1) Déterminer le domaine de définition de B(x,y) = / w1 = w)y " du.
0
+00
2) Déterminer le domaine de définition de I'(x) = / * e~ dt.
0

+00
3) Montrer que pour tout x € R}, onaI'(x) = 2/ u e du.
0

4) Ecrire I'(x)I'(y) sous forme d’une intégrale double.

5) A I’aide d’un changement en coordonnées polaires, montrer que pour tout

T(x)l
(x,y) € (R)* ona B(x,y) = F(();)iJr(yy))

6) Montrer que pour tout x > 0, on a I'(x + 1) = xI'(x) et en déduire B(m,n)
pour m et n entiers naturels.

1) Soient x et y deux réels et f : u — u*~'(1 —u)’~!, définie sur ]0, 1[. La fonction
f est continue sur ]0, 1[. On a f(u) ™ uw et f est intégrable sur ]0, 1/2] si

et seulement si x > 0. De méme f est intégrable sur [1/2, 1] si et seulement si
y > 0. La fonction B est donc définie sur (Rj‘_)z.
2) La fonction I' est définie sur R} (voir exercice 12.9).

3) Lapplication u — u? est une bijection de classe €' de R* sur R* etz s ¥ e~

est intégrable sur R}. On peut effectuer le changement de variable 1 = u® dans
+00 +00
I’intégrale, ce qui donne I'(x) = / sz_ze_uz(zu) du = 2/ Wl gy
0 0

4) Si x et y sont strictement positifs, on a

Fory) = 4 </ u e du> (/ Yy 1= dv)
0 0

= 4// (uzx—lvzy_l)e_("2+”2)dudv,
D

ol D est le quart de plan D = {(x,y) € R* | x >0,y > 0}.
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5) Un changement en coordonnées polaires donne (avec u = r cos f et v = r sin 6),

/2 +00 s
FroOry) = 4 / ( / pRA 2T rdr) (cos 0)>*~(sin@)> ' do
0 0
/2
= 2I'(x +y) / (cos 0)** ~2(sin )* ~%(sin 6 cos 0) d 6
0
/2
= I'(x+y) / (cos? 8) ' (sin? ) (2 sin 6 cos B) d6.
0

La relation sin@ = 1 — cos®@ et le changement de variable u = cos> 6
0

donnent I'(x)I'(y) = —T'(x + y)/ w11 — u)*"'du. On obtient finalement
1

FI'(y)

B(x,y) = T +y)

nulles).

si x et y sont strictement positifs (car I" est a valeurs non

6) Cette relation est montrée dans I’exercice 12.9. Elle permet d’obtenir I'(n) = (n—1)!
lorsque n € N*. Finalement, si m et n sont deux entiers naturels non nuls,
(m—1D!n-1)!
B =
(m,n) = = D)1

Exercice 17.11

Centrale MP 2005
Paramétrer le cercle %" d’équations :

2+y*+z2 =1
x+y+z =1

Calculer le long de ¢ (on choisira I’orientation) I’intégrale de la forme différen-
tielle :

w=0—-2dx+(Z—x)dy+(x —y)dz.

Le centre du cercle est le point A de coordonnées (1/3,1/3,1/3). Par le théo-

reme de Pythagore, le rayon est R = /1 — OA? = /2/3. On cherche une base
orthonormée du plan vectoriel d équation x + y + z = 0 dont un vecteur unitaire
1

wetkvalkve

,0), un second vecteur est e; = e3 A e = (

normal est e3 = (— ——). Un premier vecteur de ce plan est le vecteur

1 1 2
f f e ve Ve °

peut alors paramétrer le cercle par ’application ¢ : t — A + (cost)e; + (sint)es,

ey =
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pour ¢ € [0,27r]. On obtient :

r x(t) = l+—C0St +Sl—m
3 V2 Ve
=4 i = 1L 0
0 1 2sint
Z = = -
\ 3 V6
L’intégrale curviligne cherchée vaut donc
27 . .
sint cost_  sint cost
o = [ (6%F -T2
Zg /0 Vo V2T V2 V6
e 3s1nt cost s1nt cost (cost cost
6 VTR TR
= 7,<(_i_ )+ (—— 1)+(—4>>
V2o V12T V12 V2 V12
127
)
V12

17.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 17.12

Mines-Ponts MP 2005

Soit A € .#>(R) symétrique, définie positive. Calculer

I —// exp(—'XAX)dxdy,
]RZ

ou X désigne le vecteur de coordonnées (x, y).

)) dr

La matrice A est symétrique, définie positive. Il existe donc une matrice orthogonale

P telle que 'PAP est une matrice diagonale D = <)(l)1 )(l) > ou les deux valeurs
2
/
propres A; et A, sont strictement positives. Si X' = <);,> est le vecteur tel que

X =PX',ona'XAX =

difféomorphisme de R? sur R%. Soit R
rayon R. Puisque la matrice P est orthogonale, on a ¢(Zg) =

'X'DX’ = A1x"* + A,y"%. On considere alors 1’ application

li
linéaire ¢ : (x',y") — (x,y) telle que <§> =P <§,> L application ¢ est un €'-

> 0, on note Y le disque centré en 0 de
Yr (conservation de

la norme et bijectivité). On applique alors ce changement de variable pour obtenir (la
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valeur absolue du jacobien est 1),

// exp(—'XAX)dxdy = // e~ =AY gyt gy,
-@R -@R

Par un raisonnement semblable a celui de 1’exercice 17.5, page 419, on obtient

+00 +00
I= </ e dt) (/ et dl‘). Le changement de variable u = /At

— 00 —00

+00 1 +00
donne/ e N dr = —/ e du = A /z. Finalement
— 00 vV /\1 — 00 )ll

T T
I = = .
VAA vdet A

Exercice 17.13

Centrale MP 2006 K

On note E I’ensemble des fonctions continues et intégrables sur R a valeurs
complexes. Pour f € E, on définit f sur R par :

vy €R, f(y) = / FOe2m d.

1) Montrer que f est définie, continue et bornée sur R.

+00

+00
2) Soient f et g dans E, montrer que / f(t)g(t)dt = f@®g)de.

3) Soit f dans E telle que f soit intégrable sur R. Montrer que pour tout x € R,

ona:
+00

flx)= f@)e* ™ dt.

—00

Indication : on pourra appliquer le résultat de la question précédente a
foit— f(x+1) (xfixé)etg :t — h(t/n) ot h(t) = e_mz. On admettra
que h = h.

1) Soit h : (y,1) — f(t)e > ™". La fonction h est continue sur R” et, pour tout
(y,1) € R% ona |h(y,1)| = |f(t)|. La fonction f est intégrable sur R, donc le

théoréme de continuité pour les intégrales a parametre donne la continuité de f
+00

sur R. De plus, pour tout y € R, on a | f(y)| < / | f(2)| dt. La fonction £ est
— o0
définie, continue et bornée sur R.
2) Les fonctions fg et f2 sont continues sur R. Elles sont intégrables sur R car
chacune est le produit d’une fonction intégrable par une fonction bornée. Soit
teR,ona:

/ " ey dr = / h ( / Oof(u)g(t)e_Zi”’“du> ar.
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On applique alors la formule de Fubini pour permuter 1’ordre d’intégration. La
fonction 6 : (u,t) — f (u)g(t)e’z""’“ est définie et continue sur R%. Elle est
intégrable sur R? car |A(u,1)| = |f(u)||g(t)| et les deux fonctions f et g sont
intégrables sur R. Si u € R, la fonction ¢ — 6(u,t) est continue et intégrable

+00
sur R et / O(u,t)dt = f(u)g(u). La fonction fg est continue et intégrable

sur R. On a le méme résultat en échangeant les variables. La formule de Fubini
correspond exactement a la question :

+00

//Rz h= / fswyde = fw)gw)du.

3) On applique le résultat précédent aux fonctions données. On a

+00 +0o0

fuhgt)dt = F(D8 () dt.

On a alors
+00 +00
fut) = fe(u)e 2™ dy = Fx +u)e 2™ dy
— 00 — 00
+00 +00
— f(u)efﬁrr(ufx)t du = e2i7'rxt f(u)efﬁrrut du = eZithf\(t).
— 00 — 0o

On calcule ensuite ¢. Pour tout7 € R, on a

+00 +00
2@ = / h(z)efz””” du = / h(v)e 2™ (5 dv) avec u = nv
n

= nﬁ(nt) = nh(nt).

La formule de départ devient donc, pour tout n € N*,

+00 +00 +00

fOhntyndt = fx<%>h<u>du,

— 00 —

f(t)eZivTxth(L) dt =
n

— o0

en effectuant le changement le changement de variable u = nt dans la seconde
intégrale. On fait alors tendre n vers 4+o0c et on calcule les deux limites en utilisant
le théoreme de convergence dominée.

. A i t .
e Pour tout n € N*, la fonction a,, : t — f()e* ™ h(—) est continue sur R.
n
Soit 7 € R,ona lim a,(r) = f()e*™ h(0) = f(t)e* ™. La fonction
n—+00

t — f()e*™" est continue sur R. Pour tout n € N* et tout 7 € R, on a
la,(1)| < |f(1)|, car |h| est majorée par 1. La fonction f est, par hypothése,
intégrable sur R. Le théoreme de convergence dominée donne

+00 R . t +o0 R .
lim f(t)ez’”th(;)dt = / Fe* ™ dt.
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e Pour tout n € N*, la fonction 8, : u fx(z)h(u) est continue sur R. Pour
n
toutu € R,ona lim B,(u) = fi(0O)h(u) = f(x)h(u). Pour tout n € N* et
n—+00

tout u € R, on a |B,(u)| < |fi(u)|. La fonction f, est intégrable sur R. Le
théoréme de convergence dominée donne

nEI-Poo fx(%)h(u)du = f(x)/ h(u)du = f(x)h(0) = f(x)h(0) = f(x).
En égalant les limites, on obtient f(x) = f()e¥ ™" dr.

—0Q0
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