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Préface

A propos de ces notes de cours d’analyse complexe

Ces notes sont principalement destinées aux étudiants de la deuxiéme année (se-
mestre 3) de Licence en mathématiques systeme LMD a l'université Ferhat Abbas
de Sétif 1, Algérie. Néanmoins, elles peuvent aussi étre utiles aux étudiants en ingé-
nierie, physique et autres ayant besoin de notions élémentaires des fonctions d’une
variable complexe.

Ces notes sont absolument indispensables pour tout étudiant désirant se spécialiser
en mathématiques. Ceci dit, elles n’ont aucune prétention d’étre un recueil complet
sur le sujet. J'espere, tout de méme, qu’elles constituerons un support pédagogique
efficace. Elles ne serons completement profitables aux étudiants que si ces derniers
assistent régulierement aux cours magistraux et préparent minutieusement les tra-

vaux dirigés.

Pré-requis

Tout étudiant voulant étudier ’analyse complexe doit, au préalable, connaitre les
notions de base d’'une fonction d’une variable réelle (limites, continuité, différentia-
tion et intégration), les suites et les séries réelles, ainsi que les notions élémentaires
de topologie générale. Nous conseillons les étudiants de revoir ces notions qui seront

utiliser a travers tout le cours.

Préparation de I’ouvrage
On a utiliser les outils suivants pour la réalisation de cet ouvrage.

ETEX : pour la production de cet ouvrage.
Geogebra : pour réaliser la majorité des graphes et figures.

Maple : pour vérifier les calculs numériques ainsi que quelques graphes.

Prof. El-Bachir Yallaoui, Aout 2018
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Le corps des complexes et sa topologie

1.1 Les nombres complexes

Un nombre complexe z est défini par
z=x+ 1y

oll, =,y sont des nombres réels et i est un nombre imaginaire tel que i? = —1.
e = = Re(z) est appelée la partie réelle de z.
e y = Im(z) est appelée la partie imaginaire de z.
e 2 =x+iy = Re(z) +iIm(2).
e i est un imaginaire pure tel que i> = —1 ou i = v/—1.

e Si x = Re(z) =0 alors z = iy = i Im(z) est un imaginaire pure.

Siy =Im(z) = 0 alors z = x = Re(z) est un réel.
o (r1+iy;) = (g + iyo) si et seulement si 7 = x5 et y; = yo.

L’ensemble des nombres complexes est défini par
C={(r,y) eR*: z = +1y,i> = -1}

Comme C est isomorphe & R?, tout nombre complexe peut étre représenté, de facon

unique, comme un point dans le plan R2,

Im
*Zy """"""""""""" i Z2=x+1Y
2 i
arg(z) | Re
x!
B ;
T DN L Z=1 — iy

F1GURE 1.1 — Représentation géométrique des complexes



Opérations sur les nombres complexes

Etant donné a + 1b, ¢+ id € C, alors on peut effectuer les opérations suivantes :
Addition : (a4 ib) + (c+1id) = (a +¢) +i(b+ d)
Soustraction :  (a+ib) — (¢ +id) = (a —¢) +i(b—d)
Multiplication : (a4 ib) x (c + id) = ac + iad + ibc + i*bd = (ac — bd) + i(ad + bc)
a+ib a+ib c—id (ac+bd) ~ (bc— ad)

Division - _ . =
WISIOn e = i e—id . 2xE U aar

C est un corps commutatif

L’ensemble des nombres complexes muni des opérations d’addition et de multiplica-

tions définies ci-dessus possedent les propriétés algébriques suivantes :

(C1) (C,+) est un groupe Abélien.
(C2) (C —{0}, x) est un groupe Abélien.

(C3) Pour tous a,b,c € C,ona (a+b)xc=axc+bxec.

Les propriétés C1-C3 montrent clairement que (C,+, X) est un corps commutatif.

Module et conjugué d’un nombre complexe

Siz=x+1y,x,y € R on définit par :

ez =x+1iy=x—1y le complexe conjugué de z,
o|z| = /2% + 12 le module ou la norme de z.
On remarque d’apres les figures ci-dessus que :
2] <Rez < |z| et |z]<Imz<]|z|
x = Re(z) = Z;Z et y=Im(z)= S

Exemple 1. Trouver le conjugué et le module de z = 3 + 4.
Solution. Z = 3 — 4i et |z| = V32 + 42 = 5.

Proposition 1.1. Soient z et w € C. Alors, on a les propriétés suivantes :

(1) 3== 4) 7Fw=7+w
(2) |z =[] 5) zw=%-w
(3) 27 = [2|? (6) z/w==2/w

Proposition 1.2. Soient z et w € C. Alors,
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(1) |2| =0 si et seulement si z =0

(2) |zw[ = [2].[w]
(3) ‘i):”wi'\ siw#0

(4) |z +w| < |z] + |w| (inégalité triangulaire)

©) [lz] = Jwll < |z = wl

Exemple 2. Soit z = x + iy un nombre complexe tel que |z| = 2.
Montrer que |z — 3| < 7 et que ——— < —.
que [z —3| < T et q o1 <3
Solution.
En appliquant l'inégalité triangulaire (4) on a |z — 3| < |2|+3 < 7.
1 1

1
En appliquant I'inégalité (5) on obtient R < o1 < 3

1.2 Forme exponentielle d’un nombre complexe

La forme polaire d'un nombre complexe z = x + iy est définie par

2z =x +1iy = |2|(cos O + isinh). (1)
y=|z2|sinfe=-=-=-=-----c--- [ z=x+tiy
[2] = Va2 + 42 E
1
|
0 .
x = |z|cos®

FIGURE 1.2 — Représentation polaire

Etant donne C est isomorphe a R?, le nombre complexe x + iy et le couple (z,¥)
représentent le méme point dans le plan.

Il en découle de la figure (1.2) que :
x = |z|cosf et que y=|z|sind

L’angle 6 est appelé argument de z, 6 = arg z.
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Pour trouver arg z on doit résoudre simultanément les équations

cosf = et sinf = - (2)
2| E

La valeur de § = argz n’est pas unique car si 6 est une solution alors 6 = 6, +

2nm,n € Z, sont toutes des solutions de arg z.

(0,1)

o
B3| -
oIS,

p—

120°

150°

(1,0)

(—1,0)
T — 180° 360° 2T &

300°

FIGURE 1.3 — Cercle Trigonométrique sur [0, 27].

Argument principal

L’argument de z possede une infinité de valeurs possibles, cependant il y a une valeur
unique de 6 dans l'intervalle (—, 7|. Cette valeur est appelée 'argument principal

de z et on la note Arg z. Evidement arg z = Argz + 2nm,n € Z.
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Pour trouver Arg z on doit résoudre les équations

cosf = et sinf = - pour 0 € (—m, 7]
|| 2|

Exemple 3. Trouver la forme polaire de z = 1 — i1/3.

1 -3
Solution. Le module |z| = v/1+3 =2 et cosf = 3 sinf = —\/—

2
m m
Donc Argz = ——,argz = ——= + 2nm et
3 3
. ™ .. ™
z=1-iV3=2 (cos (——) + 7 8in <——>) .
3 3
izem/‘z
5 @ T e z=¢€" =cosf +isinf
—1 =¢e" 0 1 = i
____________________________________________________ 3_(3—'”
iy = iT0)
—i =|e”i"/2

FIGURE 1.4 — Représentation de z = e%.

Exponentielle d’un nombre complexe

Dans le cours d’analyse élémentaire, nous avons vu la formule d’Euler pour 6 € R,

e = cosf + isind,
donc si z = x + iy € C, alors e” est défini par :

e* = " = e%e" = " (cosy + isiny)

On donne ci-dessous quelques propriétés.

Proposition 1.3. Pour tout 0,6,,0, € R.

(4)



(1) e’ial X €i91 — ei(91+92) (3) ei(9+27T) _ eie

(2) 1/e® = ¢~ = ¢ (4) le”] =1
En utilisant la formule d’Euler dans la forme polaire (1) on obtient

2z =1z + iy =|z|(cos§ + isin ) = |z|e? (6)
Z=x — iy =|z|(cos @ — isinf) = |z|(cos(—0) + isin(—0)) = |z|e” ¥ (7)

Voici quelques nombres complexes fondamentaux et leurs formes trigonométriques.

(1) 1= €0 = ¢i2hr (2) i = el

(3) —1=¢€" (4) —i = e~/

(5) 140 = +/2eFm/4 (6) —1+i = /2etidn/4

(7) (1 £V/3) = 26577 (8) (—1 4 iV/3) = 2¢+%m/3

(9) (V3 1) = 2+/6 (10) (—V/3 £ i) = 2¢*57/6
(A vérifier a titre d’exercices).

Proposition 1.4. Soient z, = |z pour k =1,2,...,m et z = |z|e?. Alors;
2129 = |21||22|[{cos (0 4 02) + isin(0; + 0)} = ’2’1HZ |ei(B1-+62) (8)
2o 2 {cos(by — ;) +isin(fy — 6,)} = ei(01-02) 9)
21 zm = |21] o Jzml{cos(0y + - 4+ 0,,) +isin(0y + -+ 6,,)} (10)

= |Z1| - |zm|ei(91+"'+9m)
2" = {|z|(cos @ +isin§)}" (11)

= |z]"(cos nf + isinnh)

= |z|"e"pour n € Z

L’équation (11) est la fameuse formule De Moivre. En particulier, on a

(cos@ +isinf)" = (e”)" = ™ = (cosnf + isinnd) pour n € Z (12)

Remarque : En utilisant la formule d’Euler, on obtient les formules suivantes :

(1) € = cosf +isind (2) e = cos® —isinf
0 —if ot _ p—if
3 cos@-6 e 4) sinf = ,6
2 21
(5) €™ = cosnf + isinnd (6) e = cosnf — insinf
in9 —ind ind —ind

+e e —e
7 0= 8
(7) cosn 5 (8) sin 5



Exemple 4. Calculer w = (1 —iv3)'2 et 2 = (1 —iv/3)7!
Solution. On sait a partir de 'exemple (3) que (1 — iv/3) = 2¢7"/3 donc

w = 222/ — gl2—dim — 912 212 (cos 4 — isin4rm) = 2'2,

z =27 et/3 = 97 (cos(n/3) 4 isin(n/3)) = (1 +iV/3) /4.

Exemple 5. Utiliser la formule De Moivre (1) pour déduire des formules pour cos 26
et sin 26.

Solution.

(cos 20 + isin 20) = (cos O + isin f)?
= (cos?§ — sin” f) + 2i cos Osin 6

On obtient donc

cos 260 = cos? H — sin’ @

sin 20 = 2cosf@sind

Exemple 6. Utiliser les formules d’Euler pour linéariser cos® z.

(6190 + ezx)
2-
2-
2-
2-

Solution.

COS i

-3 6311’ +362m —zx+3€zx —2iz +e—3m)
-3 631x+3€zx+36 zx+6—3zm)

(
(
3
(

2cos 3z + 6cos )

?(cos 3z + 3 cosx)

1.3 Racines n-ieme d’un nombre complexe

Racines carrées d’un nombre complexe

Considérons I'équation 2> = a + ib;a,b € R. Les solutions de cette équation sont

appelés les racines carrées de a + ib. Posons z = x 4+ 1y. Alors on a
(z% — y?) + 2ixy = a + ib.
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En égalant les parties réelles et imaginaires respectives et en calculant les modules
on obtient
2’ —yP=a, 2xy=b et 2*+y’=Va2+b

Ces équations nous donnent

Vaz+b2+a Vaz+b?2 —aqa
pe [ ety = [

e Sib > 0 alors on prend les deux cas (u > 0,v > 0) et (u < 0,v < 0).

e Sib < 0 alors on prend les deux cas (u > 0,v < 0) et (u < 0,v > 0).
Exemple 7. Trouver les racines carrées de —3 — 4s.

Solution. Si z = x + iy, alors on a
22—y =-3 2aoy=-4 et a®4+y*=5.
Ces équations nous donnent

=+ §%§:i1 et y=-+ igéziz

Puisque zy < 0, alors les solutions sont : z = £(1 — 2i).

=4+ i%§:i1 et v=4+ igéziz

Racines n-iéemes de 'unité

Considérons 'équation 2* = 1. Les racines de cette équations sont appelées les

quatriemes racines de I'unité. Notons que si |z| = 1, alors z = €.

A =1 = 2 o =l = T2 2k, k=0,1,2,3.

Donc les solutions sont z; = 1,20 = 1,23 = —1 et 24, = —1.

Notons que la somme de ces racines est nulle : 21 + 29 + 23 + 24 = 0.

Notons de plus que les racines sont les sommets du polygone régulier a quatre cotés
inscrit dans le cercle unité.

Les solutions de z" = 1 pour n € N*, appelées les racines n-iemes de 1'unité, sont

zk:ezrlf:cos(—W)—i—z’sin(—W);k:O,l,...,n—l. (13)
n n

8



FIGURE 1.5 — Quatriemes racines de I'unité.

Si on pose w = v = cos(2m/n) + isin(27/n), les racines sont 1,w,w?, ... w"
De plus, les n-iemes racines de 'unité vérifient la propriété :
l+w+w?+---+uw"t=0. (14)

Géométriquement, ces racines représentent les n sommets d’un polygone régulier a

n cotés, inscrit dans le cercle unité ( |z] = 1).

Exemple 8. Les racines de z" = 1 pour n = 3,4, 6.

Solution.
(1) 22 =1= 21 = 1,20 = @3 = (=1 4+iV3) /2 et 23 = *™/3 = (-1 — i/3)/2.

(2) 2t=1= 21 =1 =e"?=1i z3=€e" = —1 et 23 = /% = —j.

(3) =122, =1,z = (™ =" B E=1,...5.

FIGURE 1.6 — Racines de I'unité pour n = 3,4, 6.



Racines n-iemes d’un nombre complexe

Considérons ’équation 2™ = w. Si on pose z = |z]e” et w = |w|e™®, I'équation sera
équivalente a

|Z|n€m0 — |w\em.
On aura donc

oh
2" = Jw| et nf = o+ 2km = |2 = ¥/Ju] et 6 = 22T

Les solutions sont donc;

2k
z =z, = {/|w|exp {i<u>};k20,l,...,n—l.
n

‘exemple suivant nous montre comment résoudre une équation de la forme 2" = w,

c’est a dire, comment déterminer les n-iemes racines de w € C.

Exemple 9. Trouver les solutions de z* = —8&i.

Solution. Si on pose z = re® alors on doit résoudre
2’3 — 7‘36316 — _8i = 861(—7r/2+2k7r)

donc

2k
z=zp = 2exp {z (—%4—%)} k=0,1,2

apres calcul on obtient

21 =V3 —i,20 = 2,23 = —\V3 — 1.

FIGURE 1.7 — Racines cubiques de —8;.
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1.4 Topologie de C

Les concepts d’analyse dans le cadre de R, comme la convergence des suites ou la
continuité et la dérivabilité des fonctions, reposent toutes sur la notion de proximité
ou distance des points de R. Ces concepts sont reliés a la topologie de 1’ensemble

sur lequel on travaille.

Métrique sur C

Puisque C est isomorphe & R?, on utilise sur C la distance Euclidienne. Donc, pour

les nombres complexes z; = x1 + 1y; et 2o = x5 + 1y on définit la distance par :

d(21,22) = /(21 — 22)? + (y1 — 42)® = |21 — 2] (15)

(C,|-]) est un espace métrique complet (espace de Banach).

Avec la notation (15) I’équation du cercle de centre a et de rayon r est définie par
|z —a| =r.
Autrement dit ’ensemble des points sur ce cercle est

Cla;r) ={z€C:|z—a| =71}

Ensembles ouverts, fermés et compacts
(1) Voisinage. L’ensemble V' (a;€) = {z € C : |z—a| < €} est appelé un e-voisinage
du point a € C, et \A/(a; €) = V(ase) \ {a} est appelée voisinage "privé de a”.
(2) Points intérieurs, extérieurs et frontieres. Soit S C C.

e On dit que a est un point intérieur de S s'il existe un voisinage V'(a;¢€) C

S.

e On dit que b est un point extérieur de S si b est un point intérieur de
C\S.

e On dit que ¢ € 05 est un point frontiere de S si tout voisinage de ¢
rencontre S et C\ S.

(3) Disque ouvert. L’ensemble D(a;r) = {z € C: |z — a|] < r} est appelé disque
ouvert (boule ouverte) de centre a € C et de rayon r > 0. Tout disque ouvert

est un voisinage de tout ces points.
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(4)
(5)

(10)

(11)

Disque unité. D(0;1) = {z € C: |z| < 1} est appelé disque unité de C.

Ensemble ouvert. Un ensemble U C C est dit ouvert dans C si pour tout
z € U il existe r > 0 tel que D(z;r) C U.

SiUCCet dUNU = @ alors U est un ouvert de C.

Tout disque ouvert D(a;r) est un ouvert dans C.

Les demi-plans {z € C: Rez > a} et {z € C: Imz > b} sont aussi des ouverts
de C.

Ensemble fermé. Un ensemble F' C C est dit fermé dans C si son complémen-
taire C \ F est un ouvert de C.

Si FFC Cet OF C F =@ alors F est un fermé de C.

Un ensemble est fermé s’il contient tous ses points de frontiere.

D(a;r) ={2 € C:|z—a| <r} est un fermé de C, appelé le disque fermé.

La couronne A(a,r,R) ={z€ C:r < |z —a|] < R} est un fermé dans C.

On peut aussi lier la notion d’ensemble fermé a la convergence des suites : un
ensemble F' C C est fermé si et seulement si toute suite convergente (z,) de F

admet une limite dans F', z, — z € F.

Adhérence ou Fermeture d’un ensemble. Soit S C C alors ’ensemble S =
S UOS est appelé 'adhérence ou la fermeture de S.

L’adhérence de disque ouvert D(a;7) est le disque fermé D(a;r).

Ensemble borné. Un ensemble S C C est dit borné s’il existe M > 0 tel que
|z| < M pour tout z € S. On dit aussi que S est borné si S C D(0;7) pour un
certain r > 0.

L’ensemble |z| < 4 est borné, mais {z € C: Rez > 0} ne l'est pas.

Ensemble compact. Un ensemble K C C est dit compact dans C s’il est borné

et fermé dans C. L’ensemble |z| < 4 est compact, mais |z| < 4 ne l'est pas.

Ensemble connexe par arcs. Un ensemble ouvert S C C est dit connexe par
arcs si deux points quelconques peuvent étre reliés par un chemin qui se trouve

entierement dans S.

Ensemble connexe. Un ensemble ouvert S C C est dit connexe s’il ne peut
étre pas la réunion de deux ouverts disjoints non vides.
Toute partie de C connexe par arcs est connexe.

Le disque unité ouvert |z| < 1 et la couronne 1 < |z| < 2 sont connexes car ils

sont connexes par arcs.

12



(12)

(13)

Région simplement connexe. Une région connexe par arcs S C C est dite
simplement connexe si tout chemin fermé sur S peut étre réduit contintiment
(c’est-a-dire par homotopie) & un point. Intuitivement, on peut rétrécir le che-
min fermé jusqu’a ce qu’il ne forme plus qu’un point, il n’y a pas d’obstacle
(c’est-a-dire de trou).

Le disque |z| < 1 est simplement connexe, mais la couronne 1 < |z] < 2 ne l'est
pas. Le plan privé d’un point C \ {2z} est connexe mais n’est pas simplement
connexe. Autrement dit , une région simplement connexe n’a pas de «trous».
Si la région possede des trous on 'appelle multi-connexe. La couronne est un

exemple de région multi-connexe.

Domaine. Un ensemble D € C qui est non vide, ouvert et connexe est appelé
un domaine ou bien une région ouverte. D est un domaine si et seulement s’il
n’est pas la réunion de deux ouverts non vides et disjoints .

Le disque unité D(0,1) = {z € C: |z] < 1}, le demi plan {z € C : Im z < 0}
et la couronne 1 < |z| < 2 sont des domaines, mais S = {z € C: |z| # 1} n'est

pas un domaine car il n’est pas connexe.

Exemple 10. Trouver la courbe ou la région dans le plan complexe représentée par

chacune des équations ou inégalités suivantes. Déterminer si I’ensemble est ouvert,

fermé, borné ou connexe.

(a)
(b)
()
(d)

(e)

|z| =2
Re(1/z) =2

|z| +Rez <1

Z—1 T

0< A
rgz+z 2

<1

z+1

1

Solution.

(a)

(b)

()

|z| =2 & |2])* = 2® + 9® = 4 est le cercle centré a l'origine et de rayon 2. Cet

ensemble est fermé, borné et connexe par arcs donc connexe.

2=Re(l/z) =Re(z/2Z) =z/22=(2+2)/(222) © 2Z2= (2 +2) /4 &
(2—1/4)(z—1/4) = (1/4)* & |z —1/4| = 1/4 qui est le cercle de centre 1/4 et

de rayon 1/4. Cet ensemble est fermé, borné et connexe par arcs donc connexe.

|zl +Rez< 1o Vl+ P <l-zey’<l-2r&0<(1-97)/2

La région illustrée dans la figure 1.8—(1), est fermée, non bornée et connexe.

13



44

FIGURE 1.8 — Région de |z| + Rez < 1.

zZ—1
z+1

FIGURE 1.9 — Région de 0 < Arg < g
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z— T
d) 0<A =
(@) i T2
z—i (P +y*—1-2ix)
z+i a4 (y+1)2
Notons que Argz_l, € (0,7/2) si et seulement si Re " et Im~— sont
z+1 zZ+1 zZ4+1

positifs.
Donc = < 0 et 22 + 4* > 1. La région illustrée dans la figure 1.8-(2), est

ouverte, non bornée et connexe.

-1
Z+1' <lel-1P<pk+1Pe (@-DE-1D)<z+)E+1) e 2z+2 >
z

0 & Rez > 0. La région représentée par 'inégalité est le demi-plan droit et

I’axe des y.

15



1.5 Exercices

1.

Soient z = 1+ 21 et w = 3 — 7, représenter les nombres suivants sous la forme

a + 1b.

(a) 2z + bw (d) Re(2® +i2) + Im(w* + w)
(b) iz + 3w (e) 2> +Z+i
() 2%+ (w?) (f) 2/w+w/z

Trouver les parties réelles et imaginaires de chacun des nombres complexes

suivants :

(a) (z—2)/(z+2) (d) (144v3)°
(b) (2+560)/(4 + 20) (e) (1+i)",neN

(¢) (V3+i)® (f) i",n eN

Trouver le module et le conjugué de chacun des nombres complexes suivants :

(a) —3+2i (c) (1+4)°

(b) (2+1i)(—4+ 3i) (d) (2+71)/(1—1)
Ecrire sous forme polaire chacun des nombres complexes suivants :

(a) 3i (d) (3+1i)

(b) 2 — 2 () V5—i
(c) —=1+iV3 (f) (1—i)*/5

Ecrire sous forme cartésienne chacun des nombres complexes suivants :
(a) \/§6i217r/4 (b) 11€i157r/2 (C) _€—i2007r (d) _36i57r2

Calculer le module et I’argument de chacun des nombres complexes suivants :

(a) u= (V6—iv2)/2 () uf-o®

(b) v=1-—1 (d) u?/ov*

Ecrire sous forme cartésienne et polaire chacun des nombres complexes sui-
vants :

(a) 3i (C) €1+i7r/2

(b) ieM? (d) In(3) +i

Trouver les solutions des équations suivantes :
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10.
11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

(a) 22°+22+5=0 (d) 22=2245=0
(b) 522 +4z+1=0 (e) 2*—22—2=0

(c) 22—2+1=0 (f) 2 -2*-2=0
Trouver toutes les solutions des équations suivantes et puis préciser leurs ré-

partitions dans le plan complexe.

(a) 2zt =1 (d) 2° = —32
(b) 2° =1 (e) 2" =—1
(c) 2°=1 (f) 2° = —64

T tan™! 1 + tan~! 1
4 2 3

Etant donné (2 4 i)(3 + i), montrer que
Monter que z est réel si et seulement si z = Z.
Montrer que |z| =1 si et seulement si 1/z = Z.

Montrer que pour tout z € C, |z| = |Z|, | Re(2)| < |2] et |Im(2)] < |z].

Siz,a € Cetlal <1,|z| <1, montrer que Sl P
—az
Utiliser la formule de De Moivre pour montrer :
(a) cos(3z) = cos® x — 3coswsin®x (c) cos®z = (3/4) cosx+(1/4) cos 3z

(b) sin(3z) = 3cos’ wsinz — sin’z (d) sin®z = (3/4)sinx — (1/4) sin 3z
Si z,w € C, montrer que :

() letwl+lz—wl* =2+ wl*)  (c) |z +w| < |2| + |w]

(b) |z +wf* = |2* + [w* + 2Re(zw) (d) ||z| - |w]] <[z —w)|
Démontrer les formules suivantes :

(a) (cos@+isind)" = cos(nf) + isin(nb)

(b) arg(z122) = arg(z1) + arg(z2)

(0 arg (2 ) = arg(e0) - wgla) (22 £0)

Soit z un nombre complexe de module p, d’argument € et soit Z son conjugué.
Calculer (z + %) (2* +2%) ..... (2" + 2") en fonction de p et 6.

Déterminer ’ensemble des points du plan complexe défini par :

(8) [1+2] =2[1 -2 (@) Re(1/2) = |
(b) Im 2% < 2

z—3
(¢) || +Rez < 1 (e) 2—1-3‘
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3T
4
20. Ilustrer géométriquement les ensembles suivants dans le plan complexe et

(f) —ggArg(z—i—l—i)S

identifier parmi eux les ensembles ouverts, fermés, bornés et connexes.

Soit a =1 —1.

(a) |z —a|l=3 (f) |Im(z —a)| <3

(b) |z—al <3 (&) [z —al =]z -1
(©) |z —al >3 (W) o =il + |2+l = 3
(d) 2<|z—a[<3 i) |z—al+|z—a|l <3

(e) Re(z—a)=3
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2 Fonctions analytiques

Dans ce chapitre, nous allons introduire la notion d’une fonction d’une variable com-
plexe, & valeur complexe w = f(z) = f(z + iy) = u(x,y) + iv(z,y). Comme pour
les fonctions réelles d’une variable réelle, nous pouvons développer les notions de
dérivées et intégrales de fonctions complexes en se basant sur le concept fondamen-
tal de la limite. Dans ce chapitre, notre objectif principal sera d’établir la relation
entre les notions de différentiabilité, d’holomorphie et d’analyticité d’une fonction
complexe. La différence fondamentale entre I’analyse réelle et 'analyse complexe est
que la géométrie du plan complexe C est beaucoup plus riche que celle de la droite
réelle R. Par exemple, les seules parties connexes de R sont des intervalles, alors
qu’il y a des sous-ensembles connexes beaucoup plus compliqués dans C tel que la
couronne. Dans R, quand on dit que x tend vers zg, cela signifie que = tends ver
(a droite) ou bien z tends ver z;, (a gauche). Cependant dans C, quand on dit que

z tend vers zp, cela a lieu sur une infinité de directions dans R.

2.1 Fonction d’une variable complexe a valeur complexe

Soit S C C. Une fonction a valeur complexe f : S — C est une regle qui associe a
chaque nombre complexe z € S un nombre complexe w. Ce nombre w est appelé la

valeur de f au point z, dénotée par f(z).
w = f(2) (1)
La partie S est appelée ’ensemble de définition de f.

Exemple 1. Voici des exemples de fonctions complexes et leurs domaines.

(1) f1(Z>:Z2,Dfl =C (4) f4(2):SinhZ7Df4:(C
(2) folz) =Imz, Dy, =C (5) f5(2) = 2%, Dy, =C
(3) fo(z) = Argz, Dy, = C (6) fol) = S, Dy = C\ {44}

Partie réelle et partie imaginaire d’une fonction complexe

Siw = u+ iv est la valeur de f au point z = x + iy, alors on peut écrire

w= f(z) = f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y). (2)
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Chacun des nombres réels u et v dépend de deux variables réelles x et y. Siv(z,y) =0
pour tout z,y, alors la fonction f(z) est réelle, comme par exemple f(z) = |z|* =

7 —i—y2.

Si z = re®, alors on peut écrire

w= f(z) = f(re?) = u(r,8) +iv(r,0). (3)

Exemple 2. Si f(z) = 2%, alors

fle+iy) = (x+1iy)* = (¢® —y°) + i(2xy).

Donc
u(z,y) =2 —y* =Re(f) et v(z,y) =22y =Im(f).

Si on utilise la forme polaire de z, on obtient
f(re®) = (re')* = r?e™ = 2 cos(26) + ir?sin(26).
Donc

u(r,0) = r*cos(20) = Re(f) et v(r,0) = r?sin(20) = Im(f).

La fonction f(z) = 2* prend une seule valeur pour chaque z. On appelle une telle
fonction univaluée (univoque ). Cependant, comme on a vu dans chapitre 1, la

fonction f(z) = z!/2

a deux images a chaque valeur de 2z autre que z = 0. La
fonction f(z) = 2™ a n images & chaque valeur de z autre que z = 0. La fonction
f(z) = argz possede une infinité dénombrable d’images a chaque valeur de z. On

appelle ce type de fonctions, fonctions multivaluées ( multivoques).

Dans la théorie des variables complexes, nous pouvons traiter une fonction mul-
tivaluée comme une collection de fonctions univaluées. Chacune de ces fonctions
univaluée est appelée branche. Dans les exemples ci-dessus, f(z) = 21?4 deux
branches, f(z) = z'/™ posséde n branches, et f(z) = arg z possede une infinité dé-
nombrable de branches. Habituellement, nous choisissons une des branches comme la
branche principale de la fonction multivoques. Par exemple, Arg z est choisie comme

la branche principale de f(z) = arg z.
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2.2 Limite et continuité

Le concept le plus important dans ['analyse élémentaire est celui de la limite. Rap-
pelons que lim f(z) = L signifie intuitivement que les valeurs f(x) de la fonction
f peuvent gggofaites arbitrairement proches du nombre réel L si les valeurs de x
sont choisis suffisamment proches de zy, mais différents de ce dernier. En analyse
réelle, les concepts de continuité, dérivabilité et intégrabilité sont définis en utilisant
le concept de la limite. La limite dans le plan complexe joue un réle tout aussi im-
portant dans ’analyse complexe. Le concept de limite d’une fonction complexe est
similaire a celui d’une fonction réelle dans le sens que li_>m f(2) = L signifie que la
valeur f(z) de la fonction complexe f peut étre rendlie Zz;rbitrairement proche du
nombre complexe L si les valeurs de z sont choisis suffisamment proche de zy, mais
différents de ce dernier. Bien que similaire, il y a une importante différence entre ces
deux concepts de limite. Dans R, il y a seulement deux directions d’approches vers
xo, limite a gauche et limite a droite. Cependant dans le cas complexe, il y a une
infinité de directions ou z peut approcher zy. Pour qu'une limite complexe existe,
elle doit eétre la méme pour n’importe qu’elle direction d’approche. Dans cette sec-
tion, nous allons définir la limite d’'une fonction complexe, examiner certaines de
ses propriétés et introduire la notion de continuité pour les fonctions d’une variable

complexe.

Limites

Définition 2.1. Soit D un domaine, zy € D et f: D — C. On dit que lim f(z) =1
Z—20

si et seulement si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel quesi z € D et 0 < |z — 29| < I

alors |f(z) — 1] < e.

Remarque.

(1) f a une limite si elle tend vers la méme limite suivant toutes les directions du

plan.

(2) Pour prouver que f n’admet pas de limite en un point, il suffit de trouver deux

directions d’approches de ce point donnant deux limites différentes.

(3) Lorsque f(z) = u(z,y) +iv(z,y) on pose | = l; + ily, ou [y et ly sont deux

réels, alors

1F(z) =l = [uz,y) = b +i(v(z,y) = )] < fulz,y) = L]+ |v(z,y) = b
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D’autre part, on a :

u(z, y) — bl < (e, y) = b) + oz, y) - ) = |£() — 1
o, y) — b </ (ul@,y) — 1) + (o, y) — ) = | £(=) — |

Ce qui montre que lim f(z) = [ si et seulement si lim  u(z,y) = [ et
Z—=70 (z,y)—=(w0,90)
lim  o(z,y) =ls,
(z,y)—(z0,30)

Exemple 3. f(z) =az+ b avec a,b € C, lim f(z) = azy + b.

Z—r20

en effet, |f(2) — (azo +b0)| = |a(z — 20)| < e = |z — 2| < £ _y

lal

Exemple 4. Si f : C* — C avec f(z) = é, alors lin%f(z) n’existe pas.
Z z—r

Soit z = x + iy, lorsque y =0 et z — 0, on a

: . x+10
e =t =t
lorsque x =0 et y — 0, on a
04 i
lim f(z) = lim +Z,y:—1.
z—0 y—>00—2y

On a trouvé deux directions d’approche du point z; = 0, telles que la fonction ne

tend pas vers la méme limite, ce qui prouve que f n’admet pas de limite en zy = 0.

Définition 2.2.

e On dit que f admet une limite [ lorsque |z| tend vers 400 si et seulement si

pour tout € > 0: il existe A > 0 tel que |z| > A= |f(z) =] <e.

e On dit que lim f(z) = +o0 si et seulement si :
Z—20

pour tout A > 0: il existe § > 0 tel que |z — 29| < § = |f(2)] > A.

e On dit que lirp f(2) = 400 si et seulement si :
Z—r+00

pour tout A > 0: il existe B > 0 tel que |z| > B = |f(2)] > A.
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Continuité

Définition 2.3. Soit D C C un domaine, z5 € D et f : D — C. On dit que la fonction

f est continue au point zy de D si

lim f(z) = f(2).

Z—20

On dit que f est continue sur D si f est continue en tout zy de D.

Remarque. lim f(z) = f(zo) veut dire que :
Z—20

1. f admet une limite finie en zj,

2. f est définie en 2z,

3. zh—>Hzlo f(z) = f(20)-

Les propriétés de continuité d’une fonction complexe sont similaires a celles d'une

fonction d’une variable réelle.

Proposition 2.4. (1) Si f et g sont deux fonctions continues en zy, alors les fonc-
tions : f
(a) f+9, (b) 19, (c) foy (d)gsig(zf))#o

sont continues en z.

(2) f(2) = u(z,y) + iv(z,y) est continue en zy = (xg,yo) Si et seulement si les

fonctions réelles u(x,y) et v(x,y) sont continues en (xq, Yo)-

Exemple 5.
(1) La fonction f(z) = Z = x — iy est continue sur C car les fonction u(x,y) = z
et v(z,y) = —y sont continues en tout point zy = (x,yo) € C.
2) f:C—C, f(z)=2"siz#iet f(z) =0siz=1.
Cette fonction est discontinue en zp = ¢ car lim f(z) = —1 # f(i) = 0.
zZ—1

(3) La fonction f(z) =

T est continue en tout point zg de C sauf en zy = +1.
z

(4) La fonction f(z) = Arg(z) est continue dans C \ (—o0,0].

Théoreme 2.5.
(1) Les fonctions polyndmiales sont continues sur tout le plan complexe C.

(2) Les fonctions rationnelles sont continues sur leurs domaines de définition.
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Arg (z2) — 7

Arg (2) — —7

FIGURE 2.1 — f(z) = Arg z est discontinue sur 1’axe réel négatif et z = 0.

2.3 Différentiabilité, analyticité et holomorphie

L’analyse complexe traite des concepts familiers comme les dérivées et les intégrales
de fonctions complexes. Dans cette section, nous allons donner la définition de la
dérivée d'une fonction complexe f(z). Bien que de nombreux concepts semblent fami-
liers, tels que les formules du produit et quotient, il y a des différences importantes
entre les concepts d’analyse complexe et ceux d’analyse réelle. Nous verrons que,
hormis la similitude dans la définition, il y a une différence de fond entre la dérivée
réelle f'(z) et la dérivée complexe f’(z) ou plus précisément entre R-différentiabilité
et C—différentiabilité.

Fonctions C-différentiables

Soient D C C un domaine et f : D — C une fonction complexe. On dit que la

fonction f est C-différentiable en z5 € D si

f(z) = f(z0)

z—20 zZ— 2

pourvu que la limite existe. Notons que la limite doit exister dans toute direction
du plan complexe C. On dit alors que f'(zg) est la dérivée de f en 2.
Sion pose Az = z — 2y avec Az = Ax + 1Ay, alors [ est C—différentiable en z; est

équivalent a

f(20) = lim [z + Az) — f(20)

Az0 Az

existe.
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Exemple 6.
(1) La fonction f : C — C définie par f(z) = 2> est partout différentiable.

En effet, pour tout zy € C on a
f(z) = f(20) 22— 2

lim = lim —2 = lim (2 + 29) = 220 = f'(20)-
Z—20 Z— 2y 220 2 — X2 Z—20

2) On peut utiliser un areument d’induction pour montrer que (2") = nz""! pour
b g p q p
tout n € Z. Plus tard on montrera que sous certaines conditions, (2*)" = az*™*

pour « € C.

(3) La fonction f : C — C définie par f(z) = Z est partout continue et nulle part

différentiable.
Puisque, pour z5 € C on a lim Z = Z; alors f est partout continue. Cependant
Z—r20
on a
. flzo+Az) — f(z0) . Az +1 si Ay=0
lim = lim — = 7
Az—0 Az Az—0 Az -1 si Az =0

qui montre que la limite n’existe pas pour tout point zy € C et donc f est

nulle part différentiable.

(4) La fonction f : C — C définie par f(z) = x + 3iy est nulle part différentiable.

En effet on a

Y

. flzo+ Az) — f(z0) . Az +3iAy 1 si Ay=0
lim = lim ——= =
Az—0 Az Az—0 Az + ZAy 3 si Az=0

la limite n’existe pas pour tout point zy € C et donc f est nulle part différen-
tiable.

Proposition 2.6. Toute fonction f différentiable en un point zy est continue au point

20-

Démonstration. Supposons que f est différentiable au point zy. Alors,

lim (f(2) = f(2)) = lim f(zz - 50(20) (2 — 2)
. f(2) = f(20)
Bl G

Donc limo f(2) = f(z0) montre que f est continue au point zp.
Z—rZ
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| Différentiabilité = Continuité|

]

Proposition 2.7. Soient f, g : D — C deux fonctions dérivables sur [’ouvert D C C

et c € C, une constante. Alors on a
(1) (¢) =0
(2) (cf) =cf
B) (fx9)=f=d

4) (f9)' =fg+[fd

© (1) =20 qund gt 20

(6) (fog) =1f(9) = f(9)9g"
Démonstration. La démonstration est similaire a celle du cas réel. Nous donnons

seulement la démonstration de la derniere propriété. Soient h = fog et ag = f(2o).

Alors pour z (resp. «) assez proche de zy (resp. ag) , on peut écrire

f(@) = flao) = (f'() +e1()) (. — ag)
9(2) — g(20) = (9'(20) + €2(2)) (2 — 20)

ou lim e;(a) =0 et limey(2) = 0. Posons o = g(z), alors on obtient

M = (/'(9(=0)) + £1(9(2))) (9(2) = 9(=0)) -

Puisque g est dérivable en zy, elle est continue en 2y, ce qui donne

W (z0) = f'(9(20))9'(20)-

O

Exemple 7. Trouver les dérivées des fonctions suivantes :
2
(a) f(z) =42 =322 + 2z + 11 (b) f(2) = 3zz+ . (c) f(2) = (iz® + 32)°
Réponse.
(8) /() = 1222—6241  (b) F'(2) = S22 (o) ) = (i3 +82) (3is*+
(3z4+1)2

3)
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Fonctions analytiques ou holomorphes

Définition 2.8. Soient D C C un domaine (ouvert et connexe), zo € Det f: D — C

définie par w = f(z) une fonction complexe. On dit alors que f :

(1)

est différentiable au point zg si la limite f'(z) = lim F&) = J (=) existe.

220 Z— 2

est holomorphe ou analytique au point z; si elle est différentiable aussi bien

au point zg lui-méme que dans un certain voisinage de ce point.
est analytique dans un domaine D si elle est analytique en tout point de D.
est entiere si elle est analytique en tout point z € C.

possede une singularité ou bien un point singulier en 2 si f n’est pas analy-

tique au point zj.

possede une singularité isolée en z; si f n’est pas analytique au point zy et il

existe un r > 0 tel que f soit analytique dans le disque épointé D(zy,r) \ {0}.

D’apres la définition précédente on a en tout point zg € C les implications suivantes :

Analyticité = Différentiabilité = Continuité = Limite

Remarque.

1.

L’holomorphie et I’analyticité sont des concepts équivalents. Beaucoup de ma-

thématiciens les utilisent comme synonymes.

. Il est clair que sur un domaine D : différentiabilité <= analyticité.

. La région d’analyticité ne contient que des points intérieurs, donc les fonctions

analytiques sont définies seulement dans des domaines (ouverts et connexes).

. Nous verrons dans l'exercice (10) que la fonction f(z) = |z|* est différentiable

seulement au point zy = 0. Mais cette fonction n’est pas analytique au point
zo = 0 car il n’existe pas de voisinage de z; = 0 ou la fonction est différentiable.

On a donc : analyticité = différentiabilité mais la réciproque est fausse.

. La fonction g(z) = 2? est partout différentiable. Elle est donc partout analy-

tique et par conséquent est entiere.
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6. La fonction ¢g(z) = Z est partout non-différentiable. Elle est donc partout non-

analytique.

7. Puisque la dérivée d’un polynome existe pour tout z € C, tout polynome est

une fonction entiere.

1
8. La fonction f(z) = — est analytique partout sauf au point z = 0, donc z = 0

est une singularité isolée de f.

Théoréme 2.9.

(1) Une fonction polynomiale p(z) = ag + a1z + -+ + a,2" ot n € N, est une

fonction entiére.

(2) Si f(2) = ]% ol p et q sont des polynomes, alors [ est analytique dans tout
q(z

domaine D ne contenant aucun zéro du polynome q. Les zéros de q sont tous

des singularités isolées de f.

2.4 Conditions de Cauchy-Riemann et Fonctions Har-

moniques

Conditions de Cauchy-Riemann

Dans la section précédente, nous avons vu qu’une fonction f d’une variable com-
plexe z est analytique en un point z lorsque f est différentiable en tout point d’'un
voisinage de z. Cette exigence est plus stricte que la différentiabilité en un point car
une fonction complexe peut étre différentiable en un point z mais non analytique
nulle part ailleurs. Une fonction f est analytique dans un domaine D si f est dif-
férentiable en tout point de D. Nous allons maintenant développer un moyen pour
tester l'analyticité d’une fonction complexe f(z) = wu(z,y) + iv(x,y), basé sur les

dérivées partielles de ses parties réelles et imaginaires u et v.

Une condition nécessaire d’analyticité.

Dans le théoreme suivant, on va donner une condition nécessaire de dérivabilité d'une

fonction f(z) en un point 2.

Théoréme 2.10 (Théoréme de Cauchy-Riemann).

Supposons que la fonction complexe f(z) = u(x,y) + iv(z,y) est C-différentiable au
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point zg = xg + 1Yo, alors les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites en

(an yO)
Ux(ﬂco,yo) = Uy(%,yo), Uy($07y0> = —U:r(l‘o’yo) (CCR)

et la valeur de la dérivée en zy = xo + 1Yo est donnée par

f/(Zo) = Um(iUO, yo) + ’iUz(ion, 3/0) = Uy(fﬁo,yo) - iuy(ﬂfo,yo)-

Démonstration. Par hypothese f est dérivable en zy, donc f'(zg) existe. Pour dé-

montrer les conditions de Cauchy-Riemann, on va procéder comme suit :

o) — 1 L) = 1)
Z—Z0 Z— 20
_ : U(I"y) - u(x(]uy()) . U('I?y) _U(37073/0)
B (xay)gr(rﬂ»‘lovyo) (x —x0) +i(y — yo) T (x —x0) +i(y — yo)

Fixons y = y. Alors,

(o) = lim u(r,y) — u (o, Yo) Z.U(x,y) — v (%o, Yo)
f'(z0) = ml_mo (& — o) + (@ — o)

= u, (%o, Yo) + 10z (0, Yo) -

Fixons = = x(. Alors,

/ — lim u(,y) — u (o, Yo) Z.U(I,y) — v (0, Yo)
S = e =) T i-w)

= —lly (z0,%0) + Vy (70, %0) -

z) — f(z
Puisque la limite de M est unique suivant toutes les directions, on obtient
Z— 20
les conditions de Cauchy-Riemann en égalant les deux résultats. O]

Critere de non-analyticité

Si les conditions de Cauchy-Riemann ne sont pas satisfaites en tout point d’un
certain domaine D, alors la fonction f(z) = u(x,y) + iv(x,y) n’est pas analytique
dans D.

Exemple 8. Montrer que f(z) =Z = x — iy est nulle part analytique .
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Solution. f(z) =%z =2 — iy, on a u, = 1 # —1 = v,. Donc la fonction f n’est pas
C—différentiable pour tout z € C.

Exemple 9. Montrer que conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites pour f(z) =

2% + z en tout point du plan complexe C.

Solution. f(2) = 2* + 2z = (2* —y* + 2) +i(2vy +y). Donc u(z,y) = 2> —y* + x et
v(z,y) = 2xy + y. Les équations de Cauchy-Riemann

Uy, =2xr+1=v, et wu,=-2y=—v,

sont satisfaites pour point du plan complexe C.

Exemple 10. Montrer que la fonction f(z) = |z|> = 2> +y? n’est différentiable qu’au

point z = 0.

Solution. Les conditions de Cauchy-Riemann sont

uy, =2x et v, =0

uy =2y et v, =0

Notons les conditions de Cauchy-Riemann ne sont satisfaites que quand x =y = 0.

Donc f n’est différentiable qu’au point z = 0..

Exemple 11. Montrer que la fonction f(z) = 22? 4+ y +i(y* — 2) est différentiable

sur la ligne y = 2z mais elle est nulle part analytique.

Solution. Les conditions de Cauchy-Riemann sont

u, =4x et v, =2y

uy, =1 et v,=-1

Notons que u, = —v, mais u, = v, est satisfaite seulement si y = 2z. Cependant,
pour tout point z sur la ligne y = 2z il n’existe aucun voisinage de z ou les équations

de Cauchy-Riemann sont satisfaites. On conclut donc que f est nulle part analytique.

Attention. La réciproque du théoreme précédent est fausse.

Considérons la fonction

f(z) =2 =2 + 9 = u(z,y).

30



Les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites en z = 0 car
u(0,0) =v,(0,0) =0, u,(0,0) =—v,(0,0) =0

mais f est nulle part analytique.

Une condition suffisante d’analyticité

Seules, les équations de Cauchy-Riemann ne garantissent pas l'analyticité d’une
fonction f(z2) = wu(z,y) + iv(z,y) en un point z = x + iy. Il est possible que les
équations de Cauchy-Riemann soient satisfaites en un point z et pourtant f(z) peut
étre non différentiable en z, ou f(z) peut étre différentiable en z, mais nulle part
ailleurs. Dans les deux cas, f n’est pas analytique en z. Cependant, lorsque on
ajoute la condition de continuité de u et v et celles des quatre dérivées partielles
Uz, Uy, Uy €t vy, on peut montrer que les équations de Cauchy-Riemann ne sont pas
seulement nécessaires mais elles sont aussi suffisantes pour garantir 'analyticité de
f(2) = u(z,y) +iv(x,y) au point z. La démonstration étant longue et compliquée,

nous indiquons ci-dessous le résultat seulement.

Théoréme 2.11 (Réciproque du théoréme de Cauchy-Riemann).
Soit D un domaine, f : D — C une fonction continue et f(z+iy) = u(x,y)+iv(z,y).

Supposons que :

o les conditions de Cauchy-Riemann u, = v, et u, = —v, sont satisfaites dans

D,

o les dérivées partielles g, u,, v, et v, continues dans D,
alors la fonction complexe f(x +1y) = u(z,y) +iv(z,y) est analytique dans D et sa
dérivée est donnée par f'(x +iy) = uz(x,y) + vz (z,y).
Exemple 12. Montrer que f : C — C définie par f(z) = 2* est entiere et que
f'(z) = 2z.
Solution. f(z) = 2* = (2% — 9?) + i(2vy) donc u(x,y) = 2 — y* et v(z,y) = 2zy
sont continument différentiables et de plus

Uy =20 =0

y et uy, = —2y=—v,

qui monte que les conditions de Cauchy Riemann sont satisfaites pour z = x+1iy € C.

D’apres le théoreme précedent f(z) = 2% est entiere. En outre on a
() = up + v, = 21 + 12y = 2z.
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— est analytique dans C — {0}.
e ZIQ—i—yQ nalytiqu n {0}

Exemple 13. Montrer que f(z) =

Solution. Les fonctions u(z,y) = et v(x,y) = sont partout conti-

x
x? + y?

RN
nues sauf pour x = y = 0, c’est a dire, sauf pour z = 0. En outre, on a
B y? — a? B o 2zy
Uz = (22 + y2)? =vy et ouy = (22 + y2)? E

qui montrent que u,, u,, v, et v, sont partout continues sauf pour z = 0 et que les
conditions de Cauchy—Riemann sont vérifiées. Alors, d’apres le théoreme précédent,

la fonction f est analytique en tout point du domaine D qui ne contient pas z = 0.

Conditions suffisantes de différentiabilité

Rappelons que 'analyticité implique la différentiabilité mais la réciproque est fausse.
Le théoreme (2.11) possede un analogue qui donne un critére de différentiabilité.

Soit f(z) = u(z,y) + iv(x,y) définie en zy € D et supposons que :
e les conditions de Cauchy-Riemann u, = v, et u, = —v, sont satisfaites en 2z,
e les dérivées partielles u,, u,, v, et v, continues en z,

alors la fonction complexe f(z +iy) = u(x,y) +iv(z,y) est différentiable en zj et sa

dérivée est donnée par f'(zo + iyo) = uz(To,y0) + 1v:(T0, yo)-

Fonction différentiable sur une courbe mais nulle part analytique

D’apres I'exemple 11 la fonction f(z) = 22 +y +i(y* — ) est nulle part analytique,
cependant les conditions de Cauchy-Riemann étaient satisfaites sur la ligne y = 2z.
Puisque les fonction v = 222 + y,v = v — 2, u, = 4,0, — Lu, = 2y,v, = 1
sont continues pour tout z € C, alors f est dérivable sur la ligne y = 2x. De plus
() = up +iv, =4 —i =2y —i.

La proposition suivante est conséquence directe des conditions de Cauchy-Riemann.

Proposition 2.12. Soit f(z) = u(x, y)+iv(z,y) une fonction analytique (holomorphe)
sur un domaine (ouvert plus connexe) D de C. Alors les propriétés suivantes sont

équivalentes :

(1) f est constante,
(2) u(z,y) est constante,
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(3) v(z,y) est constante,

(4) |f| est constante,
(5) f'=0.

Démonstration. (1) = (2) : il est clair que si f est une fonction constante, alors les
parties réelle et imaginaire sont constantes.

(2) = (3) : siu(x,y) = constante, alors u, = v, = 0 ce qui implique que v, = v, =0,
et par conséquent v(x,y) = constante.

(3) = (4) : la preuve est similaire a celle de (2) = (3).

(4) = (1) : on a |f]* = u> 4+ v? = constante. En dérivant par rapport & z puis & y,

et en utilisant les conditions de Cauchy Riemann, on trouve

Uy — VUy = 0

Vg + uty =0
La résolution de ce systeme donne
2 2
|f|"uy =0 et |f|"u, =0

Comme |f| # 0, il en résulte u, = u, = v, = v, = 0, ce qui prouve que u(z,y) =

v(x,y) = constante. D’ou f est constante. O

Opérateur d-bar

Les équations de Cauchy Riemann peuvent étre écrites comme une seule équation

en introduisant 'opérateur — appelé le md-barm opérateur.

0z
Soit ¢ : U — R une fonction dérivable et U un ouvert dans R?. On défini les

opérateurs différentiels suivant :

dp 1 (8@ ,8@) ot dp 1 (890 .0(,0).

- oz~ 2\ar "oy

9z 2 or 0Oy

__Z_

ox dy
En outre si u, v sont des fonctions dérivables dans U, on défini

2( +z’)-—@+z‘@ et 3( +z‘)-—@+z’@
9 T T G, T, oz T T s '

Avec cette notation, si f = u + v est holomorphe dans un ouvert U C C et en

utilisant les équations de Cauchy Riemann on a
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a_f—ﬁ( +')—@+'@
oz oz VT oz oz
_Lf0u ouy | L(00 o
2\ 0z Z@y "9\ ox Z(?y
_Lfou o) 1(0u o
- 2\0zx Oy 2\ 0y Ox
=0+10 =0,
nous avons aussi,
of o . Ou v
%—&@L‘i‘ﬂ)) & &
IR CTR AL T
2\ 0z Z@y 2\0x Oy
_l @_'_@ —i—il _a_u @
2\ 0z Oy 2 Jdy Ox
1/ 0Ou 1/ 0v
"2 (27:> 1 (2%)
ou Ov ,
AR

On peut donc résumer le résultat ci-dessus par le théoreme suivant.

Théoreme 2.13. Soit U un ouvert de C, St f : U — C est holomorphe alors,

af

— = 1,
gz U ¢©

of _
0z

f'(2).

Remarque. Nous devons penser aux fonctions holomorphes comme fonctions indé-

pendantes de Z.

Exemple 14. Utiliser théoreme 2.13 pour vérifier que la fonction f(z) = 2* est entiere

et que f'(z) = 22.
Réponse. Pour tout z € C on a

of

£—0

Donc f est entiere et f'(2) = 2z.

Exemple 15. La fonction f(z) = Z est nulle part analytique car pour tout z € C,

of

5 = 1#0.
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Exemple 16. La fonction g(z) = |z|> = 2% est non-analytique dans C\ {0} car pour
tout z € C, a_g_] =2#0si z€ C\ {0} . Cependant la fonction g(z) = |z|*> = 2Z est
Z

différentiable seulement quand z = 0.

, 1
Exemple 17. Etudier la dérivabilité de la fonction : f : C* — C, ou f(z) = —+zRe z.
z
En utilisant théoreme (2.13),

1 1 z 0
Ona:f(z):Z+ZRez:;+z(Z;Z) etdonca—gzg%o, pour tout z € C".

Ce qui montre que f n’est pas dérivable sur C*.

Remarque. Si f ne contient pas le terme Z, alors f'(z) ne contient pas Z, on a donc
f'(2) est aussi dérivable. Par récurrence, on a le résultat important suivant qu’on

montrera dans le chapitre 5.

Théoreme 2.14. Si D C C est un domaine et f est dérivable dans D, alors f est

infiniment dérivable dans D. En d’autres termes si f est analytique dans D, alors

sont toutes analytiques dans D pour tout n € N.

Remarque. Il n’y a pas de résultat analogue pour les fonctions réelles.

Conditions de Cauchy-Riemann en coordonnées polaires

Proposition 2.15. Soit f(r,0) = u(r,0) + iv(r,0) une fonction analytique en zy =
roe’®. Alors les équations de Cauchy Riemann en coordonnées polaires s’écrivent
sous la forme :

ru, =vg et TU, = —Up (4)

Démonstration. Posons z = re'

oux =rcosf, y=rsinf, on a donc § = arg z et
|z| = 7.

D’autre part, il est clair que pour f(z) = u(x,y) + iv(z,y) :

ou_ouor oudy 0w oudr  oudy
or  Oxor  Oyor’ 20  0xoh  Oyob’
ou bien

Up = Uy cosO +uysinfd et wy = —u,rsind + u,rcosb. (5)

35



De méme on obtient
v, = vy cosf +uysinf et vy = —v,rsinb + vyrcosé. (6)

Puisque f est analytique en z, alors les conditions de Cauchy-Riemann u, = vy, u, =

—v, sont satisfaites et (6) devient
Uy = —Uycos O 4+ u,sinf et vy = w,rsinb + u,rcos . (7)

I1 maintenant évident des équations (5) et (7) que ru, =vy et 7rv, = —uy. O

Corollaire 2.16. Si f(z) = f(re") = u(r,0) + iv(r,0), la forme polaire de f'(z)
devient .
f'(z) = e (u, +iv,) = ;6_20(1)9 — 1vg) (8)

1
Exemple 18. Considérons la fonction complexe f(z) = — dans C — {0}.
z

Si on laisse z = re” alors on obtient

f(z) = ! —e_w—_l( 0 —isin0)
Z) = — = =T 7 S11
7“610 , COS S

et donc on a

u(r,0) =r"tcosf® wv(r,0) =—r"'sinf

les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites car
ur = —1r 2cos@=r"tvy et v, =r?sinf =—r tuy.
Donc la dérivée existe et vaut

fl(2) = e (u, —iv,) = e (—r2cosf +ir ?sinh) = —r2e 2 = — 72,

2.5 Fonctions harmoniques

On a vu que quand une fonction complexe f(z) = u(x,y) + iv(x,y) est analytique

" ... sont également analytiques

en un point z, alors tous les dérivés de f : f', f”,
en z. Par conséquent, on peut conclure que tous les dérivées partielles des fonctions
réelles u(x,y) et v(z,y) sont continues en z. De la continuité des dérivées partielles
nous savons alors que les dérivées partielles mixtes de second ordre sont égales, c¢’est
a dire ugy = Uy, et vy, = vy,. La combinaison de ce fait et les équations de Cauchy—

Riemann sera utilisée dans cette section pour démontrer I'existence d'un lien entre
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les parties réelles et imaginaires d’une fonction analytique f(z) = u(x,y) + w(z,y)

et ses dérivées partielles du second ordre.

Définition 2.17. Soient U un ensemble de R? et f une application de U dans R. La
of of *f
ox 8y 0xdy

et sont continues pour tout x,y de U. On note par f € C* (U, R).

fonction f est dite de classe C? sur U si les dérivées partielles ——~ existent

Définition 2.18. Soit f € C? (U,R). On dit que f est harmonique dans U si pour
tout (z,y) € U on a :

82 2
g7 + = of = 0.
22 0y?
62 f 0? , ‘
Notation 1. La fonction Af = V*f = —~ 5t 55 e est appelée le Laplacien de f.
0? 0?
On peut le noter aussi par Af = fop + fyy 0U for = o J; et fuyy = 8yJ;

Exemple 19. f : R* — R, ot f(z,y) = e ¥sinx. Il est clair que cette fonction est
dans C? (RQ, R), de plus

0? f
Ox?

o*f
0y?

= foo = —€Ysinzx et = fyy = €’sinx.

Le laplacien Af = fo. + fyy = 0, ce qui montre que cette fonction est harmonique.
Le théoreme suivant donne une condition nécessaire de la dérivabilité d’une fonction.
Théoreme 2.19. Soit f(2) = u(x,y) + w(zx,y) une fonction holomorphe sur D C C.

Alors les fonctions réelles u(z,y) et v(x,y) sont harmoniques.

Démonstration. La fonction f est holomorphe, donc les équations de Cauchy Rie-

mann sont satisfaites

Uy = Vy = Upy = Upy

Uy = —Vp = Uyy = —Vyy

et donc Au = uy, + uyy, = 0. Ce qui prouve que la fonction réelle u(z,y) est
harmonique.
Pour montrer que v(x,y) est harmonique on procede exactement de la méme ma-

niere. O

Exemple 20. La fonction w = f(z) = 2* = (2* — y*) + i(2xy) est entiere et donc les

fonctions u(z,u) = 2* — y* et v(x,y) = 2wy sont nécessairement harmoniques sur
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tout domaine U C C. En effet

Ugy + Uy =2 —2=0 et Vgz + Vyy = 0—0=0.

Conjuguée harmonique

Si f(z) = u(x,u) + w(z,y) est holomorphe dans un domaine D, alors u et v sont
harmoniques dans D. Maintenant, supposons que u(z,y) est une fonction réelle
harmonique dans D. Si on peut trouver une fonction v(x, y) telle que u(x, y)+iv(x,y)
est holomorphe dans D, alors v(z, y) sera apellée la fonction conjuguée harmonique

de u(z,y).
Exemple 21.

(a) Vérifier que la fonction u(x,y) = 2* — 32*y — 5y est harmonique dans C.

(b) Trouver la conjuguée harmonique de w.

Réponse.

(a) On a u, = 37% — 62y, Uy, = 62, u, = —62Yy — 5, Uy, = —62, donc Uy, + 1y, = 0

(b) En utilisant les équations de Cauchy-Riemann on a :
Vy = Uy = 32% — 6xy et v, = —u, = 62y + 5. En intégrant la premiere équation
par rapport & y on obtient, v(x,y) = 32%y — y* + h(z).
Maintenant v, = 6zy + h'(z) = —u, = 6xy + 5 nous donne que h'(x) =5 et

donc h(x) = 5x 4+ C. Donc la fonction harmonique conjuguée est
v(x,y) = 32%y — y* + 5z + C.
et la fonction analytique est donc
f(2) = (2* — 32%y — 5y) +i(32%y — y* + 52 + O).
Exemple 22. Trouver en fonction de z la fonction entiere h(z) dont la partie réelle

est u(z,y) = 2* — 3zy® — 5y et h(0) = 0.

Réponse : Puisque h est entiere, elle satisfait les équations de Cauchy Riemann et
on a :

B (2) = Uy +ivy = u, —iu, = (32% — 3y?) —i(—6xy —5) = 3[(z* —y*) +i(2zy)] +5 =
322 + 5.

Donc h(z) = 2° 4+ 5z + C et puisque h(0) = 0 alors h(z) = z* + 5z qui est en effet

une fonction entiere étant un polynome.
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2.6 Exercices

10.

11.

12.

16.

17.

18.

19.

20.

En utilisant la définition de la limite, montrer que :

. 2z+1 :
Wi =t O, HET

Calculer les limites suivantes :

2 > — 92 2 2z 1
(a) lim P32 gy gy 08(2) () lim
i 24 2—2 cosh(iz) + isinh(iz) R

z - 2 7

Montrer que les fonctions suivantes sont continues sur C :

(@) fi(z) =z (b)fa(z) =Rez  (¢) fs(z) =Imz  (d) fa(z) =€’
Déterminer si les fonctions suivantes sont analytiques.

fi(z) =57 + 22

fa(2) = 3|2|* — 22

f3(z) = ze?

fle) =+

fs(2) = |2| +iRex

T

fe(z) =e*(xsiny —ycosz) +ie * (ysiny + x cosy)

Montrer que les fonctions suivante sont nulle part analytiques.

f(2) = Re(2) 13. f(z) =7
f(z) =y +ix 4. f(z) =a"+y*
f(z)=3z—=5z+7 15. f(z):$21y2+ix23/_y2

Montrer que les fonctions sont analytiques. Donner le domaine d’analyticité.
f(z) =€ cosy + ie”siny

f(2) = (x + sinz coshy) + i(y + cos x sinh y)

F(z) = "7V cos(2ay) + ie” Y sin(2xy)

f(2) = (42* + 5z — 4y* + 9) + i(8zy + by — 1)

z—1 . Y
—1
(=149 (z—-1)2+y?

f(z) =
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

x3+:py2+m ,x2y—|—y3—y
f(z) = 2 ;T 2 2
e +y e +y

Trouver les réels a, b, ¢, et d tels que f soit partout analytique.
f(z) =Bz —y+5)+i(ax + by — 3)
f(2) = (2* + azy + by?) +i(ca® + doy + y?)

Montrer que les fonctions suivantes sont nulle-part analytiques mais sont dé-

rivables sur les courbes indiquées.

f(z) =2* +y* + 2izy; y=0

f(z) = 32%y* — 6iz*y*; xy=0

f(2)=2*+3xy* — 2 +i(y* +32%y —y); xy=0
fe)=2—z+y+i(y’ —by—x); y=x+2

Soit f(z) = u(z,y)+iv(z,y) une fonction holomorphe sur un ouvert D connexe
de C. Supposons que ciu(z,y) +civ(z,y) = ¢z dans D (¢, j = 1,2, 3 étant des

constantes réelles non toutes nulles). Montrer que f est constante dans D.

Soient f et g deux fonctions holomorphes sur 'ouvert et connexe D. On sup-
pose que g # 0 sur D et f(z).g(z) € R sur D. Prouver qu’il existe A € R tel
que f(z) = Ag(z), pour tout z € D.

Soit la fonction f : C — C, définie par f(z) = Z et soit D un ouvert de C
tel que f(D) C D. Soient g une fonction holomorphe sur D et v = fogo f.

Prouver que ¢ est holomorphe sur D.

On pose 0(z) = y+izx. Soient D un ouvert de C avec §(D) C D, f holomorphe
sur D et g : C — C, telle que g(2) = f (6(z)). Montrer que g est holomorphe
sur D.

(a) Montrer que u(z,y) = e (rsiny — ycosx) est harmonique.

(b) Déterminer v(x,y) telle que f(z) = u(z,y)+iv(z,y) soit holomorphe avec
£(0) 0.

(¢) Donner 'expression de f en fonction de z par trois méthodes différentes.
Montrer que si f(2) = f(re?) = u(r,0) +iv(r,0), la forme polaire de f'(z) est
f'(z) = e “(u, +iv,) = e (vg — ivg)
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Soit f(2) = u(x,y) + iv(x,y) une fonction holomorphe sur un domaine D de
C. Supposons que ciu(z,y) + civ(z,y) = ¢z dans D (¢;, j = 1 a 3 étant des

constantes réelles non toutes nulles). Montrer que f est constante dans D.

Est-ce que la fonction v(z, y) = (#* 4+ 1)y* peut former la partie imaginaire de

la fonction holomorphe f(z) = u(z,y) + w(x,y)?

Pour z,y € R, on pose f(z) = 2® + izy®. Existe-t-il un ouvert non vide U de

C tel que f|y soit holomorphe ?

Soit U ={z € C;Re(z) > 0}. Si z=x+1iy € U, avec z,y € R. Monter que

f(2) =In|z| +iarctan Y est holomorphe sur U.
x

Soit U un ouvert connexe de C. Déterminer toutes les applications f holo-

morphes sur U qui vérifient Im f(z) = [Re f(z)]* pour tout z € U.

Montrer que si f est analytique sur un domaine D et f'(z) = 0 pour tout

z € D alors f est constante dans D.

Montrer que si les fonctions holomorphes f(z) et g(z) satisfont la condition
f'(z) = ¢'(2), alors f(z) = g(z) +c.

Montrer que si f est analytique sur un domaine D et |f'(z)| = ¢ pour tout
z € D alors f est constante dans D.
Soit f(z) = u(x,y) + iv(x,y) analytique sur un domaine D. Est ce que les

fonctions g1(2) = u(z, y)—iv(z,y), g2(z) = v(z,y)+iu(z, y) et gs(2) = v(z,y)—
iu(x,y) peuvent étre analytiques sur le domaine D 7 Justifier vos réponses.

Montrer que si la fonction f(z) = u(x,y) + iv(z,y) est holomorphe dans un
domaine D, I'égalité u,v, + u,v, = 0 est vérifiée dans D.
Montrer que si f est analytique alors |f'(2)]* = w2 + v} = u] + v

Monter que les équations de Cauchy Riemann en coordonnées polaires

s’écrivent sous la forme :

Gu_lav (%_—_187)

or ro0  or 1 o0

Monter que la fonction donnée wu(x,y) est harmonique dans un domaine ap-

, avec f(2) = u(x,y) +iv(z,y).

proprié D. Trouver une conjuguée harmonique v(x,y) de u telle que f = u+iv

soit analytique.
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45. u(z,y) ==z 47. u(z,u) = 2° — y* 49. u(x,y) = 2° — 3wy’
46. u(z,y) =1y 48. u(r,u) =2x —2xy 50. wu(z,y) = cosz coshy

51. Trouver la fonction holomorphe f(z) si 'on connait :

(a) Ref =u(x,y) =2¢ecosy, avec f(0)=2

(b) Im f = v(z,y) = 3z + 2zy, avec f(—i) =2
(¢) Im f = v(x,y) = arctan <%>, avec x > 0 et f(1) =0
(d) Re f =wu(z,y) = cosx coshy.
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3 Fonctions élémentaires

Les fonctions complexes sont un prolongement naturel des fonctions réelles sur le
plan des nombres complexes C. Par un tel prolongement, ces fonctions s’enrichissent
de nouvelles propriétés. Par exemple, la fonction exponentielle d’une variable com-
plexe e devient périodique, les fonctions sinz et cosz cessent d’étre bornées, le
logarithme des nombres négatifs (et, en général, de tout nombre complexe non nul)
prend un sens. Dans ce chapitre nous étudierons les propriétés principales des fonc-

tions élémentaires complexes, leurs domaines d’analycité et leurs dérivées.

3.1 Polynomes et fractions rationnelles

Sin €N, et ag,ay,...,a, sont des constantes complexes, la fonction
p(z) =ag+ a1z +---+a2" (a, #0) (1)

est un polynome de degré n. Le domaine de définition de p(z) est C le plan des
nombres complexes tout entier.

Les quotients de polynomes sont appelés fractions rationnelles

p(z)  ap+aiz+ -+ anz”
q(z)  bo+biz+-Fbyzm

r(z) =

r(z) est définie en tout point z € C sauf aux points ot ¢(z) = 0.

Théoreme 3.1.
(a) La fonction p(z) dans (1) est enti¢re et p'(2) = ay + 2a2z + - - - + na,z""*.
(b) La fonction r(z) dans (2) est analytique dans tout domaine qui ne contient pas
Y
de zg tel que q(z9) =0 et ' = M
q
Théoréme 3.2 (Théoreme fondamental d’algebre). Tout polynéme non-constant avec

coefficients complexes admet au moins une racine complexe.

Sipu(2) = a + an12"' + -+ ayz + ag,a, # 0 est un polynome complexe non
constant de dégrée n alors la conclusion du théoreme est qu’il existe z; € C tel que

pn(z1) = 0. On peut donc écrire p,(z) comme :

pn(2) = (2 — 21)pn-1(2).
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Mais puisque p,,_1(z) est aussi un polynéme de degré n — 1, il existe z; € C tel que

Pn-1(22) = 0 et donc on peut écrire :

Pn(2) = (2 = 21)(2 = 22)pn—2(2)-

Cela entraine que

pn(z) = an(z —21)(2 — 22) -+ (2 — 2p)-

Corollaire 3.3. Tout polynome complexe de degré n possede n racines complezres

(comptées avec leur multiplicité), de plus
pn(2) = an(z — 21)" (2 — 29)™ -+ (2 — 2z1)"™*.
avec ny +ng + -+ -+ ng =n et n; est la multiplicité de la racine z;.

Remarque. Les racines de 'unité de 2" = 1 est cas particulier de ce phénomene.

Exemple 1. Donner la factorisation complete de p(z) = 2% + (2 — i)2* — 2iz.

Solution. Puisque z; = 0 est une racine de p, la premiere factorisation est
p(2) = 2(22 + (2 — i)z — 2i).

Les racines de polynome de deuxieme degré sont données par :

o 2o E VRPN
y #3 9 ) b

Donc
p(z) = 2(2 +2)(z —10).

3.2 Fonctions exponentielle et logarithmique complexes

Fonction exponentielle complexe

Siz=ux+1iy € C, on x et y sont des réels, on défini la fonction exponentielle

complexe par la relation

eF = " = % = ¢”(cosy + isiny). (3)

Siy = 0 alors z = x, cette définition coincide avec la définition dans les réels. Donc

la fonction complexe e* un prolongement de la fonction réelle e*.
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Théoreme 3.4. La fonction exponentielle complexe e* est enticre et sa dérivée est

égale a

Démonstration. Notons que Re(e®) = u(z,y) = e®cosy et Im(e®) = v(z,y) =
e” siny. En utilisant les équations de Cauchy-Riemann on a pour tout z = x+iy € C
x b
Uy, =€ cosy=v, et u,=—e"siny = uv,.

Donc €® est entiere et on a

—e® = u, +iv, = e”(cosy + isiny) = €.

dz
m
Exemple 2. Trouver les dérivées de chacune des fonctions :
(a) iZ4(Z2 B ez) (b) ez27(1+i)z+3
Solution.
(a) 6iz° —iz'e” — diz’e”.
(b) 6227(1+i)z+3 . (22 —1- 7,)
Proposition 3.5.
(a) € =1 si et seulement si z = 2kin, k € Z.
(b) €t = e** si et seulement si zy = z9 + 2kim, k € 7Z.
Exemple 3. Trouver les solutions de e* = im.
Solution. ¢* = e¢* cosy + ie” siny = im donc e” cosy = 0 et e*siny = 7.
Puisque € > 0 alors cosy =0 =y = ig + 2km.
Puisque e” sin(—g +2k7m) = —e® < 0 seules les valeurs y = g+2k7r sont admissibles.

Alors, e* sin(g +2kr)=n1n=e"=n1=x=Inm.

Les solutions sont donc z = Inm + z'(Z + 2km).

2
Exemple 4. Simplifier : (a) e*™'" (b) /2,
Solution.
(a) e*'™ = e*(cos T +isinT) = —e* < 0.

(b) €™/2 = cos 9 /2 + isin 9 /2 = i.
On remarque donc que w = e* peut avoir n’importe quelle valeur complexe sauf

w = 0.

Propriétés. L’exponentielle complexe e* possede les propriétés suivantes :
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(1) =1 (6) |e*] = eR* =e” >0

(2) elzl+Z2 =7 . e? (7) e #0

(3) P e’ (8) et = ¢*

(4) z;: — ef1mR2 (9) (e*)" = €7, pour tout z € C
(5) (e*)"=e"neZ (10) a* = e*™*, pour tout a > 0.

Attention! La fonction exponentielle complexe e*
e est périodique de période 271,
e n’est pas injective comme dans les réels,

e ne s’annule pour aucune valeur complexe.

Exemple 5. Tracer la courbe f : [0,27) — C définie par t — f(t) = '

Solution. Puisque e = cost + isint, les points (cost,sint) ne sont que les point du

cercle unité.

i = eiw/?
L3 ) z=¢"
_1=¢" t 1= 6127'
____________________________________________________ Zz = ei/f
i)
= efiﬂ/Z

FIGURE 3.1 — Courbe de f(t) = "t € [0,27)
Exemple 6. Soient «, 5 des constantes réelles, w = f(z) =e¢*, A={2€ C:z =
a+iyt et B={ze€C:z=ua+ip,5 € R}. Trouver les image f(A) et f(B).

Solution.

flA ) ={weC:w=¢=e"a € R} ={w e C: |w| =e"} est le cercle de centre
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I'origine et de rayon e®.

fBy={weC:w=e¢=e?pecR} ={wecC:Argw =30 ¢€ R} est la

demi-droite d’origine et d’angle .

u

FIGURE 3.2 — Images des lignes verticales et horizontales via e*.

Si a, 5 € R sont des constantes, alors on a :
e 'image de {z € C: —co <z <oo,—m <y <7} parw = e est {w € C:
|w| > 0}.
e L'imagede {zr€C:z=0a,—7 <y <7} parw=eest {w e C:|w| =e*}.

e L'imagede {z € C: —0co < 2 < 00,y = f} par w = € est {w € C: Argw =

B}

La fonction logarithme complexe et ses branches
e On défini le logarithme d’une variable complexe non nulle z = re par :
log z :=Inr + 6. (4)
Autrement dit, on a :
logz :=In|z| +iarg z, (z#0). (5)
Dans la formule (5), le symbole arg z représente une détermination arbitraire de
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I’'argument de z. Puisque pour chaque nombre complexe z # 0, argz = Argz +
2km, k € Z, alors z possede un ensemble infini de logarithmes. Le logarithme est donc
une fonction a une infinité dénombrable de déterminations, c¢’est-a-dire que log z est
une fonction multivaluée. Sa partie réelle est unique, mais sa partie imaginaire a un

terme additif multiple de 27 pres.

Proposition 3.6. Le logarithme d’une variable complexe z possede les propriétés sui-
vantes :

(a) log(z122) = log(z1) + log(22)

(b) log(z1/22) = log(21) — log(22)

C) elogz —

(d) log(e®) = € + i2km, k € Z

Démonstration. (a) Par définition

log(z1) +log(z2) = Inz1| 4 iarg(z1) + In [2| + i arg(22)
=1In |z | + In|z| + i(arg(z1) + arg(22))
=1In |21 20| + 1 arg(z122)

= log(2122)

Les démonstrations des partie (b)-(d) sont similaires. O

Exemple 7. Ecrire les nombres suivants sous la forme a + ib :
(a) logd  (b) log(—1) (c) log(1+ 1)

Solution.

(a) logd =1n4 +iarg(4) = In4 + i2km7.

(b) log(—1) =In1 +targ(—1) = i(2k + 1)x

(c) log(1 4 i) =In|1 +i| + iarg(1 +i) = In V2 + i(7w /4 + 2k7).

e La détermination principale de log z est définie par

Logz:=1In|z| +i1Argz, 2z#0, —m<Argz<m, (6)

ou Arg z est évidement la détermination principale de arg z. La fonction Log z est
univaluée sur la région fondamentale Rgnq = {2z € C: |z] > 0,—7 < Argz < 7},

mais elle est discontinue sur I'axe réel négatif {z € C : Rez < 0,Imz = 0}. La
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fonction Log z de (6) n’est pas une branche de log z de (5), mais la fonction Log z,

restreinte au domaine
{z€eC:|z] >0,—7m < Argz <7} (7)

(c.a.d Argz # m) est une branche de la fonction log z dans (5). Cette branche est

appelée branche principale.

FI1GURE 3.3 — Log z est discontinue sur ’axe réel négatif et z = 0.

Exemple 8. Calculer la détermination principale du logarithme complexe Log z

pour :

(a) z=1 (b) z=141 (c) z=—2
Solution.

(a) Log(i) = In |i| + i Arg(i) = i,

(b) Log(1 +i) = In |1 +i| + iArz(l +i)=Inv2+ zg,

(c) Log(—2) =In2+iArg(—2) = In2 + ix.

Attention. Si z; = zp = —1 alors,
e Log(z1) = Log(ze) = Log(—1) =In| — 1| + ¢ Arg(—1) = i,
e Log(z122) = Log(1) =In|1| +iArg(1) =0, et
o Log(z1) + Log(z2) = 2im.

Donc en général

Log(z122) # Log(21) + Log(z2).

Proposition 3.7. Si la fonction exponentielle complexe f(z) = €* est définie sur la

région Rina ={z=2+iy € C: —oo < x < oo,—7m <y < 7}, alors f est injective
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et son inverse est la représentation principale de la fonction logarithme complexe
f(2) = Log 2.

Démonstration. On sait & partir de la proposition (3.6) que e'°8?

Log z

= z et puisque

Log z est une des branche de log z, alors on a e = 2. De plus on a,

Loge® = In|e*| 4+ i Arg(e”)
= In|e""¥| 4 i Arg(e"t%)
=lIne” + iy
=x 411y =z

Donc Log z est I'inverse de e* définie sur la région fondamentale. O

Théoréme 3.8. La branche principale de la fonction logarithme log z définie par
f(z) =Logz sur larégion{ze€ C:|z| >0,m < Argz < w} est analytique et sa

dérivée est donnée par :

d 1
—L = —.
dz 08~ z

Démonstration. Si z = re® est dans la région définie par (7), alors —7 < < 7 et

Log z = Log(re™) = u + iv = Inr + i, on trouve que

o 1w
or r 00
ov ou

E —O % —O.

Donc u et v satisfont les équations de Cauchy-Riemann en coordonnées polaires

ou B 10v . ov 10u

_— = - e —_— = .
or  rof or r 00
Ce qui montre que Log z est analytique dans ce domaine et sa dérivée est

o Ou ov 1
/ __—0 .
fl(z)=e (_87’ + 2_67’)

]

Remarque. La région {z € C : |z] > 0,7 < Argz < 7} est souvent appelée le
domaine d’analyticité de Logz. Elle est équivalente & C\ {z =z +iy € C : 2 <

0,y =0}.

20



Chaque point du demi-axe réel négatif, aussi bien que l'origine, est un point singulier
de la branche principale de la fonction logarithme. Le demi-axe réel négatif est
la coupure de la branche principale, une coupure étant par définition une ligne,
constituée de points singuliers, introduite de maniere a définir une branche dune
fonction multivaluée. Un point singulier commun a toutes les coupures pour une
fonction multivaluée est appelé un point de branchement. L’origine est un point de

branchement pour la fonction logarithme.

F1GURE 3.4 — Coupure et point de branchement pour Log z.

Exemple 9. Trouver le domaine d’analyticité et la dérivée des fonctions :

(a) f(z) = zLog 2 (b) g(z) = Log(z + 1)
Solution.

(a) La fonction z est entiere et Log z est analytique sur {z € C : |z| > 0,—7 <
Arg z < 7w} donc le domaine d’analyticité est le méme que celui de Log z et
f'(z) =1+ Log 2.

(b) Le domaine d’analyticité est donné par C\{z=z+iy € C: 2 < -1,y = 0}
et la dérivée est ¢'(z) = ——.

v g(2) z+1

e On aurait pu définir une fonction :
logz=1In|z|+i0, 2z#0, a<l<a+2m. (8)

Cette fonction est une branche de la fonction logarithme dans (5), et sa coupure est

la demi-droite 6 = a.

Images de région par Log z

Siz=re? et w= f(2) =u+iv=Logz, alors on a :
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e L’image de {z € C: |z| > 0} par w = Logz est {w € C: —00 < u < 00, —7 <
v<m}.
e L'imagede {z € C: |z| =r}parw=Logzest {we C:u=lnr,,—7m<v <
T}
e L’image de {z € C:argz =0} par w = Log z est {w € C: —00 < u < 00,v =
0}.
Exemple 10. Trouver I'image de la couronne e < |z| < €” par la fonction w = Log 2.
Solution. Puisque w = In |z| 4+ ¢ Arg z alors u = In |z| et v = Arg z.
De plus, puisque e < [z| < e€’, alorslne=1<u=1In|z| <Ine* =5et -1 < v =

Argz <.

w = Logz

db % u
w | |

FI1GURE 3.5 — Images de la couronne par Log z.

3.3 La fonction puissance générale

e La fonction puissance générale w = 2%, ot a € C est définie par :
S0 . ealogz’ (9)

ou logz est la fonction logarithme multivaluée, et donc la fonction dans (9) est
multivaluée aussi.

e Si on choisi une branche quelconque de log z, alors la fonction 2% = e4!°82

sera
univaluée et analytique dans le méme domaine de la branche choisie.

e Si on choisi la branche principale de log z, alors on a

et sa dérivée est



Exemple 11. Trouver toutes les valeurs de :

() (=3 ) (=3 (@37 (@

Solution.

(a) Puisque log(—3) = Log 3 + i(m + 2k7), on aura
(_3)1 — 6ilog(73) — eiL0g3€77rf2k7r’ LeZ.

Donc (—3)" posséde une infinité dénombrable de valeurs.
(b) (=3)Y% = (3:%)/2 = +i+/3, donc possede deux valeurs.

(c) (=3)"2=1/(-3)* = 1/9 possede une seule valeur.

(d) Z’2i _ e2ilogi _ e2i(i(7r/2+2k7r)) — 6—(4k+1)7r7 ke,

On a les cas suivants pour la fonction 2° :
e 2% possede une seule valeur, si a =n € Z.
e 2% possede m valeur, si a = n/m;n,m € Z.

e 2% possede une infinité dénombrable de valeurs dans les autres cas.

e La détermination principale de z® est définie par la fonction :

S0 — 6aLogz

Y

et le point de branchement de la fonction puissance générale est z = 0.

(10)

3.4 Fonctions trigonométriques et hyperboliques com-

plexes

e Tout comme nous avons étendu la fonction exponentielle réelle, nous étendons

maintenant les fonctions trigonométriques réelles aux fonctions trigonométriques

complexes.
it

En utilisant la formule d’Euler e" = cost + isint, on défini le sinus et cosinus

d’une variable complexe z par les formules :

e 4 7% sin z e — 1
(1) cosz 2 (3) tanz oS 2 Ve 11
, . 2%
e —e ¥ Cos 2 et 41
(2) sinz 5 (4) cotz sinz ez 1
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Il est clair que ces définitions sont des extensions des fonctions trigonométriques

réelles, car si nous posons z = x, nous obtenons cos z = cos x et sin z = sin x.

, —e ™ (cosw+isinz) — (cosz —isinz) .
sinz = — = , = sin .
2 2

e’lCC

e On défini les fonctions hyperboliques comme dans le cas des variables réelles.

e —e? sinhz e%** —1

5) sinhz = ——— 7) tanh z = —
(5) sinh z 2 (7) tanh coshz €22 41
e+ e 7 coshz e**+1

R — 8 th z = =
(6) coshz 5 (8) cothz sinhz e —1

e Les identités trigonométriques fondamentales suivantes restent valides.

Pour tout z, 21,29 € Con a

(9) sin(—z) = —sin(z) (14) cos(—z) = cos(z)
(10) sin(z + 27) = sin(z) (15) cos(z + 2m) = cos(z)
(11) tan(z 4+ m) = tan(z) (16) cot(z+ m) = cot(z)
(12) sin(z + m/2) = cos(z) (17) cos(z + m/2) = —sin(z)
(13) cos?(z) + sin®(z) =1 (18) cos®(z) — sin?(z) = cos(22)
(19) sin(z; + 22) = sin(21) cos(22) + cos(z1) sin(zz)
(20) cos(z1 + 29) = cos(z1) cos(zz) — sin(z;) sin(zs)

Théoreme 3.9. Les fonctions sin z et cos z sont entiéres et leurs dérivées sont :

d d
(21) - sin z = cos z (22) 7, 6082 =~ sin z

e Les parties réelles et imaginaires de sin z et cos z sont données par les formules :

(23) sinz =sinxcoshy +icosxsinhy  (24) cosz = coszcoshy — isinxsinhy

e Beaucoup de propriétés importantes de sin z et de cos z se déduisent a partir de
ces formules. Par exemple on a :

(25) sin(iy) = isinhy (27) |sin z|* = sin®z + sinh® y

(26) cos(iy) = coshy (28) | cos z|* = cos? x + sinh’ y

e Les zéros de sin 2 et cos z sont tous réels.
(29) Les zéros de sinz sont z = nm,n =0,£1,4+2,....

(30) Les zéros de cos z sont z = (n+ 3)m,n=0,+1,+2,.. ..
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Attention.

e Les fonctions sin z et cos z ne sont pas bornées.

Py 4 o=y Y 4 oY
(31) cos(iy) = ‘ +2€ = ;e ;| cos(iy)] = o0 quand y — +oo.
Y oY oY oY

(32) sin(iy) = % =~ ;| sin(iy)] = o0 quand y — £oo

o Les relations entres les fonctions trigonométriques et hyperboliques sont étroites

comme on le constate dans les formules suivantes :

(33) sinh(iz) =isinz (36) cos(iz) = cosh z
(34) sin(iz) = isinhz (37) |sinh z|? = sinh®z + sin®y
(35) cosh(iz) = cosz (38) | cosh z|? = sinh®z + cos®y

e Les parties réelles et imaginaires de sinh z et cosh z sont données par les formules :

(39) sinhz = sinhzcosy +icoshxsiny  (40) cosh z = coshx cosy — isinh zsiny

e Les zéros de sinh z et cosh z sont tous imaginaires.
(41) Les zéros de sinh z sont z = nmi,n = 0,+1,+2, .. ..
(42) Les zéros de cosh z sont z = (n + §)mi,n = 0,41,4+2,.. ..

Théoreme 3.10. Les fonctions sinh z et cosh z sont entieres et leurs dérivées sont :

d d
(43) - sinh z = cosh z (44) - cosh z = sinh z

Fonctions trigonométriques et hyperboliques inverses

e On défini les fonctions trigonométriques inverses et hyperboliques inverses par :

5) sin~!z := —ilog[iz + (1 — 2%)Y/?

(4

(46) cos™tz:= —ilog[z + (2% — 1)V
(47) tan~ —élogz—i_zz%:tz
(48) sin = log[z + (22 4 1)/
(49) co = log[z + (22 — 1)/
(50) tan ::§logii_z,z7é:|:1

On obtient une branche de la fonction multivaluée sin™! z en choisissant une branche

de la racine au carrée puis une branche appropriée de la fonction logarithme.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

d
5©=0
d 1

l n—
—Z7 =nz
dz
d . 3
L=
dz
—a" =a'lna
dz
d .
—sinz = ¢cosz
dz
—C0sz = —sing
dz
dt 2
—tanz = sec 7
dz
d t ’
— otz = —csc“ 2
dz
—secz =secztanz
dz
d
—CS8CZ = —cCsczcotz
dz
dl a’l 1
— 10 7=—Inz=-—
dz Ee dz Z
d log, e
d—zlogaz_ ;
d . 1
—sin~ z=
dz 1 — 72
—Ccos 'z =
dz m
dt - 1
—tan 7z =
dz 1+ 22

26

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

—cot z=

dz 1422

d _ 1
—seC I=———
dz Wz —1
d csc™! —!
J— 1=
dz w2 —1
—sinh z = cosh

P inh z z
—cosh z = sinh

& Z Z

— tanh z = sech?

& Z z

— cothz = —csch’z
dz ¢ ¢

—sech z = —sech ztanh z
dz

d—csch z = —csch zcothz
Z
]
—sinh 'z =
z 1+ 22
1
—cosh™! 7=
dz 72 —1
d 1
—tanh™ 'z =
dz ‘7 — 72
d 1
- th_l _
dzco z e
—sec I=——
Z /1 =7
—1
—csch™lz =
dz W+ 1



3.5 Exercices

10.

11.

Trouver Rew et Imw ot w = f(x + iy).

@w=1E)=2" ) w=fe)=1 () w=f)=
3 z 1—z
Trouver les domaines de définitions des fonctions suivantes :
(a) f(2) = _ _ !
1 ) f0)= o= (@ )=
22— 2+ 14

Représenter en fonctions de z et Z.
(a) w= 2" —y* + 2ivy
(b) w=2(2® - 3y") —iy(32*> — )

© w 2(2® + y?) — (x + iy)
d(x?2+y?) —dr+1

Trouver I'image de |z| = 1 via la fonction w = f(z) = z + pt
Un polynéme p(z) de degré 4 possede les zéros —1 avec multiplicité 2, —3i et
3i.
Trouver p(z) si p(1) = 80.
Montrer que le polynome f(z) = (cosa + zsina)” — cos (na) — zsin (na) est
divisible par 22 + 1, (z € C) .
Montrer que si le polynome p(z) = a,2z"a, 12" + -+ + ag peut ce factoriser
sous la forme p(2) = an(z — 21)" (2 — 25)% -+ - (2 — 2,)%, alors
(a) n=dy +do + -+ d,,
(b) an—1 = —an(diz1 + dezo + -+ -+ d,2,),
(¢) ag = an(—1)"2" 252 ... 20,
Factoriser les polynomes suivants completement.
(a) 2° + (24 2i)z" + 2i2°,
(b) 2* — 16,
(¢) 1+z+22+ 22+ 20 +2°+ 25
Montrer que si p,(z) est un polynéme de degré n, alors pour tout z avec |z| >

M, il existent des constantes positives ¢; et o tel que ¢ |z|" < |pn(2)] < c2|2|™.

Montrer que :
(a) €® =1 si et seulement si z = 2kim, k € Z.

(b) € = e* si et seulement si z; = 2z + 2kim, k € Z.

Ecrire sous la forme a + b.
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2+in/4 (d) cos(1 — 1)
14437

9]

(a)

) s
(c) sin(2i) (f) cosh(im/2)

(e) sinh(1 + im)

12. Trouver toutes les solutions des équations suivantes :

(a) e =2 (f) ee=1+2i
ibi ) :’ (g) e =4

(d) ¢ = —5i () e =1

(e) € =—-1—1i (i) cosz =isinz

13. Exprimer |exp(2z +1i)| et | exp(iz?)| en fonctions de x et y, puis, montrer que
|exp(2z 4 1) + exp(i2?)| < €2 + 272,

14. Monter que |exp(2?)| < exp(|z]?).

15. Montrer que :
(a) [e* — 1| < elfl—1 < |z]el
(b) [Tm z| < |sin z| < el ™!

16. Trouver Ree® et Ime® : ainsi que Re 2% et Im 2°.
17. Montrer que sin(z) = sin(z).

18. Soit z = x + iy, montrer les propriétés suivantes :

(a) sin(—z) = —sin(z) (f) cos(iy) = coshy

(b) cos(—z) = cos(z) (g) |sinz|* = sin® x + sinh?y

(c) €* =cosz+isinz (h) |cos z|* = cos® z + sinh® y

(d) cos?(z) +sin®(z) =1 (i) sinz = sinx coshy+ 1 cosxsinhy
(e) sin(iy) = isinhy (j) cosz = cosz coshy—isinxsinhy

19. Montrer que sin(z; + 22) = sin(z1) cos(za) + cos(z1) sin(za).
20. Montrer que les zéros de :

(a) sinz sont z=nmn=0,+1,42, ...

(b) cosz sont z = (n+ 3)m,n=0+1,+2,....

21. Montrer les propriétés suivantes :

(a) sinh(iz) =isinz (d) cos(iz) = cosh z
(b) sin(iz) = isinh z (e) cosh® z —sinh? z = 1
(c) cosh(iz) = cosz (f) |sinh z|* = sinh? z 4 sin® y

o8



22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.
29.

(2) |cosh z|?> = sinh? z + cos® y

Monter que les zéros de :

(h) sinh(2z) = 2sinh(z) cosh(z)

(a) sinhz sont z = nmwi,n = 0,+1,4+2,....

(b) coshz sont z = (n+ 1)mi,n =0,4+1,+2,. ...

Trouver les périodes des fonctions périodiques suivantes :

(a) f(z)=e"
(b) f(z) =tanz

(¢) f(z) =sinhz
(d) f(z) =tanhz

Soitw=f(z)=e*et A={z€C:-1<z<1let0<y<mi}.
Représenter A sur le z-plan et B = f(A) sur le w-plan.

Ecrire sous la forme a + b :
(a) logi
(b) log(—1—1)
Vérifier les propriétés suivantes :

(a) log(z122) = log(z1) + log(22)

(c) Log(—2i)
(d) Log(1 - V3)

(b) log(z1/22) = log(z1) — log(z2)
Montrer que si z; =i et 29 =i — 1, alors Log(z122) # Log(z1) + Log(z2).

Monter que Loge® = z si et seulement si —7 < Im 2z < 7.

Trouver toutes les valeurs de nombres suivants :

(a) & (c) 37 (e) (1+3)°
(b) (=8)** (d) (144 (f) (1+iv/3)3

Trouver les valeurs principales de chacun des nombres suivants :
() 4" (b) (1)* (c) (L+4)*

31.
32.

33.

Est ce que 1 =1 pour tout a?

Trouver toutes les solutions de : (a) sinz = 2

Trouver un domaine d’analyticité et la dérivée de chacune des fonctions sui-

vantes :
(a) f(z) =32 — e +iLogz
(b) f(2) =(2z+1)Logz
_ Log(z —1)
(c) fz) = T2l
(d) f(z) =Log(z* +1)
(e) fz) =27

29

(B f(z) = ="

(8) f(2) = sin(z)
(h) f(z) = cos(ie?)
(i) f(z) = 2 tan(1/2)

(b) sin z = cos z.



4 Intégration complexe

Les méthodes d’intégration des fonctions complexes et leurs théories sont abordées
dans ce chapitre. Ce chapitre contient certains des résultats les plus importants de
I’analyse complexe. On cite parmi ces résultats le théoreme de Cauchy-Goursat et
la formule intégrale de Cauchy. Un résultat fascinant déduit de la formule intégrale
de Cauchy est que si une fonction complexe est dérivable une fois en un point,
alors les dérivés de n’importe quel ordre existent et ces dérivées sont elles mémes
analytiques. Autres théoremes importants de ce chapitre sont, le théoreme de la
valeur moyenne de Gauss, le théoreme de Liouville, et le théoreme de module maxi-
mum. De nombreuses propriétés des intégrales de fonctions d’'une variable complexe
sont tres semblables a celles des intégrales de fonctions d’une variable réelle; par
exemple, lorsque l'intégrale remplit certaines conditions, l'intégrale peut étre calcu-
lée en trouvant la fonction primitive de la fonction a intégrer et 1’évaluation de la
fonction primitive au niveau des deux points d’extrémité. Toutefois, il existe d’autres

propriétés qui sont uniques a I'intégration dans le plan complexe.

4.1 Intégration curviligne

Chemin
Définition 4.1. Soit v : I = [a,b] — C une application définie par y(t) = x(t) +iy(t).
e L’image (I) est appelée chemin et vy est un paramétrage du chemin.
e y(a) et y(b) sont l'origine et extrémité du chemin respectivement.
e Siy(a) =(b), on dit que v est un chemin fermé ou bien est un lacet.
e Un lacet v est dit simple si v(t1) # v(t2) quand t; # t5 et y(a) = v(b).

e 7 est dit chemin différentiable si x(¢) et y(¢) sont continiment différentiables

sur [a, b].

e On dit que v est un chemin différentiable par morceaux, s’il existe une sub-
division de [a,b] (ag = a < t; < t9... < t,, = b) tel que v est un chemin

différentiable sur chaque intervalle [¢;,t;,1].
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v(b)
v (t)dt
Sy ™~ iy (£)dt
g _ R 7(a) \
a b 2! (t)dt

FIGURE 4.1 — Chemin

Exemple 1. Soient zy, z; € C on définit,

On a 7(0) = 29, 7(1) = z; et 'image de ~ est le segment joignant z et z;.

Z1

FIGURE 4.2 — Chemin paramétré par v(t) = (1 —t)zg + 12, 0 <t < 1.

Exemple 2.

v:10,27] - C
t s y(t) = e = cost +isint

le chemin ~y est le cercle de centre 0 et de rayon 1, qu’on note C'(0, 1). Le cercle de

centre a et de rayon r est paramétré par y(t) = a + re’.
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—j =|e-in/?

FIGURE 4.3 — Cercle unité paramétré par v(t) = e, 0 <t < 2.

Exemple 3. L’ellipse est paramétrée par le chemin :

v:[0,27] - C

t — y(t) = z1 cost + izgsint ou 2y, 29 € C.

Attention. Le paramétrage d’'un chemin n’est pas unique. Vérifier que les équations

suivantes sont toutes des paramétrages du cercle unité |z| = 1 orienté positivement.
1. y(t)=¢€"0<t<2m
2. Y(t)=e"0<t< 1.
3. y(t) =€ 0<t <4

La définition suivante nous donne la formule pour calculer la longueur d’un chemin.

Définition 4.2. Soit v : [a,b] — C un chemin différentiable, défini par v(t) =
x(t) + iy(t), alors la longueur L(7y) du chemin = est égale a

dz

dt
dt

b b b
Liy) = / (1) dt = / V@R + O di = /

pour n’importe quel paramétrage v(t),a <t < b.

Exemple 4. Soient 7,(t) = €",0 < t < 27 et 1(t) = *™,0 < t < 1 deux paramé-
trages du cercle unité. Trouver les longueurs de ~; et .

Solution.

2T 2T 21
L(%)z/0 M(t)]dt:/ \ieit\dt:/o dt = 2.

0
1 1 1
L(m) = /0 ()| dt = /0 li2me? ™| it /0 omdt — 2.
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Définition 4.3. Soit v : [a,b] — C un chemin, on définit —v : [a,b] — C
—y({t) =v(a+b—1t),a<t<b

comme le chemin opposé de 7 d’origine v(b) et d’extrémité y(a).

Définition 4.4. Soient 74, ..., 7, des chemins différentiables tels que, 'extrémité de

i est 'origine de yxy1 pour k = 2,...,n — 1, alors
Y=mt
est un chemin différentiable par morceaux et la longueur de v est définie par
L(y) = L(m) + -+ + L(m).

Exemple 5. Soit 0 < € < R, on définit

Wi R SC )=t
1[0, 5 C  a(t) = Rt

Y31 [-R,—e] = C V3(t) =t
Y41 [-m,0] = C Yu(t) = ee™

Alors v = v1 + 72 + ¥3 + 74 est le chemin fermé dans la figure .

_ N

_R —E £ R

FIGURE 4.4 — Chemin v = v, + v2 + 73 + V4.

Intégration le long d’un chemin

On s’intéresse maintenant aux intégrales des fonctions f a valeurs complexes de la
variable complexe z. Une telle intégrale est définie a 1'aide des valeurs f(z) le long
d’un contour donné v allant d’un point 2z; a un point 2z, dans le plan complexe.
C’est donc une intégrale curviligne, dont la valeur dépend en général aussi bien du

contour v que de la fonction f.
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Définition 4.5. Soit f :— C une fonction complexe définie dans un domaine D. Soit

v : [a,b] — D un chemin différentiable par morceaux dans D. On définit I'intégrale

de f le long du chemin v comme

b
/ﬂ@wz/#meVMt

(1)

Exemple 6. Soient v(t) = ¢",0 < t < 27 et n # —1. Calculer les intégrales sui-

vantes :

(a) /zdz (b) /y%dz (c)/y 2"dz

7y
Solution.

27 or or pi2t
(a) /zdz :/ (&) (t)dt :/ eie dt :/ et dt = {—]
ot 0 0 0 2 0

1 2w 1 2w - it 21
(b) /—dz :/ 7 :/ “_at :/ idt = 2mi # 0.
2 o () o € 0

27 27 27
(c) /z”dz = / Y ()Y (t)dt = / eietdt = / iet Tt = [
y 0 0 0

0.

27

=0.

ei(n-l—l)t

n+1

2w
:|0

Une généralisation des résultats précédents est le théoreme suivant, qui nous donne

une intégrale tres utile.

Théoreme 4.6. Soit y(t) = zy +re,0 < t < 2, alors

2mi sin = —1
j{ (z — 20)"dz = :
0 sin# —1

|z—z0|=r
Si f(z) = u(z,y) + iv(z,y) et dz = dx + idy, on obtient

/7 F(2)dz = /7 (u + iv)(dz + idy)
:/Vudx—vdy—ki/vudy—i—vdx
= [ a0, Ot~ a0, 0 )
i [ a0,y O+ o0,y 00

(2:4)

Exemple 7. Calculer [ = / (2y+2®)dr+ (3 —y)dy le long de y(t) = 2t+i(t*+3).

(0,3)
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Les points (0,3) et (2,4) correspondent respectivement a ¢t =0 et t = 1.

Par conséquent on obtient

I= /1 (2(£2 + 3) + (2)*) 2dt + /1(3(275) — (t* + 3))2tdt
= /1(24152 +12 — 2t% — 6t) dt = ?

Exemple 8. Soient f(z) = 2?, g(2) = Z, 71(t) = t+it, et yo(t) = t+it*, on 0 < ¢ < 1.
Notons que les chemins sont différents, mais ont la méme origine z = 0 et la méme

extrémité z = 1 4 4. Calculer les intégrales suivantes :

@ [ r=)a (b) /Wf(z)dz (©) / ()i (a) /Wg<z>dz

’7:1
Solution.

(a) [1f<z>dz:/01t2(1+¢>2(1+i)dt= 21 44).
(b) /wf(z)dz:/Ol(t+it2)2(1+2z't)dt:%(—1+z’).
(©) ng(z)dz:/Ol(t—it)(lJrz’)dt:1.

(d) LQg(z)dz:/Ol(t—itQ)(1+2it)dt:1—|—i/3.

Attention. Observons que / f= f mais / g# | g
72 ga!

71 Y2
Nous verrons plus tard que la raison est que f est analytique mais g ne ’est pas.

Si f est analytique dans un domaine contenant v qui joint deux points zg et zq,

alors [ fdz est indépendante du choix de . Si f n’est pas analytique alors [ fdz

v gl
dépend du choix du chemin v qui joint deux points zg et z;.

Le théoreme suivant nous donne quelques propriétés importantes des intégrales sur
un chemin. En particulier la propriété (5) nous donne une majoration de I'intégrale.
Théoreme 4.7. Supposons que :

o (t),a <t <b est un chemin différentiable inclus dans un domaine D,

e f et g sont des fonctions complexes continues dans D,

e 71 et v, sont des chemins joints bout a bout,

alors,

(1) [kf(z) dz = /{;/Wf(z) dz, pour tout k € C.
2) / () + g(2) d= = / F()dz + / 9(2) d=.
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@ [ FELES / f(2) dz

(4) 71+72f(z)alz:/71 f(z)dz+/72f(z)dz

z)dz

< max|f(2)] - L(3).

Démonstration. On donne la démonstration de la propriété (5), les autres sont lais-

sées comme exercices. D’apres la proposition précédente, on a

= | F) )

[yf(z) dz| = dt’

/\f DIF (8 de

< / max | (2)]17'(1) d

donc

b
< n;eax |f(2)|/ 1Y/ (t)] dt

< rggflf( z)[ - L(v).

z 4

I S87Te
z+1 3

Exemple 9. Montrer que j{

z|=4

Solution. La longueur du chemin v(¢) = 4e™ 0 < t < 27 est la circonférence du cercle
de rayon 4 qui est 87. De plus [z + 1] > 2] =1 =4 —1 =3 et |¢*]| = |7 < ¢,

donc

e* le?]| et
z4+1] 7 |z| -1~ 3
et
e? e* gmet
dz| < L(v) <
%z—kl | =R z+1‘ ==




Indice d’un point par rapport a un lacet

Définition 4.8. Soit v un lacet dans un domaine D qui ne passe pas par zg. On défini

I'indice du point zy par rapport a v et on note (7, zo) par :

1 dz

I(V?’ZO):% Z—Z().

~

(2)

Remarque. En utilisant la définition de I'intégration le long d’un chemin et en dé-

formant le lacet en un cercle y(t) = 2y + re™,0 < t < 27, on obtient

27 27
1 / t 1 - nat
1(7,20)2—./—7() dt:—,/me. dt = n.
2mi ) () — 2o 2mi enit
0 0

L’indice est une quantité qui mesure le « nombre de tours algébrique » réalisé par

le lacet autour du point 2z et donc (7, zp) est un nombre entier.

Exemple 10. Pour 0 < t < 27, soient v, (t) = €, 75(t) = e 3" et v3(t) = 3 + €.
Calculer I(y,0),k=1,2,3.

Solution. Notons ~v;,7 = 1,2, 3, ne passe pas sur z = 0 car |y;(¢)| > 1.

2w
1 2 24t
(1) I(71,0) = 9 / %dt = 2. En effet v, fait 2 révolutions autour de z = 0.
™ e
0
2w .
1 —3ie 3% ) , )
(2) I(72,0) = 5 ——;;—dt = —3. Dans ce cas 7, fait 3 révolutions au sens
m e~

0
négatif autour de z = 0 .
2

1 ;UL
(3) I(r3,0) = 5 / 3:5 —dt =0, car z = 0 n’est pas a l'intérieur de ;.
™ e’

0

Proposition 4.9. Pour r > 0, 0 < t < 27 et k € Z, soit v un lacet défini par
v(t) = reft | alors
k  sizg est a lintérieur de v,
[("}/,Zo) = . s NE LY
0 sizp n'est pas a l'intérieur de .

Exemple 11. Soit v : [0,27] — C , ot y(t) = a+7e", r > 0 et a € C. On a les trois
cas suivants :

e si |a — zg| =r = ~y passe par z et donc I(7y, z9) n’est pas défini.

esila—z| >r = I(v,20) =0
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2

_ 1 rie'
.Sl‘a—Zo|<T:>I(’Y,Zo):%/mdtzl.
0

Considérons la figure suivante. En utilisant la proposition précédente, on trouve que :

72

(i) (ii) (iii)
FiGURE 4.5 — Indice
(1) I(m1,20) =1et I(y1,21) =0.

(ii) I(’YQ, ZQ) =—1et [(’YQ,ZI) = 0.

(iii) I(ys,20) =2, I(73,21) = 1 et I(73,2) = 0.

Proposition 4.10. Soient vy, 7, des lacets qui ne passent pas par zy, alors

(@) 1(=1,20) = —1(m, %)

(b) I(71+72,20) = I(71,20) + (72, 20)-

Démonstration. En utilisant la définition de l'indice et les propriétés d’intégration,

on a
1 dz 1 dz
I(— . _ — .
(8) 1(=m,20) 271 j{ z— 2 21 J 2z — 2 (1, 20)
-7 "
1 dz 1 dz dz
(B) Z(71+72:20) 271 z—zy 2mi j{z—zo +?{z—zo (1 20) +
7+72 1 V2
[(727 ZU)'
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4.2 Théoreme de Cauchy

Dans le cas général, I'intégrale / f(2)dz dépend aussi bien de la fonction a intégrer

g
f(2) que du contour d’intégration 7. Cependant, si une fonction est analytique dans

un domaine simplement connexe contenant un contour -, son intégrale ne dépend
que de la position des extrémités de v et ne dépend pas de la forme du contour ~.
En 1825, le mathématicien frangais Louis-Augustin Cauchy a démontré 'un des

théoremes les plus importants dans ’analyse complexe.

Théoréme 4.11 (Théoréme de Cauchy). Supposons que f est une fonction analytique

dans un domaine simplement connexe D C C, que f' est continue sur D et soit v

7{ F(2)dz =0, (3)

Démonstration. 11 y a beaucoup de preuves du théoreme de Cauchy. Ici, nous don-

un lacet dans D, alors

nons une démonstration basée sur le théoreme de Green. Nous supposons (en plus
des hypotheses énoncées) que f possede des dérivées partielles continues.
Le théoreme de Green stipule ce qui suit : supposons que v = JI" un lacet délimitant

une région I, g, h sont des fonctions C'! définie sur un ensemble ouvert contenant I',

/ (z, y)dx+hxydy—//<a—x——y>dd

Posons f(z) = f(z +1iy) = u(z,y) + iv(z,y) et dz = dx + idy, alors

j{f /u+w)(da:+zdy)

—/udx—vdy+i/vdx+udy

// (_@__y>da;dy+// (%—a—y>dxdy

puisque f est une fonction holomorphe, alors les conditions de Cauchy Riemann

alors

sont vérifiées d’ou le résultat. O]

Remarque. 'importance du théoreme de Cauchy réside dans le fait que nous n’avons
pas besoin de savoir si f a une primitive sur D. Si f avait une primitive sur D alors

le résultat suit immédiatement du théoreme fondamental de l'intégration sur un
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contour. Toutefois, possédant une primitive est une hypothese extréemement forte

sur f.

En 1883, le mathématicien francais Edouard Goursat a montré que I’hypothese de
la continuité de f’ n’était pas nécessaire pour arriver a la conclusion du théoréme de
Cauchy. La version modifiée résultant du théoreme de Cauchy est connu aujourd hui

sous le nom du théoreme de Cauchy-Goursat.

Théoréme 4.12 (Théoréme de Cauchy—Goursat). Soient f une fonction holomorphe

sur un ouvert simplement connexe D de C et v un lacet de D, alors

j'{ F(2)dz = 0. (4)

Remarque. Puisque 'intérieur d'un simple lacet est simplement connexe, le théoreme

de Cauchy-Goursat peut étre formulé d’'une maniere plus pratique comme suit :

Si f est analytique sur et a I'intérieur d’un lacet simple ~, alors j{ f(z)dz =0.

v

Un corollaire évident du théoreme précédent est le suivant.

Corollaire 4.13. Si f est entiére et v est un lacet alors ff(z)dz =0.

v

Théoreme 4.14. Supposons que C et Cy sont deux lacet positivement orientés tel
que Cy est a Uintérieur de C' comme dans la figure (4.6). Supposons que f(z) est

analytique sur et entre les deuz lacets C' et Cy. Alors on a

j{cf(Z)dZ: a f(z)dz.

FIGURE 4.6 — Théoreme de Cauchy-Goursat dans un domaine non simplement
connexe
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Démonstration. La fonction f est analytique dans la région entre les lacets C' et (4.
On joint les deux lacets par le segment AB dans la figure dessous. En utilisant le

théoreme de Cauchy-Goursat on a

7{ f(z)dz + f(z)dz+ ¢ f(2)dz+ (2)dz =0,
e AB 1

f
BA

et puisque /AB f(z)dz = — L f(2)dz et ?{—c f(z)dz = — ji f(2)dz on obtient

fcf(z)dz = g f(z)dz = 0.

C D

]

Corollaire 4.15. Soit v un lacet et zy est a l'intérieur de v alors il existe v > 0 tel

que |z — zo| = 1 est a Uintérieur de «y et

2mil (7, z sin=—1
j{(z—zo)"dz: j{ (z — 20)"dz = mil (7, z0) :
0 sin# —1

¥ |z—z0|=r

Exemple 12.
(1) 7{ z*dz = 0 pour n’importe quel lacet 7 car z* est entiere.
g

(2) 7{ e*dz = 0, puisque f(z) = € est entiere et que {z € C: |z] = 1} est lacet

|z|=1
dans C.
1 1
(3) 7{ —dz = 0 car — est analytique dans le disque |z — 3| < 1.
z 2
|z—3|=1

1
(4) / —dz = 2miou I est le rectangle dont les sommets sont 2424, —2+42i, —2—2i
2

T
et 2 — 24, On transforme le rectangle au cercle |z| = 1 et donc on aura
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1 1 7 51t 2m
/—dz = 7{ e dt:/ idt = 2.
z z e’ 0

r |z|=1
Théoreme 4.16. Supposons que C,Cq,Cy, ..., C, sont des lacets positivement orien-
tés tels que C1,Cs, ..., C, sont tous a l'intérieur de C' comme dans la figure (4.7).

Supposons que f(z) est analytique sur et entre les lacets. Alors on a

ﬁf(z)dz:z g f(z)dz.

Ce théoreme est une généralisation du théoreme (4.14).

FIGURE 4.7 — Théoreme de Cauchy-Goursat dans un domaine multi-connexe

dz

Exemple 13. Calculer % m

|2|=4
Solution. On remarque que les deux singularités z = +3i sont a U'intérieur de |z| = 4

et donc on peut utiliser le théoreme précédent pour obtenir

?{ ﬁ: 74 <z—3z’c>lfz+3z'>

|z|=4 |z|=4
1 1 1
= - d
6/(1{ (z+3) (z—30)"
|z|=4
i 1 i 1
=  dr— d
6 7{ (z+3) 6 f{ (z—3)"
|2+3i|=1 |2—3i|=1
= 2 (2mi) - (2mi) = 0
= 6 e 6 ) = U.

4.3 Primitives et indépendance du chemin d’intégration

Définition 4.17. Soit f : D — C une fonction complexe continue. On dit que F' :
D — C est une primitive de f sur D si F' = f.
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Exemple 14. La fonction F'(z) = z 4 €* est une primitive de f(z) =1+ €*.

Théoréme 4.18 (Théoréme fondamental d’intégration sur un chemin).
Supposons D C C est un domaine simplement connexe et que f : D — C est
continue, F' : D — C est une primitive de f sur D et vy : [a,b] — D, vy(a) =

20,7(b) = z1 un chemin joignant zy et z; alors,

/f(z) dz = F(z1) — F(20). (5)

Si de plus le chemin v est fermé c.a.d. y(a) = v(b) alors
/f(z) dz = 0. (6)
Y

Démonstration. Soit v : [a,b] — D, v(a) = 2z9,7(b) = z1, un chemin différentiable.
Soit w(t) = f(y(t))Y'(t) et F(t) = F(v(t)), alors on

W'(t) = F'(4()'(t) = fF(v ()Y (t)

Posons w(t) = u(t) + iv(t) et W(t) = U(t) + iV (t) tel que U’ = u, V' = v, alors

b
/ f(2)dz = / £ (v () (t) dt

:/aw(t)dt

b b
:/ u(t)dt+i | v(t)dt
=U@)+iV (),
=Wl

Evidement si le chemin est fermé zp = v(a) = v(b) = 2 et donc Dintégrale sera
nulle. [l

Remarque. Notons que (5) est indépendante du chemin qu’on choisi.

Théoreme 4.19. Soit D un ouvert simplement connexe et v C D est un chemin
quelconque joignant zo = 7y(a) et z3 = 7(b). Alors les assertions suivantes sont

équivalentes :

(1) f est analytique sur D.
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(2) F(2) = / f(s)ds est analytique sur D et F'(z) = f(z).
20
21
(3) /f(z) dz = / f(2)dz = F(z1) — F(z0) est indépendante du chemin v C D.
v 20
(4) /f(z) dz =0 siy est un lacet dans D.
Y

Exemple 15. Soient f(z) = 2%, et v un chemin quelconque entre zy = 0 et 2; = 1 +14.
Alors F(z) = 2°/3 est une primitive de f et

/z%zz = (22 —23)/3=(1+1)3%/3=(-242i)/3.

Y

Cette réponse est la méme que celle obtenue dans I'exemple (8) en utilisant les
chemins v, (t) =t +it,0 <t < let ) =t +it2,0<t < 1.

‘ 1
Attention. Soit v(t) = ¢, 0 <t < 27 et f(2) = —, qui est définie sur D = C — {0}.
z

e

?{ Fdz= [ )y (1) dt = / " Lttt = 2mi # 0.
vy 0 0

Si f avait une primitive alors % f =0, donc f n’admet pas de primitive sur n’importe
v

quel chemin fermé ~ contenant z = 0 dans son intérieur. On peut penser que F'(z) =
Log z est une primitive de f, mais elle y est seulement sur D; = C — {z : Imz =
0,Rez <0} #D.

En général, la recherche d’une primitive n’est pas la meilleure facon de calculer des
intégrales complexes. Il existent des techniques beaucoup plus puissantes qui nous
permettent de calculer un grand nombre intégrales complexes sans avoir a se soucier
de la primitive. Une telle technique est 'application du théoreme de Cauchy sur ~

qui est un contour fermé dans C.

4.4 Formule d’intégration de Cauchy et ses consé-

quences

On sait que d’apres le chapitre 2 que la fonction f : D — C est dite analytique au

point zj si elle est développable en série entiere au voisinage de 2.

Théoréme 4.20 (Formule de Cauchy ). Soit f une fonction holomorphe (ou analy-

tique) sur un ouvert simplement connexe D de C et zg € D et soit v : [a,b] — D un
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lacet de D avec zy € C\ v, alors :

1 1 f(?)
f(z0) - 1(7,20) = 5 z——zodz' (7)
Y
Démonstration. Posons

g:D—C
(OESICON

22— g(z) = Z =2
1'(20) sl 2z = zp.

Puisque f est holomorphe alors g est continue et holomorphe sur D. Ce qui

d
donne d’apres le théoreme de Cauchy que /g(z)dz = 0, c-a-d, f(z)dz =
Z— 20
Y Y
(2710) f(z0).1(7, z0). Ce qui fallait prouver. O
Exemple 16. Calculer ]4 ¢ dz, pour tout zg de C.
Z— 20

|z|=1

Solution. .

esi|z| > 1 = lafonction est holomorphe a l'intérieur de {z € C: |z| = 1}

zZ— 20
z

et donc d’apres le théoreme de Cauchy on a / dz = 0.

Z— 20
|z|=1

e si|zg| < 1, on pose f(z) = e* qui est holomorphe a l'intérieur de {z € C : |z| = 1},

C 4= (2mi) e*.

donc d’apres la formule d’intégration de Cauchy, on trouve :

Z— 20
|z|=1
24 1
Exemple 17. Calculer % idz.
z+1
|z|=2
Solution. Soit f(z) = z* — 4z + 1, 2y = —i et notons que f est analytique dans

|z| <2 et que 2 est a l'intérieur du disque |z| < 2. D’apres la formule de Cauchy,

on obtient : 2y X
Z+1
|z|=2
z
E le 18. Calcul = dz
xemple alculer 7{ g >

|z—2i|=4
Solution. Notons que 2* + 9 = (z — 3i)(z + 3i) et que seul zp = 3i est & l'intérieur

de |z — 2i| = 4. Si on choisit f(z) = j et en utilisant la formule de Cauchy, on
z
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obtient :

N
f 5 i sdz= - EZ;Z dz = 2mif(3i) = 2mi x 6—2 = i,
|z—2i|=4 |z—2i|=4

Dans le théoreme suivant, on donnera une généralisation de la formule d’intégration

de Cauchy.

Théoréme 4.21 (Formule de Cauchy pour la dérivée). Supposons que f est ana-
Iytique sur un domaine simplement connexe D et v est un lacet dans D. Alors la

dérivée f' est analytique et pour tout zy dans lintérieur de v on a

Featnn) = 5= ¢ Las ©)
)

z— zp)
lytique de zg dans D. On peut donc dériver sous l'intégrale part rapport a zy pour

Démonstration. Le terme

dans la formule de Cauchy est une fonction ana-

obtenir

F )10 20) =~ [F ()T (7 20)]

dZ()
_d 1 f(2)
= dz 2mi . (z—zo)dz

" omi ,Yd_zo(z—zo)

:%mé%dz.

Un argument simple d’induction nous donne le résultat fondamentale suivant.

Théoréme 4.22 (Formule de Cauchy pour les dérivées). Supposons que f est analy-

tique sur un domaine simplement connexe D ety est un lacet inclus dans D. Alors

la dérivée f' est analytique et pour tout zo dans lintérieur de vy et n =1,2,3,... on
' | [ ()
) (2] _nt j{ _JB)dz 9
f (ZO) (77 ZO) 27T7/ (Z . Zo)n+17 ( )
il
ou bien () o
_JWE)AE AT ey, 10
§ = TGt ), (10
v
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Une conséquence immédiate du théoreme précédent est le résultat suivant qui affirme
que si une fonction f est C-différentiable sur un domaine D alors elle est infiniment

C-différentiable sur ce domaine.

Théoréme 4.23 (Toute fonction analytique est infiniment C-différentiable).

La dérivée d’une fonction analytique est aussi analytique. Donc toute fonction ana-
lytique est infiniment C-différentiable. Si [ est analytique sur un domaine D, alors
toutes ses dérivées de n'importe quel ordre f', f", f, ... sont également analytiques

sur D.

Exemple 19. Calculer les intégrales suivantes :

(a) f Siz(j) dz (b) 7{ coslz) 4,

>3
j2=1 =
Solution. d
@) § T de = omi fsinte)| = ricos(0) =i
|z|=1
dQ
(b) 74 Cozgz) dz = i FCOS(Z) 702—7”'005(0):_7”"
l2|=1 .
Exemple 20. Calcul ]4 SR
xemple 20. Calculer 1 o3 4%
p 24+ 2023
|z|=1

Solution. Par inspection on voit que les singularités sont z = 0, —2¢ mais seulement

z+1 " 2—4i

5; alors f"(z) =
1

z = 0 est a l'intérieur du lacet |z| = 1. Posons f(z) =

(z+2i)3
et en utilisant la formule (9) avec zp = 0 et n = 2 on aura
z+1 f 2mi ,, 27r121—1 T T,
= 22 (0) = LI
f{z4+2m3 % o0 =55 19
|z|=1 |z|=1

2016

Exemple 21. Calculer j{

Solution. La fonction f(z) = e* est une fonction entiere. En utilisant la formule

d’intégration de Cauchy (9), on trouve

e o
d (2015)
/22016 = 20151f (0) = So751

|z|=1

2z
Exemple 22. Calculer /6—4612, ot y(t) = 3e",0 <t < 2m.
(z+1)
g
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Solution. La fonction f(z) = e** est holomorphe sur C. Donc la formule d’intégration

nous donnons flz ) 27” (3) @
) ot L( T e (-1) = .

3e?

3
3
Exemple 23. Calculer / s

( % dz, ou C est la courbe dans la figure dessous.
c2(z—1i

C

JZCTERN

FI1GURE 4.8 — Chemin en figure-8

Solution.

/sz3+§ dz:_/c <23+3)/(z_i)2d2+/cMdz__jl-f—h

(z —1)? z (z —1)?

(2% +3)
(z — )2’

I = / E+3)/=0*, [ A, _ 2mi f1(0) = —6mi.
Cy

z 1 z

Pour calculer I;, on choisit fi(z) = 2o = 0 et on aura

(2% +3)

Pour calculer I, on choisit fo(2) = , 2o = 1 et on trouve

_ <Z +_3)/ f2() ) = 2m 1) = (—4r ™
[2—/02 i) dz = L dz = 2mify(i) = 2mi(3 + 2i) = (—4m + 67i).

Finalement, on obtient
3
3
/ e I 4 L= 47 + 127,
o R

(z =)
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Théoréme 4.24 (Inégalité de Cauchy).
Soit f une fonction holomorphe sur le disque D (zg, R), R > 0, alors f(z) est déve-

loppable en série entiere sur ce disque, de plus on a l’inégalité :

M
£ (2)] < n—, pour tout 0 <r <R (11)
rn

ou M = sup |f(z)].

|z|=r

Démonstration. Soit le lacet 7 : [0,27] — C, ot 4(6) = 2 + 7. On a

Ay —

Lj[ f(2) f zo + re®
2mi ) (z — 20) ”“ 27r o pmeind
gl

2
1 .
= ] < 5 [ e |+ re) | do < O] / it
T
0
M
- ‘an| S —
TTL
Puisque f™(zy) = nla, alors on aura

M
1f™(z)] < =, pour tout 0<r < R
/rn

Théoréme 4.25 (Théoréme de Liouville).

Toute fonction entiere et bornée est constante.

Démonstration. Soit f(z) une fonction entiere et bornée c.a.d. |f(z)| < M pour tout

z € C. D’apres 'inégalité de Cauchy pour tout z5 € C, on a

M
|f'(20)] < - 0 quand 7 — oco.

Donc |f'(z)| = 0 pour tout zy € C ce qui montre que f est constante. O
. . f(z)
Exemple 24. Soit f une fonction holomorphe sur le plan C et supposons que <
z
M sur C, avec M > 0. Montrer que f(z) est un polynome de degré < 1 sur C.

f(2)

,si z# 0 et g(z) =0, si z=0. Cette fonction vérifie

o)

z

Solution. On pose g(z) =

les conditions de Liouville, donc elle est constante sur C. Ce qui donne = A
donc f(z) est un polynéme de degré < 1 sur C.

On peut généraliser cet exemple dans le corollaire suivant.
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Corollaire 4.26. Si une fonction entiére satisfait |f(z)] < M|z|" pour |z| — +o0

alors la fonction f est un polynome de degré au plus n.

Attention. Les fonction exp, cos, sin, sinh et cosh sont des fonctions entieres et non
constantes, ne peuvent donc étre bornées. Le théoreme de Liouville est faux sur
I’axe réel. En effet, les mémes fonctions de la variable réelle cette fois sont entieres

et bornées sur R sans étre constantes.

Théoréme 4.27 (Théoréme fondamental d’algébre de D’Alembert-Gauss).
Tout polynome non constant a coefficients complexes admet au moins une racine

compleze.

Démonstration. Soit P un polyndéme non constant de degré n tel que P(z) # 0 pour

tout z € C. La fonction f = 1/P est donc non constante et analytique. On a

e a a
P(z) = 2" (ap + 2t e S 4 20
z z z

avec a,, # 0, donc |P(z)| — 400 quand |z| — +oo. Il existe donc M > 0 tel que f
est bornée a l'extérieur du disque |z| < M. Mais, puisque f est continue elle doit
étre bornée sur le disque |z| < M. En conclusion, f est une fonction entiere bornée
sur C, donc doit étre constante d’apres le théoreme de Liouville. Cela entraine que

P est aussi constant qui constitue une contradiction. ]

Remarque. Par récurrence sur le degré et division euclidienne, ce résultat entraine
qu'un polynome de degré n admet exactement n racines complexes, comptées avec

leurs multiplicités.

Corollaire 4.28. Soit P(z) = 2" + a, 12" " + -+ + a1z + ag un polynéme de degré

n > 1 avec coefficients a; € C, alors ils existent, z1,..., 2, € C tels que

P(z)=(z—2z1)(z—22) - (2 — zn).

Maintenant on donne un théoreme considéré comme la réciproque de théoreme de

Cauchy.

Théoréme 4.29 (Théoréme de Morera).

Supposons que f est continue sur un domaine simplement connexe D et

%f(x)dz—o
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pour tout lacet v de D. Alors f est analytique sur D.

Démonstration. Puisque f est continue alors elle admet une primitive
4
F(z) = / f(s)ds pout tout z€ D,
20

ou zg est un point fixe a 'intérieur de D. Donc F' est analytique dans D et par

conséquent sa dérivée f est aussi analytique. O

Théoréme 4.30 (Formule de la moyenne de Gauss).
Supposons que [ est analytique sur un domaine simplement connexe D et que
C(zo,7) C D, alors

2
f(z0) = %/ﬂ f(zo +ret)dt.

Démonstration. Soit y(t) = zo + eit, avec 0 <t < 27 une paramétrisation du cercle

C(zp,7). La formule de Cauchy nous donne

1 1 2 it ) 1 2m .
J(z0) = _/ 1 de =5 M”elt dt = o f(zo+re™) dt.
C(zo,r

21 ) 2 — 20 2mi o zo + reft — zg T Jo
]

Une des conséquences importantes du théoreme de Cauchy est le résultat connu sous
le nom du principe du module maximum qui dit que pour une fonction holomorphe
non constante f sur un domaine (ouvert et connexe) D, alors le module |f| ne peux

pas avoir un maximum (minimum) dans le domaine D.

Théoréme 4.31 (Le principe du module maximum). Soient D C C un domaine
(ouvert et connexe) et f : D — C analytique. S’il existe a € D tel que |f(a)| > |f(2)]
pour tout z € D, alors f est constante.

En d’autres termes |f(z)| ne peut pas avoir un mazimum dans D, sauf si f est

constante.

Démonstration. La démonstration dépend de ce résultat topologique qui stipule que
toute fonction analytique non constante est une application ouverte. C’est a dite que
I'image de tout ouvert par une fonction analytique est aussi un ouvert.

Supposons que |f| atteint son maximum en a € D c.a.d. |f(a)| = max |f(2)] > 0.

Comme f est analytique, c’est une application ouverte, d’ou il existe 6 > 0 tel que

le disque D(f(a),d) C f(D). Soit w = f(a) [1 + 2]f6(a)|]' Alors w € D(f(a),0) et

par conséquent il existe z € D tel que w = f(z) et d’autre part, |f(z)| = |w| > f(a),

ce qui est une contradiction. O
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Le principe du maximum oblige le module d'une fonction analytique non constante
a ne pas avoir de maximum local sur un ouvert connexe D. Ce maximum va donc
forcément étre atteint sur la frontiere dD. Le corollaire suivant est souvent nommé
le principe du module maximum di a ses divers applications aux probléemes d’opti-

misation.

Corollaire 4.32 (Le principe du module maximum). Soient D C C un domaine

(ouvert et connexe) borné, f : D — C continue et f analytique sur D, alors

mae | (2)| = mae | ()]

z€0D

En d’autres termes | f| atteint son maximum sur la frontiére 0D et nulle part ailleurs.

Démonstration. En effet D est fermé et borné dans C, il est donc compact. La
fonction continue |f(2)| y atteint donc son maximum en un point zy qui ne peut étre
a Pintérieur de D d’apres le principe du maximum. Le maximum de | f(2)| est donc

atteint sur la frontiere 0D. n
Exemple 25. Trouver le maximum de f(z) = 2z + 5i sur |z| < 2.

Solution. On a
122 4 5i|> = (22 + 5)(2Z — 54) = 4]z|*> + 20Im 2 + 25.

D’apres le principe du maximum on a

max |224-5i| = Imax ax |2z+5i| = max \/412\2 +20Imz +25 = V4 x 22 4+20 x 2+ 25 = 9.

Exemple 26. Trouver le maximum et le minimum de f(z) = 2> — 2 sur |z| < 1.

Solution. D’apres le principe du maximum on a :

1\11&){\2 —1|—?1|axlz -1 = max \exp(2it)—1|:\—1—2]:?>et
1 =

min |22 —1|—m1n|z — 1| = min |exp(22t)—1\ 1—-2| =1

|2|<1 |2|=1 t€0,2n]
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4.5 Exercices

Calculer les intégrales curvilignes / f(2) dz dans les suivants :

N
1. f(z2)=22+1, ~(t)=(2t+i4t) et 1<t <3.

2. f(2)=32—2 ~t)=(—t+it?) et 0<t <2

3. f()=(z—a)? At)=a+e’ et 0<t<2m

4. f(2)=|z]* yt)=t*+i/t et 1<t<2

5. f(z) =Re(z), y(t)=¢" et 0<t<2m

6. f(z)=2"+z2zety(t)=cet 0<t< T

7. f(2) =€, avec v le segment de y = —x joignant 2; = 0 et 2o = 7(1 — 7).
8. f(z)=32*+ 2z avec v un chemin joignant z; = 1 —i et 2y = 2 + 4.

9. Calculer / (14+4—2%)dz le long du chemin joignant les points z; = 0 et

7
Zo=1+1:
(a) suivant une droite,
(b) suivant la parabole y = %,

(c) suivant la ligne polygonale (0,0) — (1,0) — (1,1).

A £(2) d

10. f(2) = 22€+ . et 7 est le cercle |z| = 3.

Trouver une borne supérieure de dans les cas suivants :

1
11. f(2) = - % et v est le demi cercle droit de |z| = 5 de z = —5i jusqu’a
22 —3i
z = Jt.
12. f(2) = 2 + 3 et 7 le segment de z = 0 jusqu'a z = 5 + 4.

1
13. f(z) = = et 7y est le quart du cercle |z| = 2 de jusqu’a z = 2i.

14. Soit 0 < a < bsur 'axe réel positif et soit C, = {z € C: |z| = r,r > 0} le cercle

de rayon r centré en l'origine, parcouru dans le sens positif. Trouver toute les

dz
c, (z—a)(z=b)
15. Sur U = C — [0, 1], on considere la fonction f(z) =

valeurs possible de l'intégrale en fonction du rayon r.

o
z2(z—1)

. Montrer que,

pour tout lacet v dans U, on a /f(z)dz = 0.

Y
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16. Si C est l'arc de courbe d’équation y = 2® — 32? + 4z — 1 joignant les points

(1,1) et (2,3). Trouver la valeur de / (122" — 4iz) dz.
c

17. Trouver tous les lacets possible v pour que ]{ f(2) dz = 0 dans les cas suivants :

(8) f(z) = —— !

= M@=k ()=

18. Trouver le plus grand r possible pour que ]{ Ln(z) dz = 0.

|z+3—4i|=r

19. Trouver le plus grand r possible pour que 7{ Ln(z) dz = 0.

|z—3—4i|=r
Calculer les intégrales suivantes.
20. ]{ sin 37z ” 2. / cosz .,
z+7m/2 22
|z|=5 |z—1]=1
2 .
e? sin 7z
26. —d
21. % pER— dz / Z_1)p z
|z—2|=5 |z[=1

' h
99, 7{ cosh(iz) & o7, / coi z "
22 +4z+43 (z+1)°(z2—1)
|z—1|=1 |z[=1
2

e* e’ -
28. -3 d
23. /z—de /<z+3 z> z

|z]=1 |z|=1
e* 3 1
24. d 29. — d
/z2+2z ‘ / (z+2 2—21') :
|2|=1 |22—4i|=1

2% cosh z + sin® z
30. Calculer / 1 dz,ou C = C1+C5 et (1, Cy sont respectivement
eZ
c
donnée par v;(t) = ™ 0 <t <3/2 et par o(t) = —i + (1 +1i),0 <t < 1.

2% + et N 1
2(z—20)2 (24 3)?

31. Soit f(z) = et ;i =1,...,5 sont données dans la figure.

Calculer les intégrales [ f(z)dz pour ,i=1,...,5.

ry
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Soi I' le rectangle avec sommets 2 + 2i, —2 4 2i, —2 — 2¢, 2 — 24 orienté positivement.
Calculer I'intégrale /fz(z) dz pour i =1,2,3,4.
r

_ sin(2® + 1) ) — sin(2” + 1)
32. fi(z) = —(z +23)2€Z 34. f3(z) = (z — 1)3
33. f2(Z> = % 35. f4<2) = %

36. Calculer 'indice I(v, z;),7 = 1,2,3 pour le chemin fermé v donné ci-dessous.

37. Soit v un lacet différentiable par morceaux définie sur [0,1]; et soit a

€ C/Image~. On suppose qu'il existe une fonction continue f : [0,1] — C
f(1) — f(0)

vérifiant e/*) = 4(t) — a. Montrer que I(7,a) = 5l
i

que I(v,a) € Z.

; puis en déduire

d
38. Soit ellipse v : [0,27] — C, v(t) = acost + ibsint. Calculer /—Z par deux
z

Y
2

méthodes différentes ; puis déduire que /

0

dt 27
a2cos?t + b2sin’t  ab’
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Soit C' le chemin donné dans la figure dessous, calculer / f(z) dz si:
c

39.

40.

43.

44.

45.

46.

47.

2+ ) = cos(z)
f(z) = z(z—2) 4 JG) 22(z — 2)?
_ 22+l e &
f(Z)—22(2_2) 42. f( ) Z2<Z+2)3
y

1 T

Montrer que si f(z) est analytique sur le disque |z| < 1 et

1)< 7=y

alors

FOO)] < (n+ 1)! (1 i %)

Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert contenant le disque unité. Ex-
1 z

primer en fonction des valeurs de f l'intégrale I; = j{ (2 +z+ —) M dz

z z

|z]=1
27 ) 4
et en déduire la valeur de I, = / f(e") cos? (5) de.
0
dy — yd z
Vériier que “ U — (Wd> |

1 dy — yd
En déduire que, si 0 n’est pas dans l'image de v, 2—/M
s
gl

5 5 est un entier.
e +y

Soient m,n € Z*, et 1, v2 deux lacets différentiables défini pour 0 < ¢ <1 tel
que 0 ¢ Image y; U Image 2. Si ¢ € [0, 1], on pose v(t) = [v1(t)]" [y2(t)]".

e Vérifier que «y est un lacet et que 0 ¢ Image .

e Calculer [ (v,0) en fonction de I (7y1,0) et I (72,0).

Soient a,b € C; m,n € Z* et f(z) := (2 —a)"(z — b)™. Soit v un lacet du plan

f'(2) = 2m (n a m
f(z)dsz (nl (v,a) + mI (v,b).)

avec a, b ¢ Image~y. Prouver que /
g
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48.

49.

50.
51.

f(2)
z
sur C, avec M > 0. Montrer par deux méthodes différentes que f(z) est un

Soit, f une fonction holomorphe sur le plan C et supposons que

<

polynome de degré < 1 sur C.

Soit f une fonction holomorphe et non constante sur le plan C, telle que

|f(2)] > 1, pour tout =z > 1. Montrer que f admet au moins un zéro sur C.
Montrer que si f est une fonction entiere telle que | f| > 1, alors f est constante.

Soit f une fonction holomorphe sur le plan C et supposons que Re f(z) > 0,

pour tout 2z € C. Montrer que f est une fonction constante.

Trouver le module maximum de max |f(2)] et les points z sur D ou cette valeur est

52.
53.
54.
55.
56.

ze
atteinte.

f(z)=iz—1et D:|z| <5.
f(z)=2"=2zet D:|2| < 1.

2 —3z+2et D:|z| <1

—

f (iz+3)* et D :|z| < 1.

f(z)=¢€e*et D:]z—1| < 1.

z

(2)
(2)
(2)
(2)
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