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PREFACE 

C et ouvrage vient compléter le livre de cours d'Analyse (tome 1) de la 
collection " Maths-plus". Il propose des exercices et problèmesde 
niveaux variés sur le programme des premières années aes facultés 
et instituts supérieurs. 

Les exercices sont rangés par ordre de difficulté croissante et sui- 
vent presque fidèlement les paragraphes et chapitres du livre de cours 
d'Analyse (tome 1) de la collection "Maths-plus". 

La méthode est simple : chaque exercice est suivi d'une solution dé- 
taillée et quelquefois en plus, d'exercices de même type non résolus. Llinsi, 
pour une bonne compréhension du cours et une bonne préparation à un exa- 
men, il est vivement conseillé de chercher et d'essayer de résoudre SEUL les 
exercices et le cas échéant, revoir la ou les parties du cours avant de consulter, 
en extrême recours, la solution du problème, l'écrire et la refaire soi-même. 

Nous espérons que ce livre apportera une aide efficace aux étu- 
diants et leur permettra de mieux aborder les notions et méthodes nouvelles 
introduites au début des études supérieures en Analyse. 

LES AUTEURS. ' 
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CALCUL DANS IR 

Soit A une partie non vide de W. On pose (- A) = (- x /x E A). Montrer que : 
1") Si A est majorée, (-A) est minorée et on a : inf (- A) = - sup A. 
2") Si A est minorée, (-A) est majorée et on a : sup (- A) = - inf A. 

Solution 
1") Soit A une partie non vide, majorée de W. Soit a sa borne supérieure. Donc, 

par définition on a : 
i ) V x ~  A x l a .  

ii) V E E O 3 X O E  A a - ~ < x o  S a .  

Il est clair que (-A) est une partie non vide et minoree par a' = - a puisque 
d'après i) : 

V y E (- A) - y E A donc -y I a. c'est à dire - a I y. 

D'autre part, soit E > O. On sait, d'après ii) qu'il existe xo E A tel que : 

a - ~ < x ~ I a . D ' o ù  - a < - x 0 < - a + e .  Parsuite 

a' 5 - x0 c a' + E .  D'où : V E > O 3 y. E (- A) a' I y. c a' + E. 

Donc a' = - sup A est la borne inférieure de (-A) 
2") Démonstration analogue. 

Soient A et B deux parties ilon vides de W. Montrer que : 

1") Si A et B sont majorées, A u B est majorée et 

sup (AuB) = sup (supA, supB). 

2") Si A et B sont minorée, A v B est minorées et 

inf (AuB) = inf (infA, infB) 

Solution 
1") A et B sont des parties non vides majorées de R, soit a = sup A et p = sup B 

Soit M = sup (a, p). M est alors un majorant à la fois de A et de B,donc de (AuB) 
Comme A et B jouent des rôles symétriques, on peut supposer, par exemple que 
M =  p. 
Soit E > O. Comme M = p = sup B, il existe y0 E B tel que p - E < y0 I p. 
D'où : V E > O  3 y0 E (AuB) P - E < Y ~  20. 
Ce qui prouve que sup (A u B) = M = sup (sup A, sup B). 

2") DCmonsuation analogue. I 
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Solution 
1") Pour tout a E 1, A, est une partie non vide et majorée de W. Soit s a  = supA,. 

1.3. 

De plus, l'ensemble U = { sa = sup A, / a E 1 ) est majoré (et non vide). 

Soit s = sup U. Pour simplifier I'écriture, posons A = u Aa 

On a par définition : V a E 1 sup A, 5 S. a s  I 

D'où : V X E  A x S S. et A est alors maiorée par S .  

Soit E > 0. 

Comme s = sup U, il existe a E 1 tel que s - cl2 < sa I S. 

Mais alors, comme par définition sa = sup A,, il existe x E A, tel que 

Soit (A,),, , une famille quelconque de parties non vides de W. 

.lO) Si pour tout a€ 1, A, est majorée et si l'ensemble 

U = (supA,/a~ 1) est majoré, alors u A, est majorée et on a : 
<LE 1 

sup ( u A,) = sup (sup Aa) 
a €  1 

Peut-on avoir le résultat si i'hy'pthèse "U majoré" n'est pas vérifiée? 
2") Si pour tout a€ 1, A, est minorée et si l'ensemble V= (infA, / a~ 1) 

est minoré alors v A, est minorée et on a : inf ( u A 2  = inf (inf Aa) 
CLE 1 a a  1 

S a  - &/2 < X 5 S a  . D'où : 

S -  E = (S - &/2) - &/2 < S a  - &/2 < X 5 S a <  S. 

Et par suite: 
V e > O  3 x ~  A s - E C X ~ S .  

Ce qui montre que : s = sup A. C'est à dire : 

sup ( u Aa) = sup (sup Aa) 
a €  1 

Supposons, maintenant que U n'est pas majoré. D'où : 
V n E N 3 a, E 1 tel que sa,, > n. 

En choisissant E = (sg, - n) > O, on peut écrire par définition des sa : 

Y ne N 3 X,E &, tel que San - E < Xn I San . 
D'où : , 

V ~ E N  3xn€A,,  tel que n c x,. 

ou encore V n E N 3 xn E A tel que n <x,. 
Ce qui prouve que A = u A n'est pas majorée. 

a 
a €  1 
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Pour tout n E N , Ar! est majorée et sup An = n, donc U = Pd, etA= u An = W 
n s  N 

n'est pas majoré. On peut poser dans ce cas, par convention : sup A = += 
2") La démonstration est analogue. 

Soient A et B deux parties non vides de B. On définit l'ensemble 

A + B =  ( x + y / x € A e t y ~ B ) .  Montrerque: 
1') Si A et B sont majorées , (A+B) est majorée et on a : 

sup (A + B) = sup A + sup B. 
2") Si A et B sont minorées , (A + B) est minorée et on a : 

inf (A + B) = inf A + inf B. 
3") Généraliser ces résultats à un nombre fini de parties non vides de IR. 

Solution 
1°)Posons a = s u p A  et p=supB.  

Pourtout z = x + y ~  ( A + B ) o n a :  
z = x + y I sup A + sup B. 

Donc (A + B) est majorée et on a : sup (A + B ) I sup A + sup B. 
Mais, de plus, on a : 

V E > O  3 x0€  A a - ~ / 2  < xo 5 a. 

v & > O  3 Y O E  B p -&/2< y o I  p. 
D'où, en posant z0 = xo + y. E (A + B) , on a : 

V E > O  3 z0 E (A +B) tel que ( a  + p) - E < z0 < ( a  + p) 

Ce qui prouve que ( a  + p) est la borne supérieure de (A + B). 
Autrement dit : sup (A + B) = sup A + sup B. 

2") Démonstration analogue. 

3') Pour généraliser ces résultat, il suffit de voir que : 
A + B + C = (A + B) + C, et appliquer, par réccurence, les résultats 1) et 2). 

Soient f et g deux fonctions-numériques définies sur une partie E, non vide, de R 
Si f est bornée on définit sup f = sup f(E) et inf f = inf f(E) . Montrer que : 

1") Si f et g sont majorées , ( f + g ) est majorée et on a : 
Sup(f+g) I sup f + sup g 
A-t-on égalité dans le cas général ? Justifier votre réponse. 

2') Si f et g sont minorées , (f + g) est minorée et on a : 
inf f + inf g 5 inf (f+g) 
A-t-on égalité dans le cas général ? Justifier votre réponse. 
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Solution 
1") Soient f et g deux fonctions numériques majorées, sur une partie E non vide 

de W. Par définition on a : 

Q x E E (f + g) (x) = f(x) + g(x) 5 sup f + sup g. 

Donc (f + g) (E) est une partie non vide et majorée par sup f + sup g. 
Comme la borne supérieure est le plus petit des majorants, on a : 

sup (f + g) 5 sup f + sup g 
on n'a pas égalité dans le cas général. En effet : 

Si E = [-1, 11 et f(x) = x et g(x) = -x 
f et g sont majorées sur [-1, 11 et sup f = 1 et sup g = 1 
Alorsque ( f + g ) ( x ) = O  pourtout X E  [-1, 11. 
donc sup(f+g)=O # s u p f + s u p g = 2 .  

2") Démonstration analogue rn 

- 
Soient A et B deux parties non vides majorées de R+. 

On définit l'ensemble AB = (xy / XE A et y E B] 
Déterminer sup (AB) et inf (AB). 

Solution 
Soient a = sup A et p = supB. 
Si A ou B est réduit à { O ) ,  le produit AB = [O) 
donc sup (AB) = O = sup A . sup B. 
Supposons donc que A et B ne soient pas réduits à {O). 
Donc a#O et Pd>. 

On a d'abord Q x E A t/ y E B xy I sup A sup B. 

Donc ap est un majorant de AB. 
D'autre part : 

A et B étant des parties de R+ et a # O  et p # O donc a > O et p > O. Donc 
2 

D'où : V E > O 3 z0 E AB tel que ap - E < zo 5 ap. 
En résumé sup (AB) = sup A . sup B. 
De même, on démontre que : inf (AB) = inf A .  inf B. 
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Pour chacun des ensembles suivants donner, si elles existent, la borne inférieure 
et la borne supérieure et dire si elles font partie de l'ensemble considéré : 

1") A =  ( X E  Q 1x217) 

2") B = { x E  Q / x 3 5 8 )  

3") C =  ( X E  IR /x215) 

Solution 
1") Soit A = (x E Q / x2 < 7). 

D'abord : V X E  A x217<9.  

d'où : V X E A  X E  [-3,3] 
Donc A est une partie de R qui est bornée, donc elle admet une borne inférieure 

et une borne supérieure. et on a : 

et i n f ~ = - f i e  A. 

~ " ) B = ( x E  / x 3 < 8 ) .  

'd x E B x3 I 8 équivaut à dire que : (x - 2) (x2+2x+4) 5 0. 
Or le discriminant du trinôme (x2 + 2x + 4) est négatif donc cette 
quantité est toujours strictement positive . D'où : 

V X E  R : [ X E  B B X E  Q et x < 2 ] .  

D'où B = ] - m, 21 n Q. B est alors majorée par 2 et sup B = 2 E B. 
Alors que B n'est pas minorée. On peut poser, par convention inf B = - w 

1 

Soit E = { x E R+* / 3 (m, n) E Z.2 x = m + n J 2  ) 

Montrer que inf E = 0. 

Solution 
Soit E = { x E R + *  / 3 ( m , n ) ~ ~ ~  x = m + n  X 2 ) .  

Montrons que inf E = 0. 
D'abord, comme E est une partie non vide de R*+ puisque 1 E E , E est minorée 

par O donc possède une borne inférieure. 
k 

Soit xo = -1 + J2 5 E. x, E: ]O, 1 [. Montrons que pour tout k E N* xO E E. 
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Par récurrence. 
1 Pour k = 1 xo = xo E E. 

Supposons que X: E E. D'où il existe un couple (m, n) E 2' 

O n a :  x~'=x~.xo=(m+n~)(-i+JZ>=(2n-m)+(m-n)&. 

d'où x r l  E E. car xk E E donc xk > O et xO z O . 
Ainsi, on a construit une suite géométrique d'éléments de E, de premier terme xo et 

de raison xo E IO, 1 [. Cette suite est convergente et tend vers O. D'où : 

Donc, en particulier 
x l = $ e  E et O < XÔ Y < E. 

D'où V & > O  3 x 1 ~  E telque O < x l < O + & .  
Ce qui prouve que O est la borne inférieure de E. 

Montrer que chacun des ensembles suivants est borné, et calculer sa borne 
supérieure et sa borne inférieure : 

10) A = {  n!! / nE N* 1 
n+ 1 

2") B = ( sin ((x/n) - ~ 1 4 )  /  EN* ) 

3") C = ( l/n + sin 11x13) / nE N* ) 

Solution 
n -  l 

1") Soit A = { - / n E N ] 
n+ 1 

Pour tout n E N : 

Donc A c [-1, 11 donc - 1 est minorant de A et 1 est un majorant de A. 

O -  1 
Comme -1 = - E A donc inf A = -1 qui est donc le plus petit élément de A. 

O+ 1 

Montrons que 1 est la borne supérieure de A. 

2 
Considérons la suite de terme général -. 

n+ 1 

Lorsque n tend vers + w, cette suite tend vers O. Donc 
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2  
Donc en particulier ~ ; + i  < E. 

D'où 

2 
Posons x = 1 - - NE+ 1 A 

on a alors : 

V E > O  A telque 1 - & < ~ & 5 1 .  

Ce qui montre que : sup A = 1. 

2') B = ( sin (n/n - x/4) / n E N* ) . 
V x E W I sin x 15 1, donc l'ensemble B est borrié. 

J2 sin(x - x/4) = sin xli = sin(xL! - x P )  = - 
2 

D'autre part V XE N [ n 2 2 . 3 -xi4 I x/n - x/4 < x/4 1 
J 2  J 2  Comme la fonction sinus est croissante sur [-x/2, n/2] on a : V y€ B - - I y 5 - 

2  2  

Jz J 2  Donc - - est un minorant et - est un majorant de B. Comme - E B 
2  2  2 

J 2  c'est donc le plus grand élément de B. d'où sup B = - 
2  

Jz 
Montrons que inf B = - - 2 

La suite{n/n) tend vers O lorsque n tend vers +Q. 
Il en résulte que la suite {(n/n - ~ / 4 ) ) ~  tend vers -n/4 

Comme la fonction sinus est continue sur W, la suite (sin(x/n - d 4 ) )  

Jz 
est également convergente et tend vers sin (-n/4) = - - . D'où : 2  

Et par conséquent : 
V E > O 3 y. E B tel que 

J2 J 2  - - 5 y , < - ~ + E .  
2 

fi Ce qui prouve que inf B = - - 
2  

3") Soit C = { l/n + sin nn/3 / n E N*) 

Pour tout n E N* on a O < l/n I 1 et -1 2 sin nn/3 5 1. 
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II en résulte que -1 5 l/n + sin 11x13 1 2 ,  'dn E N*. 
Ceci montre que I'enscmb!~ C est borné: -1  est un minorant et 2 est un majorant de 

C. Pour tout n E N*, 11x13 prend les valeurs O, ni3, 2xi3, n,  4x13, 5n/3 

modulo 2n. Donc on a : fi . n x  fi 
- -  < Sm- 5-. 

fi 3 2 
Ceci montre que 1 + ,, (puisqu'il appartient à C) est le plus grand élément de C. 

D'où 

Montrons que - !!!? est la borne inferieure de C. 
2 

La suitc[l/n], tend vers O lorsque n tend vers + m. D'où : 

' d i : > O  ~ N , E  N b' n~ N [n 2 SE 3 l/n < E ]  

Soit m un entier supérieur ou égal à NE. Posons n = 5 + 0 m . 

On voit facilement que : 
i )  n 2 NE 

ii) nx/3 = 5x13 + 2mn. 

1 .  m i &  Ilenrésulteque: - + s i n - = - - - < - - + &  
n 3 n 2  2 

D'où, en résumé : 
fi VE>O 3 z 0 e C  telque - -  A 

2 
< z , < - - + & .  

2 

(Coupures de DEDEKIND). 
Soit f la fonction définie de R dans W par f(x) = x3 + x - 1 . 

1") Etudier la monotonie de f. 
2") Soit p/q un rationnel. Montrer que l'égalité f(p1q) = O est impossible. 
3") So i tA=  ( a €  Q / f ( a )<O)  et B =  { b~ Q / f(b)>O ). 

Montrer que : a) A n B = @ et A u B = 

b ) V a ~  A et V ~ E  B a < b .  

4") Montrer l'existence de a = supA et P = infB dans R et qu'elles vérifient 

o < a s p  < 1. 

5") a) Monuer V & > O 3 a E A 3 b E B tels que O < b - a < E 

b) En déduire que a = p. 
6") a) Soit O < x < y < l .  

Montrer que O < f(y) - f(x) < 4(y - x). 
b) En déduire que f(a) l O et f(P) 2 O. 
c) Conclusion? 

- 

Ce qui montre que inf C = - - 

1.10. 

2 
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Solution 
Soit f(x) = x3 + x - 1 une fonction définie de R dans W. 
1") Etudions la monotonie de f. 
Soit (x, y) E W2. 
On a : f(x) - f(y) = x3 - y3 +x - y 

= (x - y) [x2 + xy + y2 + 11 
La quantité entre crochets peut être considerée comme un trinôme du second degré 
en x avec un paramètre y. Son discriminant, pour chaque valeur de y, est : 

A = y2 - 4 (y2 +1) = - (3y2 + 4) < O V y E W. 

Donc ce trinôme est toujours strictement positif pour tout x E R et tout y E R. 
D'où le signe de [f(x) - f(y)] est celui de (x - y) et par suite f est strictement 
croissante sur W. 

2") Soit p/q E Q, p et q étant des entiers relatifs premiers entre eux. Supposons que 
f(p/q) = O. D'où, après avoir réduit au même dénominateur, on a : 

p3 + pq2 - q3 =o.  
OU encore p(p2 + q2) = q3. 
p divise le membre de gauche, donc p divise q3. 
Or p et q sont premiers entre eux donc p divise q 
Ce qui absurde et prouve, par conséquent, que l'égalité f(p/q) = O est impossible. 

3") a) Soient A = {a E Q / f(a) < O} et B = {b E Q / f(b) > O}. 

f étant une application, A et B ne peuvent avoir de point commun, donc A n B = 0. 

D'autre part, on a bien A u B c Q. 

Soit x E Q. On sait que f(x) = O est impossible, donc : 

- ou bien f(x) < O donc x E A. 

- ou bien f(x) > O donc x E B. 

et par suite x E A u B . D'où A u B = Q 
b) Maintenant, si l'on suppose qu'il existe a E A et b E B tels que b < a . 

Comme f est strictement croissante f(b) < f(a) . 
Or b E B donc f(b) > O 

et a E A donc f(a) < O. Ce qui est absurde. D'où : 

Y ~ E A  et V ~ E  B a < b. 

4") D'aprés ce qui précède, A est une partie non vide (de R) et majorée par n'importe 

quel élément de B. Donc A possède une borne supérieure a = sup A qui vérifie : 

b ' b ~  B a l  b. 

Ainsi, B est une partie non vide (de 2) minorée par cc donc admet une borne 
inférieure 

p = inf B qui vérifie a 4  p. 
Par ailleurs, on a P(0) = -1 < O donc O E A et O < a et f(1) = 1 > O donc 1 E B 
et b < l .  D'où : O < a 4 b < l  
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5") a) Supposons qu'il existe EO > O tel que : 

D'où ~ E ~ > O  V a €  A V b e B  b 2 a + c 0  

11 en résulte que : 3e0 > 0 V a E A /3 2 a + EO 

D'où ]&O > O tel que j3 2 a + 
Or nous savons que Q est dense dans X .  Donc . 

3 2 0 ~  Q telque a < p - t w , ~ ~ ~ < P  

Mais alors : z0 < B 5 b V b E B 

donc z0 E B et z0 > p - cd2  > a >- a a E A donc z0 E A. 

Et par suite z0 P AUB. 

Or z0 E Q et A u B = Q. Ce qui est absurde. 

Et par conséquent : 
V & > O  3 a ~ A  3 b ~  B tels que O < b - a < E .  

b) Montrons que a = B. 
D'après ce qui précède : 

V & > O  3 a ~  A et 3 b ~  B telsque a < b < a + & .  

D'où puisque a = sup A : 
V E > O  3 a ~  A 3 b ~  B t e l s q u e : a < b < a + & .  

Comme V a €  A et V ~ E B  a 5 B l b  o n a :  

V c > O  3 a ~  A telque a < p < a + ~ .  

Or a 5 p . d ' o ù :  V E > O  a I p < a + c .  

Ou encore : V E > O 0 5 / 3 - a < & .  

Ce qui montre que (P - a ) = O c'est à dire a = B. 
6") a) Soit O <  x < y  < 1. (*> 
Montrons que O < f(y) - f(x) < 4 (y-x) 
On a déjà vu que : f(y) - f(x) = (y - x) [ y2 + yx + x2 + 11 
D'où O < f(y) - f(x) < 4 (y - x) . d'après (*). 

b) Supposons que f(a) > 0.. 
D'après la propriété de la borne supérieure, on peut écrire, en choisissant 

c = l/4n , n E N* : 
V n E N *  3 x , ~ N  1 a - 11411 < x, 5 a .  

On en déduit alors que : f(x,) < O V n E N car x, E A. 

Et d'après la propriété précédente : O < f(a) - f(xd < 4 ( a  - x,) = l/n. 

Ainsi {f(x,)). est une suite de nombres réels strictements négatifs qui converge vers 

un nombre strictement positif qui est fia). Ce qui est absurde. 

Par conséquent f(a) 5 O. 
Une démonstration analogue prouve que f(F) >- O. 

c) Comnie on a vu que a = J3 , d'après ce qu i  précède on a : f(a) = O = f(P). ii 
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Solution 
1") Soit a un point d'accumulation de A. 

Par définition, pour tout E > 0, l'intervalle VE = ] a  - E, a + E[ contient au moins 

1.11. 

un élément de A, distinct de a. 
Ce qu'on peut écrire, pour E = l/n , n E N*, comme suit : 

V n E N *  ( l a - l / n , a + l / n [ \ { a ) ) n A z o .  
Ou encore : 

V ~ E N *  3 x , ~ A  / O < I x , - a I < l / n .  

La suite {x,), ainsi construite est formée d'éléments de A, tous distincts de a, et 

Soit A un sous-ensemble non vide de R. Un point a E R est dit mint 
#'accumulation de A si pour tout E > 0, l'intervalle 1 a - E, a + E[ contient un 

élément de A différent de a. 
1") Montrer que si a est un point d'accumulation de A , alors pour tout E > O , 

l'intervalle ] a  - E, a + E[ contient une infinité d'éléments de A (différents de a )  
2") Déterminer- les points d'accumulation des ensembles suivants : 1 

a ) A = { ( - l ) n + l / n  / n e  N*).  

b) B = { l /n-  l/m / (n,m) E O < n l m ] .  

1 nx 
c ) C =  ( n 7 + ~ ~ ~ 7  / n ~  N ] 

qui converge vers a. 
Cette suite ne peut être stationnaire, car sinon : 

3 k ~  N* Y n E  N* [ n > k  3 x n = x k ] .  

Ce qui est absurde, car {x,), converge vers a et non vers xk f a .  

Ainsi l'ensemble U = {x, / n E N*) est infini ( U c A). 

D'autre part, d'après la propriété d'Archimède : 
Y & > Ù  3 n o €  N* / O< l /n0<€.  

D'où ( l a - l l n o , a + l / n o [ \ { a ) )  c ( V E \ ( a ) )  

Comme le premier ensemble contient une infinité d'éléments de A (distincts de a), 
il en est de même pour VE \ {a] .  

Remarque : L'ensemble des points d'accumulation de A est appelé ensemble dérive 
de A et est noté A'. - 
11 est à noter que A' n'est pas nécessairement contenu dans A. 

2") Pour déterminer les points d'accumulation d'un ensemble, il suffit 
de chercher toutes les limites possibles de suites (infinies) d'éléments de cet 

ensemble : 

a) A={( - l ) "+ l /n  / n E N * ) .  

Les seuls points d'accuinulations de A sont a = 1 et P = - 1 
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2n 1 2n+i 1 En effet : soit xn = (-1) + - et y,= (-1) + - 
2n+ 1 

, n e  N* 
2n 

(x,}, (resp. (y,], ) est une suite d'éléments de A, tous distincts de 1 (resp.-1) et qui 

converge vers 1 (resp. -1). Donc A' = (-1, 11. 
b ) B = ( l / n - l / m / ( n , m ) ~ N * 2  O < n < m } .  

Tous les points an = l/n , n E Pd* sont des points d'accumulation de B. En effet, 

pour tout n E N* fixé, la suite (1111 - l/m], est convergente et tend vers a, = llfi . 
D'autre part O est aussi un point d'accumulation de B. Car si l'on choisit m = 2 n. 
et on pose x,=l/n-1/2n=1/2n  EN* 

(x, J est une suite d'éléments de B, tous distincts de O et qui converge vers O. 
Par ailleurs les points de la forme -1lm ne sont pas des points d'accumulation de B, 
car on ne peut pas construire de suite d'éléments de B, tous distincts de -l/m qui 
converge vers -l/m. 

Donc B '=  (O] u (1111 / n ~  N*] 

1 rn 
c) C =  ( --+cos- / n ~  N } 

3 n + l  

Lorsque n varie daris N, cos nxl3 prend ses valeurs dans (-1;-112; 112; 11, 
indéfiniment 

Ce qui nous permet de construire des suites d'éléments de C qui convergent 
vers -1, -112,112 ou 1. 1 7t 
Far exemple; la suite x, = - + cos((6n + 5)-) 

6(n+ 1) 3 

On obtient ainsi C' = ( -1, -112, 112, 1 ). H 

Soit A une partie bornée et infinie, de R. Soient a et b deux réels tels que : 
A c [ a, b]. On définit l'ensemble : 

E = ( x E [a, b] / [ a ,  x [n  A est infini). 

1") Montrer que E est non vide et possède une borne inférieure a. 
2') Montrer que E est un intervalle. Est-il ferme ? 

3") Montrer que a est un point d'accumulation de A 

Solution 
Soit A une partie bornée et infinie de R. Soit a et b deux réels tels que 

A c [a, b]. On définit : E = (x E [a,b] / [a, x[ n A est infini J .  

1') Montrons que E est non vide et possède une borne inférieure a. 
D'abord b E E puisque [a, b[ n A = A (ou A \  (b}) est infini. Donc E $0 .  

\ 

Comme E c [a, b], donc E est une partie bornée et non vide de W, elle possède 

une borne inférieure a ( et aussi une borne supérieure p), avec a (et p) E [a, bl. 
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2") Montrons que E est un intervalle. Pour cela, il suffit de montrer que : 
b ' ( x l , x 2 ) ~  E~ V X E  R [ x l < x < x 2 - x €  El 

Soient xl < x < x2 , avec (XI, x2) E ~ 2 .  

On a I a, xi[ [a, x[ c [a,x2[. 

Donc ( [ a , x i [ n  A )  c ( [ a , x [ n A )  c ( [ a , x2 [  n A )  

Comme xl E E, l'ensemble [a, XI[ n A est infini. Par conséquent, l'ensemble 

[a,x [ n A est infini. Ce qui prouve que x E E. Donc E est un intervalle. 
E est - il fermé ? 
Comme inf E = a , E c [a,b] , b E E et E est un intervalle, on pourrait déjà 

écrire que E = [a,  b] ou bien E = l a ,  b]. Seulement, on ne peut pas affirmer que E 
est fermé, puisqu'on peut avoir les 2 cas: 

l e p  cas : Si A = [O, 11 et [a, b] = [O, 11. 
E = ( x E [O, 11 / [O, X[ n [O, 11 est infini ). 

Il est clair que O E E puisque [O, O[ = 13. 

Comme 1 E E , O = inf E et E est un intervalle, on a : E = IO, 11. 
Donc E n'est pas fermé. 

2ème cas : Si A = ( (-l)"/n / n E N* ) et [a, b] = [-1, 11. 

E =  ( X E  [-1, 11 / [-1,x[ n Aestinfini 1. 

-1 Cette fois O E E car [ - l ,O[n  A =  ( - / n E N ) qui est bien un ensemble 
2n+ 1 

infini. 
Mieux encore, on a : O = inf E, car pour tout E > O , - E B. E 

(-1)" En effet, la suite - est convergente et tend vers O. 
n 

Donc, par définition : 
(-1)" V E > O  ~ N E N  [ n > N  a - E < <  E ]  

n 
donc 1-1, -E [ n A est un ensemble fini. 
Par conséquent, O est le plus petit élément de E. 
Comme E c [-1, 11 , 1 E E et E est un intervalle, on a E = [O, 11. 
E est bien un intervalle fermé. 

3") Montrons que a est un point d'accumulation de A. 

Par définition de a = inf E on a : 

V E > O  3 x ~ E  / a < x < a + ~ .  

Donc pour E = 1111. 

V ~ E N *  3 x n € E  a 5 x, < a + l/n. 

On en déduit que xn E E et (xn - 1111) E E. 
Seulement, les x, ne sont pas nécessairement dans A. 
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x, E E donc [a, x,[ n A est infini. 

( x  - l n )  E donc [a , (x, - lln) [ n A est fini. 

D'où [ x, - l/n , x, [ n A est infini. 

Pour tout n E N*, on choisit un Clément yn tel que : 

Ccci est possible car cet cnscmble est infini. 
Donc, la suite {y,),, ainsi construite, est une suite (infinie) d'éléments de A , tous 

distincts de cc et qui converge vers a .  

Cc qui montre que a est un point d'accumulation de A . 

Soit x le nombre : 0,234234234 ... 234 ... 
En comparant lOOOx et x , écrire x sous la forme d'une fraction rationnelle a b .  

Solution 
Soit x = 0,234 234 234 ... 234 ... 
1OOO.x = 234, 234 234 ... 234 ...= 234 + x. 
d'où 1OOO.x - x = 234. 
C'est à dire 999.x = 234. 
OU encore x = 2341999. 
Ainsi r ';'écrit bien sous la forme fractionnaire : a b .  

Tout élément x de Q est un nombre rationnel qui peut s'écrire de deux 
manières possibles (pour x > 0) 

1") écriture fractionnaire x = a/b. 
2") écriture décimale, qui comporte deux cas : 

- une écriture limitée x = aga1 ... a k  , ak+l ...an. 
- ou bien une écriture illimitée : 

X = aga1  . . .ak,  a k + l  ... apPIP 2...PnP1P2...Pn... 

Montrer que les deux écritures 1) et 2) du rationnel x, sont équivalentes. 
aga1  ...ak s'appelle la partie entière 

ak+ l  ..-CCP l'anti-période. 

PiP2...Pn la période. 

solution 
Soit x E Q x > O. 
Montrons qu'il y a équivalence entre les deux écritures 1) fractionnaire et 2) 
décimale limitée ou illimitée. 

1) 3 2 ) .  Soit x = a b ,  a €  N*, b E N*. 
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Exemple 314 = O, 75. 
et 117 = 0, 142857 142857 142 ... 

Comme il y a au plus , b restes possibles, on effectue (au maximum) b divisions 
euclidiennes de 10P.a par b, p E {O, 1, 2, ..., b- 1 1. Ce qui donnera : 

lère division a = b.qo + ro avec O 2 ro < b. 

2ème division 10.a = b.ql+ rl avec O S rl < b. 

b-ième division lob-l.a = b.qbW1 + rb.l avec O < rb_l < b. 

Deux cas se présentent : 

ler cas : 3 p E (O, 1, 2 ,..., b-1) tel que rp = 0. 

La division s'arrête, et dans ce cas x = a/b admet une écriture décimale limitée : 
x = aoa 1 ... ak ,  ak+ l  ... an. 

2ème cas : V p E (0,1,2 ,..., b-1) rp # 0. 
Mais alors, comme les valeurs des restes possibles sont prises dans l'ensemble 
( 1,2,3 ..., b-1 ] ; au bout de la b-ème division, au plus, il existera p, s E (0,1,2 ... b-1 ) 
tels que rp = r,. Car il y a b restes et seulement (b-1) valeurs possibles 
(le zéro étant exclu!). 
Ainsi le processus de division effectué après la k-ème et celui effectué après la 

p-ème sont identiques. 
Puis on recommence indéfiniment.Ce qui donne une écriture décimale illimitée de x. 

x = a o a l  ...ak, ak+l ... apP1P2 ...PnPlP2...Pn... 

%al...ak s'appelle la partie entière 

Qk+i...OLp l'anti-période 

et PiP2... Pn la période. 

le r  cas : x = a ,a l . . . ak ,  ak+l  ak+2...an 

10"-~.x E N. donc 10"-~.x = a E W 
d'où x=a/10"-l( 
et x est alors de la forme a b .  

2ème cas : x = aoa ~. . ."k , C X ~ + ~ . . . ~ ~ P I P ~ . . .  PnPiP2 Pn ... 
1 0 ~ - k . ~  = aoal . . . akuk+l . . . ap .  PlP2... Pn  ... 

IO"+P-'.X = aoal . . .akak+l  ...ap Pn P i P 2  Pn ... 

Ainsi, si on pose yi = ... akak+l ...T, t N. 
et Y? = "ou, ... ak"k+i ... up PlP2... Pn  N. 
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O n a :  1 0 ~ + ~ ~ ~ . x - y ~ = 1 0 ~ - ~ . x - y ~ .  

donc ( 1 0 ~ + p - ~  - I O P - ~ )  X = Y2 - YI.  

D'où b.x = a. 

où a =  (y2 - Y I )  E N* et b = ( 10"+P-k - I O P - ~ )  E N* 

1") Montrer, en utilisant les notions de divisibilité et de facteurs premiers 
dans N,que : est irrationnel. 

2") Soit NE N*. Montrer que est rationnel si et seulement si N est 
un carré parfait. 

Solution 
1) Montrons que f i  est irrationnel. Par l'absurde. 
Supposons qu'il existe deux entiers non nuls p et q , premiers entre eux tels que 

d-2 = p/q. 

D'où p2 = 2q2. On en déduit que p2 est pair. 
Ce qui entraine que p est pair (car sinon p = 2k + 1 et p2 = 4k2 + 4k + 1 qui 
serait impair). D'où p = 2k., k E N*. 

Mais alors p2 = 2q2 donne 4k2 = 2q2 ou encore q2 = 2k2. Le même 
raisonnement que plus haut montre que q doit être pair. 
Ainsi p et q sont tous deux pairs donc ne sont pas premiers entre eux. Ce qiii 
est absurde et prouve que JS est irrationnel. 

2") Montrons que [ N carré parfait a JN rationnel]. i 
(a) trivial, puisque si N = a 2 ,  a E N*. 

(c= ) Supposons que JN est rationnel : - p/q, avec p et q premiers entre eux. 

Donc N~~ = p2 . Supposons que N n'est pas un carré parfait. 

p divise p2 donc p divise N~~ . Comme p et q sont premiers entre eux, p divise N. 
D'où, il existe k E N tel que N = pk. Mais alors on aura, après simplification : 

p = q2.k. Un même raisonnement montre que p divise k.  D'où, il existe kt E Bi 

tel que k = pk' et aprCs simplifications, il vient : 1 = q2.k. q et kt étant des enticrs, 
cette dernitre égalité eniraine que k' = q = 1. Il s'en suit que k = 1 et p = 1 
et par conséquent N = 1 .  Ce qui est absurde puisque 1 est un carré parfait. 
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SUITES NUMERIQUES 

Montrer que la somme d'une suite convergente et d'une suite divergente est une 
suite divergente. 

Solution 
Soit (un) une suite convergente et soit {v,) une suite divergente. Si la suite de 
terme général wn = un + v, converge il en est de même pour la suite wn - un = v, 
ce qui contredit l'hypothèse. 

I 

Montrer que si la suite {un) converge vers C alors (1 un 1 )  converge vers I C 1. 
Et la réciprioque? 

Solution 
Montrons que : V x, y E R 

(1) 1 1 x 1 - l y l l  5 l x - y 1  
En écrivant x = x - y +y et y = y - x + x on a : 

I x l < l x - y l + l y l  
l y l i l x - y l + l x l  

Ce qui implique que : 
- I x - y I I I x I - I y I I I x - y I , soit la relation (1). 

V & > O    NEW V ~ E  W 

or I I u n I - I C I ~ < I u n - L I  ainsi ( n 2 N  3 I I u , I - I L I < E ) .  

La rkiproaue est fausse : si un = (-1)" 
{ I un I ) convergc vers 1 mais (un] divcrge. 

on a cependant l'implication 
l un l 4 O enuainc que un + O. 

n +  + -  n + + -  

Soi1 ( u n )  une suite nuinCricluc tcllc quc scs suites extraites ( q n ) ,  ( u ~ ~ + ~ ]  

ct { u ~ ~  } convcrgent rcspectiveriicrit vcrs L , I' , I". Montrer que (un) cst 

convcrgcnlc vcrs L CL quc L = L' = Lu.  
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Solution 
La suite {u6,) est une suite extraite à la fois de (u2,) et ( u3,) . Donc elle 

converge à la fois vers C et CM. Et d'aprés l'unicité de la limite on a : L = LM. 
De même puisque ( ~ 3 ( 2 ~ + ~ ) }  est une suite extraite à la fois de ( u ~ ~ + ~ ]  et de (ug,} 

On en déduit alors que C' = C". 
Finalement on a : C = L' = C". 
Soit E > O. Comme lim u2, = C = lim u2,+] , on a : 

n -3 - n + -  

(1) 3 N 1 ~  N V ~ E  N [ n > N 1  a Iu2 , -CI<&]  

(2) 3 N 2 ~  N V ~ E  N [ n > N 2  a lu2n+l - L I < & ] .  

Posons N = sup (2N1, 2N2 + 1). d 

Ainsi l'égalité I un - L l < E est vérifiée par tous les entlers n > N. 

Etudier la nature des suites définies par : 

1 1 1 
a) xn=-+- + ...+ 

2 n 2 + 1  n 2 + 2  n + 2n+l 

n n n 
+ ...+ b, Y n = ~ ~ + ~ s  JT. n + n  

log n 
n E N*. 

Solution 
a) Pour tout k E { 1, 2, 3 ,..., 2n+l) on a : 

En faisant varier k, puis en prenant la somme membre à membre dcs (?n+ 1 )  
inégalités , il s'en suit : 

Comme les dcux suites ( un ) cl (v,) sont con\ crgcnicj C L  tcndcnt vers /éro, 111 \uitc 
(x,) est convergente et  tend égalcmcnt \Cr\ /&o. 
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b) Un raisonnement identique au précédent montre qcr : 

Comme {un} et (v,) sont convergentes et tendent vers 1 , la suite {y,) est 
convergente et tend également vers 1. 

h g  n 
ii,= JG 

Nous savons que V x E R+* Log x < x. 

n 
D'où JDiT; 
La suite définie par le membre de droite est convergente et tend vers zéro. Donc il en 
est de même de (z,) rn 

Etudier la convergence et déterminer la limite, lorsqu'elle existe, de la suite {un) 
définie par : 

an - bn 
u =-- 

an + b n  

où a et b sont des réels tels que I a I # I b 1. 

Solution 
On distingue deux cas possibles : 

ler cas : I a I < I b 1. Ceci entraine d'après l'hypothèse que b # O . Posons alors 
k = a b .  

kn- 1 
Ainsi : un = - 

kn + 1 

Or I k I < 1 donc la suite géométrique (kn) est convergente et tend vers zéro. 
D'où (un) est une suite convergente et on a : un -+ -1. 

n + -  

2ème cas : I a I > I b I . Comme plus haut, ceci entraîne que a # O. Posons alors 
k = bla. 

1 - k n  
O n a :  

l + k n  

Puisque I k I < 1 . Il s'en suit que {un) est une suite convergente et que un 4 1 .  
n +  +- 

I 
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Solution 
C'est un résultat classique gCri6ralement vu en cours. 
Soit E > O . Puisque ( u n }  converge vers C : 

3 n o € N  , ' d n ~  N 

(1) [ n > n o *  I u n - i I < & / 2  1 

- 

Il en résulte de (1) et en posant 

2.6. 

A E 
< - + -  

n 2 

lim A/n= O il existe alors n l  E N te1 qce [ n > n l  A/n < cl3 1 .  

Soit {un} , n E N* une suite numérique convergeant vers I E R. 
Appelons vn la moyenne arithmétique (Somme dc Césaro) : 

u, + U2+. . . +q, 
v = n 

Montrer que {v,} cori\c\iyc Cynlcmcnt vers C. 

n++-  

Posons N = max (no, nl) on a kf n E W [ n > N  a l v , - C l < ~ ]  

Ce qui montre que {vn} est convergente et tend vers I. 

Soit { un , n E N* une suite de réels strictement positifs convergeant vers 

C E W+*. Appelons vn la moyenne géométrique : 

v, = 

Montrer que {v,) converge également vers I . 
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Solution 
Posons wn = Log u n ,  n E N* 

qui n'est autre que la moyenne arithmétique de la suite (w,) . { Log v,] converge 
donc vers la même limite que la suite (w,) ( voir exercice 2.6.). 

Ainsi lim Log vn = Log L et donc lim vn = 1. 

n -i +- n + + -  
puisque la fonction exponentielle est une bijection de R sur W*+. 1 

Soit (x,), nE N une suite numérique telle que 

lim xn+l - xn = L . Etablir que lim xn/n = L 
n -i +- n -+ +- 

Solution 
Posons un = xn - xn_l 

pour n E N* 

Ainsi {un) et sa moyenne arithmétique (v,) convergent vers C (voir 2.6.) 

or vn = x d n  - x d n .  

Ainsi (xdn]  converge vers L. 

Soit (x,} , n e  N, une suite de réels sirictement positifs telle que 

Xn+ 1 lim - = L ,  C>O.Etab l i rque l im n & = L  
n-+ +- Xn n++- 

Solution 
Xn 

Posons u n  = - 
'n- t 
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(un) converge vers L. Il en est donc de même pour sa moyenne géométrique (vn) . 
h g  x, 

-- 

or ~ ~ = ~ f i . ~ @ ~  donc n&=e n 
tend vers 1 pour tout xo > 0. 

on conclut Que 

U n +  1 
Soit (un) une suite numérique telle que : lim - - - L 

n + + -  Un 

I Etablir que : 

1") 1 L 1 < 1 3 (un} converge vers O 

1 2") I L 1 > 1 3 (un) diverge 

3") Que peut-on dire concernant la convergence de la suite Si I C I = 1 
4') Application : Etudier les suites définies par 

Solution 
Remarquons tout d'abord que si ( lu, I )converge vers O il en est de même pour 
(un} et si ( I un l ) diverge alors (un) diverge également. 
Il suffit donc d'établir ces implications pour la suite ( I un 1 ) .  
Ce qui revient à supposer que la suite (un) est à termes positifs. 

1°) Supposons C < 1 ( C 2 0) 
%+ 1 

V € > O  3 N e N  ' d n ~  N [n2N*C - E  <-<L+E] (1) 

Soit E E ]0,1-L [ . Posons q = L + E . on a O< q < 1 Un 

onendéduitque: [ I ~ > N * o s u ~ < ~ " - ~ u ~ ]  

Et puisque (qn-N uN} -+ O lorsque n+ +w, la suite (un) , qui est à termes positifs 
converge vers O. 

2") L > 1 

Prenons maintenant dans (1) E E ]O, L-l[. Posons q = L - E 

Ona q > 1 .  Ondéduitde(1)que V n E N  [ n 2 N +  
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Ce qui entraîne que : 
V ~ E  N [ n > N  u n > q n - N ~ N ]  

La suite (qn-N UN) tend vers + m quand n + + = puisque q > 1. 
Il en est de même pour la suite Lun). 

3") Si L = 1 (ou C = -1) on ne peut rien dire : 

Si un = n on a L = 1 mais (un) diverge 

Si un = l/n on a C = 1 mais (un) converge vers O 

un+1 1 - lim - - - 
u X 

Par conséquent : si I x I > 1 alors (un) + O 
si I x l e  1 , (un) diverge 

si x = 1 un = nk un -+ +00 . (un) diverge 

si x = - 1 un = (-l)"nk (un) diverge. 

vn+l lim - O ainsi v, -+ O pour tout x E W*. 
n+aJ Vn 

Comme pour x = O , (v,) est la suite constante et égale à O (n E N*), il s'en suit 

que (v,) est convergente et tend vers O pour tout x E R. 

1 a k + b  
Montrer que les suites définies par : un = x - et vn = x - 

k=O k! ,'=O k! ' 

convergent et determiner leurs limites . 

Solution 
1 

un+, = u n  + - (n+ l)! donc (un] est strictement croissante. 

Montrons qu'elle est majorée par 3. 

1 1 1 1 1  - 1 1  
-<- ,  -- -<-  et plus généralement, il est facile de voir que 5 
2!- 2 3! 2 ~ 3 - ~ 2  

pour tout k > 1. 
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1 1  1 1 
Ainsi u n = l + - + - +  4. ..+- 

l! 2! 3! n! 

i - ( inn)  
Il s'en suit que : un < 1 + - 

1 - (112) 

La suite (un) étant croissante et majorée, elle est convergente. 
Appelons e sa limite. 

D'où v, = b.un + a.un_ 1. 

Comme les deux suites (un) et (un-1 ) sont convergentes et tendent vers e , il s'en 
suit que {vn} est également convergente et lim vn = (a + b) .e. 

F n +- I 

Soit f une fonction continue [O, 11 et admettant une dérivée à droite 

au point O, égale à A E W. 

On suppose , de plus, que f(0) = O. Posons pour tout n E N* : 

1 1  s =-+-  1 
+...+ - n n + l  2 n  

Sn(Q= f ( i ) + f  (A) +...+ f(&) 

1") Montrer que {Sn) converge vers une limite S. 

2") Montrer que (Sn(f)) converge vers ?S. 
3") Calculer S,(f) lorsque f(x) = Log (l+x). 
4") En déduire la valeur de S. 

Solution 
1") Montrons que (Sn) est décroissante minorée. 

1 1 1 1  1 1  s ,+1-s ,=-+-- -5-+-- -=o  
2 n + 1  2 n + 2  n 2n 2n n 

Donc la suite (Sn) est décroissante. 

D'autre part , pour tout n E N* : Sn > 0. 
D'où {Sn) est décroissante, minorée par 0, elle est convergente vers une limite S. 

2") Iim f(x) - f(") = A et f ( ~ ) =  O entraînent que : 
x - O  

x -3 O+ 

V E > O  3 q > O  telque [ O < x < q  * I f (x ) /x -AI<&] .  
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S o i t N E N *  telque N > l m , o n a :  

V N E  N* [ n > N  3 O< l / n < q  3 I n .  f ( l / n ) - h l < & ]  

Ainsi , la suite de terme général un = n.f(l/n) converge vers h. 
Il suffit alors de montrer que la suite de terme général (Sn(f) - un.Sn) converge vers O 

Or {un) est une suite convergente vers h, donc c'cst une suite de Cauchy et on a : 

V E > O   NE N V ( n , m ) ~  N2 [ m 2 n > N -  l u , - u n l < ~ ] .  

Ainsi si n > N y k E N 1 Un+k - Un ] < E. 

D'où si n > N 1 Sn(f) - un.Sn 1 < n.&/n = &. 

Ce qui prouve que { (Sn (f) - unSn) ) converge vers O. 
Comme les deux suites (un) et {Sn) sont convergentes et tendent respectivement 

vers h et S, il s'en suit que la suite (Sn(f) ) est convergente et tend vers AS. 
3") Si f(x) = Log(l+x), f est définie et continue sur [O, 11. De plus f est dérivable 

à droite en O et fd(0) = 1 = h . On a : 

Ainsi la suite (Sn(f)) est convergente et tend vers Log 2. 

4") Comme h = 1 et h.S = Log 2 on a S = Log 2. I 

Considérons les fonctions f(x) = asinx + b , g(x) = asinx + b - x avec 

a E 1-1, 1 [ ,  b E W 
1") Montrer que g s'annule en un unique point a. 
2') Montrer que f est contractante, c'est à dire que : 

3 k E ]O, 1[ V (x, y) E W2 : I f(x) - f(y) I S k l x - y l. 

3") En déduire que la suite {x,) définie par xo E R et xn+i = f(xn) 

converge vers a. 

Solution 
1") lim g(x) = + w et lim g(x) = -W. Ainsi 

X+ - m X-+ + 
3 X E W , 3  Y E R tels que X < Y et g(X) > O et g(Y) < O 

puisque g est continue : 3 a E ]X, Y[ tel que g(a) = O 
g'(x) = a cosx - 1 < O pour tout x. 
g est donc strictement décroissante. Ce qui montre l'unicité de a. 
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Ainsi, f admet un unique point fixe a. (f(a) = a). 

x + y  x - y  
2") f(x) - f(y) = a (sm x - sm y) = 2a cos - sin - 

2 2 

puisque I sin z I I z pour tout z. 
f est donc contractante de cœfficient k = I a 1. 

3") On va montrer que la suite (xn} -+ or lorsque n -+ +w 

Etablissons directement ce résultat. 
V n e N  I x,+l - or I = l f(xn) - f(a) I I k l xn - a l 

On a par une recurrence simple : 
V ~ E N  l x n - a I I k n I x o - a l  

O < k < 1 entraîne que (xn-a) + O. Ce qui montre le résultat. 

Soit a 2 1. On considère les deux suites définies par : 
a Un + 'n 

u 0 = a  , v = -  
" Un et U n + i = ~  

1°) Montrer que (un) et (v,) sont deux suites adjacentes. 
2") Calculer leur limite commune. 

Solution 
1") Montrons que les 2 suites (un) et (v,) sont adjacentes . Remarquons tout d'abord 

que un > O , v, > O pour tout n. 

- - - 
2 2% 2% 

Ainsi le sens de variation de la suite (un) dépend du signe de (\/à - UA. Or on a : 

Ce qui montre que la suite (un} est décroissante et que un - vn 2 O pour tout n. 

b) D'autre part, comme pour tout n E W 

v n + 1  - "n 
2 1 

'n Un + 1 

la suite (vn] varie dans le sens contraire de celui de (un). Donc elle est croissante. 

c) Il reste à montrer que liin (un - vn) = O 
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Or, comme {vn) est croissante, on a 

(un+i - vn+i) 5 (un+i - vn) 

L- 

Et par conséquent : I 

V n E N. 0 1 (un - v,) 5 - (uo - vo) 
2" 

On en déduit que lim (un - vn) = O. 
n + 00 

Ce qui prouve que les deux suites {un) et {v,] sont adjacentes . Donc elles sont 

convergentes et tendent vers une même limite L. 

2") C doit vérifier les 2 relations déduites des définitions : 

C=afi  et L=(C+L)/2. 

Ce qui donne C =. + fi 
Comme les 2 suites {un) et {v,) sont positives, il s'en suit que 

Soient a et b des réels tels que O < a < b. 

Définissons les suites {a,) , {b,) , n E N, par : 
- % + bn 

a. = a et bo = b et an+l = a bn+l - - 
2 

Montrer que ces suites sont adjacentes. 

Solution 
Etablissons par réccurence que : pour tout n E N 

0 < an < an+l < bn+i < bn (1) 
Puisque O < a < b on a bien O < a. < a l  et bl < bo. 

a + b  
D'autre part bl - al = - - = 

a + b - 2 &  
2 2 

L 

Supposons maintenant la relation (1) verifiée 
an+l < bn+l entraîne que an+l < ân+2 et bn+2 < bn+l 

ch+,+ bn+ 1 - 2 J  %+ibn+, 
Par ailleurs bn+2 - an+2 = 2 

ce qui montre que O < an+l < an+2 < bn+2 < bn+l. 
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Les suites {a,) et (b,} sont donc respectivement croissante majorée par bo et 

décroissante minorée par %. Appelons L et C' les limites respectives. 

% + 'n L +I' 
que c = -- On déduit de b,+, = - 

2 

ce qui montre que L = ff et achève la démonstration. I 

Soit uo et vo deux réels tels que O < uo < vo 

On définit deux suites {un) et {v,) par : 

'unv n Un + "n 
Un+l  = - et "n+l = 2 

Un + "n 

1') Montrer que : 
V ~ E N  O < un < vn 

2") En déduire que les suites {un) et {v,) convergent vers la même limite. 

Solution 
1 O) Raisonnons par réccurence. La propriété est vraie pour n = 0. 

Supposons O < un < vn. 

Il en résulte immédiatement que un+l > 0. 

2 2 2 2 2 
par ailleurs (vn - un) = vn - 2 un vn + Un > 0 entraine que vn + un > 2 un vn 

2 2 2 
d'où (v, + u,) = V n  + 2 Un V n  + Un > 4 Un vn . 

vn + Y, 2 Un "n 
Par conséquent : - > - d'où vn+l > Un+1 

2 Un + "n 

2") La suite {v,) est décroissante . En effet : 

puisque la suite (vn) est minorée par O elle converge donc vers un réel v. 

2 %  "n - "n 'n 
Par ailleurs, un + = - - > un pour tout n , car - > 1 

Un + "n " n +  1 

Ainsi la suite {un] est croissante majoréc par vo, appelons u sa limite. 

S + ' n  U + V  
Il résulte de la relation v,+ = - que v = - et finalement u = v. 

2 2 rn 
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Soit (un) une suite de nombres réels strictement positifs tels que : 

~ n 2  1 un= J G  
A quelle condition sur uo, ul la suite est - elle convergente? 

Solution 
Posons vn = h g  un. On a : 

Vn+l  - Vn + Vn-1 = O 
C'est une suite de Fibonacci d'équation cmactéristique : 

r 2 - 2 r + l = O  r = 1 .  

Ainsi , vn=ar"+pnr"=a+pn.  

a = v, p = V I  - V, 

Vn = V, + n(v1 - v,) 
u1 h g u n = h g & + n L o g  - 
*O 

Finalement (un) converge si et seulement si ul I uo 

2.18. Soit [un) la suite définie par u, E W et la relation un + 1 = aun+b , n E N. 

Etudier suivant les valeurs de a, b, u, la convergence de (un). 

Solution 
Si a = 1 la suite (un) est arithmetique de raison b. Elle ne peut converger que 

si b = O, auquel cas la suite (un) est constante. 

Si a # 1 l'équation C = a C + b admet une racine unique C = b/(l-a) 

si uo = C la suite (un) est constante et un = C pour tout n. 

siuo#C ona -C)=a(un-C) 

La suite de terme général vn = un - C est géométrique de raison a. On a : 

un - C = an (uo - C) 
Une condition nécessaire et suffisante pour que (un) converge est que 

l a i <  1. 
Elle admet alors pour limite b/(l-a). 



La première année de sa création une société de fabrication automobile a 
produit Pl = 450 unités. La deuxièiue année P2 = 720 unités. Appelons Pn 
la production de l'année n. 
On suppose que la production annuelle évolue suivant le modèle suivant : 

3 
P n + 2 = 3 A P n +  i +  -Pn 4 

où &+i= Pn+l - Pn désigne l'accroissement de la production de l'année 
n +l. 

a - Déterminer la production annuelle Pn en fonction de n. 
AP,+ 1 

b - En déduire le taux d'accroissement - 
APn 

Solution 
a - Pn+2 = 3(Pn+l - Pn) +3/4 Pm 

Pn+2 - 3Pn+l +9/4 Pn = O 
(Pn) est une suite de Fibonacci d'équation caractéristique : 

r2 - 3r + 914 = O w r = 312. 
Ainsi Pn = rn (A + nB) 
Pour n =  1 et 2 ona :  

450 = 312 (A + B) i :* A = 280 et B = 20, d'où Pn = (3/2)"(280 + 20n). 
720 = 914 (A+2B) 

b -  LZP,+l =P+' ( ~ + ( n +  1 ) ~  - r n ( ~ + n ~ )  
=rn [(r  - 1) (A - nB) +rB 1 

AP,+ 1 =  (3/2ln (170+ Ion) ! + 3 17+n - j--- - 
AP, 2 ' 1 6 + n  

. A P = (312)~' (1 60 + 1 b) 
ih 

Soit (un) la suite définie par ses premiers termes u, et ul, avec u, Z i i ~  

et la relation de réccurence 
un+2 = aun+i + (1 - a) un pour n E N. 

Donner une condition nécessaire et suffisante sur le paramètre réel a pour 
que cette suite converge . Donner alors sa limite C. 

Solution 
POSO~S Vn = Un+l - Un , n € N 
vn+l = un+2 - un+i = aun+l + (1 - alun- un+i = (a - 1) (un+i - un) 
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{vn) est donc une suite géoméuique de raison r = a - 1. 

V ~ = P V ~ , V O = U ~ - U O ~ ~ O  

Si {un) converge vers C, alors {v,) converge vers O ce qui entraîne que I r I < 1 

et finalement O < a < 2. 
Réciproquement, montrons que si - O < a < 2 alors {un] est convergente : 

un - un-1 = rn-1. v, 
En sommant terme à terme, on obtient : 

1 -rn 
donc : u , = u 0 +  (ul -u0)- 1 - r  avec r = a - 1 

a E ]O , 2  [ entraine que in 4 O lorsque n 4 W. 

U I  - uo 
Ynsi, la suite {un} converge vers L = uo + - 1 - r  \ 

d'où 

2.21. Soit (un} la suite définie par : 

u, = 1 

Montrer qu'elle est de Cauchy. 

Solution 
Pour tout n un 2 1 . En effet u, 2 1 

Supposons un> 1 . ALors un+l = Jz 2 1. 

un+, - un = lu: + 112"- un . Miiltiplions par la partie conjugufc 
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Soient m et n deux entiers tels que m > n. 
u, -u,=U,-u,-l +U,_l -Um-2+...+Un+l -un. 
I U m m  U n I I I  Um-Um-1 I + I Um-1 -Um-2 I + ...+ I Un+l -Uni 

Finalement I u, - un 1 < 112" 

La suite { 112") converge vers O donc 
V E > O  3 N  / \ s ' n € N  ( n > N  3 1/2"<€)  

Ainsi V m , n ~  N [ r n > n > N  * I u , - u n / < & ]  
rn 

Montrer que la suite {s,), nE N* , définie par : 
n 

1 
s n = Z  

k= 1 

est divergente. 

Solution 
Il suffit de montrer que la suite {s,] n'est pas de Cauchy. 

Mais alors, en faisant varier k et en prenant la somme des n inégalités, il s'en suit 
que : I szn - S, I > n . 112n = 112 

Ainsi 3 EO = 112 > O 'd N E W* 3 m E N* (m = 2 N) 3 n E W* (n = N) 

tels que: m 2 N  et n 2 N  et I S , - S ~ I > E ~ .  
Donc la suite {s, ) n'est pas de Cauchy. Elle ne peut alors converger. 
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Etudier la fonction f(x) = (x2 + a2) / 2 x , a > 0. 
t En déduire la convergence de la suite (un) définie par la donnée de uo E W* 

et la relation de récurrence 

Solution 
1 2 

2 a 
f(x>=(x + a T / 2 x = , ( ~ + ~ >  

Etude de f : f est définie sur W*. C'est une fonction impaire. On va l'étudier sur W*, 

x aL 
Par ailleurs, f(x) - - = - donc lirn [f(x) - x/2 ] = 0 

2 2x 
x + + -  

Ainsi la droite d'équation y = x/2 est asymptote à la courbe de f au voisinage de 
l'infini. 
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Etude de la suite {un) 
Cette suite est définie par : un + 1 = f(un) . 
Puisque f est continue, les limites possibles sont solutions de l'équation f(L) = C. 
on obtient L = + a. 
l e r  cas uo > O 
Si u, = a par une recurrence simple on montre que un = a pour tout n. 
Si u, > a posons D = 1 a, +.o [ 

flD) C D. Ainsi ul E D , u2 E D ... un E D V n E N. 
{un) est alors minorée par a . 

Ainsi ul < uo et puisque f strictement croissante sur D, on a u2 < u,. 

Plus généralement u,+l < Un V n E N. 

La suite {un} étant décroissante et minorée par a, elle converge vers une limite 1 2  a. 

On en déduit que C = a 
Si O < uo < a. 

f (1 O, a [) c D. Donc ul E D et un E D V n E N* 
On retrouve le cas précédent (voir figure) 
Ainsi, pour n 2 1 la suite (un} est décroissante minorée par a et converge vers a. 

2ème cas : uo c O 
Considérons la suite de terme généra1 vn = - un. 

vn+l = - un+l = - f(un) = f(- un) = f(vn). 
Ainsi la suite {v,] est telle que vo > O et vn+l = f(vn), on déduit du ler cas que 
{v,) converge vers a. 
Il en résulte que {un) converge vers - a. 

Etudier suivant les valeurs de a et de b, a 2 O et b > O. 
la nature de la suite numérique définie par : 

u0 = a , = J F b  pour n E N. 

Solution 
Posons f(x) = Df = [- b, +CO[. 

Prenons D = R+ on a f : D -+ D et U, E D. 
Ainsi (un) est bien définie et un 2 O pour tout n. 

- Cherchons les limites L possibles. Puisque f est continue, C doit vérifier f(C) = L 
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A L O on a donc deux racines [ = 
1-Jm l + J %  

1 2 . L, = 2 

mais puisque 12 0, on a une seule limite possible L = L2. 

1 - Variation de f : f (x) = - V x > - b  
2 m  

Ainsi f est strictement croissante sur D. 
- Comparaison de uo et ul : u, < ul a l J a + b  

u a E 1 Cl ,L2 [ u a E [O, L [ puisque LI < O, a 2 O et L = LZ 

ler cas : Si a E [O, L [ alors uo < ul donc {un] est croissante 

a <  L u o < L  + u n L L  pour tout n E N 
La suite {un} est alors convergente et admet 7 4 12 pour limite 

Z 

2ème cas : Si a = L , uo = L, ceci entraîne que un = pour tout n. 

3ème cas : Si a > L , alors uo > ul. La suite (un) est alors décroissante. 

Elle est minorée par L puisque uo > L, elle converge donc vers L = L2. 
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Solution 

? n r ~ e u ~ ~ l ~  suile ( u n )  de la manière suivante ul = a et un+l = a + , 

n E N* 
Posons f(x) = a + & et D = R+ 
f(D) c D et ul E D. f est croissante sur D. 
Cherchons les points fixes de f : 

2.25. 

L'équation du 2ème degré adinet les racines 

Soit a un réel strictement positif. Etudier la convergence et déterminer la limite 
éventuelle de la suite de terme général : 

u , = a +  J a +  /- ( a figure n fois dans I'exprcssion) 

On peut vérifier que xl < a < x2 
Ainsi x2 est l'unique point fixe de f et l'unique lirnitc possible de tu,). 
On peut montrer par ailleurs que pour tout x positif : 
( f(x) > x w x E [O, x2 1) et (f(x) < x o x > x2). 

l e r  cas : a < x2 ainsi u l  < x2 puisque f est croissante sur D. 

u;! < xz et plus généralement un < x2 pour tout n r PJ* 

Par ailleurs ul < x2 entraîne que f(u1) > u l  . 

Ainsi u2 > ul cl plus généralement, par application\ \ucc c\\i \c\  de J on a 

V n E W* U n + l  > Un 

Ainsi ( u n )  est croissante ct inajorée. Ellc converge donc vers x ~ .  

2ème cas u l  > x2 : On monLrc dc inCinc cliic : 'di1 E Y:* u,, > x? CL u n + )  < un .  
Ainsi la suite ( u n ]  cst dCcroissantc ct rninor6,c, donc converge ver\ u~ 
sème cas u l  = x2. On a Cvidcrninent 

Vn E ?Y* U, = x 2 ,  la suite cst constiinlc C L  Cgalc à x ~ .  

2ème méthode : 

un+i = a + JrUn 
Posons v, = un - a 

on a pour tout n E M* v,,+, = JF 1 + Jzx  
On déduit dc l'excr~icc 2 23 que { \  .) con\ crgc i'rj c ,  = - 7 - 
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Suites homographiques se ramenant à une suite géomitrique. 
Soient a, b, c, d, des réels que ad - bc # O et c # O. 

ax + b 
posons f(x) = - cx + d 

On suppose que (d - al2 + 4bc > 0. 
1') Montrer que f admet deux points fixes a et p. 

Etablir l'existence d'une constante k telle que : 

f(~)  - a z - a 
V z ; t p  -- - k-  

f(z) - P az - P 
2') Etudier la suite {un) définie par 12, E R et 

aun + b 
'nt1 = n E  N. 

On suppose que : V n E N un # -d/c (un est défini pour tout n) 
3") Pour quelle valeurs de uo la suite {un) est-elle définie pour tout n ? 

Solution 
1') Soit x # - dlc , x est un point fixe de f si f(x) = x, ce qui équivaut à : 

cx2+ (d - a)x - b = 0. 
A = (d - a)2 + 4bc. Or A > O, ainsi cette équation va admettre deux racines 

réelles distinctes a et B qui vont être les points fixes de f. a et p vérifient les 

relations cor2 + ( a  - a) a - b = O et cp2 + ( a  - ri) /3 - b = 0. (1) 

f(x) - a ax + b - acx - d a  - -- 

f(x) - p ax + b - pcx - dj3 

En utilisant (l), on peut écrire : 
n 

a - c a  x - a  - -- - 
a - c p  X - p  

a -  c a  
Il suffit donc de prendre k = - 

a -  cJ3 

2")V n E N un+l = f(un) (2) 

Si uo = a ou uo = P la suitc (un) est constante, sinon pour tout n E N 
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un- a 
Considérons la suite de terme général vn = - 

f(un) - a un - a 
- 

Un - P 
Vn+, - -= k - 

f(un> - P un - P 
Ainsi {v,) est une suite géoméirique de raison k. 

vn = kn . vo . Pour tout n E N 

j3knv0 - a pv, - akn 
u = on a aussi un = 

kvo - 1 vo - l k n  

ler cas si I k I < 1 alors kn -+ O et un + a 

2ème cas si I k I > 1 alors l/kn + O et un -+ j3 

3ème cas si k = -1 un = p + 
P-a 

)(un) est alors divergente. 
(- 1)" v, - 1 

on ne peut avoir k = 1 car c # 0. 
3") Supposons que la suite ne soit définie que jusqu'à l'ordre n. 
C'est à dire uj # - d/c pour i = 0, ..., n-1 mais lin = - d/c. 
Le calcul fait en 2) est valable jusqu'à l'ordre n. 

pknvo - a u0 - a 
On a en particulier : u = avec vo = - 

kRvo - 1 U o  - P 
d(j3 - a k n )  + c a p  (1 - kn) 

un = - d/c entraîne que uo = wn où w n= 
c ( a  - pkn) + d (1 - kn) 

Pour que la suite {un] soit définie pour tout n, il faut et il suffit que uo # wn 

pour tout n E W. 
En particulier ul est définie si uo # wo , wo = - d/c. 

Suites réccurentes homograpliiques se ramenant à une suite 
arithmétique. 
Soient a, b, c, d, des réels tels que ad - bc # O et c # 0. 

ax + b 
posons f(x) = - 

cx + d 

on suppose (d - a )2 + 4 bc = 0. 
1") montrer que f admet un unique point fixe a et qu'il existe une 

constante k telle que : 1 - 1 
V x f O  --- + k. 

f(x) - a x - a 
au, + b 

2") Etudier la suite {un} définie par uo E R et un+] = - 
cun + d 

(on suppose que un = -d/c pour tout n). 
3") A quelle condition sur uo la suite est - elle définie pour tout n ? 
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Solution 
1") Comme pour l'exercice précédent x est un point fixe de f si cx2 + (d - a)x - b = O 
Or A = (d - a)2 + 4bc est supposé nul 

donc f admet un unique point fixe 
a -  d 

En utilisant les relations b - a d  = la = - et d = -2ac + a, on déduit : 2 c  

C 
on prend k = - x - a  a - a c  

a -  a c  

2") Si u, = a la suite est constante. Sinon, la suite n'cst pas stationnaire et un it cx 
pour tout n. Posons 1 v =- 

un - a 

- 1 - 1 
'n+ I - 

- -- + I 
f(un) - a un - a 

La suite {v,) est donc arithmétique de raison k.  
vn = vo + nk. 

un = a + l/v, 
1 

=a+- 
vo + nk 

puisque k it O car c # O, la suite (un)  convcrgc vers cc. 

3") Si la suitc un est définie jusqu'à I'ortlrc n seulement . 
C'est à dire ui # -d/c pour i = O,1, n- l et u,, = - d/c. 
On déduit du calcul précédent quc 1 

u n = a + -  
vo + nk 

Ainsi 
un - nkcx (un - a )  

U = O 
1 - nk (un - a) 

n (a - d) - 2d 
Si un = - d/c alors uo = 2c (1 + n) 
Pour que la suite soit définie pour tout n i l  kiut et i l  suffit que pour tout n t i.1 

2.28. Etudicr la convcrgcncc dc la suite {un]  définie par : 

- 1 
) ilo = O U n c l  = - ' + 

3u,, + 1 
b )  u o = l  u1,+1 = -- 

u n  + l 



posons vn = - 
un - P 

on pcut vérifier qiic (v,,) est une suitc géoniclriquc dc raison 

' U  ' 

u = . Et puisque I k I > 1 
v,- l/kn 

11, -t p 'luanri n 4 +m. Ainsi (un) converge vcrs 1 + / 2  
- 1 

b) chcrchons Ics solulions dc f(L) = avec l(xj = - 
l + x  

2 WC + L + 1 = 0  

A = - 3 ainsi ccuc équation n'admet pas de racine réclle. 
Par conséqiicnl (un] ne pcut converger vcrs une liinile réelle. Ellc est divcrgentc. 

a) Pour qucllc valeur dc uo la suilc cst-clle dCfinic sculcmcnt jusqu'a l'ordre 100? 
b) Déterminer uo pour quc la siiitc soit définic pour tout n. 

2.29. 

Solution 
a) On doit determincr uo tellc que : kfn = 0,1,..,99 un ;t 6 et u100 = 6 

2un + 4 
Soit {un)  la suilc défiriie par uo E R ct un+, = ---- 

-un + 6' 

2x + 4 
La fonction f(x) = - admet un unique point fixe x = 2 ,  f(x) = x. 

-X + 6 

1 
Posons pour n I 100 vn = - 

un - 2 
1 - 1 1 - 1 

Pour n c 100 v , + ~  = - - - - - - 
f(un) - 2 un - 2 4 v" - 4 
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1 
Par conséquent Vn = vo - n/4 avec vo = - 

uo-2  

6 +  2n 
Finalement , un = 6 si et seulement si uo= - 

n +  1 

ainsi la suite est définie jusqu'à l'ordre n = 100 si et seulement si 
6 + 2 . 1 0 0  206 

Uo = - -- 
100+ 1 101 6 +  2n 

b - La suite est définie pour tout n E N si uo # - n +  1 pour tout n. 

Soit p un entier naturel non nul, on pose : 

uo = p e t  u,+l = p + l/u, pour tout n E N. 

1') a) Montrer que un est bien définie pour tout n E N. 

b) Montrer que un E Q pour tout n E N . 
c) Calculer uo , ul , u2 et u3. 

2O) Soient v, = u2, et wn = u2,+l pour tout n E N. 
a) Vérifier que : 

( P 2 + 1 ) v n + ~  (p2+ l ) V 4 , + ~  

v , + l =  P v n + l  
et w,, = 

P W " + ~  

b) Montrer que les deux suites (v,) et (w,) sont convergentes . 
(on remarquera que ces deux suites sont écrites à l'aide d'une relation de 
récurrence définie par une même fonction f ). 

3') En déduire que la suite {un) est convergente, et calculer sa limite t. 
4") Que peut-on remarquer, quant à la nature des termes un et de la limte t ?. 

Solution 
Soit p E N* . on pose uo = P 

Un+l = p + l/un \ J ~ E N  
Io) a - Montrons par récurrence que un est bien défini et que un > O pour tout 

n~ N .  
pour n = O , uo = p > 0. 
Supposons que un > O. d'où l/u, > O et p > 0. 
Donc u,+l > 0. 



b) hlorilro~i\ cliic d n E i y  un€ G 
Pru ri: ,nec . u,, = p r : J  donc uo E: c. 
Supposons qiic un  E 2 (donc un E ;*+) 

d'où 3 (a, b) E N* x N* / u, = a/b 
d'où 

comine p, a, b E N* donc u,+l E Q*+ 

- 1 (p2+ l ) u 2 . + p  ( p 2 +  I ) v , , + P  
- P + 1  = - - 

 PU^^+ 1 pvn + 1 P +  - 
u2ii 

D'où ic rCsulLit. 
On utilise un procédé identique pour w,. 
b - hlonuons que les dcux suites {v,] et {wn) sont convergentes : 
Considérons la fonction définie par : b 2 +  l ) x + p  

f(x) = p x + 1  . 
On va l'étudier sur D = X*+. 

E w V,+l = f(vr3 
et W,+l = f(wn). 

Etudions la inonotonie de la fonction f. Pour ccla, calculons sa dérivée : 

Donc f est strictcmcnt croissante sur D. Par ailleurs, f(D) c D et vo , wo E D, 
on en déduit que les deux suites {v,) et {w,} sont monotones et leur sens de 
variation dépend des dcux prcmiers termes de chaque suite. 

i) f(vo) - vo= vl - vo = u2 - uo = - > O. donc la suite (v,} est croissante. 
P2 + 1 

- 1 
ii) f(wo) - wo = wl - wo = u3 - ul = < O dofic la suite {w,) est 

décroissante. P (p2 + 2) 

Par ailleurs, la fonction f (rcstreinte au domaine D = R*+) est strictement croissante 
et on a le tableau de variations et les limtes suivantes : 
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P2+ 1 
Ainsi, f(D) c [ p, p 1 c D. 

P'+ 1 , Donc f est bornée sur D, et par conséquent : V n E N v, , W, E [ p , -_- 
Y 

p2+ 1 
La suite (v,) est croissante majorée par - 

P , et la suite (w,) est décroissante 

minorée par p. Ainsi , (v,) et (w,j sont convergentes. 

3") Les deux suites (v,] et (w,] sont coiivergentes et leurs limites doivent être 
nécessairement solution de l'équation [ f(x) = x ] c'est à dire : 

d'où (p2 + l)x + p = px2 +x. 
ce qui donne : px2 - p2x - p = O 
En simplfiant par p # O ,  il s'en suit : x2 - px - 1 = O 
Le discriminant A = p2 + 4 > O , et cette équation admet donc deux solutions réelles 

r 1 = P -  P- P + 4  et r,= 
P- P +  P + 4  

2 2 

Comme les deux suites (v,] et (w,] sont positives on a 
lim v, = lim w, = r2 

n+ - n + m  

ou encore : lim u2, = lim uzn+l = 
p +  J $ + 4  

2 

Les deux sous-suites (~2 , )  et ( u ~ ~ + ~ )  sont convergentes et tendent vers la 

même limite, donc la suite (un) est convergente et tend également vers cette limite. 
1 

p +  J P L + 4  
Soit C = : 2 

4") On peut vérifier que pour tout p E N* on a : L E R \Q. Ainsi, la suite des 
nombres rationnels un admet noiir limite un nombre irrationnel. 

Exemple : pour p = 1. Ci = -T- l t A  e R/Q. 

C i  est appelé le nombre d'Or = 1,618 "correspondant à une proportion considérée 
comme particulièrement esthétique ". (Larousse) I 



FONCTIONS NUMERIQUES DE LA VARIABLE 
REELLE 

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes : 
1 

19 f ( x ) =  fi+- 2 9  f ( x ) = J t g x  3 q f ( x ) = J =  
Ji-x 

l + x  2 
49 f  (x) = Log - 5") (x) = Arcsin (1 - x  ). 

3 - x  

Solut ion 
Désignons par Df le domaine de définition de la fonction f. 

(on rappelle que Df est l'ensemble des nombres réels x tels que f (x) existe). 

X E  Df e [ - x ~ O  et 1 - x > 0 1  d'où D f = ] - - ~ , 0 ] .  

2") f (x) = G x  
X E  Df m tg x ~ O  m 3 k ~  Z telque: X E  I k = [ k n , k ~ + n / 2 [ .  

3") f(x)=,/'= Df = U [ - 7 ~ / 4 + k x , n / 4 + k 7 ~ ] .  
k~ Z 

l + x  
4") f (x) = Log -- La fonction Log étant définie sur 1 O , + [ : 

3  - x 
l + x  

X E  Df e x + 3  et - > O  ( l + x ) ( 3 - x ) > O .  
3 - x  

d'où Df = 1 - 1 , 3  [. 

2 5") f (x) = Arcsin (1 - x  ). La fonction Arcsin étant définie sur [- 1 , 11 
2  X E D ~  w - 1 5 1 - x  l l . D o n c  D , = [ - d ; f i l  

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes 
2 x  - 1  

19 f ( x ) =  th --- 2") f  (x) = Arc tg 
2 

x + 1  Jz 
2x 

39 f (x )=Argch(3x+2)  49 f ( ~ ) = A r g f h -  
(1 - x2) 

Solut ion 2 
x - 1  

1 ") La fonction th est définie sur 3, donc f (x) existe si - est défini, ce qui 

est vérifié pour tout x E 3 x2+ 1 
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Donc Df = W 

2") La fonction Arctg est définie sur IR. 

Or n'appartient ii B que si x t - 1 

et (x - 1) (x + 1) 2 0. c'est-à-dire que x E 1 - m , - 1 [ u [ 1 , + [ 

d ' o ù D f = ] - ~ , - 1 [ u [ l , + w [ .  

3") On sait que la fonction Argch est définie sur [ l  , + w [ , donc f (x) existe si 
3x+ 2 2  1 donc Df=  [- 113; + .or .  

2x 
4") La foriction Argth est définie sur 1- 1,1 [ donc f est définie si : - I - l , l [  

e t x *  1. (1 - x12 
donc f (x) existe si et seulement si : 

D'où D f = ] - - , 2 - 8  [ ~ ] 2 + a ; + - [  

1 -sirlx 7t 
39 f(x)=- , X = - 49 f (x) = x2 (1 - cos l/x) , x, = - - 

O 2 (a12 - x12 

3.3 

1 

Solution 
1") On sait que tg 2x - 2x puisque lim tgu/u = 1. 

O 

donc f (x) o 2x/x u + O  

et par suite : lim f (x) = 2 
X + O  4 

Etudier la limite en xo de la fonction f définie par : 

$ 2 ~  s m  3x 
19 f (x) = - , X , = O  29 f (x) = - , X , = O  

X tg 7cx 

2") On sait que sin x ; x et tg x 7 x donc : 

sin 3x 3x -- - et par suite lim f (x) = 3/rc 
tgrcx 0 nx x +  O 

1 - cos t 
3") Posons x/2 - x = t. Alors f (x) = - 

Or I - cos t ; t2/2. 
t2 

D'OÙ iirn i (x) = lim t2/2 - l 

x + n / 2  t + ~  S 2 

4") Lorsque x tend vers - w , t = l/x tend vers O-. 

1 - cos ( l /x)  1 - cos t 
On peut écrire : f (x) = =-. 

1/x t2 
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1 -cos t 1 - et d'après la question 3") : lim f (x) = lirn - - - 
x - t - m  t - 3 0  t2 

2 

3.4 Etudicr la limite de la fonction f au point x, = O, dans les cas suivants : 

Jm-a sin x 
19 r (x )=  29 f (x )  = 

m - b  JG 

Solution 
l a l - a  

1") En calculant directement la limite de f on constate que lirn f (x) = - 
I b l - b  

x - 3  O 
Plusieurs cas se prksentent alors : 
ler cas : Si b c 0. 

2ème cas : Si b > O et a  < 0. 
lirn f (x) = + 
x + o  

3ème cas : Si b > O , a > O.On a alors une forme indéteminée pour lever 
l'indétermination, on multiplie et on divise par l'expression conjuguée du 
numérateur et du dénominateur, il vient : 

et donc lirn f (x) = b/a 
x + o  

4èmg cas : Si a = O et b = O on a f (x) = 1. 
2 2") On a 1 - cos x = 2 sin x/2 et sin x = 2 sin x/2. cos x/2, 

sin x/2 cos x n  
donc f (XI = fl . 

sin xR et alors lim f (x) = J2 et lim f (x) = - 

x -+ O+ x -3 0- 
a 

- - pp 

3.5 1 Etudier la continuité de la fonction f sur W 

Solution 

x -  1 
1") f ( x ) =  f est définie sur W \ (O , - 1 , - 2 , 2) 

x (x + 1) (x2 - 4) 
Comme f est une fraction rationnelle, donc elle est continue sur son domaine de 
définition. 
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De plus : lim f (x) , lim f (x) , lim f (x) et lim f (x) 
x - 3 0  x - i  - 2  x +  - 1  x +  2 

sont infinies et par conséquent f ne peut être prolongée par continuité en ces points. 
2") f (x) = tg l/x f est définie sur R - { O ; 21 (k + 1)x où k E Z ]  

elle est continue sur son domaine de définition comme composée de fonctions 
continues. 

Etudions la continuité au point O. 
Soient deux suites (xn) , N+ et (yn), , N telles que : 

on a lim xn = O et lim y, = O 

n + + -  n - 3  + -  
Mais f (xn) = tg (2nn) = O et f (yn) = J3 
donc lim f (xn) = O et lim f (yn) = 

n +  + -  n - +  + -  
et par conséquent f n'admet pas de limite en O et ne peut être prolongée par continuité 

en ce point. De même, on ne peut la prolonger aux points Zk = 2/(2k + 1)x , 

k E Z, puisqu'elle n'admet pas de limites finies en ces points. 

Etudier la continuité de la fonction f sur R : 

1s f ( x ) = E ( L )  2O) f (x) = E 1 ( f i -  l l f i l  

Solution 

1") f (XI = E (E) f est définie sur B* et on a : V n E N* 

f (x) = (n - 1) si 2 (n - I ) ~  5 x < 2n 2 

f (x) = n 2 si 211 5 x < 2 (n + 1) 2 

2 2 f est alors continue sur In = U ( [ 2 (n - 1) , 2n [ ) 
n E  N* 

de plus lim f (x) = n et lim f (x) = n - 1 

3 
et par conséquent f est discontinue en tout point xn  = 2n'- , n r W* 

29 f (x)  = E [ (fi - 1)  fi ] même raisonnenirnt qu'au 1"). 

n' 
f est continue sur Xf - {  / n ~  N* ] 

(JS - il2 
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Lcvcr l'ind6tcrmination ct prolonger la fonction f par continuitC en xo. 

Ji+x- 1 
1 9 f ( x )  , g x  , x o = ~  24 r ( ~ ) = ( i - i o ~ x ) i ~ ~ ~ ( ~ - ~ ) ) .  x ,=e  

Solution 

1") î ( x ) =  
J i+x  - 1  

tg x f est définie sur [ - 1 , + CO[ - ( k~ ; (2k + 1)x/2 / k E W ]  

f est définie au voisinage de xo = O 
X et lim f (x) = lim - 

1 

x + o  x +  O tgx .  (&Ti + 1 )  
-z 

donc en posant f (O) = 112, on prolonge ainsi f par continuité en xo = 0. 

2") f (x) = (1 - log x) log (x - e). 
D f = ] e ; + w [  

Calculons lim f (x) 
x + e+ 

1 - log x log x - log e 1 
Or lim --- = lim = (log)' (e) = - e - x  x - e e 

x + e+ x + c+ 
et l im(e-x) log  ( x - e ) = O .  d'où lirnf(x)=O. 

x-+ e+ x 4 c+ 
On peut alors prolonger f par continuité cn x,, = e cn posant f (e) = O 

Lever l'indétermination et prolonger la fonction f par continuité en xo : 

19f(x)=J-t; x - x ; x , = O  

sinz x 
29 f (x) = - , x o = l  

sin 2 xx 

1 - 2 cos x 
39 f (x )=  , x, = z/3 . 

X- 3 x  

Solution 
1") f est définie sur un intervalle du type 1 O , a] , a > O 

2 
et lim f (x) = lim 

x + o +  x + o +  



donc f est prolongeable par continuité à droite en x, = O et on prend f (O) = O 

sin n x 
29 f (x) = --- puisque lim f (x) = - 112 on pourra prolonger f par 

sin 2 nx x - t  1 

continuité en posant f (1) = - 112. 

1-2cosx 
3") f (x)= . On pose t = n: - 3 x. 

n - 3 x  
donc 1 - 2 cos x = 1 - cos t/3 - ,/j sin t/3. 

2 et puisque 1 - cos t/3 0 t 118 et sin t/3 7 t/3 

sin t f.3 
donc lim f (x) = lim -lim 8.- 

t 
=-fi 13 

t 
x - t  x/3 t +  O t +  O 

et en posant f (nn) = - fi13 f est prolongé par continuité en xo = n/3. 

Soit f la fonction définie de [O , 11 dans IR, par : 

X 
f (x)= - 

X2+ 1 

a) Montrer directement que f est strictement monotone. 

b) En déduire que f est bijective et déterminer f1  

Solution 
a) Soit (xl , x2) E [O , 11 x [0,1] 

Supposons que x l >  x2 

donc le signe de ( )  ( )  est celui de (1 - xlx2) 
X1 - X 2  

mais O 5 x 1  5 1 et O 2 x2 <: 1 donc 1 -xlx2 2 0 .  

f est alors strictement croissante (car 1 - xlx2 > 0) 

b) f étant continue sur [0,1], strictement monotone donc elle est bijective de [0,11 
sur f ([0,1]) = [0,1/2]. 

Déterminons f l 
1 f est définie sur [0,1/2] à valeurs dans [O,l] , continue et strictement croissante 

sur [0,1/2]. 
1 De plus par définition on a pour x E [0,1/2] et y E [O,l] y = f (x) x = f (y). 

Y * X $ - ~ + X  = O  - donc x = - 
1 +)J2 



ce qui donne pour x E ] 0, 1/21 une unique solution : 

a apparienant :i l'intervalle ] 0 . 1) 
D'où Y =  2 x  

1 
f -  (x) = 

1 - JZ 
2x w 

Soit f : X + R une fonction continue et vérifiant : 

lim f (x) = A ; lim f (x) = B avec AB < O. A et B peuvent Clre infinis. 
X + + -  X J  - -  

a) Montrer qu'il cxistc deux rCels xo et y. tels que f (xo) . f (yo) < 0. 

b) En déduire que l'équation f (x) = O adinct au moins une solution réelle. 
c) Etudier le cas où f est un polynôiiîe de degré impair. 

Solution 
a) Distinguons plusieurs cas 

ler cas : Supposons quc A et B sont finis et que AB < 0. 
(on p r h d  par exemple A > O et B < O et le cas contraire se démontre de la même 
manière). 
On a par l'hypothèse lim f (x) = A et Liin f (x) = B . 

X +  + -  x 4  - -  
Donc V E > O 3 a > O tel que x > a on a I f (x) - A I < E. (1) 

V E > O  3 p > O  telque x < - p  o n a  I f ( x ) - B I C E .  (2) 

Prenons alors E = A dans (1) et E = - B dans (2). 

On a alors pour tout x > a O<f (x )  < 2 A  

et pour tout x < - p 2B<  f(x)  <O 

Il suffit de prendre n'importe quel xo > a 

et y. < - P on a bien f (xo) . f (yo) < 0. 

2ème cas : Supposons que A et B sont infinis par exemple A = + et B = - m. 

Puisque lim f (x) = + 00 et lim f (x) = - 
x + + m  X +  - -  

on a alors : 
V a > O  3 p > O  telque x >  p o n a  f ( x ) > a  
V a > O 3 p ' >  O tel que x < - p' on a f (x) < - a. 

Donc : V x > j3 f (x) > O 
V x < - p '  f (x) < O 

Il suffit donc de prendre xo E 1 p, + w [. 

et y, E 1 - , - fi' [ on a bien f (xo) . f (yo) < 0. 
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3ème cas : Supposons A fini et B infini (Par exemple A > O et B = - CO). 
En combinant le choix du ler cas et du 2ème cas. On démontre aisement le résultat. 

b) f est continue sur R, elle l'est donc sur [xo , yo]. 

e t f  (xO).  f (Y,) < 0 
Donc d'après le théorème des valeurs intermédiaires : 

3 y lxo >YO [ tel que f (Y) = 0. 

c) Si f est une fonction polynôme de degré impair, elle vérifie les hypothèses de 
l'enoncé donc appliquer a) et b) et conclure : 

Tout polynôme de degré impair admet au moins une racine réelle. 

Démontrer que l'équation (E) admet au moins une solution réelle. 

(El 
1 1 
- COS X - - 
2 

= O  
(x + 1) 

2 

Solution 
1 1 

Posons f (x) = - cos x - - 
2 (x + 112 

f est définie, continue sur tout intervalle ne contenant pas - 1. 

1 1 
DC plus f ( 2 ~ )  = - - - > O  

(2x + 112 

Donc d'après le théorème des valeurs intermédiaires il existe c E 1 2n: , 3 n  [ tel que 
f (c) = o. 

I 

Montrer que les équations suivantes admettent au moins une solution réelle. 
2 a) x3 - 3x + 15x - 7 = 0. 

2 II) x4 -2x3  + 3 x  - x  - 5  = O  

c) 1 + sin x - x2 = O. 

Solution 
a) On pourra, en étudiant les variations de la fonction f définie par 

3 2 f (x) = x - 3x + 15x - 7 démontrer que f (x) = 0 admet une solution ou 
encore en remarquant que f (O) = - 7 et f (1) = 6 

Et, par application du théorème des valeurs intermédiares il exixte xo E ] O , 1 [ 

tel que f (x0) = O. 

on peut étendre ce résultat à tout polynôine de degré impair (voir Ex 3.10) 
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c) Posons 1. (x) = 1 + sin x - x' 

1. est continue sur 10 , ct o n  n : 1' (O) = 1 cc I ' ( r r )  = 1 - x3 < O 

d'où l'équation f (x) = O adii-ict une solutiori dans I'iri~crv;\llc 1 O , .-t [ rn 

Soit f : 12 + 1? une fonction continue admettant des limites nullcs en + 
ct cn - W. 

ta) Montrer que f est bornée. 
b) Est-ce que les dcux bornes sont nécessairement atteintes ? 
c) Est-cc que l'une au moins des dcux borncs cst néccssaircment atlcinte '! 

Solution 
a) Comme lim f (x) = O, on a d'aprCs la definition de la limite en prcnant E = 1 

x 4 I m  

3 A < O  : V x t  13 I x < A  3 I f ( x ) l < l  1 
et 3 B > O  : V X E  1% [ x > B  3 I f ( x ) l < l ]  

Ainsi: V X E  l - ~ , A [ u ]  B , + w [  : I f ( x ) l < l .  

De plus f est continue sur R donc en particulier sur [A, BI. Elle est donc bornée sur 
i 0 1  : 

3 M > O  / Y  X E  [A,B] : I f ( x ) I < M .  

si l'on pose Mo = sup (1,M) il est clair que x E X I 1' (x) I < Mo . 

Par conséquent, f est bornée. 
b) les deux bornes ne sont pas n&ccssaircincnt aucintes. Il suffit pour s'en apcrçe- 

2 
voir de considérer la fonction f définie par : f (x) = e- 

f est continue sur W et lim f (x) = O 
x + F -  

Une étude succincte de la fonction f , monlre que : 
inf f (x) = O et sup f (x) = 1 
X E  R X E  Fa 
La borne supérieure est atteinte car f (O) = 1, tandis que la borne inférieure nc l'est 

pas puisque la fonction exponentielle ne s'annule jamais. 
c) Montrons que l'une au moins des deux borncs est nécessaircmcnt attcinte. 

Supposons qu'aucune des deux bornes n'est aueintc. 
Soit a = inf f et p = sup f. 
Si f n'est pas identiquement nulle (cas trivial), au moins l'une des deux bornes n'est 
pas nulle. 

Supposonss que a # O (le cas p # O se déduit de celui-ci cn considérant la fonction 
g = - f), 
D'après l'hypotèse (lirn f (x) = O) on peut écrire, en prcnant E = I a 112 dans la 

x - + t m  
définition de la limite que : 
(1) 3 a > O  / Y X E  1 - m , - a [ u ]  a,+..[ : If(x)I<lcc1/2 
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Or par définition de la borne inférieure : 
(2) V & > O  / 3 X E  R 1 a ç : f ( x ) < a + ~ .  

si on prend en particulier E vérifiant O < E < I a 112 la relation (2) devient : 

(3) b ' ~ ~ ] O , I a 1 / 2 [  3 xo€ R : a < f ( x 0 ) < a + c .  

Et puisque, d'après (l), pour tout x E W \ [- a , a 1. I f (x) 1 < I a 112 donc 

X ~ E  [ - a , a ] .  

Par conséquent a est alors la borne inférieure def sur [- a , a] or f est définie et 
continue sur [- a ,  a] donc elle est bornée et atteint ses bornes. 
Ainsi, la borne inférieure a serait atteinte. 
Ce qui contredit l'hypothèse et prouve que l'une au moins des deux bornes est néces- 
sairemen t atteinte. 

On considère la fonction f définie dans IR par : 
f (x) = Arcsin x + Arcsin 2x. 

a) Préciser le domaine de définition de f et montrer qu'elle est injective. 
b) Sur quel intervalle, la fonction réciproque de f est elle définie ? 

c) Résoudre l'équation f (x) = 2x13. 

Solution 
a) f est définie si et seulement si : - 1 I x I 1 et - 1 5 2x 5 1. 

Donc Df = [- 112 , 1/21. 

Montrons que f est injective. Pour cela, il suffit de montrer que f est strictement 
monotone, les deux fonctions x 4 Arcsin x et x 4 2x sont strictement croissantes 
Donc leur composée est strictement croissante sur Df. Comme f est la somme de 

deux fonctions strictement croissantes, f est aussi strictement croissante sur Df. 

C'est-à-dire : V x , x' E Df [ x < x' f (x) < f (x') ] 

C'est-à-dire V x , x' E Df [ x # x' f (x) # f (x') 1 
Donc f est injective. 

b) f étant continue et strictement croissante, c'est une bijection de [- 112 , 112 ] 
sur [f (-112) , f (112) 1 = [- 2 x13 ,2nl3 1. 

Par conséquent f 1  est définie sur [-2x13 ,2x/3 1. 
C) f (x) = 2x13 a x = f l ( 2 d 3 )  a x = 112. 

Soit f une fonction définie et continue de [a,b] dans [a,b] telle que f O f soit 
injective. Montrer que f est injective et que f O f est strictement croissante. 

Solution 
Montrons d'abord que f est injective. 

Soit (x,xt) E [a,b12. Supposons que f (x) = f (x') 
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Par hypothèse : f (x) E [a,b] et f (x') E [a,bl 
f est alors une application de [a,b] dans [a,b] donc : f (f (x)) = f (f (x')) c'est à dire 
f O f (x) = f O f (x'). 
Or f O f est injective donc x = x '  et par suite f est injective. 

Montrons maintenant que f O f est strictement croissante. 
Pour cela, il suffit de démontrer que f est strictement monotone. 
Supposons le contraire. Il existe alors trois réels a < fi < y deux à deux dinstincts et 

tels que f (a) < f (y) < f (p) (i'inégalité dans le sens contraire conduirait au même 

Soient f et g deux fonctions numériques définies et continues sur un même 

intervalle [a,b] de R et telles que : V x E [a,b] f (x) > g (x). 
Montrer qu'il existe un réel k > O tel que : 

'd x E [a,b] f (x) 2 g (x) + k. 

résultat). 
f étant continue sur [a,bl 

A 
donc en particulier sur 
[a,P]. D'après le théorème 
des valeurs intermédiaires 
elle atteint toutes les 
valeurs situées entre f(a) et f(P). 

f (a)--- ,  1 O r f ( y ) ~  I f ( @ ,  f(p)  [donc: I 

Solution 
Considérons la fonction cp définie sur l'intervalle [a,b] par : 

V x E [a,b] cp (x) = f (x) - g (x). 
cp est continue sur l'intervalle fermé borné [a,b 1 donc elle est bornée et atteint ses 
bornes. 
Soit k sa borne inférieure sur [a,b] : k = inf cp (x) 

x E [ah1 
Donc V x E [a,b] cP (x) 2 k (1) 

De plus k est atteint, il existe xo E [a,b] tel que cp (xo) = k. 

3 c E ] a ,  /3 [ telquef (y) = f (c). 

c'est-à-dire : a < c < B < y d'où c < y. 

Comme par hypothèse cp < O , on a : cp (xo) > 0, c'est-à-dire k > 0. 

Par conséquent, d'après (1) : 
3 k~ W*+ V x E [a,b] f (x) 2 g (x) + k. 

l I I 
I I I 
I 1 I 

a B  Y 
Ce qui est absurde puisque f est injective. 
Par conséquent f est nécessairement strictement monotone. 
Ce qui entraîne évidemment que f O f est strictement croissante. 

I 
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Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle fermé borné [a,bl. 
Soient x i ,  x2 ... xn, n valeurs de [a,b]. Prouver qu'il existe un élément 

c E [a,b] tel que : 1 
f (c) = - [ f (Xl) + f (x2) + ... + f (xn) ] n 

Solution 
f est définie et continue sur [a,b], donc elle est bornée sur [a,b] et atteint est bornes. 
Posons m = inf f et M = sup f , m 5 f (x) I M. V x E [a,b] . 
Par suite : m 5 f (xi) 5 M pour tout i = 1, 2, 3 ,..., n. 

Cequidonne 2 m <  x f ( x i ) s  x M 

1 
il vient donc : m < - x f (xi) M " i = l  

D'après le théorème des valeurs intermédiaires il existe c E [a,b] tel que 
n 

1 
f (c) = - C f (xi). " i = i  

Soit f une fonction définie et continue sur [0,1] telle que f (O) = f (1). 
Démontrer que, pour tout entier n non nul, il existe un réel xo de l'intervalle 

[0,1] tel que: 1 
f (x,) = f (x, + -) n 

Solution 
Considérons la fonction g définie sur l'intervalle [O , 1 - l/n] par : 

g (x) = f (x + l/n) - f (x) 
g est définie, continue sur [O, 1 - l/n] 
d'après l'exercice 3.14 : si l'on prend n valeurs xl ,  x2, ... xn de [O, 1 - lin], il existe 

1 xo E [O , 1 - 1/1-11 tel que : 
g (x0) = - C g (xi) " i = l  

n -  i 
Prenons maintenant xi = pour tout i E (1, 2, ..., n) 

= f (1) - f (O). 

D'où : g (xo) = O c'est-à-dire f (xo) = f (xo + l/n) 

Soient f et g deux fonctions continues sur R et vérifiant, pour tout x E Q, 
f (x) = g (x). Montrer que f = g 
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Solution 
posons cp (XI = f (XI - g (XI. 
Montrons que V x E R cp (x) = O 
Supposons qu'il existe xo E W \ Q tel que cp (xo) # 0. 

cp étant continue donc elle garde un signe constant au voisinage de xo. 

Supposons cp (xo) > O donc : 

3 a > O / V x ~  l x o - a , x o + a [  : <p(x)>O. 

Or Q est dense dans W donc 

3 r ~  l x o - a , x 0 +  a [ n  Q 

et evidemment cp (r) > O, ce qui absurde puisque cp = O sur Q par hypothèse. 

D'où V X E R  , f (XI = g (XI. 
On raisonne d'une manière analogue si cp (xo) < 0. 

Montrer qu'il existe a E R*+ et b E W. tels que : 

V X E  [O,+m[ I f ( x ) I < a x + b  

Solution 
1") f est uniformément continue sur [O, + rn [. Donc : 

E > 0 3 Tl > 0 (x, x') E R+*' [lx - x ' I  <'Tl =2 1 f (x) - f (XI) 1 < E 1. 
Prenons E = 1. Soit q le pas correspondant : 

V n  E N l f ( ( n + l ) q )  - f ( n q ) I I  1. 

Parsuite: V ~ E  N I f ( n q )  - f ( O ) I < n  

Soit x E W+ et soit n E N , l'entier tel que : n q I x < (n + 1) q 
o n a  l x - n q I < q  3 I f ( x ) - f ( n q ) I < l  
d'où I f (x) - f (O) I <: n + 1 et par suite on a : 
I f ( x ) l I f ( O ) l + n + l I I f ( O ) I  + x / q + I  

Posons maintenant a = 1/q et b = I f (O) I + 1 

Ainsi V x E IR+* If (x)l I ax + b. 
2") Considérons la foriction f définie sur R+ par : 

(2 k +  1) (x - 2k) si X E  [ 2 k , 2 k + l ] k ~  W 
f (x) = 

- (2k - i  l ) [ x - ( 2 k + 2 ) ]  si X E  [ 2 k +  1 ,2k + 21. 

f est définie, continue sur R+ et vérifie, par construction : 

v x  E W+ I f ( x ) I I  X. 

Pourtant f n'est pas unif~ormément continue sur R+ . En effet : 

prenons E = 1. 
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Soit q > O . Montrons qu'il existe (x,xl) E It2 tels que : 

l x  - x l I  < q  et l f ( x ) -  f(xt) 121 .  

posons a = inf (q@ , 1). Soit k E N tels que : 

k 2  ( l l a  - 1)/2 

prenons x = 2k et x' = 2k + a 
on a bien lx - x' I < q 
par ailleurs I f (x) - f (x') I = a (2k + 1) 
entraîne alors que I f (x) - f (x') 1 2 1. 

Conclusion : 
Si f est une fonction uniformément continue sur W+ alors : 

3 a E R*+ et b E W tels que V x E W+ I f (x) I 5 ax + b. 

La réciproque est fausse. 



FONCTIONS DERIVABLES 

4.1. Etudier la dbrivabilité de la fonction f , dans chacun des cas suivants! 

1)  f(x) =- f i  2) f(x) = log (x + a) 
1 - x  

3) f(x) = - 
1 - x  

Solution 
1 )  f )  = f es1 définie sur 1 m, - 1  1 u [ l  , +m [. dérivable sur son 
domaine de définition comme composée de fonctions dérivables, sauf aux points - 1 
et 1. 
Etudions la dérivabilité aux points xo = -1 , xl = 1. 

2 

lim f(x) - f ( - l )  = lim Jnil; = iim Je 
x  + - 1 -  x +  1 x  -+ -1- x + l  x  -t -1- 

(x + 112 

donc : 

lim 
f(x) - f(-1) 

= lim 
x +  1 

x  + -1- x  -9 - 1 -  

f n'est pas dérivable au point xo = -1. On montre d'une manière analogue que f 
n'est pas dérivable à droite au point xi = 1. 

2) f(x) =log (x + K) 
f est définie sur [l ,  +m [ , dérivable sur ] 1 ,+CO[ 

4 
Etude de la dérivabilité au point 1. 

I 

lim r c ~ o g x n + ( l o e ( l  - +J;I;;.>) 
x + l +  X - l  x -  1 

Si l'on pose t = x - 1, on obtient alors : 

log x  log (1 + t) 
lim = lim = 1 b 

x - t  l + X - l  
t 

t+ O+ 

de plus : d l  - lhr2 tend vers O+ quand x tend vers I +  . donc : 
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Donc lim log (1 + = lim J X - 2  
x -  1 x -  1 x -3 1+ x -3 1+ 

mais lim JX /". = l i m  JF=-m 
x  (x-  1) x - +  l +  x  (x -1) x  -+ l +  x - 1  x  -+ 1 -  

D'où f n'est pas dérivable en xo = 1. 

f es1 dérivable en tout point de X sauf peut - être en 1 puisque pour tout x f 1 : 

or lim f (x) = lim (x4 + x3 + x2 + x + 1) = 5 
x - 3 1  x - 3  1 

donc f est prolongeable par continuité en 1. 

En posant f(1) = 5 , calculons lim f(X) - ' )  f( si elle existe 
x-  1  

x - +  1 

lim f(x) - f ( l )  = lim x 5 5 x + 4  = iim ~3 + 2x2 + 3 ~  + 4  = 10 
x +  1 X - l  x +  1  (x-1)  2 x +  1  

D' où f est dérivable en 1 ct on a f(1) = 10. 

Etudier la dérivabilité de la fonction f  : 

1) f(x) = I x2 - 3 1 
/ 

S I I X I  < a. 
39 f (x) = (A) x - a  

O si I x l r a  ou a~ X +  i 

Solution 
1) f(x) = I x2 - 3 1 I est dEfiiiie , coriiinue en  out point de 2, dkrivablc sur 12, 

sauf pcut-être en 3 cl - î .  
Etudions la dCrivabilit6 ails poirits s,, = +3 , x 1 = -.3. 

L .> 
\ - .> 

lirn - 3  = , i l , ,  - 9  

x-  3 x - 3  x + 3+ x i 3+ 

donc l-cl(Z ) = 0 c t  t y 2 (  3 )  = 9 
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La dérivée à droite est difcérente dela dérivée à gauche . La fonction f est dérivable 
à droite , dérivable à gauche au point 3 mais n'est pas dérivable au point 3. 
A l'aide d'un raisonnement analogue on moritre que f n'est pas dérivabre au point -3 

J xsinx 
2) fix) = -- 1 - cosx 
f est définie si xsinx 2 O et x ;t 2kx donc : 

f est dérivable sur Dc. f ne peut-tire tiél'inic par prolongement par continuité iiüx 

points xk = 2kn pour k E Z* 

Mais en O on a lim f ( x )  = h . Par consCclucnt, en pount f(o, = J j  
x + O  

on aura : lim f(x) - f (O) 1 ' )  - rio) 
- et lirn . = +m 

x + o +  x " - O  

Conclusion : la fonction f, prolongée par continuitk, n'çst pas dérivablc cn O. 
3) f est définie sur X , continue en tout point de 3. Elle est dérivable sur 1h iu f  

peut-être aux points a et - a . 
Etudions la dérivabilité au point a. 

lim f(x) - = O ( car f(x) = O et f(a) = O ). 
x + a +  x - a  

1 

1 2 2  lim f(x)-f(a) = lim -- 
x - a  

ex - a  

X - + a -  x - a  X +  a -  
l Posons = x alors quand x + a- , X + -m et lirn X ex = O 

2 2 x - a  X + -- 

a) Monuer que si la fonctiori f admet une dérivé à droite ct une dCrivCc à 
gauche aupoint xo, alors g(x) admet une limite lorsque x tend vers 0. 
Exprimer alors cette limite cn fonction de fd(xo) et fg(xo) 

b) Etudier la réciproque de la proposition a) en considérant la fonction f 
définie par f(x) = x sinl/x si x ;t O et f(0) = O. 

D'où lim f(x) - f(a) = O. - 
x + a -  x - a  

Par conséquent, f est dérivable au point a et f (a) = O. 
D'une manière analogue , on démontre que f est dérivable en - a. i 

4.3. Soit f une fonction définie sur un voisinage de xo. 

Considérons la fonction g définie par : 

f(xo + x) - f(xo - x) 
g(x) = 2x 
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Solution 
Puisque f admet une dérivée à droite et une dérivée à gauche au point xo, on a alors: 

f(xo + h) - f(x0) = et lim f(xo + h) - f(xo) lim = fS,(xo) (1) 
h-1 O+ h h -1 O- h 

En remplaçant h par -h dans (1) on a ainsi : 

f(x0 - h) - f(x0) f(xo - h) - f(xo) 
lim = - f d  (x0) et lim = - f ' g ( ~ o j  

h + O- h 
h-+O+ 

h 

1 
Donc : lim g(h) = [fNd(x0) + f',(x0) ] :t lim g(h) = 1/2[ (fg(xo) + fd(xo)] 

h+O+ h - i  0- 

D'où lim g(x) = 112 [ fg(xo) + fd(xo) ] 
x-io 

En particulier si f est dérivable en x, on a : lim g(x) = f (x,). 

x-10 
b) Prenons xo = O et f(x) = x sinl/x si x # O  et f(0) = 0. 

On a : g(x) = 1/2x ( x sinl/x - x sinllx ) = O Donc lim g(x) = O 
x i 0  

Mais f n'est pas dérivable au point O : 
En effet : 

iim f(x' - f(0) = Iim sinilx qui n'existe pas. 
x - O x-O x-1 O 

Conclusion : La réciproque de a) est fausse. 

Soit f une fonction définie sur ] -a, a [ et continue en O. Vérifiant : 

f x f x =  aùkes t te lque  O < k c  1 
lun x 

x -3 O L 
a) Montrer que f est dérivable en O et que f (O) = 
b) Montrer que le résultat reste valable si k > 1. 

Solution 
a) Par hypothèse on a : 
V e > O  3 q > O  telque V x  / [ I x l < r \  =l 1 
or O < k < 1 donc I kPx I < q pour tout p E N et tout x tel que I x I < 7 .  

Donc : - E < f(x) - f  (x) -' < 
X 
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f (kn - lx)  - f (kn x) 
- E <  

kn - l 
- C < E  

X 

En faisant la somme, membre à membre, des inégalités obtenues, il vient : 

Comme f est continue en O, en faisant tendre n vers .o on obtient : 

d'où le résultat . f (x) - f (kx) 
b) si k > 1 et lim = I 

X 
x + o  1 

f(-X) - f(X) 
Posons X = kx , K = I/k et L = - L /k alors : C = lim 

k 
X 

k 

x-3 O 

f(X) - f(kX) 
On a alors lim 

X 
= L avec O < K < 1 

x + O  L -Iik cJq',ù f (O)= - Ainsi f est dérivable en O et f (O) = - = - 
1 - K  1 - 1 k  1 - k  

Pour tout a 2 O on pose : fa (x) = a x  + x2 sinljx si x # O et foc(0) = 0. 

a) Montrer que fa est continue sur R. 

b) Montrer que fa est dérivable sur W. 

c) f a  est-elle continue en zéro ? 

d) Calculer lim fa(x) et lim fa(x) 

X - i  +O0 X 3  +w 

e) on pose xk = l/kn , k E Z* calculer fa(xk) 

f) Montrer que si O 5 a < 1 alors fa n'est monotone sur aucun intervalle 

ouvert contenant O. 
g) Montrer que : b' k E Z* , f l  admet un maximum local stricte au 

point x2k. 
En déduire que f i  n'est monotone sur aucun intervalle ouvert contenant O. 
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Solution 
a) lirn fa(x) = lirn (ax + x2 sinllx) = O = fCc(0). 

x-10 x-10 

(car lirn x2 sinllx = O puisque sin l/x est bornée et x2 + 0) 
x+O 

b) sur R* , fa est dérivable comme somme , produit et composée de fonctions. 

dérivables sur R* et f a  (x) = a + 2x sinl/x - cosl/x 

De plus on a lim fa (x)/x = lirn ( a  + x sinllx) = a puisque I x sinl/x I 5 I x 1. 

x +o  x-3 O 

donc fa est dérivable en zéro et f a(O) = a 

c) Si for etait continue en zéro , lirn cosl/x = lirn ( a  + 2x sinllx - fa(x) ) = O 

x + o  x+ O 

Ce qui est faux puisque lirn cosllx n'existe pas. 
x-1 O 

1 En effet : en considérant les deux suites (xk) = 112k71: et yk = pour k2 1 
il vient : (2k + l).n 

lim cos l/xk = 1 et lirn cos l/yk = -1. 

k ++- k ++- 

sin l/x 
d) lirn x sinllx = lim - = 1 et lirn cos l/x = 1 

X ++-= x-ft-  l/x 
X --+- 

Donc l i rnfa(x)=lim x a+- = + m  et l i m f a ( x ) = a + l  ( - s?/3 
e ) Pour xk = l/k'it , (k E L*) on a f a(xk) = a - COS k7T 

donc : f a  (xk) = a - (-l)k . 

f) Soit O S a < 1 . Supposons que fa soit monotone sur un intervalle de la forme 

1 - a , a [ o u  a>O.  
f a  doit alors garder un signe constant sur I'intervale 1 - a , a [ . 

Or pour k assez grand , X2k et X2k+l appartiennent 2 ] - a , a [ et 

fa  ( ~ 2 ~ )  = a - 1 < O et f a  (x2k+l) = a + 1 > 0. 

D'où fa n'est monotone sur aucun intervalle ouvert contenant O. 

g) On a f 1 ( ~ 2 k )  = 1 - 1 = O et f"l ( ~ 2 k )  = - 4kn < O donc f 1 est 
strictement décroissante au voisinage de x2k et X2k est un maximum local de f i .  
Par conséquent fi n'est monotone dans aucun intervalle ouvert contenant O : 

si k est assez grand , X2k E ] - a , a [ , 
f 1 (x) > O si x < X2k et f l(x) < O si x > x2k ( pour x suffisamment proche de 

x2k) 
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1 Soit f une fonction de classe C . Considérons la suite (un), , définie par : 

uo donné ct un+] = f (un). 
On suppose que (un) n'est pas stationnaire. Monuer que : 

Si (ud  converge vers L alors I f (L) I 5 1. 

Solution 
f étant continue , on peut écrire f(L) = L. Supposons que I f[L) I > 1 . 
Puisque f est continue, on considère la fonction continue cp (x) = I f (x) I - 1 . 
puisque 3 ~ > 0  / V X E  I L - E , L + E [  I f  (x)1>1.  

Et comme ( un} converge vers L 

3 N E N  / V n 2 N  u n €  I L - E , C + E [  

Appliquons le théorème des accroissements finis entre un et L : 
Il existe c entre un et L , donc c E ] - E , L + E [ , tel que : 

(f (un) - L ) = f (cl (un - L) 

Ainsi l un+1 - c 1 = 1 f(c) 1 l un - L 1 

l n +  L U -  puisque C E  I L - & , L + & [  
Cette inégalité étant vraie pour tout n 2 N , on a : 

V n 2 N  Iun -L12  I u N - L I  

or I UN - L I > O, puisque la suite ( un) est non stationnaire, donc la suite { I un - L 1 )  

ne peut tendre vers O et ( un) ne peut converger vers L . Ce qui contredit l'hypothèse. 

Ainsi I f (L) l < 1 

Soit la fonction définie par : f(x) = (x2 - l)n , n E N* 
a) Montrer que l'on a : (x2 - 1) f(x) = 2nx f(x) . (1) 

b) En déduire que l'on a : (x2 - 1) f("+2)(x) + 2x 6"+')(x) - n (n+l) f(")(x) = O 

Solution 
a) On a f (x) = 2nx (x2 - 1)"-l. 

En multipliant par x2 - 1 on a (x2 - 1) f (x) = 2nx f(x). 
b) En dérivant (n + 1) fois la relation (1) il vient : 

(x2 - 1) f (x) ]("+l) = [ 2nx f(x) ](n+l) 
En appliqunt la formule de Leibnitz on a donc : 

D'OÙ : (x2 - I )  +n+2)(~) + sx f("+l)(x) - n (n+i) f (n ) (~ )  = O 
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Soit f(x) = JL7 
a) Démontrer que l'on a : (1 + x2) r ( x )  = x  f(x) ( 1 )  
b)En déduire la relation : 

(1 + x2) f("+')(x) + (2n - I )x tn+' ) (x)  + n (n - 1) P ( x )  = O (2) 

c) Démontrer que f('"+')(o) = O pour tout n E N. 

Solution 
X 

a) On a f (x) = - 
J - 2  

En multipliant par (1 + x2) on obtient la relation (1). 
b) En denvant (n + 1) fois la relation (1) et en utilisant la formule de Leibnitz 

on a la relation (2). 
c) On procède par récurrence : f (O) = O la formule est donc vraie pour p = 0. 

Supposons que : f(2p+1)(0) = O et montrons que f(2p+3)(0) = O 
D'après b) on a : 

(1 + x2) f(2P+3)(X) + (4p + 1 )x f(2p+2)(X) + 2 p (2p + 1 ) 42p+1)(X) = O 

On considère la fonction f : R -+ R définie par : 

s i I x l < l  

s i I x l 2  1 
Montrer que f est iiidéfiniment dérivable. 

Solution 
Il est clair que f est définie, continue sur W et dérivable sur IR - (-1, 1) .  

De plus pour tout n E N* : 
1 

Où P, est un polynôme de degré n. 

P ( X )  - f@)(l) 
lim f("I(x) = 0 et lim = O  x -  1 

lim dn)(x) = O et 
+")(XI - tn)(- 1 ) 

lim = O  x- 1 
x + -1 x + -1 
D'où f est indéfiniment dérivable sur tout W. 
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Peut-on appliquer le théorème de Rolle aux fonctions suivantes : 

a) f(x) = sin2x sur [O, El.  

1 - cos2xx 
b) f (x) = sur [-1, 11. 

f 

C) f ( x ) = ~ - ' n  sur [ - I , I I .  

sinx 
d) f (x) = - sur [ -7~12 , ~ / 2 ]  

2 x 

Solution 
a) f est continue sur [O, x]  , dérivable sur 1 0 ,x  [ et f(0) = f(x) donc on peut 

appliquer le théorkme de Rolle à f sur [O, x] 
II existe alors c E ]O, X[ tel que f (c) = O. 

[2sinc . cosc = O =3 c =XI21  

b) f est définie sur [-1, 11 - (O] , et lim f(x) = O car 1 - cos 2xx - 4x2x2/2. 
O 

x + O  

Donc , en prolongeant f par continuité en O en prenant f(0) = O, 
f est alors continue sur [-1, 11. 

de plus liin (') (O) = lim 
1 - cos27~x - - 2x2 

X 2 
x-+o x-+o 

donc f est dérivable sur 1-1, 1[ et f(-1) = f(1) . 
Le théorème de Rolle est alors appliquable à f sur [-1,1] et on a alors 1 'existence 

d'un point c E 1-1,1[ tel que f (c) = O. 
c) f est definie continue sur [-1, 11 et f(-1) = f(1) . 

Mais f n'est pas dérivable en O donc le théorkme ne s'applique pas. 

d) f (-x/2) # f (W2) donc le théorCine de Rolle n'est pas appliquable. 
rn 

Soit f la fonction définie par : f(x) = Log (1 + CXX) où a E X*+. 

Soient a et b des réels tels que -1la < a 5 b . 
a) Déinonter qu'il existe c E la, b[ tel cluc : f (b) - f (a) = (h  - a) 1' ( c )  
bj Dktérin~ner c. 

Solution 
a) f est définie sur ] - l / a  , +m [ 

Donc f est définie, continue sur [a , b] dérivable sur ]a, b[ 
D'aprés le théorème des Accroissements finis, iI  existe c E la, b( tel qiic : 

f (b) - f (a) = (b - a )  f'(c) 
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U 
b) o n a  f1(x)=- 

1 + ax 

a ( b - a )  
Donc log (1 + ab) - log (1 + aa) = - 

D'où : , = b - a  1 

\ 

Soit f la fonction définie par : 
f ( x ) = x ( x +  l ) ( x + 2 ) ( x -  l ) ( x - 2 ) ( x - 3 ) .  

Démontrer que f ,  f" , f "  , fi4) ont respectivement 5,4,  3, 2 racines réelles. 

Solution 
Il est clair que f admet 6 racines : 

~ l = - 2 ,  ~ 2 = - 1  , x ~ = o ,  ~ 4 = 1 ,  x 5 = 2 ,  ~ 6 = 3 .  
Dans chacun des intervalles [xi, xi+l] 1 I i < 5, f vérifie les hypothèses du 

théorème de Rolle, donc il existe ci E ]xi, x;+l[ 1 < i I 5 tel que f (ci) = 0. 
Ce qui montre que f admet 5 racines . 
Un raisonnement analogue , montre que f '  , f" et fi4) ont 4 , 3  , 2  racines réelles. rn / 

i 
Montrer que l'équation ex = 1 - x admet l'unique solution x = O 

Solution 
x = O est bien solution de l'équation ex = 1 - x . 
Supposons qu'il existe une deuxième solution xo # O. et considérons la fonction 

f définie par f (x) = ex - 1 +x 
f est continue , dérivable sur R donc en particulier sur [O, x0] si x0 > O 

(OU [ XO, O] si xo < O ) et on a : f (0) = f (xo) = 0. 

Donc d'aprés le théorème de Rolle il existe c E ]O, xo[ tel que : 

f (c) = O c'est à dire ec = -1 ce qui est absurde. rn 

4.14. 
1 

Montrer que l'équation x - e-x = O admet une solution unique xo E R et 

que l/e < xo < i. 

Solution 
Posons f (x) = x - e-X. 
f est continue et dérivable sur R et f (x) = 1 + e-x , f (x) > 0. 

f est alors une bijection de R sur R. Il existe alors xo E R unique tel que f (xo)= 0 

De plus f (1) = 1 - l/e > O et f (l/e) = l/e - e-lle < O 
D'où : l/e < xo < 1. rn 
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Soit h un réel strictement positif. En appliquant le théorème des Accroissements 
finis sous la forme : 

f (xo + h ) - f (xo) = h f (xo + Oh) où 8 E ] O, 1 [ 

expliciter 8 en fonction de h et étudier sa limite lorsque h tend vers O dans 
chacun des cas suivants : 1 

a) f ( x ) = 2 x 2 + 3 x +  1 , X O E  R b) f (x)=-  l + x  xo E W*+ 

C) f (x) = ex x o = O  d) f ( x ) = 2 + &  , x o = O  

Solution 
Dans chacun dc ccs cas, f est continue sur [ xo, xo+h] et elle est dérivable sur 

] xo, xo+h [ donc il existe 8 E ] 0, 1 [ tel que : f (xo + h ) - f (xo) = h f (xo+8h). 

donc après simplification il reste : 
2h2 = 48h2 d'où : 8 = 112 

1 1 
- 

-h 
b, O n a  l + x o + h  l + x o  (1+xo+Qh)2  

donc : (1 + xo + 8h )2 = (1 + xo) (1 + xo + h). 

qui nous donne une équation de second degré en 8. 

e2h2 + 28h (1 + xo) - h (1 + xo) = O. 

- ( l + x 0 ) +  J (1+x0) ( l  + x 0 + h )  
donc 8 = (on a rejeté la solution négative) 

h 

et lim 8 (h) = liin 
(1 + xo) - 1 - - 

h 4 0  h-O J ( l + x o ) ( l + x o + h )  + ( l + x o )  
2 

x, + h x, x , + B  h 
C) on a e - e  = h . e  

ce qui conduit à : 

Etudions lim 8 (h) : 
h - + O  

Par applications successives de la règlc de l'Hôpital (cf l'exercice 18 / ch IV). 
On trouve 

1 
lim 0 (h) = - 

h - O  
2 

' d) on a f (x, + h) - f (x,) = h f (x,+ 8 h) . 



h 
donc &+h - f i  = x0 = O. 

2 JZ 
h 

~ l ~ ù  : Jh= - ce qui donne e = fi 
2 6  T 

Démontrer les inégalités suivantes : 
a) sinx 5 x si x  2 O. 
b) log (1 + x) 5 x si x  2 O. 
c) Arctg x 5 x si x  2 O. 

1 
d) Arcsin x < - si O < x < l .  m 

X 
3 

C) x < tgx et x + 3 < tgx si x  E ]O, ~ / 2 [  

Solution 
a) La fonction t -+ sint est continue sur [O, x] et dérivable sur ]O, x  [ pour tout 

x >O. Donc d'aprés le théorème dcs Accroissements finis il existe c E ]O, x [ 
tel que : sinx = x  cosc 

or O 5 cosc 5 1 d'où sinx I x  ' d x > O .  
L'inégalité cst évidemment satisfaite si x  = 0. 

b) On applique le théorème des Accroissements finis à la fonclion 
t -+ log (1 + t) sur l'intervalle [O, x  ] on a : 

X 
log (1 + X) = -- < 1 or 

l + c  
d'où le résultat. 

c) En raisonnant de la même manière qu'en a) et b) il vient : 

X 1  
Arctg x = - mais - 

2 
< 1. 

1 + c  2 l + c  

d) même démonstration que precédement. 

e) En appliquant le théorème de Accroissements finis à la fonction t -+ tgt sur 

[O, X] puis à la fonction t -+ tgt - (t + t3/3 ') sur [O, XI. 
,( 

Démonuer que : 'd (a, b) E IR2 tels que O < a < b on a : 

< log - < - 
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Solution 
La fonction t 4 logt est définie, continue sur [a, b] pour tout (a, b) E IR2 
tel que O < a < b et elle est dérivable sur ]a, b[. 
Donc d'aprés le théorème des Accroissements finis il existe c E ]a, b[ tel que : 

log b - log a = (b - a ) . l/c 
or a < c < b donc l/b < l/c < l/a . 

~ t ~ ù  : b - a  b b - a  

b 
- < l o g -  < - 

a a 

Démontrer que : V (a, b) E IR2 vérifiant : O < a I b < KI2 . On a : 
b - a  b - a  

2 
- S t g b - t g a  I - 

2 
COS a cos b 

Solution 
Le théorème des Accroissements finis appliqué à la fonction t + tgt sur [a, b] 

V (a, b) E IR2 : O < a < b < K/2. 

b - a  
donne : tgb - tga = - 

2 
où c E ]a, b[. 

cm C 

Mais la fonction cosinus est décroissante sur [O, KI21 donc : 

b - a  b - a  
D'où : 2 - < tgb - tga < - 2 

ws a cos b 

On considère la fonction définie sur R par f (x) = x - cos x . 
1') Montrer que l'équation [x - cos x = O] adinet une solution x,, dans 

ix/6 , ~(41 .  
7 t - 2 J Z  

2") Montrer qu'il existe c E ] x, , x/4 [ tel que : = f'(c) . 
7t - 4  x, 

Solution 
1") La fonction f est définie et continue sur l'intervalle 

D'après le théroème des valeurs intermédiaires, il existe une valeur x,, coniprise 

strictement entre x/6 et x/4, telle que f(x,) = O. C'est à dire x, est solution de 

l'équation [x - cos x = O]. 
2") f est définie, continue et dérivable sur 1%. En particulier elle cst définie et 

continue sur [x, , n/3] ct dérivable sur lx,, x/4[. Ainsi, elle vérifie les 

hypothèses du théorème des accroisserncnt finis . 
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u o ù :  f ( n / 4 ) - f ( x 3 = ( a - x o ) f  (c) 

3t 3 t - 2 A  
Cequisetraduitpar: 3 c c  l x O , 4 [  : = f (c) . 

Tt - 4x0  

Ceci provient du fait que f(x,) = O et que x, # z/4. 

En utilisant la régle de l'Hospital , calculer les limites : 

2 1 - cosx 2 log (s mx) 
1) lim 2) lim 3) lim 

4 3 x + o  x x + 0 x sinx + b - 24' 

Solution 
f (x) 1 - cosx2 

1) On applique la régle de l'Hospital au rapport - = puisque les s (x) x 

fonctions f et g sont définies, continues et dérivables dans un voisinage de O et 

f (x) 2x sinx2 sinx 2 
on a : - - 

g' (x) 4x3 2X2 

SinX2 - 1 1 - cosx2 1 or lirn - - - - donc lirn - - 
2 4 x + O 2x2 x + o  

2 

1 - cosx2 - 1 -cm2 x 1 - cosx2 1 
2) - - - Donc lim -= - 

3 3 .  2 (d'aprés a ). 
x sinx x 4 ' sinx 

x + O x smx 

3) Posons f (x) = log (sinx) et g (x) = (X - 2x) 2 

f et g sont deux fonctions définies, continues et dérivables d p s  un voisinage de 
x/2 et on a : 

COSX 
f (x) = -, et g' (x) = - 4 (n - 2x). 

sinx 
f (x) - 1 COSX 

D'OÙ -- - - qui conduit à une indétermination. 
g' (x) 4sim 'n _ 2x 

Une deuxième application de la régle de 1'Hospital à cosx donne : - 
cosx -sinx 1 n -2x  

lim - - = lim - -  
- 2  2 

x + RI2 - 2x x -+ 7t/2 

D'où lirn f (x) 1 f (x) - 1 
8'=-3- et par conséquent : lim g - - 3- . 

x + 7112 x + 7112 
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t / 
i l  
II 

Solution 
1) Un calcul directe de la limite , montre qu'on a une indetermination. 

r 

En utilisant la régle dc l'Hospital calculer les liniites . 
log tg 7x sh 2 x - sh 2 a 1 ex - 1 

1)lim 2) lim 2 2 3) iim y log(x) 
x + o  x + g  - a  x +  O 

Appliquons donc la régle de l'Hospital à - (') - - log (lg7x) . f et g sont définies, 
R (x) log 

continues et dérivables sur tout intervalle de la forme 1 O , a [ et on a : 

7 (1 + tg27x) 
f (x) = 

2 (1 + tg22x) 
et g' (x) = 

tg 7x tg a 

f (x) 7 (1 + tg27x) tg2x 
donc - . - qui conduit, encore , à une forme indéterminée. 

grixj - 2 (1 + tg7x 

Appliquons la régle de l'Hospital à !!? . tg 2x et tg 7x vérifient les hypolhèses 
de l'Hospital et on a : Y 7x 

tg2x 
lim - = lim 2 (1 + tg22x) - 2 --  

tg7x 
x +  O x + O 7 (1 + tg27x) 7 

7 (1 + tg27x) 7 
or lim - - D'où 

x - 9 0  2 (1 + tg22x) - 
f (x) - Finalement : lim - - 1. 

x + o  
g (XI 

2) on suppose que a # O ( sinon 

En posant f (x) = sh2x - sh2a et g (x) = ~2 - a2 

f (x) 2shxchx - f (x) - sh 2a  on a - - et lim - - 
g' (x) 2x g' (x) 2a x +  a 

D'où lirn = lirn f (XI - sh 2a -- 
x + a  (') x -9 a g' (XI 7 

1 ex - 1 
3) Calculons : iim 

- log (T) X 
x + o  

f1  (x) x e X - e X + l  
Posons f, (x) = log (ex;1) - et g , = x  .Donc -- - 

gi  (x) x (ex - 1) 

f, (XI 
et lim - présente une forme indéterminée 
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posons f2 (x) = xeX - ex + 1 et g2 (x) = x (ex - 1) et appliquons une deuxième fois 

la règle de l'Hospital à f2 (x) 1 g2 (x) : 
f, (XI 

f2' (x) = x ex et g2' (x) = ex + xeX - 1 et lim - :onduit également à 
une forme indétérminée. x -+ O g2 (x) 

Une troisième application de la régle de l'Hospital donne : 

f 2  (x) ex + xeX 1 
= lim - 

lim - - - 
2 

x+0g2(x)  x + 0 e X + e X + x e X  

fl(x) 1 
D'où : lim -- - 

x + o  
gl(x>- 2 

Utilisant le développement de Mac laurin de la fonction f (x) = log (1 + x) 

Déterminer la limite de la suite de terme généralu, = U/2 + 1B +...+ (-l)"-'lh 

lorsque n tend vers +w 

Solution 
f (x) = (1 + x)-1 f 1 ( x ) = - 1 ( 1 + x ) - 2  f " ( x ) = 2 ( 1 + x ) - 3  

f est de classe Cw sur 1 -1 , + w [ et 6") = (-1)"-l (n - l)! (1 + x ) - ~  . Ce qui nous 

+")(O) - (-1ln-l 
permet de calculer : - - - 

n ! n 

Pourtoutx E 1-1,+w [ :  

avec c=Ox  , 0 ~ ] 0 , 1 [  
pour x = 1 on a : (- 1)" 1 

log 2 = Un + Rn où % = IRnI<- 
(n+i>(i+ O)"+' ' n + l  

lim Rn = O Par conséquent : lim Un = log2 

n + +- n +  +- 

Etablir les inégalités suivantes : 

X 
2 x2 x3 

a -  x - -  5log(l+x) l x - - + -  pdtrr x 2 O  
2 2 3 

X 
2 x2 x4 

b -  1 - -  <COSX I 1- -+ -  
2 - 2 24 

pour tout x E W 
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Solution 
a) La double inégalité est vériliée si x = O. Supposons x > O 

La formule de Mac Laurin à I'ordre 2 appliquée à f (x) = log (1 + x) donne : 

3 
X 

3 
X puisque x > O ,on a : O < < - 

3 (1 + eXl3 3 
2 

X 
2 3 

X X 
Finalement : x - -  < log ( l+x )  < x - - + -  pour toutx>O.  

2 2 3 

b) Appliquons la formule de Mac Laurin à la fonction cosinus : 

2 4 
X X 

c o s x = l - - + - c o ~ 0 ~ ~  2 24 avec , e 2  E ]O, 1 [ 

On déduit alors le résultat à partir des inégalités 

Soient xo t 1 , E t a*+ et f une fonction de classe cn+l sur l'intervalle 

[xo- E, x0+ €1, telle que f (xo) # O . 
Montrer que le réel 8, (h) défini par la formule de Taylor 

h hn-l  hn 
f ( ~ , + h ) = f ( x ~ ) + - f ( n o ) +  x,)+-f")(a+hon(h)) 

l !  (n-1). n! 

vérifie : 1 
lim 0 fi) = - 

h - + O  n+l 

Solution 
Ecrivons la forinule de Taylor à l'ordre au dessus : 

h h" p + l  
f (xo+h)=f (x0 )+- f (x , )+  ...+- p)(~ , )+- t<n+~)(a+h0~+~f i ) )  

l !  n! (n+ l)! 
En coinparant ces deux expressions on obtient : 
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Le théorème des accroissements finis appliqué à dn) entre xo et xo + hOn(h). 

nous permet d'écrire : 
fin) (xo+hOn(h)) - fin) (x,) = hen(h) ftn+l) (x, + hhûn(h)) 

d'où 

Puisque dn+l) (x0) # O et fin+1) continue, dn+l) (xo+hû,(h)) et 

fint1) (xo + hlOn(h)) sont non nuls pour h suffisamment proche de O et tendent 

vers hn+l) (xo) quand h tend vers O. 
Ce qui montre le résultat. 

Soit P un polynôme de degré n et xo un réel. Développer suivant les puissances 

de (x - xo) le polynôme P. 

Solution 
La fonction polynôme P est indéfiniment dérivable sur W. 

Appelons PR) sa dérivée kième. Le développement de Taylor à l'ordre de P(x) au 
voisinage de xo est donné par : 

P'(xO) PM(xo) P'"'(X~) P("+' )(c) 
P(x) = P(xo) + - (x - x,) + - (x - x0l2 +... + - (X - ~ 0 ) ~  + (X - x0)"+l 

l! 2! n ! . . 

or P ( ~ )  = O si k > n. Ainsi le développement recherché est le suivant : 

p (x,) P(")(x,) 
P (x) = P (x,) + - (x -x0)+  ...+ - 

l !  n! (X - x,)" 

Solution 
P(x) = x4 - 5x3 + 5x2 + x + 2 4 P(2) = O 
P1(x) = 4x3 - 15x2 + 1Ox + 1 . 4 P'(2j = -7 

P"(x) = 12x2 - 30x + 10 4 P"(2) = -2 

P"'(x) = 24x - 30 4 P"'(2) = 18 

pt4)(x = 24 + ~('')(2) = 24 

~ ( 5 ) ( x )  = O 

Développer le polynôme P(x) = x4 -. 5x3 + 5x2 + x + 2 suivant les puissances 
de (x - 2) 

On applique alors la fonnule de Taylor avec reste de Lagrange, à l'ordre 4: 

(X - 211 (X - 2)2 ( X  - 2)3 
P"(2) + - (X - 214 (4) (X - 215 ( 5 )  

P(x) = P(2) + - P' (2)  + - P4"(2) + - P (2)+- 
3! 4! 5 !  

p (cl 
l! 2! 

. 
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Or pour tout x E R P(~)(x)  = O , donc , aprés simplifications : 

P(X) = -7 (X - 2) - (X - 212 + 3 (X - 213 + (X - 2)4. w 
Utilisant la formule de Taylor à l'ordre 2, donner une valeur approchée de cos63". 
Estimer l'erreur due à cette approxiination. 

' Solution 
La formule de Taylor à l'ordre 2 au voisinage de x, est : 

sinxo cosxO sinc 3 
COSX = COSX0 - - (x - x0) - -- (X - X0l2 + -- (X - x0) 

l! 2! 3! 
où c = x o + 8 ( x - x o )  avec 8 ~ ] 0 , 1 [  

En posant x = 63" xo = 60" . 
La formule ci-dessus n'At valable que si x ci xo sont exprimés en radian. 

x x 
x =  -+ - Ainsi 

X0 = 3 3 6 0 '  

3 
71 

avec E = - sin c. 
6 . 6 0 ~  

Finalement cos 63" - 0,45399 où l'erreur d'approximaticn en valeur absoliic est : 

I E I 5 2,5 10-5 

5 Donner une valeur approchée de e à 10- près, sachant que e < 3.  

Solution 
La formule de Mac Laurin appliqubc à la fonction f (x) =ex 

car fik) = ex en particulier f fk)  (O) = 1 pour tout k E N*. 
pour x = 1, 1 1 

8 e 
e = 1 + 1 + - +  ...+-+--- 

2 !  n !  (n+ l ) !  
8 e 

Posons Rn = - 
(n + l)! 

3 3 - 5 .  
Or - -7,4 1 0 . ~  c t  - = 0, 8210 11 faut donc prcndrc n = 8 pour 

8! - 9 !  

avoir 1 Rn I < 1 on a alors 

8 

= Z soil c = 2.71828 avcc une erreur infkricuic à 1 0  
k = O  . 
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FONCTIONS USUELLES 

Démontrer les égalités 

1) Arc sinx + Arc cosx = îT/2 V x E [-1, 11. 

2) Arc sinx + Arcsin \/;1$= v x E [O,11. 

Solution 
1) lére méthode: 
pour tout x E [-1,1] , posons : a = Arc sinx et p = Arc cosx. 

Par définition : a E [-XI2 , ~ 1 2 1  et E [O, KI donc ( ~ 1 2  - P) E [-n/2 , ~ / 2 ]  

O n a :  sina = x et sin (KI2 - p) = cosp = x. 

D'où sina = sin (7~12 - P). 
-7t 7t 

Or la fonction sinus est une bijection de [ - -1 sur [-1,1] 
2 ' 2  

donc ci = KI2 - p. C'est à dire a + p = ~ 1 2 .  

et par suite : Arc sinx + Arc cosx = K/2. 

2éme méthode: 

Considérons la fonction définie sur [-1, 11 par : f(x) = Arc sinx + Arc cosx. 

1 - 1 
f est dérivable sur 1-1, 1 [ et f '  (x) = - 

J~;.+J;T;~=O. 
Donc f est constante sur 1-1, 1 [. En prenant x = O. On trouve la cor ;tante égale à 

K/2. Et par continuité : f (-1) = f (1) = K/2. D'où : 

2) Fn utilisant la 2èmc inC:hode : 

soit f(x)=Arcsinx+Arcsin 
fest définie sur [ -1 ,  1 j et dCrivable sur 1-1, 11 et on a : 

1 1 - ? 1 - S 
f (x) = -- + ----- ------ - ---- 

J .  2 ~;5~~~f~-fz+fi.~z 
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Pour x E [O, 1 [ f (x) = O, donc f est constante sur [O, 1 [ . En prenant x = O 

on trouve la constante égale à ~ 1 2 .  Et par continuité f(1) = XI2 . 

D'où : V x E [O, 11 Arc sinx + Arc sin = W2. 

Exercices proposés : 
Démontrer les égalités : 

1) V x E W*+ Arc tgx + Arc tgl/x = n/2. Que peut-on dire pour x < O ? 

X 
2 ) V x ~ l [ P  sin Arc tgx = - 

1 
3 ) V x ~  W cos Arc tgx = --- 

Simplifier les expressions suivantes : 

1) A(x) = Arc cos (1-2x2) 2) B(x) = Arc tg 

Solution 
1) A(x) est définie sur [-1, 11. On vérifie facilement que : 

[ - 1 5  1 - 2 x 2 5  11  e x E [-1, 11. 

Posons alors x = sina pour a E [ -XI2 , W2]. Ce qui donne : 

1 - 2x2 = (1 - sin2a) - sin2a = cos2a - sin2a = cos2a 

d'où A (x) = Arc cos(cos2a). 

Par suite A(x) = 2a si a E [O, ~ / 2 ] .  

et A(x) = -2a si a E [ -7~12, O]. 

Comme a = Arc sinx , on obtient : 

Arc cos (1 - 2x2) = 2 Arc sinx si X E  [O,11. 

= - 2 Arc sinx si x E [-1, O]. 
Expression qu'on peut simplifier encore en écrivant : 
Arccos(1 - 2x?)=2 1Arc sinx I pourtoutx E [ -1 ,  11. 

2) B(x) est définie sur 1-1, Il. 
La racine étant positive, posons E= igq avec <p E [O,n/2[ 

1 - tg2q 
Ce qui donne , aprés simplifications : x = - = cos% 

1 + tg2q3 



Fonctions usueZZes - 87 

Comme cp E [O, ~ / 2  [ , 2cp E [O, K[. La fonction cosinus étant une bijection de 

[O, IT] sur [-1, 11, on a : cp = 112 Arc cosx. 

Finalement pour tout x E 1 -1, 11 : Arc tg = 112 Arc cosx. 
l + x  

Exercices proposés : 
Simplifier les expressions suivantes : 1 -x 2 

1) A l  (x) = Arc sin (2sinx cosx) 2) A ~ ( X )  = Arc cos - 
1+x2 

3) A? (x) = Arc t g ( J T x  ) 4) = Arc tg 

Résoudre l'équation : 

Arc sin2x - Arc sin x J3 = Arc sinx. 

Solution 
On peut reécrire cette équation sous la forme: 

Arc sin 2x = Arc sin x 8 + Arc sin x (1) 

Cette équation est définie pour x E [-112, 1/21. D'autre part, nous savons que pour 

tout t E [-1,11: cos (&c sint) Ji7 
(puisque Arc sint E [ - ~ / 2  , KI21 donc son cosinus est positif). 

Maintenant, en prenant le sinus des deux membres dans l'équation (1) , il vient: 

x = O est évidemment solution de l'équation (2). 
Pour x f O, l'équation (2) devient : 

2, JX+ JZ d'où 2 - a =  JZZ 
élevant au carré les 2 membres et aprés simpliffication on trouve: 

J3- ,/? -- 
2 

En élevant de nouveau au carré et après simplification on trouve : 
x2= 1/4. Cequidonne x = +  112. 

Finalement l'ensemble des solutions est : S = ( -112 , O  , 112 ). 

Exercices proposés : 



Discuter suivant les valeurs des réels a, b , c, l'existence de solutions de 
l'équation : a cosx + b sinx = c. (1) 

Solution 
Si a = b = O l'équation se réduit à O = c qui admet W ou 0 pour ensemble de 
solutions. 

Supposons donc que a # O ou b # O. 

a b c 
Posons a =  , P =  et y =  m Jx7 J- 
L'équation (1) devient : a . cosx + J3 sinx = y 

Avec 2  a + p 2 = 1  

Il existe donc O0 E [O, 2x1 tel que a = sin O0 et p = cos 00. 

L'équaUon (2) devient : 
sin (x + 00) = y. (3) 

le r  cas : si I y  I > 1 l'équation (3) n'admet pas de solution : S = 0. 

2éme cas : si l y  15.1 , il existe Ol  E [O, 27C[ tel que : y  = sin 01. 

Et par conséquent l'équation (3) devient : sin (x + 00) = sin 01. 

Ce qui donne x + 8 , = 8 ,  + 2kn k~ Z 

ou x+O0= ~ - 8 , + 2 k n  

Et par suite : i X =  (9, - 8,)+2kn 
k~ Z. 

OU ~ = ~ - ( 9 , + 9 , ) + 2 k x .  

Exercices proposés : 
Résoudre les équations : 

1) JT3 .COSX - sinx = 1 
2) sin x - cos x = 1 

Discuter suivant les valeurs des réels a, b , c , l'existence de solutions de 
l'équation . a chx + b shx = c (1). 

Solution 
D'abord si a = b = O , l'équation se réduit O = c qui admet R ou 0 pour 
ensemble de solutions. 
Supposons donc que a # O ou b # O. Nous allons distinguer 3 cas possibles : 
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l e r  cas : si I a I = I b I f O. 
En simplifiant par I a 1, l'équation (1) devient : 

chx _+ shx = c' . ou encore eEX = c' où E = + 1 
Cette dernière équation admet une solution unique si c' > O et n'admet pas de 
solution si c' 1 0. 
2ème cas si I a I > I b I 

a b c 
Posons a = et y =  

j ~ 2  j$-bi JàiTbi 
L'équation (1) devient : a chx + p shx = y .  (2) 
avec a2 - f i 2  = 1. 

Ainsi, le point M (a, p) appartient à l'hyperbole équilatère d'équation X2 - Y2 = 1. 

Donc il existe xO E W tel que : a = chxO et P = shxo. 

Par suite, l'équation (2) devient : ch (x + xo) = y .  (3) 
Si y < 1 l'équation (3) n'admet pas de solution. 

Si y = 1 l'équation (3) admet une solution unique : x = -xo. 

Si y > 1 l'équation (3) admet deux solutions puisqu'il existe xi E R tel que : 

chx l  = y .  
Par conséquent l'équation (3) s'écrit : ch (x + xo) = chxl. 

x + x 0 = x 1  
Donc : d'où 

ou x + x 0 = - X I  

3ème cas :si I b I > I a 1. 

a b c 
Posons a = et y =  

JE2 
L'équation (1) devient : P.shx + a chx = y .  (2') 
Avec B2 - a2 = 1. 

Il existe x0 E R tel que : j3 = chxo et a = shxo. 

Par suite l'équation (2') devient : sh (x + xo) = 7 .  (3) 

Or la fonction sh est une bijection de W sur R , donc pour tout a E R, 

il existe un unique réel xl tel que : shxl = y .  
Par conséquent l'équation (3) adtnet une solution unique : x =  X I -  xo. 

Exercice proposé : 
Résoudre l'équation : 3 chx + 2shx = 4. 

= 2 Arg shx 
Résoudre le système : 

Arg chy = 3 Arg chx 
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Solution 
Le système est défini sur D = [ l ,  i-= [ x ,[ 1, -[. J-i- En utilisant les formules : sh2t = 2sht cht et cht = sh t +  1 
et en prenant le sh des deux membres, la première équation du système devient : 

y = 2 x m  (1) 

Puis en calculant ch3t en fonction de cht uniquement, on trouve : ch3t = 4ch3t - 3cht 
Ce qui donne, en prenant le ch des deux membres de la seconde équation : 

y = 4x3 - 3x (2) 
Les relations (1) et (2) entraînent : 

2 x J x Z + i = 4 x 3 - 3 x  03 
On cherche alors les sohtions de (E) pour des x 2 1. (donc x  # O). ce qui donne 

2x , / T i  = 4x2 - 3 ou encore : 16x4 - 28x2 + 5 = O. 
2 En posant x = X il s'en suit : 

7 +  J29 
X, = 7 7 -  J2g 

ou X2=- 
8 

Seule la racine supérieure à 1 convient . c'est à dire : 

2 7 + J 2 9  
x =- 

8 /? OU encore x = - 
Par conséquent : 

S = {(je , s h  JF)] . 
2 

Soit f la fonction définie sur ]0,1[ par : f(x) = x (x - 1) . log - (1 I x )  

a) f est- elle prolongeable par continuité à l'intervalle [O, 11 ? 
b) Si oui, étudier les tangentes à la courbe de la fonction prolongée en O et en 1. 

Solution 
lim f(x) = lim (x - 1) . [ x210gx - x2.10g(l - x) 1 = 0. 
x + o +  x + o +  

lim f(x) = lim x2 [ (x - 1)logx + (1 - x) log (1 - x) 1 = 0. 

Donc f est prolongeable par continuité aux points O ct 1 en posant : f(0) = f(1) = 0. 
Etude des tangentes : 

f(x) - f(0) 
X 

lim =lim x ( x -  1)log-=O 
1 - x  

x -t O +  x - O  x - 3  O +  
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Par conséquent la courbe admet une demi tangente horizontale à droite de O et une 
demi-tangente verticale dirigée vers le haut, à gauche de 1. I 
t 1 

Solution 
a) lim fjx) = lim 

x - 1  X + l  

5.8 

Donc f est prolongeable par continuité au point 1 en posant f (1) = 112. 
b) x est au voisinage de 1 donc on pose x  = 1 + h. 

xL logx 
Soit la fonction définie sur R*+ \ (1) par : f (x) = - 

2 
a) f est- elle prolongeable par continuité au point 1 ? x - 1  

b) Si oui , la fonction prolongée, notée f , est - elle dérivable au point 1 ? 

- - 2  (1 + 2h + h2) log(1 + h )  - (2h + h2) 

2h (2h + h2) 

Un développement limité de log(1 + h) au voisinage de O, à l'ordre 2 donne, après 
simplifications : 

- ( l  + ( l )  -- l + qui tend vers 114 quand h i 0. 
h  2(2 + h) 

Donc f est dérivable en 1 et f (1) = 114 . rn 
Déterminer les asymptôtes éventuelles à la courbe, au voisinage de l'infini, de 

la fonction définie par f (x) = ' J-XGZ 

On précisera la position de la courbe par rapport à ces asymptôtcs. 

Solution 
On effectue le changement de variable t = I/x. 

2 3 113 f ( x ) = x i 3 / - = i .  x x t  ( 1 + 3 t  t 2 t )  . 

t tend vers O lorsque x tcnd vers l'infini donc (312 + 2t3) -+ 0. 
On fait alors un dévcloppcment limité au voisinage dc O à I'ordrc 1 dc 1' (x) 

f (xJ = l/t . [ 1 + 113 (312 + 213) + (312 + 2t3) (t) 1. 
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Ainsi la droite d'équation y = x est asymptôte à la courbe vers + m et vers - m. 

La position de la courbe est précisée par le terme l/x. Donc : 

. Au voisinage de + w , la courbe est située au dessus de l'asymptôte . 

. Au voisinage de - - , la courbe est en dessous. 4 

Dèterminer les asymptôtes éventuelles à la courbe au voisinage de l'infini 
de la fonction définie par : 

f (x) = el'' . Jw) 
On précisera la position de la courbe par rapport aux asymptôtes. 

Solution: 
On effectue le changement de variable t = l /x.  

On fait alors un dCveloppement limité de cette expression, à l'ordre 2 au voisinage 

1 - - - . (1 + 2 t + t2 + t2 E (t)) où E (t) -+ O 
I t l  

t - +  O 
. Au voisinage de +- : 

1 1 1 1  
f ( ~ ) = - + 2 + t + t & ( t ) = ~ + 2 + - + - & ( - )  

t X X X  

La droite d'équation y = x + 2 est asymptôte à la courbe vers + m. 

La position de la courbe est précisée par le terme 3/2x, donc la courbe est située au 
dessus de l'asymplôte vers +m. 

. Au voisinage de -m. 

- 1 1 1  
f ( x ) = - - 2 + I t I + t E ( t ) = - ~ - 2 + - + - E ( I h )  

t 1x1 X 

La droite d'équation y = -x - 2 est asymptôle à la courbe vers - m. 

1 La position de la courbe est précisé par le terme - , donc la courbe est située 
l x  l 

au dessus de l'asymptôte vers m. - 
Etudier le sens de variation de la fonction définie par : 

cos2x + 1 
f (x) = 

2cosx - 1 
Tracer sa courbe représentative dans un repère orthonormé. 
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Solution 
1) Domaine de définition : Soit x E W . 

X E  Df w cosx + 112 e x # +n/3 + 2k7t 
D'où D f = X \ { i . n / 3 - + 2 k n / k ~ Z } .  

2) f est périodique de période 2K donc on réduit le domaine d'étude à un intervalle 

de longueur 2~ : [ -7t ,7t] n Df. 

D'autre part 2' est une fonction paire donc on réduit encore le domaine d'étude à 

Do = [O,nI n Df = [O, n/3[ u ]n/3,n] 
3) f est définie et continue en tout point de son domaine de définition et on a : 

liin f(x) = + w et lim f(x) = - W. 

4) f est dérivable sur son domaine de définition et on a après simplification : 
2.sin2x (1 - cosx) 

f (x) = 
2cosx - 1 

f '  (x) = O et x E Do a sin2x = 0 ou cosx = 1. 

w X = O  OU X X / ~  OU X = X .  

Ce qui conduit au tableau de variations suivant : 
5 )  
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Etudier le sens de variation de la fonction définie par : 

f (x) = Arcsin ( 2 x m )  

Tracer sa courbe représentative dans un repère orthonormé. (On précisera les 
tangentes aux'points remarquables). 

Solution 
1) Domaine de définition . Soit x E W . 

x E  ~f o [ - I < X  I I I  et I - 1 < 2 x  JL?)< 11. 
Or, on remarque que la fonction f est impaire, donc il suffit de chercher l'ensemble 
des x E [O, 11 vérifiant la condition : 

0 ~ 2 x J i - x 2  5 1 soit 4x 2 (1-x 2 ) s 1. 

Ce qui donne - (2x2 -  1 ) < O .  
Condition réalisée pour tout x E [O, 11. Par suite Df = [-1 , 11. 

2) f est impaire, donc on réduit le domaine d'élude à [O, 11. 
On complètera la construction de la courbe par symétrie par rapport à l'origine 0. 

3) f est définie et continue sur [-1, 11 . Elle cst dérivable en tout point 
x E [- 1, 11 vérifiant les conditions : 

1 - x 2 # O  et 
Ainsi le domaine de dérivabilité de f est : 

Calcul de la dérivée, pour tout x E Df on a 

Simplifions cetle expression : 

donc f (x) = - 2 Arc sinx + k et par conlinuité de f, en prenant x = -1, 

on trouve k = - n donc f (x) = - 7t - 2 Arc sinx. 



donc 1 ( x )  = 2 Arc sinx (k = O en prcnant x = 0). 

donc f (x) = Tt - 2 Arc sinx ( k = Tt , cn prenant x = 1 ). 

4) Tableau de variations : 

1 
5 )  La fonction f admet des liinites Finies à droite ct à gauche aux points +- 

1 fi 
1 

donc f est dérivable à droite et à gauche aux points tr- et on a : 
r 2  

f - = 2,/2 et f ' ,  - 
g ( k )  [ ; ) = - 2 ~  

pour x E 1%. f (x) = x - 2 ~ r c  sinx 

La fonction x + Arc sinx n'est pas dérivable aux points f 1, et sa courbe admet 
des demi-tangentes verticales en ces points. Il en est de même pour la fonction f . 

+ 2x 
6) Pour tout x E Df f"(x) = 

( l - X 2 ) r n .  

La dérivée seconde s'annule au point O en changeant de signe donc c'est un point 
d'inflexion de la courbe 
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Etudier le sens de variation de la fonction définie par : 

1 
f (x) = -. Argshx 

x 

Tracer sa courbe représentative dans un repiirc onhononné. (On ne demande 
pas le calcul d'eventucls points d'inflexion) 

Solution 
1) Le domaine de définition dc !'est : Df = :k-. . 

2) La fonction f est paire puisque la l'onction Argshx est iinpairc. 
Donc on réduit Ic domaine d'étude à I'intcrvalle Do = ] 0, +w 1. 
3) f est définie ct continue cn tout point cic son doni:iinç dc  d6finitiori ci oii :i : 

Argshx - Argsli O 
lin1 f (x) = lim - = 1 

x - O 
x - t o  x - O  

Ainsi la fonction f peut êtrc prolongEe par continuitC au point O cn ~>osiiiit , par 
définition f (0) = 1 . 
Pour calculcr la lirnilc dc 1' (s) pour x ail voisinage de +m, on cl'I'c~.tiic 

le charigcriicnt de variable x = sliy . Piiisquc la l'oriciioii sh eht iiric hijcctiori 
de 3 sur 1% et on a : 

1 x = shb, o y = Argsiis ] d'ou : 

Ccci provient du fait cliic Ii i i i  (\hy)/y = +m 

) -, +m 
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Par conséquent la fonction f admet Yuxe Ox pour asymptôte horizontale au 
voisinage de + w ( et de - w ). 
4) f est dérivable en tout point de son domaine de définition et on a 

X 
où cp (x) = - - 

Afin de déterminer le signe de f (x) , nous allons faire une étude succincte de la 

fonction (auxiliaire) cp . 

Dq = R . cp est une fonction impaire . cp est définie, continue et dérivable sur tout 

- X 2 

CP' (XI = 5 0  et [ c p  ' ( x ) =  O x = O ] .  
(x2+1)& 

lim cp (x) = -w et cp (O) = O. D'où le tableau de varialions de cp : 

Ce qui montre que : b' x E ]O, +w [ f (x)  < O. 
5 )  Etude du comportement de f au voisinage de O. Cela revient à étudier la 

dérivabilité de la fonction prolongée en O. Calculons : 

f (x) - 1 Argshx - x lim - = lim 
x - O  2 

x -3 O+ x - 3 0  X 

Pour cela, effectuons le développement limité de la fonction Argsh au voisinage de O 
à l'ordre 3 on a : 

donc : 

par suite : 

1 3  3 Argshx = x - - x  + x E, (x) 
6 
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Cc qui montre que la fonction prolongée est dérivabls en O et a pour nombre dérivé 
l'(O) = 0. 

Remarque : 
L'allurc dc la courbe montre l'exisrencc de 2 points d'inflexions 

* 

Etudicr le sens de variation de la fonction définie par : 

f ( x ) =  p x -  1 

Tracer sa courbe repriisen~tive dans un repère othonrmé. (on précisera les 
tengentcs aux points remarquables). 

Solutioii 
1'') Lc dorl~ainc dc dkfinition de f est Df = ] - .T. , O ] u ] 1 , + w [. 

2") Df n'étant pas symétrique, f n'est ni paire ni impaire. Elle n'est pas périodique. 

3.) f est dCfinie ct coritinuc cn tout point de son domaine de définition 
et on a : lirn f (x) = + w = lim f (x) 

x - 3  + m  x - 3  

et lim f (x) = O  = f (O) et lim f (x) = + .. 
x  + 0- x  + l +  

Donc la droite d'équation x = 1 est ayinptote verticale à la courbe. 

4') f est dtrivable en tout point de D r  = 1 - m, O [u 1 1 ,  + .. [. et pour tout x E Df 
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Remarquons que f (x) admet une limite finie (égale à O) au point O, donc f est 
dérivable à gauche en O. Ce qui nous donne : 

1 '  

5") Tableau de variations : 

X 
6") Etude des branches infinies : Comme f (x) = I x I . JIri , o n a :  

f (x) fim = - 1  f (x) 
et lim , = + 1  

X X 
X -+ - -  X -f + -  

i Au voisinage de + =, on a : f (x) - x = x [p - 1 ] 
x - 1 

1 On pose t = - et on effectue un développement limité au voisinage de t = 0, 
X 

à l'ordre 1 de cette expression. Ce qui donne : 

1 
D'où lim [f (x) - x] = 1im [ f + el (t) ] = - -2  

x -+ + -  t - 3  O ! 
1 

Ainsi, la droite d'équation y = x + - est aysmptote oblique à la courbr au 
2 

voisinage de + m. 

iAuvoisinagede-00,ona ~ ( X ) + X = - X ( F - I )  x -  1 

1 
d'où lim [ f(x) + x 1 = - - 

X - 3  - O o  
2 

1 
Ainsi, la droite d'équation y = - x - - est asymptote oblique à la courbe au 
voisinage de - W. 

2 
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Solution 
1") D f =  R f est dél'inic et continue sur tout 113. 

2") f ébnt impairc, on réduit lc doinaine d'étutic 'a l'intcrvallc 1 = [ O  , + w [ . 
On complètcra la consuuction de la courbc par symétrie par 
rapport à 1' origi~le O. 

3") lcs limites aux borncs : lim f (x) = f (O) = O cl lin1 1' (x) = + w 
x -, O+ X - f  + -  

4") La dkrivéc : La fonction l'est ddrivablc cn tou~ point dc D i  oii 1' ( x  ) $ O , 

Donc lc domaine tic dCrivablité de f c s ~  : D' 1. = :% - ( f i  ; O : fi ) . 

5.15 Etudicr le sens de variation et tracer la courbc rcprésentativc dc la fonction 

ddlinie par : f (XI = ,/- 
On précisera Ics tlingcntcs aux points rcmarcluablcs ct la position dc la courbc 
par rapport aux asymptotes évcntucllcs. 
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6') Etude des tangentes aux points remarquables : 

f (x) - f (O) 
a) lirn x - O  

= lim 3 / 3  = - c o  

x - 1 0  x - 1  O 

La courbe admet une tangente verticale au point d'abscisse 0. 

La courbe admet une tangente verticale au point d'abscisse (ainsi qu'au point 
d'abscisse - , par symuie). 

7") Recherche des branches infinies. Pour cela, calculons : 

Pour calculer la limite de [ f (x) - x] lorsque x tend vers + w, cherchons le développe 
.- ment limité de cette expression au voisinage de + w . On a : 

3 
En posant t  = - on cherche le développement limité à l'ordre 1 de l'expression 

X 
2 

entre crochets qui devient : 
1 

(1 - t ) ' J3-  1 = l  - - t + t . E ( t )  - 1 
3 

1 - t +  t .  ~ ( t )  où lim E ( t )=  O 
3 

t +  O 

Il s'en suit que : 

D'où lim [ f (x) - x] = O 
x - 3 -  

Par conséquent, la droite d'équation y = x est asymptotre (oblique) à la coiirl~c 
vers + w et vers - W. De plus, la position de la courbe par rapport à 1'asymp~otc.cst 

précisév par le signe de [ f(x) - x] , c'est-à-dire de [ -  t] au voisinage de l'infini 
Ainsi : 

- Poür x au voisinage de + w, la courbe est située en dessous de l'asymptote. 
- Pour x au voisinage de - w, la courbe est située au dessus de l'asymptote. 
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Etudier le sens de variation de la donction définie par : 

x +  1 
f ( x ) =  -. LogIxl  

x -  1 

Tracer sa courbe représentative dans une repère orthonrmé. [Log désigne le 
Logarithme néperien]. 

Solution 
1°)festdéfiniesurDf=R \ ( O ;  1 ) = ] - m , O [ u ] O ,  1 [ u ]  1 , + m l .  

2') Df n'étant pas symètnquee, f n'est ni paire ni impaire. 

3") f est composée de fonctions continues donc f est continue en tout point de 
chacun de ses intervalles de définition et on : 
lim f (x) = + m donc la droite d'équation x = O (c'est-à-dire l'axe Oy) 
x - l  O 

est asymptote verticale à la courbe. 
Log 1x1-Log l l  I 

i i m f ~ )  = lirn ( x + l ) . [  X - I  ]=2.  

Ainsi f peut être prolongée par continuité au point 1 en posant, f (1) = 2. 
D'autre part lim f (x) = + m = lim f (x) 

x + + -  X +  - -  

4") f est dérivable en tout point de Df = R \ {O, 1) et on a : 
(x - 1) - (x + 1) 

f ' (x) = 
2 
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Ainsi, le signe de la dérivée est celui de la fonction auxiliaire cp, dont on va faire une 

étude succincte. cp est définie, continue et dérivable sur R* et on a : 
2 x + l  2 - x 2 - 2 x + 1  (x-112 

cp' (x) = - - - - - -- 
2 X 

X 
2 

X 
2 

X 

Cette quantité étant positive pour tout x E R*, on en déduit le tableau de variation 

suivant, sachant que cp (- 1) = O = cp (1). 

Ainsi , cp (x) = O w x = - 1  ou x = + l  

cp (x) > O e X E  1 - l , O [ ~ ] l , + ~ [  

cp (x) < O X E  1 - ~ , l [ ~ ] O , l [ .  
5") Par conséquent, on a le tableau de variation de la fonction prolongée 

6") Chercher les demi-tangentes à la courbe au point 1, revient à étudier la dériva- 
bilitée de la fonction prolongée au point 1, donc à calculer : 

f (x) - 2 f ( l  + h ) - 2  
- 

1 h + 2  
lim - - - lim 

h 
- iim F[h. Log(1 +h)  -21. 

x + l  X - l  h + O  h + O  

Ls diveloppement limitC de la fonction h + Log (1 + h), au voisinage de O, 
i l'ordre 3, donne : 

h2 h3 3 
L o g ( l + h ) = h - - + - + h  ~ ( h )  

2 3 
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Par conséquent, la courbe de la fonctioli prolongée, admet une tangente horizontale 
au point 1. 

7') Etude des branches infinies : 

f (XI - x + l  Loglxl lim -- Iim - = O  
X x - 1 '  x 

x - i * -  x + * -  

Comme lim f (x) - Ox = + w, la courbe admet une direction asymptotique d'axe Ox, 
x + I m  

vers + w et vers - W. 

Etudier le sens de variation de la fonction définie par : 

x2 11, 
f(~)= --e 

x -  1 
+ + 

Tracer sa courbe représentative dans un rcpèrc orthogonal (O, i , j ) 
-i -+ 

tel que II i 11 = 2 cm et Il j l =  0, 5 cm 
On précisera la position dc la courbe par rapport aux asymptotes éventuellcs. 

Solution 
1 ° ) D f = R \ { O ;  1 ) = ] - w , O [ u ] O ; l  [ u ]  l ; + w [ .  

Df n'est pas symètrique donc f n'cst ni paire ni impaire. 

2") f est cornposée de fonctions conlinucs donc elle est continue sur chacun de ses 
intervalles de définition . Calculons lcs liinitcs aux bornes 
lim f (x) = - w et l i n i f ( x ) = + ~  
X + - m  X J  4-00 



l imf (x )=O mais l i m f ' ( x ) = - - =  

Ainsi f pcut Ctre prolongée par continuité à gauche seulcment au point O en posani 
f (O) = O, mais ellc n'est pas prolongeable par continuité en O car sa limite à droite 
n'est pas finie. 
lim f (x) = - rn et lim f (x) = + w 

x 4 1- x + 1+ 

Par conséquent, les droitcs d'équation x = O et x = 1 sont des asymptotes 
vcnicales à la courbe. 

3") f est dérivable en tout point où elle définie. Donc son domaine de dérivabilité 
est Dr = Df et on a : 

2 x  - 3 x +  1 lh 
f $ (x) = e 

(x - l l L  
Ainsi, la fonction dérivée a ie même signe que le trinôme x2 - 3x + 1 qui 
s'annule pour les valeurs : 

On en déduit, alors, le tableau de variations suivant : 

5") Recherche de la demi-tangente (à gauche) en O: 

f (x) - O 
lim = lim 

x lh 
= O  

Donc, on a une demi-tangente horizontale à gauche au point O. 
6") A~cherche des branches infinies. Pour cela calculons : 

x lh 
û n a  f ( x ) - x  = x [ - e  - 1 1  x -  1 

1 
Posons t = - et cherchons le développement limité à l'ordre 2 de l'expression 

X 

entre crochets au voisinge de l'infini ; On a 
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1 - -  
X 

où t est au voisinage de O . Or1 sait que : 

où EO et sont deux fonctions qui tcndent vers O quant t 4 0. 
1  

e 5 2  2  
Donc - = 1 + 2 t + - t + t ~ ~ ( t )  où & ( [ ) + O  

1 - 1  2 

En revenant à la variable x, cela donnc : 

Ce qui cntraine : lirn [ f (x) - (x + 2) ] = O 
?;--+km 

Par conséquent, la ciroitc dzqualion y = x + 2 est asyrnptotc (oblique) à la coiirbe 
vers + w et vers - W. Dc plus, la position de la courbe par rapport à l'as}.mptotr e\t 

précisée par le signe dc [ f (x) - (x + 211, c'est-à-ciire de ' ' au voisingc de Iinlini 
Ainsi : 1 5 1  

- pour x au voisinage de + w, la courbe est situ2c au dessus de l'asyniptotc, 
- pour x au voisinage de - W, la courbe est situfe en dessous de I'asynipioic. 

Remarque : Ori pourrait calculcr la limite elc I'cxprcssion [ f (x) - x]  sans ~iti1isc.r 
les dCvcloppemcnts lirnités. En effet, sin on cfl'cctue le changcrncnt de \,ariahle 
t =  I / x , o n a :  

qui n'est autre eluc Ic nombre dCrivCc de la fonction g (1) = ct  + t aii poiii~ , = O, 
c'crt-à-dire g' (0) = 2. 
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Etudier le sens de variations de la fonction définie par : 
2 

f (x)= lx lx 

Tracer sa courbe représentative dans un repère orthonormé. 

Solution 
Le domaine de définition est Df = W* puisqu' on a : 

xLLOglxl 
f (x) = e 

2") Df est symétrique par rapport à O et pout tout x E R*, f (- x) = f (x). 

Donc f est paire. Il suffit donc de l'étudier sur 1 O , + w[. On complètera 
la construction de la courbe par symétrie par rapport à l'axe des ordonnées Oy. 

3") f est définie et continue en tout point de ]O , + w [ et lim f (x) = + w, 

X +  + w  

2 ct comme lim x Log l x l = O on a lim f (x) = 1 
x + o  x +  O 

Ainsi la fonction f peut Sue prolongée par continuité au point O cn posant , par 
définition : f (O) = 1 

4") f est dérivable en tout point de son domaine de définition et pout tout x E 3.* 



108 - Chapitre V 

Comme f (x) admet une limite finie (égale à O) au point O, la fonction prolongée est 
alors dérivable en O et sa courbe admet une tangente horizontale au point O. Ainsi, 
on peut également prolonger par continuité, la fonction dérivée, au point O en posant 
f '(O) = o. 
D'autre part : f ' (x) = O U x = O  ou x = e -112 

5") Tableau de variations de la fonction prolongée. 

X 2  Log I X I 
f ( X I  e 

- lim 6") Etude des branches infinies : - - = + m  

x + x + -  
X 

donc la courbe admet une branche parabolique de direction les y positifs. 

1 
- =  O. 6 

Je 
1 

f (-1- O, 83 

\Je, 

x 
-- 

f ' (x) 

O 
+ l + 03 

.- - -- -- z- - 
O O + 

1 + w  

, - 1/2e 



Fonctions u.suul1t.s - 109 

Etudicr Ic sens dc variation dc la fonction définie par : 
x +  l 

X 

Traccr sa courbc rcprCsenhtivc dans un repCre othonrmé (on déterminera les 
tangcntcs à la courbc aux points - 1 ct O) 

Solution 
1 ) D f = R  \ { -  1 ; O )  

x + l  

si X E ] - w , l  [ u ] O , + m [  
f (x) = 

si X E ] - 1 ,  O [ 

2) f est composée de fonctions continues donc elle est continue sur chacun de 
ses intcrvallcs de définition et on a : 

lirn f (x) = 1 = lim f (x) 
x - 3 - =  x + + m  

Donc la droite d'équation y = I est aysmptotc horizontale à la courbe vers + w et 
vers - m. 

D'autre part, comme lirn L Log t = O, on a : lirn f (x) = 1 

x + O+ x +  - 1 

Donc f pcut être prolongée par continuité au point - 1 en posant f (- 1) = 1. 
De même on a : lim f (x) = O , mais lim f (x) = + w 

x +  O- x -3 O+ 

3) f est dérivable en tout point de son domaine et on a : 
i p o u r x ~  1 - w , - 1  [ u ] O , + w [ .  

pour x E 1- 1 , O [ 

1 
f ' (X)  = - - Log -- 

2 
X [ (X.+xl)+l] . f (x)  

Il suffit de chercher le signe de l'expression ou entre crochets cela revient à résoudre 

x + l  
l'équation : Log 1 = - 1 

x + 1 
OU encore : 

1 



1 
Sans oublier le signe négatif de [d , on en déduit Ic signe de la dCrivCe puis le 
tableau de variation suivant : X 

4") 
1 

5") Cherchons la demi-tangente à la courbe, à gauche au point O. Cela revient à 
étudier la dérivabilité de la fonction prolongée au point O. En effectuant le 
changement de x  en (-x) il vient : 

x + l  

f ( x ) - O  1 x  x +  1 - 1  
lirn - = liin - e ~ o g  1 / = iim 

x - O  X 1 - x  1 - x  
x + o -  x  + 0 -  x  -+O+ - . Log - 

X X 

Si l'on pose maintenant t = (1 - x) /x donc x  = 1 / (t + 1) 

On a : (x + O + )  a (t + + w) donc : 

f  (x) - O lim -- = lim t+ 1  
= O  

X - o  t + + m  
t . Log t 

x -i 0 -  e 
Ainsi, la courbe admet une demi-tangente horizoniale à gauche , au point O. 
m cherchons les demi-tangentes à la courbe au point d'abscisse - 1  de la fonction 
prolongée. Efl'ectuons le changement de variable t = (x + 1) / x  donc 
x  = 1  / (t - 1) et x  + 1  = t / (1 - 1). Ainsi on a : t -+ O et : 

f ( x ) -  - -  1 - ( t ;  - l ) [ e tLogI t I  
x -3 - 1  

x +  1 - 11 

On fait un développement limité, à l'ordre 2, au voisinage de O, de l'expression entre 

crochets en posant Z = t . Log I t I . On a : Z -+ O et : 
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t L o g I t l  
e t2 2 2 

Donc = l + t L o g I t I + - L o g I t I + t  Log l t I ~ ( t L o g I t I )  
2 

D'où -il= (t- 1)bgItI+(I-I)tl.og2 III+ 
2 

[(t-l).t I L Il E (t Log I t 1) 
Lorsque t tend vers O, le premier terme de cette expression tend vers + w et les autres 
vers O. II s'en suit que : 

f (x) -  1 
lim = + m  

X - b - 1  
x +  1 

Par conséquent, la courbe admet une tangente verticale au point - 1. 

1 Considèrons la famille de fonctions définies à l'aide du paramètre récl h par : 

1 a) Montrer que toutes les coubes gh passent par un même point fixe A 

quc l'on déterminera. 
b) Etudier le comportement de fh au voisinagc de + -, - w et du point - 1 

On précisera les asymptotes é\~cntuclles. 

i c) Etudier le sens de variation dc fh. Montrcr quc pour h < O et h # - 1 ,  

I fh admet dcux cxtrêrnums d'abscisses non nullcs : x l  (A) < x2 (h ). 

1 d) Déterminer l'enscmblc r des poinis Ph dri  courbcs correspondant 

h ces cxtrêinums. 
c) Tracer sur une même figurc lcs courbcs E)& pour 

; 0 ; 1 ; 2 .  
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Solution , 
a) D'abord toutes les fonctions fh sont définies sur le même domaine : 

Soit M (x,y) un point du plan et soit (h,h ') E IR2. On a : 

M E  q n q g  f ~ ( x )  = y = f ~ ( x )  

( x -  l ) (h-al)=O 

Comme h f al, ceci enuaine que le point A, intersection de toutes les courbes %'A a 

pour abscisse x = 1 donc : A : (1 , e 12). Et c'est le seul point d'intersection, 
d'après les équivalences précédentes . 

b) Pour tout h E R, fh est continue en tout point de son domaine de définition et 

on a lim fh (x) = 0. 

X +  - -  
Donc l'axe des abscisses est asymptote à toutes les courbes vers - m. 

D'autre part suivant le signe de h, on a : 

{ 
+-  si h 2 0  

lim fJx) = 
- -  si h<O 

x + + O o  

Et comme l'exponentielle l'emporte sur la fonction puissance, le rapport fh (x) / x 

tend vers + w si h r O et vers - w si h < O lorsque x tend vers + m. Par 
conséquent, toutes les courbes, cq, admettent des branches paraboliques dirigées vers 

les y positifs si h 2 O et vers les y négatifs si h < 0. 
c) Pour tout h E R, f est dérivable sur son domaine de définition D = X \ ( -  1) 

Le terme entre crochets dans f h  (x) ne s'annule jamais. 

Donc [ f h ( x ) = O  w x = O ]  et [ f h ( x ) > O  w x > O ]  

Ce qui donne le tableau de variations suivant : 
r I I 
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Ainsi, pour h 2 O, la fonction f h  admet un seul extrêmum d'abscisse nulle. 

i) ler sous cas h = - 1 
X X 

- ( x + z ) x 2 e  - f 1 (x) = (1 - (x+ . -- 
( ~ + 1 ) ~  ( ~ + 1 ) ~  

Ce qui donne le tableau de variations suivant : 

Par suite, la fonction f-l admet un seul extrêmum d'abscisse non nulle. 

ii) 2ème sous cas - 1 < h < O 

Posons t = f i  d o n c h =  t2 e t O < t < l .  
X X 

l - t  - 1 - t  
D'où f ' ( x ) = O  e2 x = O  ou x = -  

h 
ou x=-  

t t 

1 1 
Posons xl (A) = - 1 - - < - 1  et x2(A) = - 1 + -  

f i  
Comme A € ] - l , O [  donc t € ] O , l [  D'où: 

xl ( h )  < -  1 <O < x z ( h )  

Ce qui donne le tableau de variations suivant : 
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Ainsi, pour - 1 < h < O, fh admet trois extrêmums dont deux d'abscisses non nulles. 

iii) 3ème sous cas : h < - 1 donc t > 1 et on a : xl (h) < - 1 < x2 (A) < O 
Ce qui donne le tableau de variations suivant : 

Par conséquent, pour tout h < O et h $ - 1 , la fonction fh admet deux exuêmus 

d'abscisses non nulles. 
d) Lorsque h varie dans 1 - w ; O [, le nouveau paramètre t = f i  varie dans 

]O ; + w [ et les points Ph varient sur la courbe r ,  réunion dew deux courbes 

i-1 et r 2  définies par les équations paramètriques : 
1 

x ( t ) = x , ( h ) = - - 1  t e  ] O ; + - [  
t 

1 
x ( t )  = x2 (A) = - - - 1  t~ ] O ; + - [  

t 

Remarquons que la courbe i-2 se déduit de Tl  en changeant t en - t. Autrement dit, 

la courbe r = rl u i-2 a pour équation paramétrique : 

En éliminant le paramètre t entre ces 2 équations (écrue t en fonction de x puis 
remplacer dans y) on trouve une équation "classique" de la courbe r : 
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- -"- .." -. *- -. - 

Soit n un entier naturel non nul. Conbidcre la Ltiil~tio~ f i' IL: par : 

p2 P P + l  
i (x )= -  si x E [ n . n [ .  

n  2 

pour tout entier p tel que O I p < n - 1 et f(1) = 1. 
a) Montrer que f est une fonction en escalier. 

b) Calculer en fonction de n : 

Solution 
a) L'entier naturel non nul n étant fixé, on définit la subdivision 

t' 
de l'intervalle [0,1] par : xp = où O < p < n .  

La fonction f est alors constante sur chacun des intervalles 1 Xp Xp + 1 [ 

P' où 0 S p Sn-1 avec : x E ] xP , x + , [ 5 = f(x) = - et f(xp) = X p  
P n  2 

Ce qui prouve que f est bien une fonction en escalier. 
n - 1  

b) Par décinition 1. 

1  n ( n -  1 ) ( 2 n -  1) 
Donc pour N= (n-1). On uoiive : 1 = - ( n -  1 ) .  n .  ( 2 n - 1 ) =  

6 n 3  6  n3 

(n - 1) (2n - 1) 
Finalement : 1 = 

6n2 
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Solution 
a) Soit f une fonction impaire est intégrable sur [-&a]. 

D'après la relation de Chasles : 

(*) 

- a  - a  

Soit a un nombre récl strictement positif. Soit f une fonction définie et 
intégrable sur [-a,a]. Montrer que : 

a) Si f est impaire, alors j+ dx = O 

- a  

b) Si f est paire, alors f(x) dx = 2 .  f(x) dx i" - a  [ 
c) En déduire f x 2 - 7 x d x .  

. - 
2 

Dans la première intégrale du mcinbrc de droite, on fait le changcincnt de vririablc 
x = - t , donc dx = - dt . En changeant Ics bornes ct S(x) il vient : , 

I 

En remplaçant dans la relation (*) i l  s'en suit : 

f(x)  d x = O 

J I i - a 

b) Lorsque f est pairc, un calcul idcnticluc rnontrc qiic : f(x) d s = 1\11 cl i 

d + 0 

on en déduil que : 

- n " O 

? 7 
c )  Comme la fonction défiriic par f(x) = x" si11 s est irnpairc : 

i[ 

x 2 s i I i 7  s d s =  O 
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Soit f une fonction intégrable sur tout intervalle fermé borné de R . 
Montrer que si f est périodique de période T , alors : 

b + T  

a ) b ' a ~  R , V ~ E  W j a ' f ( x : d x = I  f(x1.x 

a b 

b ) V a ~  W , b ' n ~  Z l n  I ( Y )  du = n [ + T i ( x j d X  
a 

T 
a 

r 2  

En déduire la valeur de 1 = [ s m 3  @x)dx .  

- 
2 

Solution a + T  

a, pour tout a e 3 on pose ,= j f(x) dx 

a 

On doit alors montrer que pour tous réels a et b : Ia = 1,. 

Pour cela , il suffit de montrer que, pour tout a E R, 1, = 1, c'est a dire : 

a + T  

O n a  : 1, = 1 f (t) dx + ( f  (x; dx + 1 f  (XI dx, 

a 

a + T  

Considérons alors l'intégrale : J, = [ %x) dx 

et faisons le changement de variable : x = t + T. 
On a alors : t = x - T et dx = dt . 

Ainsi : 

Or f est périodique de pCriodc T, donc V t E R f(t+T) = f(t) 

O .l- 

Donc J f t + T ) d t  D'oh Ia = 1 f (x)cix  + 1 f ( x ) d x  + [f(xlcit.  

a 
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q u e  : = jo f (XI dx. 

Ce qui montre que 1, est indépendante du choix & a 
b) D'après ce qui précède; il suffit de montrer que : 

(*> 

D'abord le changement de variable x = - t montre que la relation (*) est vraie pour 
n E N, elle reste également vraie pour n' = - n. Donc on peut supposer que n E N . 
D'après la relation de Chasles, on peut écrire : 

Soit f une fonction continue sur [a,b] , distincte de la fonction nulle sur [a,b] 

et telle que : V x E [a , b] f (x) 2 O 
b 

a) Montrer que f(x)dx> O 

b) En déduire que si h est une fonction (quelconque) continue sur [a,b], 
alors : 

h 2 ( x ) d x = 0  =$ h = O 

Solution 
a) La fonction f n'étant pas constamment nulle, il existe un point xo E [a, bl 

tel que f(x,) # O donc f(xo) > O par hypothèse. 
D'autre part, comme f est continue sur [a,b], elle est continue en xo Ainsi ; par 
définition: V E > O  3 q > O  V X E  [a, b ] [ I x - x o I < q  + I f ( x ) - f ( x o ) i < ~ ] .  

Réécrivons cette propriété pour Eo = f (x) /2 , et posons pour le > 0 

correspondant a = xo- q et. p = xo + q . pour tout x E [a, Pl  

on a : - Eo < I f(x) - f(xo) 1 < Eo . Ce qui entraine : f (x,) - Eo < f (x) c: f (xo) + Eo 

Comme f ( x ~ > O , o n a : K = f ( x o ) - ~ o > O ,  donc:V X E  [ a , p ]  f ( x ) > K > O  

Ainsi : K .  d x = K ( p - a l 7 0  
L 
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Dans le second membre, le premier et le troisième terme sont positifs ou nuls 
(puisque f est positive sur [a,b]), alors que le terme du milieu est strictement positif. 

f b  f P  
Ainsi : 

f(x) dx 2 f(x) dx > O J J  
a a 

b) Soit h une fonction continue sur [a.b]. Alors la fonction hi est également 

continue sur [a,b]. Supposons que h (x) dx = 0 J ' 
a 

Si l'on suppose h2 que n'est pas constamment nulle ; 
d'après la question précédente on peut en déduire que 
Ce qui serait absurde. Donc : h = O 

b) Calculcr la valeur commune 1 de ces 2 intégrales. 
- 

6.5 

Solution 
a) le changement de \;uiablc t = (1 -1) , ç'cst-ii-dire x = 1- t et dx = - dt ; entraine 

a) Montrer que pour tous entiers m,n on a l'égalité : 
1 [ xm (1 - x l n  / = i xn (1 - xlm cix . 

b) D'aprSs la formule du binôme ; on a 

Donc : 
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D'après la première question on peut écrire : (n # O et m # O ). 

(voir une formule plus simple dans I'exercicc suivant.) 

Pour tous entiers naturels m,n on définit 

(m,n) = 1' ( ~ - a ) m ( b - x ) ~ d x .  

1) On se propose de calculc; 1 dc deux manièrcs : 
a) en utilisant le changement de variable t = x - a et la formule du binôme 
b) en établissant, à l'aide d'une intégration par partics, une rclation dc 

récurrence entre 1 (m,n) el 1 (,,, , + 1 puis en déduisant 1 (,,,) 

du calul de 1 (O,m + n) 
( - I l P  P 1  rn 

2) DCduire de ce qui précède quc : mtpti cn =- 
p = O  r n + n + l . C r n + n  

Solution 
1) Calcul dc l'intégral 1 (,,,) ,= 

a) En utilisant le changemcnt dc variablc t = x - a (donc dx = dt) 

il vient : 1 ,  ,, = tm (a + b - 1)" dt. 

JO 
n 

P Or d'après la formule ciu binôine : O, + b [jn = Cl, (- I iP . (a + b)" - * 
p = O 

donc : 

D'où : 

b) En u~ilisant intkgration par pxtics, cn posant 
m m -  1 u = ( x - a )  u ' = I T ~ . ( x - a )  
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On il pour m 7~ O : 
. h 

D'où : 

En r6écriv;iii~ celte (orrnulc pour difl'ircn~cs viilcurs de rn on aura : 

- ni I l  - 1 1 - 2 1 
I(n1 , I l ,  -, ,2. n ; i  . 1, , I l  +111, 

- tri ! -- 
( 1  + ( 1 1  + 1 + n  ' ( o .  n +  "1) 

Calculons inainlcn~int 1 (O,n+,,). 

Il en résulte que : 

2) En choisisant a = O ct b = 1 puis en écrivant l'égalité de la Sorrnule ci-dessus 
avec ccllc uouvéc dans la ciucstion a). on trouve : 

Solution 
donc u ' = l  

En faisant une intégration par parties, en posant : 

6.7 Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur [ ah ] .  Monlrcr cliii' 

xf8(x)dx=[ b f ( b ) - f ( b ) ] - [ a f l ( a ) - f ( a ) ]  . 
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O n a :  

a 

= b f  @ ) - a r  (a)- [f(x)lB 

= bf (b) - af (a) - f(b) + f(a) 

= [bf(b) - f(b)] - [af (a) - f(a)l 

Dans chacun des cas suivants, calculer la valeur moyenne de la fonction f sur 
l'intervalle indiqué : 

a) f(x) = I x l sur 1 = [- 2,2j. 
b) f (x)=x2+ 3 x + 2  sur I =  [-1 ;O] puis sur J =  [-1 ; 11 . 

C) f(x) = COS x sur 1 = puis sur J  = [O, 2 n] 

Solution 
La valeur moyenne d'une fonction intégrable sur [a,b] est égale à : F = 

1 1 
a) p=- I x I . d x = -  . 2 .  

2 - (- 2) ' 4 
- 2 

62 Soient f une fonction continue dans [a,b] et g une fonction croissante et 

continûment dérivable dans [a,b]. Montrer qu'il existe c E [a 

f(x> g' (x)dx= f(c) [ g(b> - g(a) 1 
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Solution 
La fonction g etant continûment dérivable et croissante, g' est alors continue et 
positive sur [a,b]. Donc, on peut appliquer le théorème de la valeur moyenne à f, 
qui est continue et g' qui garde un signe constant. Ainsi, il existe un c E [a,b] 

tel que : [ f(x).gl(x)dx=f(c).  g l (x)dx.  I' 
2' 

D'où: 3~ E [ a , b ]  f(x). g' (x) d,x = f(c). k(b) - g(a)l . 

Soit f une fonction admettant une dérivée seconde continue sur l'intervalle [a,bl 

a) Déterminer une primitive de la fonction cp définie par : 

cp(x) = [ f '  (x) + f(x)] s m  (X  - a ) .  

b) En déduire : [ cp ( 4  dx. 

c) On suppose que b - a = n et que f est strictement positive sur [a,bl. 

Montrer qu'il existe un réel a E [a,b] tel que f '(a) + f(a) > O 

Solution 
a) Pour chercher une primitive de la fonction cp , calculons les dérivées des deux 

fonctions : [f(x) . cos(x-a)]' = f (x) cos(x-a) - f(x).sin (x-a). 
[f(x) . sin (x-a)]' = fl(x) sin(x-a) + f(x).cos (x-a). 

En retranchant membre à membre la première à la seconde égalité, il vient : 
[f (x) . sin (x - a) - f(x) . cos (x - a) 1' = cp (x) . 

Ainsi une primitive de cp est la fonction @ définie sur [a,bl par : 

0 (x) = f (x) sin (x - a) - f(x) cos (x - a) . 

c) On suppose maintenant que b - a = .rr: et f strictement croissante . Cela donne : 

[I q~ (x) dx = f (b) + f (a) > 0. 



f ttant deux fois dérivable et f' continue entrainent que cp est aussi une fonction 
continue sur [a,b]. D'ap* le théorème de la valeur moyenne : 

.b 

1 
3 a E [a, b] <p(a)= p= - b - a  

d'où : 1 
3 a E [a, b] ( (F (a) + f(a)) sin (a  - a) = - . (f(b) + f(a)) . 

IC 

Comme f@) + f(a) > O et [a - a] E [o,xl on a : sin (a  - a) > O et f'(a) + f(a) > O H 

Dans les exercices suivants, on demande de calculer la limite, 
si elle existe, de la suite ( Un ) : 

n 
n 

6.11 Un= C , 
P - 1  n + p  
1 6.12 un=-' J(n+ i ) (n+2)  ...( n+n)  n 

6.13 un='(R+Jnl+ n ...+El 
6.14 U n = -  l  ihG% 

n2 p = o  

n 
1 k a  

6-15 U n = - c  sin-. " k = l  n 

n k  k a  
6.16 u n = C  , s i n n + i .  

k = l n  

6.17 u n = n J m I y X =  où a>O 

a 
la+  2a+ ...+ n 

6.18 Un= a +  1 o ù d > O  
n 

6.19 U , = L E ~ J ~ ~ . $ T ~  n k = o  

où p et q sont des entiers naturels non nuls. 

Solutions 
Dans chacun des exercices ci-dessus, il faudrait trouver une fonction f et un intervalle 
[a,b] tels que f soit continue sur [ab] et que la suite (Un ) puisse s'écrire sous l'une 

des 2 formes : n -  1  n 
1 1 . f ( a + k . ( T ) )  ou u n = - .  C (a + l ~ . ( ~ )  
n k = 0  " k = l  
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Nous savons que, dans ce cas, puisque f est continue sur [a,b] ; la suite (Un ) est 

alors convergente et tend vers la valeur moyenne de f sur [a,bl : 
rb 

h u , = p = -  ] f (x)dx.  
n+ 

b - a  
a 

6.11 Solution 

1 
On pose alors f(x) = - sur [a,bl = [o,ll . 

1 + x 2  
Il 

1 .P (1 - 0) 
Onabien:  U n = n . Z f ( : )  0 = 1  où n = O + p . -  n 

f est bien une fonction défmie et continue donc intégrable sur l'intervalle [O,l]. 
Donc la suite {Un ) . ainsi définie, est convergente et tend vers la valeur moyenne 

de f sur [0,ll. , 1  

6.12 Solution 
" 

On ne pourra pas écrire Un sous la forme d'une somme. 

Mais, pour détourner le problème, on définit une nouvelle suite {Vn ) par 

On pose alors f(x) = Log (l+x) et [a,bl = [O,ll . 
f est définie et continue donc intégrable sur [0,1]. Donc la suite {V, } est 

convergente et tend vers la valeur moyenne de f sur [O.l]. Ainsi : 
1 

L o g ( l + x ) d x = 2 L o g 2 -  1 .  
1 - 0  

n + + -  
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La fonction exponentielle étant continue, la suite {Un ) est également convergente 

2 L o g 2 - 1  4 
ct tend vers e - - - . . 

e 

Il  suffit de poser f(x) = et [a,b] = [O,]] . 
f étant continue sur [0,1] , {Un ) est convergente et on a : 

f 1  

n + + -  
J" 

6.11 Solution 

IL suffit alors de poser f(x) = ,/-) et [a,bl = [0,11 
i étant continue sur [0,1] , la suite {Un ) est convergente et on a : 

6.15 Solution 
n 

1 kX u n = - .  C sin-.  " k = l  " 
Dans cet exemple, on a deux choix possibles ; en posant 

f,(x) = sin x x :t Il = [O, 11 , OU encore : 

f 2  (x) = sin x et 12 = [O, x]  

Saturellernent, d'après l'unicité de la limite, les deux choix conduisent au même 
résultat. f, (resp. f, ) est continue sur 1, (resp. sur 1, ) donc la suite {Un ) 

est convergente et on a : 

f1 r " 
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6.16 Solution 
n 

k kn 
u n =  C 2.sin- 

k =  1 n n + l '  

On ne pourra pas trouver de fonction f telle que 
n +  1 

1 
OU encore un = - f(a+t.").  

n + l k = l  

C'est vour cela qu'on va introduire une petite rectification en définissant une 
nouvelle suite (V, ) par : 

1 k kn: 
Vn=(&J u n = ~ , $ , ~ . S i n i i t i .  

k kA 
qu'on peut écrire encore : Vn ' - . sin - 

puisque le terme en k = O n'intervient pas. 
n -  1 

1 k . k~ 
En posant nt = n + 1 Vn + , = Vn. = a x n. S n  n . 

k = O 

On considère alors la fonction f définie par: f(x) = x.sinxx et l'intervalle [a,b] = [0,1]. 
f étant continue sur [0,1], la suite (V, ) est alors convergente et tend vers la valeur 

moyenne de f sur [0,1] : 
r 1  

1 
JO x . s h n x c i ~ = -  lim Vn = - 1 - 0  A 

n +  + m  

1 
D'autre part : lim Un = .lim Vn = - 

R 
n + + m  n + + m  

6.17 Solution 
où a > O 

U n = "  

On considère la suite (Un ) définie par : Vn = Log U n  

On ne pourra pas trouver de subdivision {x, ) , de "pas" égal, de l'intervalle [O,11 

en prenant f(x) = Log (1 + ax) 

a 
ou f (x) = Log (1 + -) X 
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Donc il faut chercher une autre m6thode. 
Or; on a vu dans le chapitre II (sur les suites) que si une suite (Un ) converge vers 

une limite C alors sa moyenne géométrique converge également vers C . - 
Sn-1 * . J - s ,  --+C 

Comme (1 + ;) --r 1 donc la suite (Un ) est convergente et lim Un = 1 
k-i +-  n + + -  

6.18 Solution I 
la +2a +... +na un = a>O 

a + l  n 

On pose f(x) = xa et [a,b] = [0,11. f est définie et continue donc intégrable sur 
[ab]. 
La suite (Un ) est convergente et on a : 

1 

n-++ - 
6.19 Solution 

il faut distinguer 2 cas possibles : 

1 " (n+ 1) ler cas : p = q alors un = - . lonc la suite (Un) est convergente et 
k = O  

tend vers q lorsque n tend vers l'infini. 

P 2ème cas : Supposons p ?t q donc a + 1. On a : 
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( q ) f )  = K et [a,bl= [ , I l .  Posons K = - 

La fonction f est définie et continue donc intégrable sur [0,1]. Donc la suite {Vn ) 

est convergente et on a : 

On en déduit que (Un } est convergente et on a : 

On considère la suite définie pour tout n E N* 
1 1 1 1 

S =-+- 
" " a + J-+...+\/-. 

a) Peut-on utiliser la formule de la moyenne pour déterminer la limite 
(si elle existe) de la suite {Sn ) ? 

1 
b) On considère la fonction définie sur [0,1[ par : f(x) = --- 

montrer que pour tout n E N* : J i 7  
1 

1 -- 

1 J f(xldx< - - .  
n n 

O 

c) En dédyire que (Sn ) est convergente et calculer sa limite. 

Solution 
On considère la suite : 

1 1 1 1 s =-+- 
n J- n - 1  + = + +  J- 

n 
1 1 

donc 
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1 
On pose f(x) = ---- avec [a,bl = [O, 11. 

7- 
J i - X "  

On ne peut pas appliquer la formule de la valeur moyenne car la fonction f n'est 
pas continue en xO = 1 ; elle n'est même pas définie en xo = 1 . 

b) Soit n E N* . Montrons que : 

Considérons la subdivision de l'intervalle [0,1]. définie par : 

k 
C T = ( X ~ = O ,  x1 , x 2  ,..., X n = l )  où x k = n .  

f étant strictement croissante sur [O,l]..Pour tout k E (O, 1,2, ...., n - 2) ,  on a : 

Ce qui donne : 

En faisant varier k dans {0,1,2 ..., n - 2) ,  puis en faisant la somme membre à 
membre, il s'en suit : 

1  1 
d'où : S n - - f ( l  --)< f  ( x ) d x < S , - - .  n n n 

c) D'après l'inégalité précédente on peut déduire que : 
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qu'on simplifie en &rivant : A, < S ,  < B, , où An et B, sont respectivement les 

membres de gauche et de droite de l'inégalité ci-dessus. 
1 

(.l- - n  

Or : lim A, = lim 1 f(x) d x  = lim Arcsin 

n + + -  n - f + ~ ~  n +  + m  

- D'autre part : - . f 1 - - _ -  - r " 
n l l ) = n / x  . / m n + + -  

7c 

donc limA =-= limBn . 
n + + -  n + + -  

Finalement, d'après le théoriime de comparaison des suites, (Un) est convergente 

X 
et tend vers - 

2 '  

Soit f une fonction continue sur [0,1]. et telle que 'd x E [ab] f(a+b -x) = f(x) 

a) Montrer que : 2 f (t) dt. 

b) En déduire la valeur de l'intégrale 

x .  sinx 
dx . 

1 +cos2 x 

Solution 
a) On fait le changcincnt de variable t = a + b - x . 

dl = - dx . Ainsi comme pour tout x é [ab] : f(a+b-x) = f(x), on a : 



Cc qui donne : 2 . ( ; . ! ' ( i ) c i ~ = ( a + b ) .  

a 

Ou cncorc : L . f(1) cl1 = -- f(t)  dt . 

n 

b) D'aprCs ce qui pr~cède : 1 = sin d x  + O I sin x  dx 
' 2 '  1 + c o s 2 x  1  + cos2 x ' 

En faisant un nouveau changement de variable : u = cos x. Donc : du = - sin x dx 

- 1 1 

uloii I =  " i  7 
=; 1 A. 1 + il" l + u  2 

1 - 1 

X 
- - l x  - [Arcig u]. = - x 2 = x . 

2  2 

On conqidkrc l'inlégrale 1 = 
/ZG f i + ,  dx 

En faisant un changement de variable convenable, calculcr la valcur de 
l'intégrale 1  (On ne dcinande pas de chcrchcr unc primitive) 

Solution 
Il suffit de choisir ie changement de variable qui transforme le sinus en cosinus. 

n 
Posons x = - 1 donc dx = - dt et On a : 

TC n 
D'auue part : 1 + J = i . d x =  - . D'où 1  = J = a. I 
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Soit f une fonction continue sur [à,b]. On considère u et v deux fonctions 
dérivables sur un intervalle 1 tel que u(1) et v(1) soient inclus dans [a,bl. 
On définit la fonction G sur 1 par : 

x E 1 G(x) = 
J 

U(x) 

1) Exprimer G à i'aide de u, v et F, où F est la fonction définie sur [a.b] 
par : 

F(y) = f(t) dt . 1 
2) En déduire que G est dévirable sur 1 et calculer Gt(x) pour x E 1 : 
3) Calculer la dérivée de la fonction 

2 r x  

Solution 
a) D'après la relation de Chasles, on a 

G ( x j = j '  ( t ) d t  + [ (x) f ( t )d t .  

u Or) 

donc G (x) = [ "If lt) dt  - 1 (') (t) dt. d'où G(x) = F(v(x)) - F(u(x)) 

a 

b) Les fonctions u, v sont dérivables sur 1 par hypothèse. La fonction F est 
dérivable sur [0,1] car f est continue. Donc G, qui est composée de u, v 

et F est aussi dérivable pour tout x E 1 et : 

C'(XI = [F(v(x))ll - [F(u(x))l' 

donc : G'(x) = v' . F'(v(x) - u'(x) . F1(u(x)). 

d'où : G'(x) = v'(x) . f(v(x) - u'(x) . f (u(x)). 
L 

dt 

X 

1 1 2 x 1 
G'(x)= 2 ~ .  --- - 1 . -- . d'où G' (x) = --- - - 

1+X4 1 + x  2 
1 + x  2 1 + x 



I Montrer qu'il existe un réel a E ] o,n [ tel que f(a) = O . 

6.24 

Solution 
Considérons la fonction F définie sur [ o , ~ ]  par : F(x) = 

Soit f une fonction continue sur [o,xI telle que : 1 f(t) sin t dt = O 

F est définie et continue sur [o,n] et comme f est continue, F est dérivable sur ]O,x[. 
On a F(0) = O et d'après l'hypothèse F(n) = 0. 
Donc F vérifie les hypothèses du théorème de Rolle. 
Par conséquent il existe un réel a E ]o,n [ tel que F'(a) = O. C'est-à-dire 

f(a) . sin a = 0. Or a E ]o,n [ donc sin a # 0 . Et par suite f(a) = 0 . 

On considère les deux intégrales définies pour tout x E X : 

cos 2 t dt et B = e sin 2t dt . i' 
1) Etablir deux relations entre A et B puis en déduire les valeurs de A et de B. 

t 
2) o n  pose : 1 = e cos2 t dt et .J = 

- Calculer 1 + J et 1 - J 
- En déduire les valeurs de 1 et de J. 

Solution 
1) On fait une intégration par parties de A et de B , on trouve : 

En substituant B dans A puis en résolvant l'équation, on en tire 

1 ) .  
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2) En utilisant la linéarité de l'intégrale , on a : 

2 2 e ' (cos  t+sin  t)dt= 

2 2  et (cos t - sin t ) dt = 

où A est l'intégrale calculée dans la question lQ. D'où 2  1 = A + ex 

Cequidonne:  1 = ( ~ + e ' - 1 ) / 2  et ~ = ( e ' - 1 - ~ ) / 2 .  

2  x 

On définit la fonction F par : F(x) = 

a) Déterminer le domaine de définition de F 
b) Etudier la parité de F et calculer les limites aux bornes. 
c) En utilisant la relation de Chasles, calculer F'(x). 

d) Dresser le tableau de variation de F et donner l'allure de sa courbe 
représentative dans un repère orthonormé. 

( on cherchcra à ma.iorer F  

Solution 1  
a) La fonction f définie par f(t) = --- est définie et continue sur tout m 

intervalle fermé borné de X . Donc elle est intégrable sur tout intervalle fermé 

d'éxuémités x et 2 x, pour tout x E W . Donc F est définie sur tout W 
D'oùD,=R . 

2x 

dt 
b) Calculons F(- X) = 

- X 

Pour cela, faisons le changement de variable t = - u donc dt = - du 
2  x  

et F(- x) = 1 * = - F ( ~ ) .  

X 

Donc F est impaire. Il suffit alors de l'étudier sur l'intervalle [O, + w [. 
11 est clair que F (O) = O Cherchons la limite de F au voisinage de + w . On a : 
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1 1 
V t e  W l + t 4 > t 4  donc V t e  W O<- 

f Z X  

donc pour toiit x E R*, : O < F(x) < (*) 

X 

dt 1 1 
- =- -+ -  + O .  Donc lim F (x) = O 
t2 2x 

x + + -  x + + -  
X 

c) On a déjà vu que si G(x) = f(t) dt  et si f est une fonction continue et u r 
dérivable, la fonction G est dérivable et G1(x) = u' (x) . f (u (x)) . 
D'après la relation de Chasles on peut écrire F(x) : 

"2 X , x 

donc : 

En réduisant au même dénominateur, puis en multipliant par la quantité conjuguée 
on trouve : 

3.(1 - 2x2) (1 + 2 x2) 

La dérivée s'annule pour les deux valeurs f l / h  . 
On en déduit le tableau de variation suivant ; sur [O,+W[ : 

I I I 

D'après l'inégalité (*) on peut calculer une majoration de F 

r J 2  
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4 

Soit f une fonction de classe C' sur [O,a] , a>O . On suppose que f cst s~rir-  
temcnt croissante de [O,a] sur [O,b] avcc f(0) = O ct f(a) = b . Posons g = 1 ! 

1) Montrer que : V a E [o,a] 3 B G lo,b] tcl quc : 

2) Montrer que V a E [o,a] V p' E [o,b] 

3) En étudiant le sens de variation des fonctions définies par 

t 

g(x) dx et k(t) = Pt - 

définies respectivement sur [O$] et [o,a], retrouver la relation (*) 
4) Soient p et q deux réels strictement supérieurs à 1 

1 1 tels que - + - = 1 Déduire de ce qui précède que : 
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Solution 
1) Soit a E [o,a] . Prenons J3 = f(a) et faisons le changement de variable x = f(t) 

dans l'intégrale 1 = g(x) dx r' 
Jo 

a 

On a dx = f(t) dt . Donc : 1 = dx = 1 g(f(t)) . F (t) dt = 1 t . f' (t)dt 

Ce qui montre le résultat puisque (g O f) (t) = t 
D'autre part : 

a 

(f(x) + x f. (x)) dx = (x f(x))' <ix = [x f(x)l = aP . 

2) Posons a' = g(P') ; on a : a E [o,a] . 
i 

Jer c a  : a '  I a .  En utilisant la seconde égalité domontrée dans la question 1" , 
on peut écrire : 

, = [ f (x)dx+ f g ( x l d x  = [..xdx+ a .  - "ftx)dx 

= f dX + a I P  I f f < n I  dx + nlpl puisque f est supposée croissante. 

a' a' 

Ce dernier membre peut encore s'écrire : 
(a - a') f(a') + a'P' = a P' - a '  P' + a'P' = ab'  car P' = f(at). 

Ce qui montre la relation (*). 

car p' > /3 et g croissante . 
Ainsi J 2 aP + (P' - j3) g(j3) = P'a car g(P) = a 
Ce qui montre la relation (*) dans ce 2ème cas. 
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3) h (t) = cx t - g(x) dx . Donc h' (t) = n. - g(t) 

JO 

Or f est croissante, donc : 'd t E [o,b] g(t) < g(P) 
Comme g(P) = a , ceci montre que h' est positive sur [o,P] 

donc : V P' 5 p h(P') 5 h(P) C'est-à-dire : 

P 

Ainsi : Y pq E [O,  pi a p  5 [ x x + ) x . 

Ce qui montre la relation (*) dans le cas p' < p (c'est-à-dire a ' l a )  
En utilisant maintenant la fonction k, acec un raisonnement analogue, on montrs 
la relation (*) dans le cas a' > a .  

4) Posons f (x) = xP - ' . f vérifie les hypolhèses ci dessus . 

1 1  
Comme - + - = 1 on a pq = p + q. 

P 9 

D'auue part, comme (p - 1) (y - 1) = py - (p + q) + 1 = 1, 
La fonction réciproque de f n'est autre que la fonction g définie par : g(x) = x q  ' 

aP p t q  
D'après la relation (*) on a : ab' l - + - 

P q 

Ceci nous donne une aulre démonstration du lcmmc qui permet dc démontrer 
l'inégalité de Holder (cf cours). rn . 

Pour tout enlier n E N , on définit : 
1 .=( ‘:. dx ct sr, = k = l  " (- -- k 1 lk , So = O 

a) Calculcr 1, 
1 

b) Montrer que pour tout n>l I n + I n + l = - -  et I n = ( - l ) n ( l c , + S r , .  
I l +  1 

1 1 
c) Montrer que si n2l on a : ---- I I  <- 

2jn+ 1)  "(n+ 1 )  ' 

d) déduire de ce qui précède la limitc dc la suite {Sr,) 
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Solution 

dx 
a) Io = J = [Log (1 + x)l; = Log 2. 

O 
b) pour tout n 2 1 on a : 

1 
On déduit : In = - I n .  , 

En multipliant chaque In-, par (- 1)' puis en faisant la somme membre à membre, 

on trouve après simplifications : 
n 

k = l  
. I o  

k Comme - 1 = ( 1 , il vient 

d'où I" = (- 1)" . (Io + Sn) 

1 1  c) Pour tout x E [0,1] on a - < - < 1. 
2 - 1 + x -  

D'où en multipliant par xn qui est positif, il vient 

Puis en intégrant les trois membres on trouve, d'après la croissance de l'intégrale : 

1 1 

f . 1 xndx  < < 1 xndx.  

1 1 
Ce qui donne --- < I n < -  

2(n+1)  - n + l '  

d) Lorsque n tend vers + W.., In tend vers O d'après le théorème de comparaison 

des suites. Et d'après la question (b) la suite {Sn) est convergente et tend vers 

- 1, = - Log 2 . 
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- 

1 

On considère l'intégrale I, = xn & dx i, 
1) Etablir une relation de récurrence entre In et In. , n E N* 

2) Calculer Io puis en déduire la valeur de In en fonction de n 

3) En faisant un changement de variable et en utilisant la formule du binôme, 
donnez une autre expression de In . 

Que peut-on en conclure ? 

Solution 
1) On fait une intégration par parties, en posant 

En passant les In dans le membre de gauche, il vient après simplification 

Ainsi 

d'où 

Ce qui donne : 
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3) Faisons, maintenant, le changement de variable : t = 1 - x donc 
X" = (1 - t)" et dx = - dt 

n 
Conclusion : 2 n !  ( n +  l ) !  2 2 n + 3  

(2 n  + 3) ! k = O  

1 - t  

On considere l'intégale L=[ n !  d t ,  n E N* 

1) Calculer Il 

2) Etablir une relation de récurrence entre In et In - ,  (n 2 2) 

3) Calculer In en fonction de n 

4) Déterminer, pour n fixé, la limite de In (x) , lorsque x tend vers +m 

1 1 - t  

5 )  On pose Jn = 4 (1) = 1 Y .  - dt . 

1  
hlonuer que pour tout n E N* : O s J < - 

n -  n !  
i "  

6) On p s ~  rn = 1 A). Montrer, en utilisant le calcul de 1q11e : 
j k = O  

1  
y n E  N* Un I e I U n + n r .  

7) Calculer la limite de Un quand n tend vers c m  
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Solution 

On fait une intégration par parties : 

u = t donc u' = 1 et v ' = e l - t  donc v = -  e l - t  

.'O 

2) On fait une intégration par parties pour In en posant 

tn 
- 1 

donc u' = - 
(n - l ) !  

Xn 1 - X  

Ce qui donne : 4 = ' n - l - g  e (*> 

3) En écrivant les (n-1) relations (*) puis en faisant la somme mcmbrc à membre, 
on trouve, après avoir simplifié et rcmplacé 1, par la valeur trouvée au 1") : 

4) Sachant que l'cxponcnticlle l'cmporte sur la fonction puissance, n Ctiinl 1 i \C .  

on a : lim In (x) = e 
x + + -  

dt = I*(I) , on a évidemment Jn 2 O 

Dans (*) si on prend x = 1 

1 
d'où V n E N* 0 < Jn  < - 

n !  

6) Si on prend x = 1 dans (**) on aura J ~  = e - Un d'où le résultat chcrcliC 

7) lim Un = e (Cvident d'après la question 6) 

n + + -  



Calcul prat iq i~e  des prittiitivrs - 14.5 

CALCUL PRATIQUE DES PRIMITIVES 

Dans les cxcrcices suivanis, calculcr Ics primitives dcs fonctions suivanlcs ; 
à l'aide du tableau des prirnitivcs usucllcs ou bicn cn ulilisant l 'un OU ]CS ~ C U X  

procédés fondamcntaux : changcrncnt dc variable ct intégration par parties. 

1 1 
7.1 f ( X I =  7.2 f(x) = 

x ( L O ~  x12 XJI + L O ~ X  

x Log x 
7.3 t ' ( ~ ) =  ---- 7.4 r(x) = x e JX 

(1 + X212 

siri x 2 x x 
7.5  XI = cos e 7.6 P(x)= e . cm e 

sin x - cos x 2 7.7 f(x)= . sin x + cos x 7.8 f (XI = x tg x 

1 
7.9 f(x) = --- 7-10 f ( ~ ) =  m. 

3 + 5 x 2  

2 
7.11 f(x) = (1+2x) Arg th x 7.12 f(x)=x shx 

Solutions 
7.1 Calcul de F (x) = 

x (Log X I 2  
dx  

On effectue le changcment dc variable : u = Log x a d u  = - 
X 

r 

1 dx 
7.2 Calculde F(x)= 

x JE 
dx 

On effectue un changement de variable : u = Log x du = - . 
X 

l x ' % '  clx 7.3 Calcul de F(x)= --- 
(1 + x2l2 

Effectuons d'abord le changement de variable y = x2 3 dy = 2 x dx . 
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F(x) = - log y dy . Maintenant, faisons une intégration par parues en posant 

l 
u = L o g y  . doncu' = - 

Y 

1 
et v ' =  - 

1 
doncv = - - 

(1 + y>2 ( l + y ) '  

1 Log x 1 X 
2 

- 2 + 4 L o g -  
2 

+ C .  
l + x  1 + x 

on effectue le changement de variable t = f i  3 dx = 2 t dl 

. il faudrait faire trois intégrations par parties successives pour abaisser le degré du 
polynôme P(t) = 2 t3 dans la dernière intégrale . En pratique , on utilise la méthode 
(simple ) suivante : sachant que F,(t) sera également le produit d'un polynôme de 

même degré et de et on écrit F,(t) avec des coefficients indéterminés : 
t 

~ , ( t ) = ( & + b ? + ~ t + d ) e  . 

En dérivant F,(t) et en identifiant, il vient : 

On simplifie par e' puis par identification , il vient : 
a = 2 ; b + 3 a = O ; c + 2 b = O ; e t d + c = O . C e l a d o n n e a = 2 ; b = - 6 ; c = -  17 
et d = 12. Par conséquent : 

7.5 Calcul de 
J 

On effectue, naturellement, le changement de variable : 

u = sin x .a du = cos x dx . et on a 
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J u sin x 
F(x)= e . d u = e  + c = e  + c .  

X X 
On pose u = e 3 du = e dx donc F(x) = ( u . cos u . du qu'on iniegre par parties 

X X X 
D'où F ( x ) = ~  s i n e  + c m e  +C .  

J s m x - c o s x  7 .7 Calcul de F(x)= dx . 
sin x + cas x 

En divisant le numérateur et le dénominateur par cos x , il vient : 
r 

t g x -  1 
F(X) = J d x .  

t g x +  1 

On effectue maintenant le changement de variable : 

du 
u = tg x a x = Arctg u et dx = - 

l + u  2 u + l  l + u  

La décomposition en éléments simples dela fraction rationnelle sous le signe 
somme, donne : 

1 2 
D'où F(x)=- .Log( l+ tg  2 x ) -Log1  l + t g x I + C  

ou encore F(x) = - Log I sin x + cos x I + C 

7.8 Calcul de F(x)= x tg x dx . J 
On fait une intégration par parties . On pose : 
U = X  doncu1= 1 et v '=  tg2x donc v =  t g x - x .  

2 
2 X F(x) = x (tg x - X) - (tg x - X) dx , d'où F (x) = x tgx - x - Log l COS x l + - + C. 2 
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X 
2 

Parsuite F ( x ) = x t g x - - - L o g I c o s x I + C .  
2 

Effectuons le changement de variable suivant : 

7.10 Calcul de 

On fait une intégration par parties en posant 

X 
u=& doncuV=-  et v' = 1 donc v = x . m 

2 
2 2 .(XI= x ~ d x  puison6crit x = x  - l + l :  

x  - 1  
r 

x - F X )  1 dn d'où 

1 
ouencore: F ( x ) = ? ~  2 -T. ~ o g ~ x +  & I + c .  

r rn 
7.11 Calcul de F  (x) = (1 + 2 x) Argth x dx. 1 

On fait une intégration par parties en posant 

1 
u = Argth x  donc u' = - 

2 
et v' = (1 + 2x) donc v = x + x2 

1 - x  
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F(x)= x  (1 + x)Argth x  + dx puis en écrivant x = x - 1 + 1 

F(x) = x(l+x) Argth x  + x  + Log lx - II + C 

J 

On fait deux intégrations par parties successives en posant : 
u = x2 donc U' = 2  x . et v' = sh x donc v = ch x . 

2 F  (x) = x ch x  - 2  x ch x dx puis en posant : 

u1 = x donc u', = 1 et v', = ch x  donc : v, = sh x  . 

F ( x ) = x 2 c h x - 2 . [ x s h x  - s h x d x  ] J 
1 Dans les exercices suivants, calculer les primitives les fraction rationnelles 1 

Solutions 
5 4 

7.13 Calcul de F(x) = lx + " x .  
X3 - 4 x  

On cominence par décomposer la fraction rationnelle f , en élénients simples, 
dans R (x) : 

2 2 7  1 f ( x ) = x  + x + 4 + - + - - -  puis en intégrant, cela donne 
3 x - 2  x + 2 '  

3 2 
X X 

3 2 ( 2 I(;:;i)+. ou encore : F  (x) = - + -+ 4x + Log x  - 

7.14 Calcul de F  (x) = d x .  

On décompose la fraction rationnelle , en éléments simples dans W (X). Il s'en suit 



150 - Chapitre V I I  

Le changement de variable simple t = x + 2 (mettre sous la forme canonique), 
transformerait l'intégrale comme suit : 

Une intégration par parties de cette dernière intégrale augmenterait le degré du 
dénominateur, au lieu de l'abaisser. Ainsi, pour le calculer, on pose, pour tout 

d t  
. et l'on va établir une relation de récurrence entrc 

(t2 + 1 )" 

Jn et Jn + en faisant une intégration par parties . 

1 - 2 n t  
Posons : u = - + u t  = et v t = l  3 v = t .  

(t2 + 1)" (S + 1)" + '  

En ajoutant et retranchant 1 dans la dernière intégrale, on obtient : 

On en déduit la relation de récurrence 

t Ainsi F(X) = J~ = 3 + -  . J 2 .  
4 (t2 + 112 

t 1 
J 2 =  - + - J I .  

2 (t2 + 1) 

t2 + 1 
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Par conséquent, on peut écrire : 

t 3  t 
F (x) = 

en renvenant à la variable x , cela donne : 
x + 2  3x + 6 3 

F  (x) = + + - Arctg (x + 2) + C . 
4(x2+4x+512  8 ( x 2 + 4 x + 5 )  8  

7.16 Calcul de F(X) = 
(x - x + l )  

Or d'après la formule de récurrence, établie dans l'exercice 7.15, 

-- 
o n a :  - =J - - 2 - +-.Arctg t + C .  J (t2 + 1)' 2  (t2 + 1  ) 2  

Par conséquent, en revenant à la variable x, il vient : 
- 1  2 x -  1  1 2x-  1 

F (x) = + - (z]+ c 
( x 2 - x + 1 )  6 ( x 2 - x + 1 )  2  

Solution 
1) Calcul de F(x) = 

2 . 3 r x  + 1 A - 8 x  
. dx . 

On commence par chercher le dénominateur commun k des exposants 
rationnels de x . Ici k = 6. On effectue alors le changement de variable 
x = t 6  3 d x = 6 t  5 

7.17 Calculer les primitives des fonction irrationnelles suivantes : 

2 .  3fi+x 
1") f ( x ) =  2") f (XI = 

4,/7+fi 
& - g X  x ( J x  - 1) 1 



152 - Chapitre VII  

On décompose en éléments simples dans W (X) la fraction rationnelle : 

En revenant à la variable x , cela donne : 

2) Calcul de F (x) = dx. 

Le dénominateur commun des exposants rationnels de x est k = 4 . 
On effectue alors le changement de variable x = t4 * dx = 4 t3 . dt . 

En revenant à la variable x, cela donne : 

Dans chacun des exercices suivants calculer les primitives : 
x + l  

7.18 f (x)= 7 .19  ~ ( X ) = ~ E .  
(x - 3) G 2  (x - 1)2 

x + 3  x+ 4 

7 . 2 0  
f(x) = J'' 7.21 f(x)=J7, 

5 - 4 ~ - x  x + 2 ~ - 3  
1 

7 . 2  2  f(x> = 7.22 f(x)= & + 2 ~ + 2 .  
x m .  
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Solution ,. 

7.18 Calcul de F(x) = dx . 

On effectue le changement de variable : t = 
D'où x = t2 + 2 et dx = 2 t .  dt 

En revenant à la variable x, cela donne : 

x +  1 
7.19 Calcul de F(x) = - - J (x:1)2 jx- l d x  &T 

~- ~ 

On effectue le changement de variable : t = J 

En remplaçant dans l'intégrale; il vient : 

t3 
= - - + 2 t - L o g l t -  11 Logl t +  1 l + C .  

3 

En revenant A la variable x celà donne : 

7.20 Calcul de F(x) = I y- d x .  
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= - ,/= + Arcsin ( x i 2 ) - + C .  - 

x + 2  
Cette dernière intégrale s'obtient en faisant le changement de variable t = 3 . 

x + 4  
7.2 1 Calcul de F(x) = 

1 2x+8  F (x )= . l J  d x = -  
x + 2 x - 3  

Pour le calcul de cette dernière intégrale , on effectue le changement variable 
2 t = ( x +  1 ) - 2 d t = d x .  

En revenant à la variable x, cela donne : 

dx 
7.22 Calcul de F(x)= J .m 

Jère -: on effectue le changement de variable x = sin u donc dx = cosu du . 
Ce qui donne : 

Fix) = 1 d u  ;I% 
sinu.cosu suiu' 

U 
On effectue un nouveau changement de variable t = tg - 

2 

(méthode générale pour le calcul d'intégrales de fonctions trigonométriques . Voir 
plus loin ) . Cela donne : 

2 t  
sin u = - et du = - 2dt  (car u = 2. ~ r c t g  t ) . 

1 + t2 l + t 2 '  

Ainsi: jc =lg .z=J? t =Logiti 

Ainsi, en revenant successivement, à la variable u puis à la variable x, il s'en suit 
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2ème : valable pour le calcul d'intégrales du type : 
P 

dx 1 
on pose u = - J + ,) JxG PX + q 

1 - du 
Dans notre cas, on pose : u = - donc dx= - 

X 2 
Ce qui donne : U 

7.23 Calcul de F(x) = 

On &fit ( x  = dx puis on effectue ie changement de variable 

1 1 
Par conséquent : F (x) = . sh 2 Argsh (x + 1) + - 2 Argsh(x + 1) + < '  

Dans les exercices suivants, calculer les primitives des fonctions ~ igo r io i i i~~r i i~~ i i " ;  

Solutions 
r 

dx 
7.24 Calcul de F(x) = 1 + 2 cos x 

La méthode générale consiste à effectuer le changement de variable suivant 
x 2d t  

t=tg--x=2Arctgt  et dx=- 
2 1 + t 2  
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En remplaçant dans l'intégrale ci-dessus, il vient : 

J dx 
7.25 Calcul de F(x) = + sin - cos 

En effectuant le même changement de variable que dans l'exercice no 7.24 
(ci-dessus) on obtient : 

+ C .  ¤ 2 
En revenant à la variable x, on obtient : F(x) = - Log 

Jj 

D'où 

r 

X 
&tg2- 

x 
& + t g T  

J sin x 
7.26 Calcul de F(x)= 2 dx . 

cos (1 +cos x) 

La méthode générale conduirait à des calculs trop compliqués. 
Remarquons que cette fonction peut s'écrire sous la forme : F(x) = sinx. R (cos x). 
On effectue alors le changement de variable u = cos x 3 du = - sin x dx . 
Ce qui donne : 

P 

+ C . F(x) = Log 

D'où 

X 

' 8 1  - 
X 

l +  tg - 
2 

1.27 Calcul de F(X) = 1 &dx . 
sin 2 x 

on a F (x) = J- dx=i J- 2 dx. 
2.sinxcosx 2. tg x . cos x 

Cette fonction f s'écrit seulement en fonction de tgx et de puissances paires de cos x 
(ou de sinx). Donc on peut effectuer le changement de variable u = tgx. 



Calcul pratique des primitives - 157 

2 Donc : o n a :  d u = ( i + t g  x ) ~ x = -  
2 .  cos X 

Jtgx 
.(XI= J E . =  cos x 

du = i l d u = f i + c .  2 ~ u  

Par conséquent : F(x)=&+ C .  rn 

7.28 Calcul de 

On effectue le changement de variable u = tgx 

du 
donc x  = Arctg u et dx = - 2 '  D'où : 

l + u  

1  1 X 
D'où F ( x ) = - . L o g I l + t g x I + - L o g I c o s x I + - + C .  2  2  2 

7.29 Calcul de F(X) = tg x  dx . I 
2 

[ t g x .  ( l + t g  x ) - t g x l d x .  

Dans la première intégrale on pose u = tgx. et dans la seconde , on pose v = cos x . 
Cela donne : 

1 2  Finalement F (x) = -. tg x  - Log l cos x  l + C 
2 

7.30 Calculer les intégrales suivantes : 

dx 
s h x + 2 c h x  

2) = 1 + c h 2 x  shx  d x .  



On écrit la fonction sous le signe somme en fonction de ex : 

1 - 1 - 2 ex - -- 
s h x + 2 c h x  e ~ - e ~  3 e2' + 1 ' 

2 
-+ex+e-x  

On effectue alors le changement de variable t = ex , donc dt = ex dx . Il s'en suit : 

2 )  Calcul de J = 1 shx d x .  
l + c h 2 x  

D'où J = - dx . On effectue le changement de variable 
2 .  ch2x 1 s h x  
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INTEGRALES GENERALISEES 

+ -  

Etudier par un calcul direct, la nature dc l'intégrale : 

Solution 1 

Posons,pour tout x t R -  { -  I ; II : f ( x ) = - & .  
x - 1  

L'intérale 1 admet deux singularités en 1 et en + m. 

Pour cela on écrit pour a >1 : 

1 1 
Enoutre:pourtout X E R - { - 1 ; l j  f (x )=- - -  2 ( x  - 1) 2 ( x +  1) 

1 x -  1 
Une primitive de f est donnée par F (x) = - Log 

2  

Par définition on a : 6 = lim [ F(x) - F (O) ] = - w donc Io est divergente et 

donc 1 aussi. x +l- 

Etudier la convergence des intégrales suivantes 

+ - 
x - 1  x -  1  

J 

Solution 
P m  : on a un problème au voisinage de O et au voisinage de 1 

( n'est pas définie en ces deux points) . 
x - 1  

JO :Y;~X  LI^= Posons donc 1 = Il + I2 avec Il = - 

C 
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Lcgx -Logx-Log 1 au: de- 

x -  l x - l  ' 

qui n'est autre que le taux d'accroissement de la fonction Log au point 1 

Log x 
donc on aura - 1 donc 1, converge 

1 

au voisinage de C -- Log - Log x quand x 4 O . 
x - 1  

Et comme on a I' - L o g x d x = - l i m  Logxdx=- l im  [ x L o g x - x I C  E 

E -3 O E + O 
O 

= c - c l o g c  
Donc 1, converge. 

En definitive 1 = 1, + 1, est convergente . 
..+ 

1 
ddx on fait le changement de variable t =  - 

x -  1 x 
1 

O 1 

Log t 
d'où J= l  y(:)=lOs dt=l dt .  

l t  1 O 

où 1 est l'intégrale convergcnle précédente et 

Ainsi, J qui est la sonime d'une intégrale convergente et d'une intégrale di\jergcntc 
est divergenle 

Solution 
1 est bien une intégrale généralisée puisqu'on intègre sur un intevalle infinie 
Le seul problèine qui se pose ici, c'est au voisinage dl: +D. 

8.3 Précises la nature de l'intégrale génCraIisCe suivante : 

2 
x ( 1  + x  ) 

- 
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1 
Or au voisinage de +-J f(x) - - et f(x) > O V x E [ 1 , + [ . 

+- X 
3 

I = [ mf(x) dx est convergente car 
X 

Quelle est la nature de l'intégrale généralisée 

Arctg x 
2 

dx . 
X 

Solution 
1 est une intégrale généralisée car l'intevalle d'intégration est infini, et en plus quand 
x tendverso: f(x)---++w. 
f est définie et continue sur ] O,+- [ 

Sur ] O, 1 ] f(x) > O .  
r 1  

1 dx 
Au voisinage de O : f ( ~ )  - - , O F  - est divergente donc 1 diverge aussi. 

O X 
,, 

Etudier la nature de l'intégrale généralisée 

dx . 
l + x  

Solution 
On est en présence d'une intégrale généralisée, ave'c f définie et continue sur [O,+..[ 
etf(x)>O ' d x ~  [ o , + w [ .  

- X e 
au voisinage de +m on a : f(x) = - - 

X 

Et on sait que lirn xa e - x  = O 
x + + -  

p a r t o u t  a 2 0  

a - x  Donc x e < M pour x voisin de + - (x 2 a > 0 )  . 
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,e-' M é X  M 
Ainsi: x - 5  ---5- V a  10. 

x x x a + l  
X 

En particulier si a = 1 , on aura : 

e-' M - < - donc - est majorée par une intégrale de Riemann convegente, 
" x2 

f+ - 
donc elle est convergente . Par conséquent : f(x) dx est aussi convergente . Ja 

+ -  + - 
Finalement : 1 = f(x) dx = dx  + 1 f(x) dx . 

a 

Ainsi 1 est la somme d'une intégrale définie et d'une intégrale généralisée convergente 
ce qui implique que 1 est convergente. 

Etudier l'existence de l'intégrale : 1 = l - ~ ~ ) d x .  

Solution 
Soit f définie par f(x) = x + 1 - JE . 

f est définie continue sur [ O , + [ , f(x) < 0 \J x E [ O ,  + m[ . 
Le seul problème qu'on a dans cette intégrale généralisée se situe au voisinage de + .. 

1 

1 
Soit u = - . Lorsque x est au voisinage de + m, u est au voisinage de O et 

(x + 112 
1 1 2  2 o n a :  = 1 + - u - - u  + u  ~ ( u )  
2 8 

1 1 1 
Donc: A = ( x + ~ ) +  +- &($). 

2(1 + X I  8(1 + x ) 3  ( x +  1)3 

- 1 Finalement : au voisinage de + m on a f (x) : - 
2 ( x + 1 ) '  
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1 
2 ( x +  1 )  

dx est divergente, donc 1 est divergente. 

Soit p E N* 
1) Montrer que la fonction x + (Log x)p est intégrable sur 1 0,1]. 

1 

2) Calculer $ = (Log x)' dx . en faisant le changement de variable 

t = log x 
A 

Solution 
1)Onsaitque V a > 0  lim xa (Logx)P=O. 

x + O  

p o u r ~ = , l , i l e x i s t e q > O  telque : [ O < x < q  * ~ a ~ o g x ) P l < l  

1 
D'où 1 B o g  x)  I < au voisinage de O, et ce pour tout a > 0 . 

X 

En particulier pour a = on a [ 5 est convergente donc 1 (Log X ~ I  dx est convergente 

d'où Ip est absolument convergente donc convergente. 

2) t = t g x  - + x = e t  d'où d x = e t  dt .  

$ = lim f et dt = lim J avec J = f et dt. 

€ + O  

Log & 
E  -+ O+ Log 

J 

Log E 

d'où $=hm J = - P I  P -  1 
et par récurrence on alors I = (- 1 )P - l p  ! Il 

P 
E-+o+ 

d'où 1, = lim Log x  dx = - 1  . Finalement : $ = (- 1)' p  ! 
c + o f  

8.8 Préciser la nature de l'intégrale [ dx suivant les valeurs de p 
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Solution xP - 1 
La fonction x -4 - est définie sur R*, V p E W. 

x + l  

p. on a 1 x~ - l dx = [ O qui n'est convergente que si 1 - p < 1 
- P  

C'est-à-dire p > O . 
r+ 

. . au- de +w Soit 
J 

xP - 1 

o r  - - X P - 2  su voisinage de + = 
l + x  

donc 1 xP - dx = 1 - dx ,qui n'est convergente que si 2 - p>l d'où p < 1 
x2 - P 

a a 

Par suite l'intégrale " dx est convergente si et seulement si O < p < 1 . 

+ 00 
dx a u  de i t r a e  1 = 1 pour n E N*. 

(Log x)" 

Solution 
Le seul problème qu'on a dans cette intégale généralisée, se trouve au voisinage 
de +W. 

or V x 2 e  onsaitque " & > L o ~ x  

C'est-à-dire : x > (Log x)" d'où 

1 1 
- < -  et on sait que - diverge 

(Log XIn 1 e r 
Par conséquent : rYr est également divergente 



Intégrales généralisées - 165 

Solution 
1) Pour cette intégrale généralisée 1, , il y'a problème en O et en 1 

8.10 

Au voisinage de O : 

1 

xn 
soit In = { 

1) Pour quelles valeurs de n E L , In existe t-il ? . 
2) Etablir une relation de récurrence entre les In 

3) Calculer In . 

xn - x" donc on n'aura convergence que si n > -1 . C'est à dire n 2 O 

Au voisinage de 1 : 

xn 1 
on a - - ---- . dont l'intégrale converge en 1. Donc In converge 

m1m 

pour n 2 O 
2) En faisant une intégration par partie de In on trouve : 

Etudier l'existence 'de l'intégrale suivante en fonction de a 
1 - - 

a 

Solution 
Au voisinage de O : 

1 - - 

O n a  xa (1 - e  &) -  XcL 

O 

1 

D*OY IXa ll - i il ) e x  qui n'est convergente que si a r i  

Au voisinage de +m 

On sait que 1 - ex = - x + E (x) pour x voisin de O 
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1  
Donc : 1  - e  - - . pour x  voisin de +m 

J x  

1 - -  1 
a-  - 

a 2 lorsque x  + + 

a-- 
2 1  

Ainsi : d x  converge si a < - - 2 

1 - - 
1  

Finalement : x a ( l  - e  & ) d x  converge sieiseulantmtsi:- l < a < - - .  2 

Log ( 1  + x )  

Solution 
voisinage de O : 

Jx 
au voisinage de O, Log ( + x) 

dx 
comme [ converge Pour 

au voisinage de + w : 

tout a>O, l'intégrale . . 

Log ( 1  + x )  
converge. 

1  1 
et comme < -  pour x assez grand 3 

dors 1 , d x  :onverge car majorée par une intégrale convergente. 
- 
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+-fi sin(') 
En définitive 1 = dx converge 

Log (1 + x )  

+ - 
t X - l  - 1  Soit la fonction définie pour x r R par x = e  dt . 

a) Quel est l'ensemble de définition de r 
b) trouver une relation entre r (n + 1 ) et r (n) 

c) Calculer r (n + 1 ) pour n E N . 

Solution 
a) l'ensemble de définition de r , est l'ensemble des x E R pour lesquels l'intégrale 

r+  - 
JO 

- e- dt est convergente. 

au voisinanede0 : o n a  t x - l e - ' - t x - '  . (fonctions positives) 

or f t x - l  dt est une intégrale de Riemann qui converge Si I - x < 1 

c'est- à -dire si x > O. (c étant un nombre strictement positif). 

par conséquent : I' t X - l , - t d t  convergesix>O 

au voisinage de +=J : Jo 

o n a  ta e-'- +O V a €  R 

donc en particulier pour a = x + 1 = (x - 1) + 2 et dans ce cas (cf Ex 1 ) 
p - 1  - r  M e I -. pour t assez grand. 

t2 

dom tX - ' e-' dt converge V x E W 

t X - l  - t  
En définitive e dt converge si x >O 

Par suite l'ensemble de définition de r est Dr = 1 o , + [ 

b) par une intégration par parties, on montre que F' (x + 1) = x r (x) 'd x > O . 
c) En appliquant la relation précédente pour x = n E N 

onaura T ( n +  l ) = n !  r ( 1 ) .  or r ( l ) =  1 .  

d'où r ( n + l ) = n !  V ~ E  X .  
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1) Soit 3L E W*+ et a E W. Trouver les valeurs de a pour lesquelles l'intégrale 

[- - I t  a e t dt est convergente. 

+ 00 

2) a) Soit x E W , montrer que [ 5 COS (tx) dt est absolument 
convergente 

b) Soit f la fonction définie par 
+ -  

cos (tx) dt montrer que f est continue sur W . 

L 

Solution 
1 ) h > O  e t a e  R,posons I =  

étudions la convergence de Il et de 1, . 
- X  t a =Il : au voisinage de O on a e t - ta . 

donc puisqu'on est en présence d'une fonction positive, 1, se comporte comme 
f 1  

J ta dt intégrale de Riemann qui converge si a > -1 (diverge si a I - 1) . 
O 

p -1 t 
pour 1 , :  quandt-++- on a t e -+O V P E  car h > O 

Donc la fonction = ? e- " est bornée au voisionage de + = , (V /3 E R ). 

c'est-à-dire, pour tout B E IR, il existe M E W tel que tp e h  ' 5 M pour t assez 
grand. 
En particulier si P = a + 2 on aura alors : ta e- " 'g ?! 

t2 

C'est-à-dire que 1, sera majorée par une intégrale de Riemann convergente, donc 1, 

converge et celà pour tout a E W . En définitive Il converge si a >-1 et 1, converge 

pour tout a E R donc 1 converge quand les deux inégrales Il et 1, sont en même 

temps convergentes, c'est ii dire si a > - 1 . 
2) a) on a : 



Intkgraies gknkraliskes - 169 

Donc ï.tbgrale J sas 1 dt est convergente. car elle est majorée par 

O 

1 
une intégrale convergente ch = 1 et a = - - 2 > - 1 ) d'après la première question. 

- Ce qui démonire la convergence absolue de l'intégrale donnée. 

cos (tx) dt . soit x0 E W , montrons que f est continue en xo 

Comme pour tout u E W : l sin u I < I u I on a : 

I f (x) - f (xo) I s I X  - xoI e-' Jt dt = I X  - xoI I. , 

+ -  [ 1 

a : i = 1 e ' J; nt qui est convergente (h  = 1 et a = - 2 > - 1 ) . 

donc 1 est finie 
Alors si x 4 xo on aura f(x) -+ f(xo) , c'est-à-dire que f est continue en xo . 1 

Soit a,b tels que O< a < b et f une fonction définie et continue sur [O,+ [ . 

f(t) 
On suppose que la fonction t - +  - t est intégrable sur [ 1,+ w [ . 

est intégrable sur [ u,+w [ 1) Montrer que la fonction x --+ - x 
V u > O  e t k > O .  

2) Montrer que 
t 

I f(bx) - f (ax) 
3) Montrer que la fonction x -+ x :st intégrable sur [O,+..[ 

f(bx) - f(ax) a 
dx = f (o)Log-. b 

- bt - at 

4) Prouver la convergence de l'intégrale dt et calculer s 
valeur 
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Solution 
1) La fonction !!! est intégrable sur [ 1 ,+ w [ définie et continue sur 1 O.+w1 

1 

posons t = kx . On a donc 

= 1, + 1, 
Les deux intégrales 1, et 1, sont convergentes, car la première est une intégale 

définie et la deuxième est convergente d'après l'hypothèse. 

2) on a montré ci-dessus que : 

f(t) 
D'où : si k =b - d t  t 

+ -  

s i k ; a  ,'-. Y. =[ - t d l .  

u 
au 

Par suite : dx = lu - t dt , 

ua ua ln 

5 
f(t) - f(o) j Ih d j dl l y d t + I  ib I I , d t .  

d'où - dt r f y  ib 



Intégrales généralisées - 171 

dt 
5 lf(0) l Log (a) + j Sup l f(t) - f(0) l . - . 

t E [ua.ub 1 t 
ub 

û r s i u + O ,  Sup If(t)-f(o)I--+O 
t E [ua,ub] 

Donc la fonction f(bx) - f(ax) est intégrable sur [O , + [. 
X 

a D'autre part on a : 

bu 

f(t) - f(0) avec = ( -- dt . Montrons que iim 1 = 0 
t u +  O 

f(t) - f(0) a 
,a I l  1 dt 5 Sup 1.1)-f(o)l.Log--0. 

t~ [bqau] u - 1 0  
bu 

4) Cette question n'est qu'une application de ce qui précède pour f définie par 
f(t) = ë ' f est définie et continue sur [O,+ w [ . 

e- La fonction t--+ - est intégrable sur [1,+ w [ . 
t 

(verifier le) ! 

a a 
et 1 = f ( O )  Log - = Log -. 

b b 
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DEVELOPPEMENT LIMITE 

Les fonctions suivantes admettent-elles des développements limités (DL) 
à l'ordre 1 au voisinage de O : 

1 
f(x) = Log I x I g(x) = sin - h(x) = sin . 

X 

Solution 
Une condition nécessaire d'existence d'un DL au voisinage de xo est que la fonction 

admette une limite finie quand x tend vers x,, . 
Ce qui n'est pas le cas pour les fonctions f et g ainsi ces fonctions ne peuvent 
admettre de D.L. au voisinage de O. 
Supposons que : sin = a, + al x + x E (x) avec lim E (x) = 0 
On déduit, en faisant tendre x vers O que a. = O x -3 O 

sin f i l  
etque Lm y = lim (al + € ( x ) ) = a l .  

sin J;; 
ce qui est absurde, puisque : Lm - x = + 

x - 4 0  

Discuter suivant les valeurs de l'entier naturel n l'existence d'un DL à l'ordre 2 

n 1 
au voisinage de O de la fonction définie par : f(x) = x sin - . 

X 

Que peut-on dire de l'existence d'un DL à l'ordre k au voisinage de O, k E N. 

Solution 1 
D'après l'exercice 9.1 la fonction sin - n'admet de DL à aucun ordre au voisinage 

X 

de O, ce qui élimine le cas n = O, prenons donc n 2 1 et supposons que f admette 
le DL suivant : 

1 2 2 
xn sin - = a, + al + a2 x + x ~ ( x )  2 1 enraîne que a, = lim f(x) = O 

X x - 9 0  

1 
On a alors, en divisant par x : xn - sin - = a l  + x + x E (x) . 

X 

un tel DL ne peut exister que si n - 1 2 1. 
De même, n 2 2 entraine que a, = O 

En redivisant par x,  on obtient : 
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X n - 2  1 sin - = a2 + E (x) . Et finalement n - 2 2 1. 
X 

Ainsi pour que f admette un DL à l'ordre 2 au voisinage de O, il faut que n 2 3 . 
Montrons que cette dernière condition est suffisante . 
En effet, si n 2 3 

1 1 
Xn s h  - = xn E (x) avec E (x) = X" - sin - on a bien lim E (x) = O. 

X X 
x + O  

Ainsi f admet un DL d'ordre 2 dont la partie régulière est le polynôme nul. 
Supposons que f admet le DL d'ordre k suivant : 

xn sin l/x = a, + alx +... + ak xk + O (xk) (1) 
Montrons que tous les ai sont nuls. En effet, dans le cas contraire on peut écrire : 

xn sin l/x = ap xP+ ap+ 1 xp+l +...+ akxk + O (xk) (2) 
avec p 5 k et ap # 0. 

- Supposons que n 2 p. En divisant (2) par xP on obtient : 

xn-P sin 1/x = ap + ap+ +...+ ak xk-p + o(xk-P) 

on a alors a ~ ,  = lim xn-P sin l/x 

x + o  
Si n = p on doit avoir ap = lim sin l/x. Absurde. 

x + .o. 
Si n > p on aurait alors ap = O. Ce qui contredit l'hypothèse. 

- Supposons que n < p. En divisant (2) or xn on obtient : 

sin i/x = ap X P - ~  +...+ ak xk-" + o(xk-") 

Ce qui conduit à lim sin l/x = O. Absurde. 
x + o  

k Donc finalement tous les ai sont nuls et (1) devient xn sin l/x = O (x ) 

On ne peut avoir k 2 n car sinon on aurait 

sin l/x = O (xk-") et alors lim sin l/x = 0. 
x +  O 

Ainsi une condition nécessaire d'existence du DL (1) est que 
n > k  e t a , = a l  = . . .=ak=O 

La condition suffisante est évidente puisque 
n > k xn sin l/x = O (xk) 

Trouver le DL à l'ordre 5 au voisinage O de la fonction f definie par : 
f(x) = a sin bx - b sin ax avec a , b E P. . 
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Solution 
3  5  

X X 5  
s i n x = x - - + - + o ( x )  

3! 5! 

Soient f et g les fonctions définies par : f(x) = tg x et g(x) = sin (tgx) - tg (sinx) 
Determiner le DL à l'ordre 5 au voisinage de O de f et en déduire que g est 
négligeable devant xS au voisinage de O. 

Solution 
3  5  

X X 5  x2 X4 5  
s m x = x - - + - + O ( X  ) et cosx= 1 - - + - + o ( x )  

3! 5! 2! 4 

Appelons P(x) et Q(x) les parties régulières respectives de ces DL. Puisque Q(o) # 0, 
on obtient le DL de tgx en faisant la division suivant les puissances croissantes 
jusqu'à l'ordre 5 de P(x) par Q(x). Ce qui nous permet d'écrire : 

3  
x 2 5  5  Etfinalement: tgx=x+-+-x  +o(x ) -  3 15 

Cherchons le DL à l'ordre 5 au voisinage de O de la fonction g. 
3  

x 2 5  
3 5  u u 5  Posons u = x + - + - x  . Ona sm(tgx)=u--+-+o(u ) .  

3 15 3! 5 !  

3 3 5  5  5 5  5 Or u = x  + x  + o ( x )  etu = u  + o ( x ) .  

5  

( 3 ) ! 5  Ainsi sm(tgx)= x+-+-x - -(x + x  ) + - + o ( x ) .  
5 !  

3  5  
X X 5  

sin(tgx)=x+---+o(x ) .  
6 40 
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5 Ainsi, g ( x ) = o ( x  ). 

Et donc finalement g est negligeable devant x5 au voisinage de O. rn 
Soient f et g des fonctions admettant des DL à l'ordre n au voisinage de Q. 

n 

On suppose que f(x) = x ak xk + O ( x 3  a- O < p 5 n et $ # O .  
k = p  

Montrer que l'ordre minimal q, auquel il famdevelopper g(x) pour obtenir 
leDLàltordrende g o f ( x )  est q = E ( n / p ) .  

Solution 
Puisque la limite de f en O est nulle, on peut déduüe le DL de g O f à l'ordre n 
à partir des DL à l'ordre n des fonctions f et g . Ainsi q  S n. 
Considérons le DL à l'ordre n de g : 

n 

k Posons P (x) = C x . On a pour tout k 2 p  , P (x) = P[ (x) + O (xn). 
k = p  

Par ailleurs puisque f(x) - ap xP . dom O (fn (x)) = O (xpn). 
O 

Finalement, g (f (x) = bk pk (x) + 0 (xn). Or  pk (x) = o (xn) si k . p  > n. 
k = O  

Ainsi l'ordre minimal q recherché est le plus grand entier k tel que kp 5 n . 
On en dCduit que q = E (n / p) . 
En particulier si n est un multiple de p il faut utiliser un DL de g(x) à l'ordre q = n/p rn 

Déterminer le DL à l'ordre 6 au voisinage de O de la fonction définie par : 
f(x) = Log (1 + x sin x) 

Solution 
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4 6 
X X 6 

x s i n x = x 2 - - + - + o ( x  ) .  
3 !  5 !  

Puisque cette dernière fonction est d'ordre deux il suffit de developper log (1 +x) 
à l'ordre 3 pour obtenir le DL de f à l'ordre 6, (voir l'exercice précédent). 
Posons 

4 6 
L X  X 

I l Z X  - - + -  
3 !  S ! '  

2 3 
U U 3 

L o g ( l + x s i n x ) = u - - + - + o ( u  ) .  
2 3  

X 
6 

2 3 6 6 u = x 4  - - + o ( x 6 )  et u = x  + o ( x ) .  
3  

En utilisant la relation th' x = 1 - th x2 V x E ] - 1 , 1 [ , trouver le DL 
à l'ordre 5 au voisinage de O de la fonction tangente hyperbolique. 

Solution 
La fonction définie par S(x) = h x  est indéfiniment dérivable au voisinage de O, elle 
y admet donc un DL à n'importe quel ordre. 
Elle est en oulre impaire, son DL ne contient donc que des monômes de degré impair 

3 5 5 Posons thx = a x  + bx + cx + o (x ) . 

2 3 5 2  5 Ainsi th x  = (ax + bx + cx ) + O (x  ). 

2 2 4 5 = a  x  + 2 a b x  + o ( x  ) .  

La partie régulière du DL de f à l'ordre 5 étant la mêrne que celle du DL de f à 
l'ordre 6, on a : 

2 4 5 l l i ' x = a + 3 b x  + 5 c x  + o ( x  ) 

2 4 5 2 2 4 5 Onobtient: a + 3 b x  + 5 c x  + o ( x ) = l - a  x  - 2 a b x  + o ( x ) .  
11 résulte de l'unikitk du DL quc : 

3 x  2  X 5  5 
Finalement : h x = x - - + -- + O (X ) 

3 15 
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9.8 Déterminer le DL à l'ordre 4 au voisinage de O de chacune des fonctions 
suivantes : 

X X 
f(x) = - g(x) = - cos X sm x 

Solution 

La division suivant les puisances croissantes jusqu'à l'ordre 4 de x par 

2 4 
X X X 

3 
4 P ( x ) = l - - + -  donne x = ( x + - ) P ( x ) + o ( x ) .  

2 4 !  
3 

2 
X X 4 

Ainsi -=x+-+o(x  ) .  
COS X 2 

3 5 
X X X - 1 

~ i n x = x - - + - + o ( x 5 ) d ' o ù p o u r x z O :  -- 2 4 
3 !  5 !  sinx 

4 1--+-+o(x ) 
3 !  5 !  

Effectuons la division suivant les puissances croissantes du numérateur par le 
dénominateur. Cela donne : 

Finalement 
X xL 7 4 4 

- =  1+-+-x + o ( x ) .  
sin x 6 360 

Remaraue : On aurait obtenu un résultat erroné si on avait divisé x par la partie 
régulière du DL à l'ordre 4 de sin x. En effet il faut d'abord s'assurer que le poly- 
nôme par lequel on divise ne s'annule par en O (voir Tome 1 page 210). . 

Donner le DL à l'ordre 3 de f O g - g O f au voisinage de O, sachant que 
3 

f(x)= C %xk+O(X3) . 
k =  1 

3 
k 3 g(x)= C bk x +o(x ) . 

k =  1 

Log (1 + x) 
Elle deduire que la fonction h(x) = 

1 - ~0~~ (1 +x) 

est négligeable devant x3 au voisinage de O. 

Solution 
2 3 Posons : u = b, x + b2 x + b3 x . 

2 2 2  3 3 u = b l x  +2blb2x +o(x ) .  

3 3 3  3 u = b l x  + o ( x ) .  



178 Dé~eloppement  limité 

2 3 3 f ( g ( x j ) = a l u + a 2 u  +a3u  + o ( u ) .  
2 2 3 3 3 f o g ( x ) = a l b , x + ( a , b 2 + a 2 b l ) x  + (a ,b3+2%b,  b 2 + a 3 b i ) x  + O ( X  ) .  

De même 

g o f  (x)= bl a, x +  (b, a,+ b2aS) x2 +(b, a3 + 2 b2a, a, + b3 a:) x3 + O  (x3) . 
2 2 2 f o g ( x ) - g o f ( x ) = ( a , b , - b , a , + a 2 b l - b 2 a ,  ) x  + ( a , b 3 - b , a 3 + 2 a 2 b 2 ( b l - a l )  

+ a, b: - b, a: ) x3 + O (x3). 

X 
Application aux fonctions : f(x\ = - 

2 
et g(x) = Log ( 1 + x )  . 

Onabien h = f o g - g o f .  1 - x  

1 1 2 2 3 3 
X 

Or - = l + x + o ( x )  d o x  - = l + x  et- = x + x  + o ( x )  1 - x  2 1 - x  2 
1': x 

Ainsi a, = 1 a 2 = 0  - a 3 = 1  

x2 x3 3 - 1 1 
L o g ( l + x ) = x - - + - + o ( x )  entraîneque b l = l  , b  - -  , b  --  

2 3 2 - 2  3 -  3 

En remplaçant les a, et b, par leus valeurs dans le developpement de f O g - g o l 

on obtient h(x) = O (x3 ) . H 

Déterminer le DL au voisinage de O de la fonction f à l'ordre n indiqué 

a) f(x) = Log (1 + th x) (n = 5) 

X 
b) f(x) = Log - . (n = 4) 

Slll X 

Solution 
a - Nous avons déjà determiné le DL à l'ordre 5 au voisinage de O de la fonction 
tangente hyperbolique (voir Exercice 9.7) 
On peut l'obtenir directement, en faisant la division suivant les puissances 
croissantes jusqu'à l'ordre 5 de la partie régulière du DL 

3 5 x X 5 Onadonc:  t h x = x - - + 2 - + o ( x ) .  
3 15 

3 5 
X X U U U U  

2 3 4 5  
5 posons u = x - - + 2 - alors Log (1 + th x )  = u - - + - - - + -- + o (u ) . 

3 15'  2 3 4  5 

2 4 
x X 5 

Fiiidcmcr:t Log (1 +th x) = x - - +  - + o ( x  ) 
2 12 
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b - On a obtenu à l'exercice 8 le résultat suivant . 

2 4 
4 x  x  4 

= - + - + O ( '  6 180 ) 

Déteriner le DL à l'ordre 4 au voisinage de O de la fonction : 
Arctg x 

f ( ~ ) = e  

Solution 
1 1  

Arctg' x  = - or - = 1 - x  + x2 + O (x2). On en déduit 
1+x2 l + x  

1 2 4 4 
- = 1 - x + x + 0 (X ) et puisque Arctg O = O , on obtient par intégration : 
1 + X2 

3 5 
X X 5 Arctg x  x2 x4 4 

A r c t g x = x - - + - + o ( x ) .  et - 
3 5 

= 1 - - + - + o ( x  ) .  
X 3 5 

Arctg x  
posais v(x) = - - 1 on a 

x Ce qui donne : 
/ 2 4 \ 2  

2 4 
X X 4 

2  v ( x ) = - - + - + o ( x ) .  
4 

3 5 
X X 4 

= 1 -  - + 2 3 - + O ( X  ) .  
3 9 0 

1 + v (x) 2 
or f(x) = e par suite : f(x) = e 

90 

9.12 Donner les DL à l'ordre 4 au voisinage de O des fonctions : 

1 
f(x) = et S(X) = J- 
fi 

Solution 
En utilisant la formule 

a .  (a - 1 )  a  ( a -  ( a  2  CL ( a  - l ) (a  -2)(a - 3 )  
( ~ + u ) ~ = l + u u t - - -  u2 + u3 t u4 + O ( u 4 )  

2 !  3 !  4 !  

1 

On déduit en prenant a = - 2 que 

3 
X 4 

Par ailleurs tg x = x + - + o  (X ) . 
3 
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1 
Ainsi 

35 
= 1 - -  x + -  + -  x+-  --x3+-x4+0(x4). ' (  ) 8( 128 2 

Détermination du DL de g : 

' 3 6  

( 1) :[ '6 ;4 
4 

Ainsi e X C o S x = 1 +  x - -  + -  x - -  + -+ -+o(x  ). 

2 3 x x x 1 1 4  
Maintenant, en posant u = 7 + - - - - - x , cela donne : 

4 6 4 8  

4 
4 x  4 u = -+ O (X ) et, aprés substitution, il s'en suit : 

16 

Soit f la fonction définie par f(x) = . 
cx - 1 

1) Montrer qu'au voisinage de O la fonction f admet un developpcment limité 
à un ordre n quelconque (on ne cherchera pas explicitement le developpc 
ment limité dc f) 2 

X X xn 
2) on pose f (x )=Bo+B - -+  B2-+ . . . +  B, - + o ( x n ? .  (1) I l !  2! Il ! 

Déterminer une relation de recurrence liant les coellicicnw bF . 

En déduire les valeurs de B ~ ,  R ,  , B, , B, . 
X X 3) DCmontrer en utilisant ia  onc cri on f(x) = -- + - 

ex - 1 2 

que tous les coefficients BF d'ordre impair cxcepté B, , sont nuls . 
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Solution 
1) Pour tout n E N , la fonction exponentielle admet le DL à l'ordre n + 1 

n + l  

ex = I + C ak xk + O (xn + '1 avec al z O . 
k = 1 

ex - 1 ainsi la fonction g(x) = - admet pour DL au voisinage de O le DL suivant 
X n 

1  
Et puisque a, # 1 la fonçtion f = -- admet au voisinage de O un DL à l'ordre n. 

g  
2) On déduit de la relation (1) que : 

k - l  
Bj 

avec î;= C . ! ( )  pour k =I ,  . , n  
j = O  J 

B  0 Ainsi Bo = 1 , et pour tout k > 2 on a : - + '31 Bk-  1  + ...+ - = o .  
O! k! l !  (k - l)! (l- l)!l! 

on en déduit que : 

-1 1 
Et finalement Bo = 1  B 1 - 2  - - B 2 - 6  - - B3 = O . 

La fonction cp est paire. En effet : 

- ~ ( e - " + l ) = - x ( l + e + ~ ) =  x P + I )  cp (. X)" - - - - -- 
( i x - 1 )  ( l - e + X )  ( e x - 1 ) '  

D'un autre coté, cp admet le developpement suivant : 
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Et puisque cp est paire tous les coefficients B Z p + ,  avec p E N* sont nuls . 

9.14 Calculer la limite suivante, si elle existe : 

1 - cos x sin x  
L = lirn 

Solution 1 

1 - w s x  

Soit 

Lorsque x  tend vers O, y se présente sous la forme indéterminée lm , 

1 sin x 
y = eLog Y avec Log y = - Log - . 

1 - cos x  X 

au voisinage de O, on a : 

Par conséquent : 
X 

2 

- -+O (x2) 
6 1 

Logy=  -+ - - quand x  tend vers O. 
X 2 

3 
- + o ( x  ) 

1 2 
- - 

finalement L = e 3 

Déterminer le developppement limité de la fonction f(x) = (cos x ) l  au 
voisinage de zéro à l'ordre 5 . 

Solution 
on a f(x) = e x Log cos x  

au voisinage de zéro on a 

I 2 4 ( X  x  x  
Logcasx=Log 1 - - + - + o ( x  ) = L o ~ ( ~ + v ( x ) )  avec v ( x ) = - - + -  

2 4! 

v2(x) 2 On a bien V(X) +O donc Log (1 + v (x)) = v (x) - - + O (v (x)) 
x - O  

2 

2 4 
X X 4 

D'où L o g c o s x = - - - - + o ( x  ) .  
2 12 

3 5 
x h g  cos x - x x  (COS = e 5 

- 1 - - - - + o ( x ) .  
2 12 



Calculcr In limite suivante : 
3 

L =  lirii (sinxjtg"~. 
7C 

x 4 -- 
2 

solution 75 
2 

quand x 4 - , y = (sin x)lg x se prCscntc sous la forme indéterminée lm 
2  

75 75 
Posons h = - - x , si x + - alors h 4 O . 

2 2 
1 -- 
2 1 

do~u: y = (cos h) = Jng , Log 1' = -- LOg COS h  . 
au voisinagc de O, on aura tg2 h 

h2  2 

h2 
- + o ( h  ) 

1 2 1 
Log y = ~ o g j l ~ + O ( h )  - +- 

h2 + o (h2) h 2 + o ( h 2 )  , , + O  
2 

1 
. - 
2 donc L = c 

Soit la fonction définie par f(x) = Log 

Calculer le DL de Sa l'ordre 3 au voisinagc dc 1 . 

Solution 
Pour se ramener au cas des DL au \roisinage de 0, faisons lc changement de 
variable t = x - 1 et cansidérons la Sonction F(t) = T(l+t) 

2 3 
U U 3 L t2 t3 7 

F(t) = u - - + - + O ( ~ i  ) 
2  3 avec u = - - + - - - + O ( [ ) .  2 3 4  

1 5 2  3 3 
On obtient F(t) = - - + - i - -- + o (i ) 

2  24 8 

5 
Et finalement Log 
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Calculer la limite suivante 

iim 3 J X 3 + X + i  - ,/5.+X. 
x 3 + -  

Solution 

Sojt f  (x) = )Jxi+x+i - a. 
Au voisinage de + w, f(x) se présente sous la forme indeterminée - w 

On doit donc chercher la limite de 
1 1 - 

3 3 g (x) = [(i + t2 + t  ) - (1 + t12 1 / t .  Lorsque t tend vers O. 

Et donc la limite recherchée est égale à - '- 
2 

9.19 1 Déterminer le DL au voisinage de + w de la fonction définie par : I 

Solution 
1 a) Par le changement t  = - on est amené à calculer le DL à l'ordre 4 au voisinage 
X 

sin t  
de O de la fonction F(t) = L O ~  (--) développement qu'on a déjà trouvé à 

l'exercice 9.10 t  

sin t  t2 t4 4 
Log( - )=-+-+O([ ) .  

t 6 180 
ainsi, en revenant à x, au voisinage de + m nous avons : 

1 1 1 
Log(xsin-)=-- +- 

6 x 2  1 8 0 x  . + O ( + ) .  

b) f ( ~ ) = ( i + k ) i  L O ~  (1 + y) 
1 

1 1 - t  
Posons t = - et F ( t )=f ( - )  o n a  ~ ( t ) = ( l  + t ) '  = e  

X t  
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Log (1 +t)  t t2 t3 3 
= 1 - - + - - - + o ( t ) .  

t 2 3 4  

Ce qui donne : 

Finalement en revenant à x, on obtient le DL au voisinage de + w 

Déterminer le DL à l'ordre 4 au voisinage de O la fonction définie par : 

Arctg x  
f ( ~ ) = ( ~ ) "  a v e c n e  N* 

Solution 
Arctg x  

Déterminons celui de u (x) = - 
tg x  

3 5 
X X 5  

On en déduit par intégration que kctg  x  = x  - - + - + O (x ) . 
3  5 

Nous avons déjà déterminé le DL au voisinage de O la fonction tangente 
(voir E x  9.4) 

3 
x  2 5  t g x = x + - + - x  + o ( x 5 ) .  
3 1 5  

x2 x4 4 
1 - - + - + o ( x  ) 

3 5 
Ainsi u (x) = 

2 
x  2 4  4 

1 + - + - x  + o ( x )  
3  1 5  

La division suivant les puissances croissantes donne 
2 2  1 3 4  4 

u ( x ) =  1 - - X  + - X  + o ( x  ) .  
3  45 
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2 k  2  13 
4 Or x 2 k =  3(x4) si k > 2  dmc f(x)= 2 Cn X 2 k ( - T + a X 2 ) L + o ( x ) .  

k = O 

k 
avec la convention C = O s i  < k. 

n 

7t 
Déterminer le DL à l'ordre 5 au voisinage de - de la fonction 

4  
f(x) = Log (tg x) 

Solution 7t 

Par le changement de variable t  = x - 4 on se ramène au cas du DL au voisinage O 

de la fonction F(t) = f  f t  + - .'i . 
1 4 )  

t3 2 t 5  2 3 4  5 
5 U U U U  5 

t g t = t + - + ? + o ( t ) .  D 'où  L o g ( l + t g t ) = u - - + - - -  + - + o ( u )  
3 1, 2  3 4  5 

t2 2  5 
avec u = t + - + - t  

3 15 

1 2  2 3  7 4  2 5  5 Ainsi L c g ( l + t g t )  = t  - - t  + - t  - - t  + - t  + o ( t ) .  
2  3 12 3  

De même en remarquant que Log (1 - tg t) = Log (1 + tg (- t)) . On obtient : 

1 2  2 3  7 4  2 5  5 L o g ( 1 - t g t ) = - t - - t  --t - - t  - - t  + ( t ) .  2 3 1 2 3  

4 3  4 5  5 F ( t ) = 2 t + - - t  + - t  + o ( t ) .  
3  3  
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COURBES PLANES 
PARAMETREES 

Déterminer les points doubles, lorsqu'ils existent, de la courbe paramétrée par : 
2 t  t+  1 

x (t) = - et y (t) = - , 
2 t - t - 2  t2 + 2 

Solution . . Premiere : Ccla revient à résoudre le système 

Dans notre cas cela donne 

1 
2 2 (2 t, - 1) (t2 - t2 - 2) = (2 - 1) (t, - t, - 2) 

(t, + l)({+ 2) = (5 + 1) (tS+2) et t, + 5 . 
P ~ s o n s  S = t , + $  et P = t , . $ .  (pour somme et produit). 

Après avoir effectué les calculs et simplifié par (t, - t, ) # O , il vient : 

i 2 P - S + 5 = 0  
P + S - 2 = 0  

Ce qui donne P = - 1 et S = 3 
t, et t, sont alors les solutions de l'équation : XZ - SX + P = O . 
C'est-à-dire : X2 - 3 X - 1 = 0 . 

3 - J 1 3  Il s'en suit que : tl = Z_ 3+ fi 
et t 2 = Z  

( , $) est un point double Et lepoint A (X (t,) ,y(t ,))  = 1 

Deuxième méthode : 
Pour que A : (u,v) soit un point double il faut et i l  suffit que les deux trinômes : 
P ( X ) = u . ( X 2 - X - 2 ) - ( 2 X - 1 )  et Q ( X ) = v . ( X 2 + 2 ) - ( X + 1 ) .  
aicnt dcux racines communes. Cela se traduit par la proportionalité de leurs 
coefficients. 

- U  - - 2  + - u = u v + 2 v  
C'est à dire : - = -- - --- Cela donne : 

v - 1  2 v - 1  ' 2 u v + 4 v + u = 3  
1 

Onen tireque u =  1 et v = - .  
3 

Par conskqueni : A : (1 ;) est un point double de r . 
1 

10.2 
2 

t -  1 t + L - . i  Même exercice avec (11 = et y (1) = 
t 2 + 2  t 2 - 3 t + l  
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Solution 
La première méthode, utilisée dans l'exercice précédent, aboutit à une absurdité : 
S - P = 2 e t S - P = - 2 .  
Ce qui pourrait laisser croire qu'il n'existe pas de point double. 
Deuxième méthode : Soit A(u,v) un point double éventuel. 
Lcs coefficients des deux trinômes : 
~ ( x ) = u ( X ~ + 2 ) - ( X -  1) 
e t Q ( X ) = v ( X Z - 3 X +  1 ) - ( X Z + X - 3 )  
sont proportionnels. Et par suite, on a : 

u - 1 2 u + l  v - l = 3 u v  + u  - - 
v - 1  - 3 v - 1  v + 3  ce qui donne { v + 3  = 2 ( 3 u v + u ) + 3 v + l  

D'où v = 1 et u = O 
Ainsi le point A (0,l) est un point double de T . 

Remaraue: 
La première méthode ne peut aboutir que si le point double correspond à des 
paramètres t, et t, de valeurs finies. Alors que la seconde méthode permet de trouver 

les points doubles, même quand l'une des valeurs des paramètres est infinie 
Dans notre cas : A : (O,]) correspond à t, = 1 et t, = + . 

Etudier la nature des points M (t,) dans les cas suivants : 

1 
y ( t ) = t 2 + 1  ett ,=-.  4 y (t) = t2 et to E { - 1 , O) . 

Solution 
Dans tous les cas, on va chercher le plus petit entier naturel p tel que F'P' (t) # O 

où F (t) = (x (t) , y (t)) et le plus petit entier q > p tel que ( F'P' (t,,) , Fq' (t,)) 
soit une base dc R' . 

d o  ( ( ; F ( est bien une base de ?Ri. 

le point M - est alors un point de concavité. ( 2  
2) En calculant les dérivées successives de x et y et en vérifiant au fur et à mesure 
on trouve : 

x' (O) = 3 x" (O) = 6 
le point M (O) est alors un point de concavité. y'(O)=O y M ( 0 ) = 2  
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Pour le point M(-1) on a : 

( x '  (- 1 ) =  O x "  (- 1 )  = 0 

y" (- 1 ) =  2  

On voit que (F'(-1) , F"(-1)) est un système lié, mais F I ( - 1 )  = (6,O) 
donc (F'(-1) , FI(-1)) est une base de IR2. 
D'où M(-1) est un  oint d'inflexion . 

- -  - 

1) Etudier la nature des points M (t,) dans les cas suivants : 
2 [ (t) = t l  + 2 t  

t , = -  1  t, = O 
y ( t ) = 2 -  2 t  

t  

Solution 
X '  (t) = ;t + 2 x t  (- 1) = O 

- 2 
1) y' (t)= - - 2  dm. { 

y' (- 1) = O 

(x" (t) = 2 (x' " (1) = O 

donc FM(- 1) = (2 ,6)  et F I ( -  1) = (0,- 24) 
det (FM (- 1) , F '  (- 1)) f O donc p = 2, q = 3 

le point M (- 1) est un point de rebroussement de lére espèce. 

2) F' (O) = (0, O) donc le point (O , 0) est un point stationnaire de plus 
F" (O) = (2, 0) et F"'(0) = (0,O) mais ~ ' ~ ' ( 0 )  = (0,24) 

on voit bien que (FU(O), F4'(0)) est une base de W2 

donc le point M(0) est un point de rebroussment de 2éme espèce. 

3) On a x'(0) = y' (0,O) = O 
F"(0) = (2,l) , F'(0) = (0,O) et ~ " ~ ' ( 0 )  = (- 8,- 1) 

donc p = 2 , q = 4 le point M(0) est un point de rebroussement de 2éme espèce. II 

1) Etudier l'existence des points d'inflexion de la courbe r parameuée par la 
fonction vectorielle F definie par : 

1  
x ( t ) =  2 L o g I t I - t  

1 i y (t) = t" + 5 t 
(y  (t) = t  + - 

t 
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Solutioii 
On cherchera les valeurs du parainètrc t pour Icsqucllcs (F'(t) , F(t)) est un 
système lié et (F'(t) , F"(t)) est libre on est donc amené à calculer les dérivées 
premières, secondes et troisième si nécessaire dans les quatre cas. 

1 )  x est paire, y étant impaire donc i- est symétrique par rapport à ox il  vient 
alors que si M(tJ est un point d'inflexion alors M (- 1") l'est aussi. 

On resteindra la recherche pour t E 1 O ; + [ . 
(F'(t) , F"(t)) est lié si et seulemcrit si det (F'(t),FM(t)) = O 

- 6  6 
Ce qui est équivalent à : - + - = O 

t t 
Ou encore (1 - t2) = O ce qui donne la valeur t, = 1 . 
mais F"'(1) = (- 24 , - 18) 
On a bien (Ft(l), F"'(1)) libre donc le point M(1) = (1,4) est un point d'inflexion et 

pour la raison citée plus haut. hl(-1) = hl(-1,4) est aussi un point d'inflexion. 

- 2 
2) on a dei (F. (t) , FI (1)) = (i' - 4t - 5 ) .  

t 

Les dcux vecteurs F'(t) et F"(t) sont liés si et seulement si tZ - 4 t - 5 = O . 
Donc il existe dcux valcurs t, et t, pour lesquelles les points correspondants peuvent 

être des points d'inflexion. 
t , = 5   et^=-1. 
et comme (F'(-l), FW'(-1)) est libre le point A (-1) est un point d'inflexion . 
De même (F'(5), F"'(5)) est libre, donc le point A ( 5 )  est un point d'inflexion 

10.6 61 
x (t) = 2 cos t - - cos 2t 

y( t)=,-2t  y (t) = sin t 
t 

Solution 
1) det (F1(t),F"(t)) = O w 4 t4+ 4 t + 3 = O  . 

une étude sommaire de la fonction j (1) = 4 t4 + 4 t + 3 . 
montreque4 t 4 + 4 t + 3 > 0 .  
Donc la courbe i- ne possède pas de points d'inflexion. 

2) x et y sont périodique de période 2x, on réduit le domaine d'étude à [- x, x] . 
De plus x est paire et y impaire, i- présente alors une symétrie par rapport à ox. 
On restreint la recherche a l'intervalle [O,x]. 
On a det (F1(t), F"(t)) = O w 1 - cos3 t = O . 
donc la valeur pour laquelle on peut avoir un point d'inflexion est t = 0 . 
Mais F"'(0) = (0,-1) et F'(0) = (0,l) les deux vecteurs sont liés. 
Or P4)(O) = ('- 6,O) 
Le point M(0) ne peut-être un point d'inflexion car (F'(O), F'4)(0)) est libre. 
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Etudier les branches infinies de la courbe définie par : 

(t + 212 (t - 2)2 
x (1) = - et y(t)=- 

t +  1 t- 1 * 

on précisera la position de la courbe par rapport aux asymptotes 

Solution : 
1) La fonction vectorielle F(t) = (x (t) , y (t)) est définie sur R - ( -  1 , 1 ) . 

En changeant t en - t on a : 

x (- t) = - y (t) 
y (- t) = - x (t) 

on ddrs une symétrie par rapport à la deuxième bissectrice (y = - x) 
Il suffit dors de faire l'étude sur [O , 1 [ u 1 1 ; + - [ . 
Etude au voisinage de t = 1 : 

9 
Ona lim x( t )=-  et lim y (t) = + w , lim y (t) = - w . 

t +  1 
2 '  

9 t + 1 +  t 4 1 -  

Donc la droite d'équation x = - est une asymptote verticale à la courbe 
( quand t tend vers 1 ) . 2  

M e  au voisinage de + w : 
lim (1) = lim y (1) = + m . La courbe présente une branche infinie 

- 6 ? + 8  
et iim y (t) - x (t ) = lim - = - 6 .  

t + + -  t +  +- (t2 - 1) 

D'où la droite d'équation y = x - 6 est une asymptote à la courbe . 
2  

D'autre part 1" [y (t) - (X (t) - 6)] = lim y = CTÇ . 
t +  + -  t +  +- (t - 1) 

Donc la courbe est située au dessus de l'asymptote. I 

Etudier les branches infinies de la courbe définie par : 

2 a ?  2  at3 
x (t) = - et y (t) = - , a €  R* 

1+ t3  l + ?  

Solution 
Le domaine de définition est D = Dx n Dy = R - { - 1 ) . 
puisque lirn x (t) = - et lim y (t) = - a . 

t - i - 1  t - i - 1  



donc la droite d'équation y = - a est une asymptote horizontale à la courbe quand 
tend vers - 1 . i 

Etude au voisin= de l'infini 

iim x (t) = O+ (ou O- ) et iim y (t) = (sig~ie de a )  (+ w ) . 
t + + -  t + + -  

iim x(t)=o-(ouo+) et iim y(t)=(signedea)(-w). 
t-1 - - t - 1 - -  

Donc la droite d'équation x = O est une asymptote verticale à la coixbe (quand t tend 
vers l'infini) rn 

Soit la courbe r paramètrée par la fonction F de composantes 

{ 
x(t)=LogIt+ 1 I+LogItI 
y(t)=LogIt+ 11-Log I t I .  

a) Déterminer le domaine de définition de F et montrer que r est 
symétrique par rapport à l'axe ox. 

b) Etudier les branches infinies de T . + + 
c) Tracer r dans un repère orthonormée (0 , i , j) 

Solution 
a) Le domaine de définition de F est : DF = D, n Dy = HP - (O , - 1 ) . 
Montrons r que est symétrique par rapport à ox. 

r est symétrique par rapport à l'axe y = a si et seulement si 

V t E DF 3 t, E DF : y (tl) = 2 a - y (t) et x (t,) = x (t) . 
or V ~ E  DF 3 t , = - t -  1 t e l q u e : x ( - t - l ) = x ( t )  e t y ( - t - 1 ) = - y ( t ) .  

donc r est symétrique par raport à l'axe y = O . 
- 1 

donc on restreint l'étude à l'intervalle [ - - , O [u] O , + oo [ . 
- 2 

b) (3n a lim x (t) = - - et lim y (t) = + = . 
t + O  t +  O 

La courbe r admet une branche infinie quand t tend vers O 

Y (0 LogI t+l l -Logl t l  lim - = Lim 
t +  O X(t) t + O  

LogIt+l I+LogItI' 
y (t) 

La règle de l'Hospital nous donne : iim - = - 1 . 
t + x 0) 

Donc la droite y = - x est une direction asymptotique 

Maiscomme lim y(t)+x(t)= iim 2LogI t+ l I=O.  
t +  O t +  O 

L a  droite d'équation y = - x est une asymptote à la courbe. 
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Etude du voisinane de l'infini 
lim x (t) = + .. et lim y (t) = O 
t + + -  t +  + -  
La droite de l'équation y = O est une asymptote à la courbe. 
c) Sens de variation et graphe. 

2 t +  1 - 1 
x'  (t) = - e t  y ' ( t )= -  

t ( t +  1) t ( t +  1) ' 

-- - 

1) On considère la courbe plane i- paramèuée par : 
x ( t ) = t + L o g I l  - t l  

{y 0) = rn 
a) déterminer le domaine de définition de la fonction vectorielle F de 

composantes x (t), y (t) . 
b) Etudier le sens de variation des fonctions x et y 

(on précisera les branches infinies de i- ) . 
c) Etudier la nature du point (O,]) et tracer la courbe i- . 

--- 

- 

x' (t) 

x (1) 

~ ( 1 )  

Y' (0 

- 

1 
- - 

2 O 1 + 52 

O 

-?Loi<--  

l 

4 + l 1 

I 
I + 
I 

--/ +-' Log 2 
+ -  

O 

- 
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Solution 
a) F est définie sur Dx n Dy = [ - 1 , 1 [ . 
b) Les variations de x et y sont résumées dans le tableau suivant : 

- t  
x' (t) = - 

1 - t  
x' (1) 

x (t) 

y"' 

Y' (0 

- t  - 
y '  (t) = --- m 

l 

- 1 O 1 
I 1 ,  

+ O - 
.- 

- 1 + log 2 / O \  
0 /i\ O I ' 

+ O - 

La droite d'équation y = O est asymptote à la courbe 

(car lim x (t) = + rn et iim y ( t ) = O ) .  
t - 1 1  t *  1 

c) Puisque x'(0) = y'(0) = O le point (0,l) est un point stationnaire . 
Mais F"(0) = (- 1 ; - 1) et F"'(0) = (- 2,O) Ce qui montre que (0,l) est un point 

de rebroussement de lére espèce. 

6) soit la courbe parameuée par F(t) = (x (t), y (1)) où 

2 1 x ( t ) = t  + L o g I t I ,  y ( t ) = ? + t .  

a) Déterminer D, et montrer que i- est syinetrique par rapport à l'axe Ox . 
b) Etudier les branches infinies dc i- . 
c) Montrer i- que adinet deux points d'inflexions; 

d) Tracer la courbe r . 

Solution 
a) D,=W* . 

La fonction x étant paire et y impaire donc i- est symétrique par rapport à l'axe Ox. 
On réduit alors l'intervalle d'étude à ] O ;+ w [ . 
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b) lim x (t) = - w , lirn y (t) = + 00 . 
t-+ O+ t - f  O+ 

donc r admet une branche infinie quand t tend vers O 
Et puisque lim x (t) = + = et lirn y (t) = + - . 

t-+ +=- t  -++ - 
r admet une branche infinie quand t tend vers + w 

Y (t) (3 lim - = lim 
l + ?  

= + m .  
t - f  O+ X(t) t + O  + t 3 + t ~ o g l t l  

r admet alors une branche parabolique de direction Oy . 

1 + t 2  
et Comme lim = O .  

t - + + -  
Log t 

La courbe r possède une branche parabolique de direction Ox . 
c) Les points d'inflexions se trouvent parmi les points M (to) tels que : 

(F1(to) , F"(to)) est lié . 
Or det (F'(to) , F"(to)) = O e 2 t4 - 7 t2 - 1 = O . 

Ce qui donne les deux valeurs: 

et 

De plus : (Fu (t) , F'" (t) ) est lié a t = f E. 
D'où (Fn(t0) , F'(t,)) et( Fn(t1) , F1(t1)) sont deux systèmes libres ce qui confirme 

que les points A, (to) et A, (t,) sont deux points d'inflexions de r 
d) Les variations de x et y sont resumécs dans le tableau suivant : 

O 1 + - 
x' (0 

I 

+ 3 + 
- -- - -- - - -- - 

x (0  - r/ + -  212+ t 1  
Co/ 

x' (1) = ---- 
1 2 

+ C o  , t - 1  
Y (t) = - 

t2 

l 



196 - Chapitre X 

10.12 Soit la courbe plane pararnetree par la fonction vectorielle F de composantes : I l 
a) Déterminer le domaine de définition de F et étudier les branches infinies . 
b) Etudier le sens de variations des fonctions x et y. 

c) Etudier la nature du point A : (O,  3) et tracer r . 

Solution : 
a) D,= W* 

lim x (t) + - 
I t l - f + -  

donc : comme lim 2 = O la courbe r admet une branche 
lim y (t) = + .. I ~ I - + + -  (') parabolique de direction Ox . 
I t l + + -  

7 
lim y (t) y (t) = + - e t  lim x (t) = - - . 

t -+O t+  O 
2  

7 la droite d'équation x = - - est une.asymptote à T . 
2  

2 2 b)on a x ' ( t ) = 6 t  - 1 5 t + 9  e t y 9 ( t ) = 2 - - .  etletableazidevariations: 
t3 
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c) le point (0,3) est un point stationnaire (x'(1) = y'(1) = 0) . 
Or (x"(1) , y"(1)) = (- 3,6) et (~"'(1) , y"'(1)) = (12 , - 24) 
Le vecteur F'(1) est égal à - 4 F ( l )  donc les deux vecteurs sont liés. 

Donc (F" (1) , p4' (1) est une base de R2 

Ce qui enuaine que le point A (1) = (O ,3) est un point de rebroussement de 2ème 
espèce. 

Etudier et tracer la courbe parameuée par la fonction F définie par : 
x (t) = ch3 t , y (t) = sh3 t . 

Solution 
D,=W. 

x étant paire , y impaire le domaine d'étude se réduit alors à IR+'; et on complète la 
courbe par rapport ZI Ox . 

Limites et branches infinies 

Iim x (t) = + - et lirn y(t) = + m .  

t + + -  t + + -  

- 3 e t - e - 3  
et comme lim [y (t) - x (t) 1 = lim - - - m  

4 

donc la courbe i- admet une branche parabolique de direction 
la droite y = x 
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Le point ( 1, O) est un point stationnaire : comme F" (O) = (0,6) et F"'(0) = (0, 3) 
Les deux vecteurs sont libres donc le point (1,O) est un point de rebroussement dc 

I (on précisera la nature du point (2 ,2).) 

ière espèce . 

Solution : 
Le domaine de définition est D, = IR . 

10.14 

Limites et branches infinies. 

lim x (t) = + w , lim y (t) = O a La droite y = O est une asymptote 
I t l + + =  I t I + + -  à la courbe quand t tend vers W. 

1 4 2 
9) Construire la courbe plane : x (t) = t  + - t  , y (t) = - - -. 

t2 

1 -t+ - I - +  O 

on a alors une branche infinie quand t 
i imx( t )=- -  ; l i m y ( t ) = - m  tend vers o. 
t -10- 1 3 0 -  

Donc la coube admet une branche parabolique de direction Oy . 
Sens de variation . 

Le point A (2, 2) est un point singulier , étudions alors sa nature 
on a (xU(l), y"(1) = (2, - 4) et (~"'(1) , (y"'(1) = (- 6 ; 24) 
Le système (F"(1) , F"'(1)) est libre donc le point A est un point de rebroussement 

de lère espèce . 
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Les variations de x et y sont alors resumées dans le tableau suivant 

- 00 - 1 O 1 + 00 
1 

x' (t) ~ + 
- 

1 

x (0 1 

- 00 

Y (t) \ - 6  

1 

Y' (0 

10. 15 
1 + t2 

10) Construire la courbe plane : x (t) = 2 Arctg (t) ; y(t) = Log -. 
1 - t  

,-2\ 
- 00 

- 

I + 

,+OO\ 1 / + w  
2 

1 

1 - 00  
i 

0 

l + 



200 - Chapitre X 
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Solution : 
Le domaine de définition est l'intervalle 1-1 , 1 [. La fonction x est impaire , y est 
paire, donc la coube est symétrique par rapport à O y  , il suffit de faire l'etude sur 

[0,1 1 . 
71: 

h y ( l ) = + - =  et h x ( t ) = -  
1 - 1  1- 

2 
t-* 1- 

R 
Donc la droite d'éqiiation x = -- est une asymplote à la courbe . 

2 

Les variations de x et y sont données par le tableau ci-dessous : 

- 

x' (t) 

x ( 0  

-~ 

Y (t> 

~ ' ( t )  

- - 

O 1 

2 + 
- -- - .- 

7I 
- 

/ 2 

O 
-- - --- 

+ " 

~ O 

O + l 

2 
x8 (1) = - 

1 + t 2 '  

4 1  
y' (t) = 

(1 + t2)(l  - t2) 
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COURBES EN POLAIRE 

1) Donnez en coordonnées polaires, l'équation d'une droite D connaissant son 
équation cartésienne y = ax + b 

2) Ecrire, en coordonnées polaires, l'équation d'un cercle Y passant par le pôle. 

Solution 
1) Dans un premier cas, si b = O, la droite D passe par l'origine. Son équation* 

exprimée en coordonnées polaires , s'écrit : 

En effet : l'équation y = ax s'ecrit: A 

p sin 8 = a p cos 8 et entraine : t 
tg 8 = a d'où 8 est constante. 
Supposons maintenant que b # O . 
y = ax +b , entraine 
p sin 8- a p cos 8 =b . 
Ce qui donne: b 

P = 
sin 0 - a cos 0 

Ce qui a bien un sens puisque b#O, 
donc p et l'expression au dénomi- 
nateur ne peuvent être nuls. A 
Plus gçnéralement, il est facile de D 
voir que I'équation : 

1 
P = 

Acos0+Bsinû  
est bien l'équation d'une droite dont 
l'équation cartésienne est : W 

A x + B y = l  
2) L'équation cartésienne d'un cer- 
cle passant par le pôle est : 
x2 + y2- 2 ax - 2 by = O où (a , b) 
représente les coordonnées du cen- 
tre 1 du cercle. 
En remplaçant x et y par p cos 8 

et p sin 8 respectivement 
Cela donne : 
p z - 2 a p c o s 8 - 2 b p s i n  @ = O .  

Si p # O. L'équation devient : 

p = 2 a c o s 8 + 2 b s i n 8 .  
Cette équation représente tout le 
cercle, y compris le pôle pour la 
valeur de 8 telle que : 2 a cos 8 + 2 b sin 8 = O . 
Plus généralement : l'équation p = A cos 8 + B sin O .  
représente le cercle passant par l'origine O et de cent-e 1 = (2 .  - - 2 ) .  
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Remaraue 
Pour un cercle de centre O et de rayon R, il est facile de voir que son équation polaire 
est p = R . w 

Chercher les équations cartésiennes des courbes d'équations polaires suivantes : 

cos 0 -sin 8 
où  a # O .  

' O )  s inûcosû 

4 0 

20)  ' = 
3") p = a . t g - .  

2 

Solution 
1) Multiplions les deux membres de l'équation par p. Il vient : 

pz sin 9 cos 9 = a (p cos 9 - p sin 9 ) . 
Ce qui donne xy = a (x - y) ou encore y (x + a) = ax 
La substitution x = - a dans cette équation entraîne que a = O. Ce qui est coniraire à 
notre hypothèse. ax 
D'où cette équation s'écrit : y = -- . 

x + a  

2) Cette équation peut s'écrire 2 p = p cos 9 + 4 . 
En élevant au carré les deux membres, cela donne : 4 (x2 + y') = (X + 4)2 
Après simplifications on a : 3 x2 + 4 y2 - 8 x - 16 = 0, qui n'est autre que l'équation 

d'une ellipse. 

8 2 t  
3) En posant t  = tg - on sait que sin 0 = - 

2 1 + t2 
P 

En multipliant les deux membres de cette équation par p et en remplaçant t par - 
a 

il vient : 
2 

2 a p  y=- 
2 

a2 + p 
Ce qui donne 2 a (x2 + = y (a2 + x2 + . 1 
qui est une équation cartésienne implicite. 

Soit Ta la courbe d'équation polaire pa (8) = a + 2 cos 8 . 
1) Déterminer la nature de l'origine pour T, 

2) Démontrer que l'origine est un point double pour T, 

3) Tracer T, , T2 , T, et r, 

Solution 
Pour toute valeur de a , p, est définie sur 3 , périodique de période 2x, on étudiera 

alors p sur [- x, x] . 
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1) La nature de l'origine est donnée par la parité du plus petit naturel p vérifiant 
@) (on) = ooù O0 est solution de l'équation pa (O0) = O . - - 

Si p est impair, l'origine est un point de concavité sinon c'est un point de rebrousse- 

ment de lère es~èce et se sont les seuls cas. 
Ona P,(@)=O w 0 0 = - 7 t  ou B , = n : .  

de plus pu2 (0) = - 2 cos 0 et pW2(0,) = 2 #  O. 

D'où le point O est un point de rebroussement de lère espèce. 
2) r, a pour équation pl (8) = 1 + 2 cos 8. L'équation p, (8) = O a pour solu- 

2.n 2n: tion = - = - - e plus p', (O0) # 0 et p', (8,) # 0 , 
0 3 1 3 '  

donc l'origine est un poin~ Uuü:!? 
3) On pourra réduire l'intervalle d'étude à 1 = LU, n:j (car p CSL paire) et compléter 

ci-dessous. 3. y 

l'arc obtenu par symétrie par rapport à Ox . p', (8) = - 2 sin 8 . 
~ ~ ( 0 ~ )  

La tangente à la courbe fait un angle a avec u (O0) vérifiant : tg a = - 
~ ' ~ ( 8 ~ )  

au point M (80) # O ,  

si p', (O0) # 0 sinon 

elle est portée par ut (OJ . 
Si M (80) = O la tangente 

est portée par u (O0). 

On obtient alors les courbes 

P' ('1 

O .n 12 2 7~13  x 
-- l 

O - 2  - -8 O 

P (8) 1 a - 2 1  
1 a'? 2 , 
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On considère la courbe d'équation en coordonnées polaires 

2 
p , ( ~ ) = a + -  * a > O .  

cos 0 
1) Démontrer que l'origine est un point de rebroussement de lère espèce pour r, 
2) Démontrer que l'origine est un point double pour T, 

3) Tracer ra pour a = 1 , a = 2 , a = 3 

Solution 
Pa est définie sur W - ((2 k + 1) n/2) et elle périodique de période 2n il suffit alors 

-7c - n n  n 
de 1'6 tudier sur [ - a , - [u 1 i, - - , n 1 2 2 2  

1) Cherchons les valeurs de O telles que ~ ~ ( 0 )  = O . 
p2 (0) = O admet pour solution = - n et O ,  = n . 

De plus p', (8i) = O et p", (Bi) # O . i = 0, 1 . 
Ce qui prouve que I'origine est un point de rebroussement de 1 ère espèce. 
2) Même démonstration qu'en (1 1.3 2"/) . 

a 7c 
3) pa est paire, on restreint l'étude à [ O , 2 [ul , " 1 . et on complète par 

symétrie par rapport à ox 
IL 

lim pa(0)  =I m et lim ~ ~ ( 0 ) .  s i n ( 0 - ? ) = - 2  

Ce qui prouve que la droite d'équation Y = - 2 , dans le repère faisant un angle 

7T 
= - avec le repère oxy est une asymptote à Ta. 

2 
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Etudier les branches infinies de la courbes T, d'équation polaire 
2 0 

p (0) = - . 
1 - 0  

Solution : p est définie sur R - ( 1 ) . 
Pour étudier les branches infinies de la courbe T , nous étudions les limites aux 
bornes du domaine de définition de f. On a : 
iim p ( € ) ) = - 2  et iim O(€) )= -2 .  
6 ++-  O - + - = -  
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Donc le cercle de centre O et de rayon 2 est un cerçle asymptote à r . 
et comme lirn I p  (O) I - 2 do+, la spirale s'enroule autour du cercle en restant 
exteneur. O + + -  

et ürn I p(9) I - 2 = E l a  spirale tend vers le cercle dans le sens des aiguilles 
O - - + + -  

d'une montre en restant à l'int6rieur. 
iim p(0 )=+m et l imp ( @ ) = - m .  

0 - 3  1  0 - 1  

0 > 1  0 >  1 

On étudie alors lim p  (9) . sin (9 - 1) : 
8 - + 1  

2 0  
mais p  (9). sin (9 - 1) = - sin (9 - 1) 

1 - 8  

donc iim p (9) sin (9 - 1) = - 2 . 
0 - 3  1  

On conclut alors que la droite Y = - 2, dans le repère faisant un angle 8, = 1 

avec Oxy, est une asymptote à la courbe. 
I 

Etudier les branches infinies de la courbe T, d'équation polaire : 

9  * 
P  (BI= - . 

n- 9  

Solution 
lim p(9) =-a, , lim p ( 9 ) = + m .  
O + + = -  O + - = -  - 
On a alors une branche spirale qui s'agrandit avec II OM (9) 11 . 

lim p ( 9 ) = - -  et iim p(9) = - m .  

On étudie donc iim p  (9) sin (9 - x) : 
8 + x  

z s m ( O - X )  2 
Mais i imp(e)s in(O-x)  = lim - 9  . = - x  , 

e - - x  B + X  9  - n  
La droite d'équation Y = - x2 est une asymptote à la courbe. 

I 

11.7 1 Etudier les branches infinies de la courbe T, d'équation polaire : I 

Solution 
X 

pest définie sur 1W - - - + 2 k n  
3 
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p est périodique de période 2 71, il suffit de l'étudier sur le domaine : 

R 71 R 7t 
[ - R ,  - T [ u ] - - , - [ V I - , X  1. 

3 3 3 71 7t 

p est paire, on restreint l'étude à l'intervalle 1 = [ O - [u] - , x 1. 
et on complète par symétrie par rapport à l'axe Ox. 

3 3 

lirn p (O)=+-  et lim p (@)=:sin O -  - =--  
X X 

0  + - 
3 

0 - 1 -  
3 [ n) f 

En effet : p (8) sin 
2 c m O - 1  

'JI 
On pose = 0 - - et on fait un developpement limité au voisinage de O. 

3 

2 
U 

'JI 1 - f i  u -  -+O(u2) 2 
Donc p (u + -) sin u = 

3 

X 

D'où lirn p ( 0 ) s i n  

- J3 et par conséquent la droite d'équation Y = - dans le repère déduit par une rotation 
2 

'JI 
d'angle - par rapport au repère oxy est une asymptote à la courbe. 

3 

11.8 Etudier les branches infinies de la courbe T, d'équation polaire : 

ee  + 2  
P ( O ) =  

2 e 
e - 2  

Solution 
D p = R  - ( h g & )  , lin p ( O ) = l  

@ + + m  

Le cercle de centre O et de rayon 1 est un cercle asymptote à la courbe. 
La courbe s'enroule autour du cercle en restant à l'extericur . 
lim p (0) = . 1 . encore le cercle Y ( O  , 1) est asymptote à la courbe qui 
O + - -  

s'approche du cercle en étant inthieure à celui-ci. Et finalcinent : 

lim p (O) = + m ct lirn p ( O ) = -  

e + ~g fi)+ 0  -+ (1-og hj 

Etudions alors lim p (8) siri ( 8  - h g  A) . 
1 

8 -+ -1. og 2 
2 
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ona  p(8)  . s i n ( 8 - h g ~ 2 ) = ( e ~ ~ + 2 ) .  
e - h g J S  sin(e - b g L / i )  

2 e 
e - 2  e - h g &  

2 e  
lim e a 2 = 4  et lim sin (8 - Log J2) 

=l. 
e - + h g &  e - + ~ o g \ / S  e - L o g &  
et par application de la règle de 1'Hôspital on a : 

lim 8 - b g f i  = lim - = -  1 1  
2 0 

- e - 2  2 eZe 4 

Ce qui montre que la courbe possède la droite Y = 1 comme asymptote. rn 

Déterminer les points d'inflexion de la courbe r d'équation 
1 

p (QI= 
w s  8 -cos 2 0  

L 

Solution : 
Les points d'inflexions correspondent aux valeurs de 8 telles que : 

9 (8) = + ( 1 s'annule en changement de signe. 
L P ( ~ )  ~ ( 8 )  J 

On a cp (8) = 3 cos 2 8 . 
(en tenant compte des symétries (périodicité, parité)) on ne cherche que les points 
d'inflexions correspondant aux valeurs de 8 E [ O , rc] . 

i- possède alors quatre points d'inflexions : les points trouvés ci -dessus et leurs 
symétriques par rappport à l'axe Ox . rn 

Determiner les points d'inflexion de la courbe T, d'équation : 

p (8) = 3 + 2 cos 0 . 

Solution : 
On résoud encore l'équation cp (0) = O où cette fois cp (0) = 17 + 18 cos 8 . 
Cequidonne 17+ 1 8 c o s 0 = 0 .  

donc on obtient un point d'inflexion qui correspond à la valeur O,, telle que 

cos 0 = - !? et son symétrique par rapport à l'axe Ox. 
O 18 
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8  
Soit r la courbe paramér.de en coordonnées polaires par : p (8) = 1 + tg 2 

1) Déterminer le domaine de définition de p et étudier les branches infinies. 

2) Déterminer les points doubles de T . 
3) Déterminer les tangtentes aux points doubles. 

Solution : 
1) p est définie sur W - ( (2 k + 1) x / k E Z ) . 
p est périodique, de période 2n , il suffit de faire une étude sur l'intertvaile 1- rc , x [ 

- 
Branches infinies 

lim p(0)  =-.O 2 et lim p ( 8 ) s i n ( 8 + x ) =  iim s i n û + 2 s i n - = - 2 .  
e + - 5  e + - l c ,  e + - x +  

2 

donc la droite d'équation Y = - 2  est une asymptote à la courbe. 
lim p (0) = + .O et lim p  (8) sin (8 - x) = - 2  . 
e -, x- 9 - x -  

donc la droite d'équation Y = - 2  est une asymptote à la courbe. 
2) Les points doubles de r correspondent aux valeurs de 8  solutions des équations : 

(1) P (0 + 2  k  x) = p (8) 
ou où k~ Z* 

(2) p (8 + 2 ( k  + 1) X) = - p (0) 

or p est périodique de période 2 x donc l'équation (1) n'a pas de solutions. 
Résolvons alors I'équation (2) 

Ce qui donne deux solutions dans 1- x , x [ pour k = - 1 

La courbe r admet aiors un seul point double M : 

3) on a 

On constate que pl (a) $ 0  et pl (a)+ o . donc pour détéminer 

p(é0) ( l+ tg$ ]  
les tangentes à r au point double, on calcule tg v = - = 2 

~ ' ( 0 ~ )  
( 1  + tg2 ;) . 
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e 
+ 2 tg - - 1 = O C e  qui donne Or l'équation (2) pour k = - 1 devient tg 2 

8 K K 8 
tg-+tg-. tg- l + t g -  2 4  4 fK+57 

tg = - donc tg v = 
8 TC K 0 =tg(4 2 ) .  

1- tg-  tg--tg-.tg- 
2 4 4 2  

n 3n 3 n 5 K 
0 = -  j v = -  

8 
et e = - , v = - . Ce qui détermine parfaitement 

4  4  8 

les tangentes. 

11.12 

Solution : 
a) le domaine de définition de p est D = W . 
p est périodique de période n, on réduit alors l'intervalle d'étude a 1 = 

et on complète l'arc obtenu par une rotation de centre O et d'angle n. 
p est paire, on restreint l'étude à [O , n / 21 et on complète par symétrie par rapport 
à l'axe Ox. 

Construire les courbes i- d'équation polaire : 

a) p ( O )  = cos 2 0 b) p ( 8 )  = cos 3 8  

I 

O xI4 n/2 
I 

I 

O - - 2 

1 I O 

- 1 

l 

b) Même étude qu'en a) ; on donne 
brièvement les étapes essentielles. 
D = B ; intervalle d'étude 1 = , ;] 

b 

p '  ( O )  = - 2 sin 2 8 .  
Le pôle est un point de concavité car 

p(;)=O a p l ( a ) t o .  
On obtient la représentation graphique 

P'  ( 8 )  

/' 
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Remaraue : On peut généraliser ce résultat : p(8) = 
Si n est pair : la courbe obtenue est une fleur à 2 n pétales l \ 
Si n est impair : la courbe est une fleur à n pétales. 

Construire la courbe r d'équation polaire 

a) p (8) = ee b) p (8) = 2 + th 8 . 

Solution : 
a) p est définie sur W 

lim p (8) = + m On a alors 
e + + -  

une branche spirale qui s'agrandit 
en s'eloignant de O . 

lim p (8) = O donc O est un point asymptote. 
O + - -  t Y 

iim p (8) = 3 donc le cercle de centre O et de rayon 3 est un cercle asymptote à r 

lim p (6) 7 1 le cercle dc centre O et de rayon 1 est un cercle asymptote à l- . 
8 - 1 - -  



Solution 
D = W - ( 1 )  
lim P (6) = 0 donc le pôle est un point asymptote à r . 
O - + + -  

lirn p (O) = + - on a une branche spirale 
8-1-- 

1 
l imp(8 )  =f- et iim p (8) sin (8 - 1) = - - 
e - + l  e-+  1 e 

1 
donc la droite d'équation Y = - ë- dans le repère faisant un angle a = 1 avec 
le repère Oxy est une asymptote à la courbe 

11.14 

Points multiples 

e- Construire la courbe T d'équation polaire : (0) = - 
1 - 8  

Les points n?ultiples sont solutions des équations 

(1) p(@ + 2 k 7.c) = p(0) 
ou k~ Z* 

(2) p(9 + (2 k + 1) TC) = - p(9) 
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Ce qui donne une infinité de valeurs de 0 . 

Donc r admet une infinité de points multiples. 

Etudier et représenter graphiquement les courbes d'équations polaircs : 

a )  p ( O ) = &  cos28 + 2 s i n 2 0 .  

b )  p ( O ) =  &cos3 0 + 3 si13 0 . 

Solution : 
a) D = R . On a p(0 + n ) = p(0) donc p est périodique de période n, i l  suffit de 

faire l'étude sur [T , 51 et compléter l'arc obienu par rotation de centrc O 
et d'angle rc . 
p est en plus paire donc on restreint l'étude sur [, , t] et on cornpltte la 
courbe par symétrie par rapport à l'axe Ox. 

p'(0) = 2 (2 - fi) cos 0 sin O . 
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p est périodique 2 x et p(0 + x ) = - p(8) 
donc il suffit d'étudier p sur [o,x] . 
P ' ( ~ ) = ~ C O S O S ~ I I ~  ( ~ s ~ I I ~ - , / ~ c o s ~ ) .  

L'éxistence de la valeur de O, est assurée par le théorème des valeurs intérmediaire\ . 
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES 

1 
Soit l'équation différentielle : (E) 2  x  y' + y = - . 

1 - x  

1) Intégrer (E) sur chacun des intervalles 1, = 1 - .. , O [ , 1, = Io , 1 [ 

1 3 = ]  1 > + . . [ .  

2) Est-il possible de trouver une solutioti de (E) sur 1 - , 1  [ . 

Solution 
1) (E) est une équation différentielle linéaire du ler ordre. 

Résolution de l'équation sans second membre : 
(Et) 2 x y t + y = 0  

Les solutions y  qui ne s'annulent pas sur R* sont aussi solutions de 

dy - -dx  Y' - , que Iton peut écrire - - - 
Y 2 x  Y 2 x  

Y 1  on obtient par intégration L O ~  -= - -Log I x \. C  2  

où C est une constante du même signe que y. 

C 
Finalement y = -  m 
Résolution de l'équation complète : 
on applique la méthode de la variation de la constante 

1 
on pose y  = C (x) y, avec yl = - . (E) s'écrit alors : 

Jlxi 
1 

2 X [ C  ( x ) y l + C ( x )  y ' , ]  + C ( x ) y 1 = 7 .  
1 - x  

1 
2 x C '  ( x ) y , + C ( x ) [ 2 x y ; + y l l = - .  1 - x  

Et puisque y, est solution de (Et) on obtient 

1 
2 CI (x) yl = iyx . soit C' (x) = 

61 
2 x ( 1  - x )  ' 

a - ~éso lu t ion  sur 1, = 1 - .o , O [ : 

- 1 
On obtient C (x) = , puisque - x  = fi 6 

2  f i  (1 -,x) 
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J - dx 
Par suite : C (x)= , posons t = 6 

2 6 (1 - x) 

dt 
= Arctg t + Cl . C (x) = Arctg r x  + C, . 

J 

Par conséquent : . . .  
J-x 

b - Résolution sur  1, = ] O , 1 [ . 

dx 
Par suite : C (x) = . En posant t = xx , cela donne : 

2 f i  (1 - x) 

Argth h + C, 
Finalement Y =  

Jx 
c - Résolution sur  1, = ] 1 , + w [ . 
On obtient par le changement de variable t = fi 

1 
et puisque sur ] - m ,  - 1 [ u ] 1 , + w [ (Argcoth t)' = - 

1 - t  2 '  
on a : C (x) = Argcoth t + C, 

Argcoth + C3 
Ainsi Y =  (2) 

J x  
2- Soit f la fonction définie sur Il et 1, respectivement par les formules (1) et (2) . 
f admet une limite finie en O si Cl = C, = O 

Cette limite est alors égale à 1. Posons f(0) = 1 
La fonction f est alors continue sur 1 - w , 1 [. Montrons qu'elle est dérivable sur cet 
intervalle. Il sufit de montrer la dérivabilité en O. 
Posons t =  J i 7  

Arctg t & 2 
si X E  I l  f ( x ) = - = l - - + o ( t ) .  

t 3 

Arg th t t2 2 
si X E  I2 f (x)  = - = 1 + - -  + o ( t ) .  

t 3 
X 

Ainsi pour x E 1- M , + 1 [ f(x) = 1 + - + O (x) . 3 
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f étant continue en O et admct un DL d'ordrc O au voisinage de O, elle est donc 
dérivable en O et l'(O) = 113 

2 
12.2 ( Intégrer l'équation differcntielle : y4  - 2x y = ex s h  x . 

Solution 
Résolvons d'abord l'équation sans second membre 

Y 2  
2 

y '  - 2xy = 0 donc 9 = 2 x d x d'où Log -= x et par suite y  = C ex 
Y C 

Cherchons la solution de l'équation complète sous la forme : 

L 

Y = C ( X ) ) ~ ~  avec y l = e x  

En substituant dans l'équation (E) on obtient : 

x L  C' (x) y ,  = e sin x . Puis , après simplifications : C' (x) = sin x 

Ce qui donne : C (x) = - cos x + K 
2 

Finalement y = (K - cos x) ex . 

12.3 Intégrer l'équation diffenticlle : 

(E) y' - (2 x - 1) y = ex2 

Solution 
Equation sans second membre : 

d y  Y 
y' - (2x - 1) y = O donc - = (2 x - 1) dx et par suite LY! -= x2 

Y C 

Equation complète par  la méthode de Variation de la constante : 

2 
Poçonsy=C(x)y,  avec y l = e X  - X  

(E) devient : Cr (x) y, = ex' . Puis, après simplifications : C' (x) = ex 

Par suite : C (x) = ex + K 

2 x - x  Finalement : y = e X  + k e  . 

déterminer la solution de l'éqiiation 
(E) y' + y  cotg x = emS 

X 
sur l'intervalle ] 0,x [ telle que y (?) = O 
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Solution 
Equation sans second membre : 

dy Y 
(Et) y' + y Cotg x = 0 donc - = - cotg x dx d'où Log - = - Log sin x v C 

L 

Par suite : y = - sin x' 

Equation complète par la mèthode de variation de la contante : 

(E) devient : C' (x) y1 + C (x) [ytl + y1 cotg x 1 = ewS 

Par suite : C' (x) = sin x eCoS . 
Cela donne : C (x) = - eWs + K 

K - eCOS 

D'où y = .  sin x 
l i  

la condition y (,,-) = O nous donne K = 1 
A 

Finalement 
1 - ews 

y= - .  
sin x 

Résoudre l'équation différentielle : 

(El ,x y' = e- "Y - y 

Solution 
L'équation peut s'écrue : xy' + y = e- donc (xy)' = e 

Posons z = xy on obtient : z' = e-" 
Après substitution, cela donne : e-" dz = dx 
Par suite ez = x + C 
D'où z = Log (x + C) 
La solution sur un intervalle 1 tel que O 4: 1 et 1 c ] - C, +w [ . est donnée par 

Log (x + C) 
Y =  

Intégrer l'équation diffcrentielle suivante 
y' + 2xy + xy4 = O 

Solution 
C'est une équation de Bernoulli. On se ramène à une équalion linéaire cn divisant 
Par y4 y' 2x  - + - + x = o  

y4 y3 
1 - 3 y' z 

Posons Z = - z=-  on ablient : (E) - Ij + 2 x Z = - x 
y3 y4 
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z ' Résolution de l'équation sans second membre : - - + 2 x  Z = 0 
3 

Q 
Onpeutécrire - = 6 x d x .  z 

z 2  Ce qui donne : ~ o g  -= 3 x  et Z = C e  3 x2 
C 

Résolution de (E) : posons Z = C (x) Z , avec Z, = e 3  xL 

L'équation (E) devient : 

1 
- -C1 (x) Z1 = - x OU encore C' (x) = 3 x  e - 3 x2 

3 

1 - 3 x 2  Par suite C (x) = - - e + K. 
2 - 
3 x2 1 Ainsi Z(x)  = K e - - 

2 ' 
1 

Finalement Y =  

3 J q  

Résourdre l'équation différentielle 
y' + y = y2 sin x  . 

Solution 
C'est une équation de Bernoulli. Divisons par y2 ,  11 vient : 

Posons Z =  - donc Z' = -Y' et on obtient : - Z' + Z = sin x . 
Y 2 

J 

L'équation - Z' + Z = O admet pour solution Z = C ex 
Considérons maintenant c comme une fonction de x . (E) dcvicnt : 

- C' ex - C ex + C ex = sin x . 

c = -  [ sin x e- dx.  
J 

On obtient par une double intégration par parties 
S ~ T I X + W S X  ., 

C =  
2 

e + K  

sin x  + cos x 1 
Finalement Z =  2 

+ K e - X  et 
Y 'z  

12.8 Déterminer la solution de l'équation différentielle . 

(E) 
Y - X Y '  = 

définie sur R ci passant par les points A (O) 
B (-O) 
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Solution 

Y Posons Z =  - 
X 

Y' = x Z' + Z et donc x y' = x2 Zr + x z 
Ainsi y - x y' = - X2 z1 

L'équation @) devient - x 2 z  -1xlZ'  
= 1 d'où - 

Résolution sur R + *  : 
rn 

- X  Z' Q - dx 
1 peut alors écrire 

Or ~ r g S h ~ = ~ o g @ + ~ >  donc z+,/==C. 

par suite : xz + LZE? = c soit y+- = c .  
x = 1 et y = O implique que C = 1 

donc : = 1  - y  2 2 
d'où x + y 2  = 1 - 2 y  + y  . 

1 - x  2 
Finalement y = - 

2 pour X E  W*+ 

Resolution sur R.* : on obtient si x < O 

xz' 
= 1 OU encore 

dZ dx 

J;;Zi JZ=" 
X Ce qui donne : Log (Z+ ) = Log avec C c O . 

Et, après substitution : x2 = C (y - 07) 
Pour que le point B ppartienne à la courbe il faut que C = - 1. On en déduit (-0 
que x2 + y = ,/- En élevant en carré on obtient x4 + 2 x2 y = x2 . D'où 
x 2 + 2 y = 1 .  

l - x  2 

Ainsi pour x E R*- y = - 
2 

Finalement 



Solution : 
Posons Z = m2 x2 + donc Z' = 2 (m2x + y y') . 
L'équation (E) devient 

- 
- 12.9 

2' Q 
= m ,/Z ou encore - = rn dx. - 

* 

Détenniuer les solntions de l'équation différentielle. 

(E) m 2 x + y y * = m  Jm 
qui passent par le point 

A (3 

L 2 
En intégrant, cela donne : & = m x + C ou encore = m x + 1 C 
y (O) = 1 entraîne que C = 1 et donne m2x2 + y2 = m2x2 + 2 m x + 1. 

Finalement 

Déterminer la solution générale de l'équation differentielle. 

1 
(E) y " - y = -  

ex + 2 

Solution : 
On va utiliser la méthode générale de résolution de l'équation complète 
(voir Tome 1 p. 279) 
L'équation homogène (E') y" - y  = O admet pour solution y = a e-" + B e x .  

Posons y, = C-" et y, = ex. 

On peut chercher la solution générale de (E) sous la forme : y = u y, + v y, , 

où u,v sont des fonctions à déterminer verifiant : u' y, + v' y, = O 
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On a alors y' = u y', + v y', . 
et y" = u y",+ v y", + u' y', + v' y', . 

En substituant dans (E) on obtient : 

et puisque y, et y, sont solutions de (E'), les fonctions u et v doivent satisfaire 

le système : [u'  Y I  + v' y 2  = O 

1 
u' ye l  +v' -- - f (x) . 

ex + 2 
dont les solutions sont : 

où w(x) désigne le Wronskien, de y, et y,. 

Par conséquent : u = - dx et v =  
2 (ex + 2) ! ex 

1 '-' dx 
2 ( e X  + 2) 

En effectuons le changement de variable t = ex on aura 

et le changement de variable s = ex 

1 [ S - ~ L O ~ I  1 I + 2 s  I ] + B  

e- Log (ex + 2) ex Log ( e x  + 2) x e x  1 
Finalement y  = A e- + B ex - + 

2 4 4 2 .  

Résoudre et discuter, suivant les valeurs du paramètre réel m, l'équation 
differentielle : 

(E) y " - 2 y ' + y = x e m x  
I 

Solution 
L'équation sans second membre (E') y"- 2y' + y = O admet pour équation 

caractéristique associée h2 - 2 h + 1 = O dont la solution unique est h = 1, et la 
solution générale de (E') est alors y = ex (A + Bx) .Soient y, = ex et y, = x ex les 

solutions correspondantes respectivement à (A,B) = (1,O) et (A,B) = (0,l) . 
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Résolution de l'équation complète (E) 
Chercher la solution sous la forme y = u y, + v y, 

où u et v sont deux fonctions à déterminer telles que u' y, + v' y, = O 

on aboutit alors au système suivant 
(u' y, + v' y 2 =  O 

u' y'l + v '  y'2 = x e m x  1 ex x ex dont le déterminant est w (x) = 1 = e 2 x  
lex ( l + x ) e X I  

der c a :  si m = 1 

X 
2 2 

La solution générale de (E) est alors 

(m - 1)x - 2  
D'où finalement Y= 3 

em +ex  [ A +  Bx]. 
( m -  1 )  

Soient P(x) un polynôme et a,b,c,s des constantes réelles. (a + 0) . 
Montrer que l'équation différentielle (E) ay" + by' + cy = P(x) eSX 

admet une solution unique de la forme y = xk Q (x) eSX 
où Q(x) est un polynôme de même degré que P(x) et k = O si s n'est pas 

racine de I'équation caractéristique : (C) ah2 + bh + c = O . 
et k = 1 ou k = 2 suivant que s est racine simple ou double de (C). 

A 
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Solution 
Déterminons un polynôme R(x) tel que y = R (x) eSX vérifie (E) 

y' = (R' (x) + s R (x)) eSX 

y*' = (R" (x) + 2 s2 ~ " ( x )  + s R (x)) eSX 
En substituant dans (E) on obtient 

[(a s2 + bs + c) R (x) + (2 as + b) R' (x) + a R" (x) 1 eSX = P (x) eSX 
2 Posons A = a s + bs + c , B = 2 as + b , C = a . On obtient : 

(1) A R(x) + B R'(x) + C R" (x) = P(x) 
Posons : P (x) = a, + a, x + ...+ an xn avec a,, # O . 

ler cas : Si s est racine double de (C) : Alors A = B = O 
L'équation (1) devient C R" (x) = P(x) 
Cette équation admet une solution unique de la forme 
R (x) = x2 [b, + b, x + ...+ bnxn]  

a k  
O n a  b k = a ( k + l ) ( k + 2 )  

pour tout k. 

2ème cas : Si s est racine simple de (C) : Alors A = O et B # O 
L'équation (1) devient BR1(x) + CR"(x) = P(x) (2) 
Cherchons une solution de la forme 

R (x) = x [b, + b, x + ...+ bn xn ] . 
l'équation (2) s'écrit : 

n n -  1 n 

On obtient par identification 
(n+l)B b ,=a ,  e t ( k +  l ) B b k + C ( k +  l ) ( k + 2 ) b k + , = a k p o u r k = 0 , 1  ,..., n-1. 

Ces relations peuvent se mettre sous la forme d'un système : 

C'est un système de Cramer, admettant donc une solution unique. 

3eme cas : si s n'est pas racine de (C) : A # 0 . 
n 

k Cherchons une solution de la forme R (x) = bk x . 
L'équation (1) devient : k = o  
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On obtient par identification le système suivant : 

A B 2 C O  
O A  2B 6C 

A étant non nul la matrice du système est inversible et ce dernier admet une solution 
unique. 
Remarque : 
le résultat établi reste valable dans le cas où a,b,c,s sont des complexes. 

rn 
Intégrer l'équation différentielle 

(E) y " + 2 y ' + 2 y = e - X c o s x .  

Solution 
L'équation caractéristique est h2 + 2h + 2 = O dont les solutions sont - 1 + i et 
- 1 - i . et la solution générale de l'équation sans second membre est 

y, = e- [A cos x + B sin x ] . 

Cherchons une solution particulière y, de l'équation complète (E). Puisque e- cos x 

est la partie réelle de e (- 1 + i) x , déterminons une solution particulière complexe 

de l'équation (Ec) y'' + 2 y' + 2 y = e(- + i) x 

s = - 1 + i étant une racine de l'équation caractéristique. Cette solution particulière 

sera de la forme y = ax eSX (voir exercice 12.12) 

d'où y' = (a + s ax ) eSX 

y" = (2 sa + s2 'ax) eSX et en portant dans (EJ , on aura 

(2 sa +s2 ax) eSX + 2 (a + s ax) eSX + 2 a x eSX = eSX . . 
2 1 

puisque s + 2 s + 2 = 0  e t s +  1 = i ,  onobtientalors a = - -  2 

1 
une solution particulière de (E,) est donc - -- x es dont la partie réelle est 

2  

la solution générale de (E) est alors y = y, + yp soit 

X 
y = ~ x [ ~ c o s x + ~ s i n x + - s i n x  2 I . rn 

Integrer l'équation différentielle : 

y" - 4 y' + 4 y = x e2' + 25 cos x . 



226 Chapitre X I I  

Solution 
L'équation caractéristique (C) A2 - 4 A + 4 = O admet une solution unique h = 2 
la solution de l'équation homogène y" - 4 y' + 4y = O est y = (A + B x) e2" 
Determinons une solution particulière yp , 1 de (El) y" - 4 y' + 4 y = x e2" 

2 étant racine double de (C) on cherchera cette solution sous la forme y = R (X) e2' 
2 avec R (x) = x (a + bx) . 

on obtient : y' = (R' (x) + 2 R(x)) e2 

y" = ( ~ " ( x )  + 4 RI (x) + 4 R (x)) e2 
en substituant dans (El) on btient : 

R" (x) e2" = x e2" puis, aprés simplifications 2a + 6bx = x 

1 
Ce qui donne a = O et b =  - 6 

Finalement 

Determinons une solution yp , 2  de y" - 4y' + 4y = 25 cos x. 

Celle ci sera obtenue comme la partie réelle d'une solution de : 

(EJ y" - 4 y' + 4 y = 25 e ix  

En substituant dans (E2) on obtient : 

y p , 2 = R e [ ( 3 + 4 i ) e l X ]  

yp , 2  = 3 cos x - 4 sin x 

yp=  yp , 1 + yp , 2 est une solution partuculière de (E) 
finalement la solution générale est : 

a) Soit a un parmètre réel, déterminer la solution y, de l'équation differentielle : 

y " + 2 y + ( l + a 2 ) y = l .  

1 
telle que (O) = et ~ ' ~ ( 0 )  = 1. 

1 + a  

b) x étant fixé, montrer que l'application a-+ ya (x) est continue en O. 
C 

Solution 
a) l'équation caractéristique est A2 + 2 h + ( 1 + a2) = O dont les solutions sont 

- 1 I l a l i .  
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Ainsi l'équation sans second membre admet la solution 
y,=e-"  [ A  cos la I x + B sin la I x ]  

1 
Le second membre de (E) étant 1, (E) admet la solution particulière yp = -- 
Ainsi la solution générale de (E) est l + a  

1 
y (O) = A +  - 

2 
d'où A = O .  

l + a  
y' (x) = e-" [- B sin la I x +la I B cos la I x ] . 

Finalement la solution de (E) est 

Si a=O y o = x e - ' +  1 .  

b) x étant fixé on a ya+ y. (x) donc ya est continue en o. comme fonction de CI . 
Si la population d'un pays double en 50 ans, en combien de temps triplera-t- 
elle compte tenu du fait que le taux instantanné d'accroissement est 
proportionnel au nombre d'habitants. 

Solution 
Appelons y(t) le nombre d'habitants à l'instant t. 
L'accroissement instantanné de y étant proportionnel à y. 
Signifie que 

k (1 - t,) 2 = ky ci' OP 2 = k dt. c'est-à-dire y = s (i,) e dt Y 

C (t,) est la population à l'instant t, 

Si l'unité du temps est l'année on a par hypothèse y ( t  + 50) = 2 y (t) ( 1 )  
On doit déterminer T tel que Y ( t + T) = 3 Y (1) (2) 

k ( t + 5 0 -  t ) k  ( t  - 1,) 
(1) peut encore s'écrire C ( to) e O = 2 C (t,) e 

de même (2) entraîne ek ' = 3 soit 
Log 3 - T=---- 5 0  = 79,248 

k Log2 

Ainsi la population va tripler pour T = 79,248 ; c'est-à-dire en 79 ans et 1 mois 
environ. rn 
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NOTIONS SUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS 
VARIABLES 

13.1 1 Soit la fonction f de x2 dans S définie par : I 
xy - 3 x 3 +  7 y 3  

S(0,O) = O et S ( x , y )  = ailleurs 
x2 + y2 

a s  a f  
a) En revcnant aux définitions calculer ax et - cn (0,O) 

ay ~ a f  
b) En utilisant les formules classiques, calculer - et ailleurs 
c) Ecrire la diSSCrentielle dc f au point (0,O). % 

Solution 

a r f (0,11) - r ( 0 , o )  
- (0,O) = lim 

h 
= 7 

3 Y h + O  

b) En appliquant la fonniilc de la dCrivée d'un quotient après avoir supposé 
successivement y puis x constantes on trouve : 

ar '3 2 4 2 2  3 
x y - 3 ~  - 9 ~  y - 1 4 ~ ~  

,x ( x , y )  = 
( X 2  + y212 

a f  3 2 2  2 3 4 x - 2 1 x  y - x y  + 6 x  y + 7 y  
et ( x ' Y )  = 

( X 2  + y212 

et celà en tout point (x,y) # (0,O). 

a f a f  
c) d 1 ((),O) = @,O) d x  + - (0,O) d y  = - 3 d x  + 7 d y .  d x ay 

Soit la fonction définie par 
1 

f (x,y,7.) = 
Jli*+,2 

Calculer 
a f  21 a2f a2f a2f  

et la quantité A f = - + - + - 
S .  2 a2 a$ aZ2 
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Solution 

et puisque x , y et z jouent des rôles symétriques dans l'expression de f, 
on en déduit que 

et que 

d'où le laplacien de f est tel que : 

on dit alors que f est harmonique. 

13.3 1 Soit f la fonction de IX2 dans R définie par : 

f (x,y) = x4 + y4 - 2 (x - y)2 
Trouver tous les points critiques de f 

Solution 
Les points critiques M (x,y) sont tcls que a f  af 

(x,y) = -- (x,  y) = O 
donc ici % 

3 4 x  - 4 ( x - y ) = O  
3 et 4 y  + 4 ( x - y ) = 0  

Les solutions sont les points (x,y) tcls que x = - y avcc soit x = O , soit x i fi 
d'où les 3 couples solutions 

x = O  et y = O  

x = J Z  et y = - , / 3  

x = - f i  ct y = &  m 

2 Soit f une fonction de 12 dans 17, , on note le Laplacien de f : 

a2f  a2f 
A f ( ~ y )  = 7 (x ,y)  + 7 (x,y)  

a x & 
et on dit que f est harmonique si A f (x,y) = O V (x ,y)  
vérifier que Ics fonctions suivantes sorit harrnoniqucs 

f l  (x,y) = Log , i 2 ~ ( x , , ) = c x . ~ ~ s y .  
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Solution 

d'où puisque x et y jouent des rôles syinétriques dans fl, on en déduit que : 

a2 r, a2f, 
etalors A f , ( ~ , y ) = ~ ( x , y ) + ~ ( x , y ) = O  

a x a Y 

b) f2 (x,y) = ex cos y alors 

Jf2 a2f2 (x,y) 
- (x,Y) = = f2 (x,y) = ex cos y. ax ax2 

d'où A f2 (x,y) = O 

2 f étant une fonction de W dans R , on pose 

x = r cos 9 et y = r sin 9 

et on définie alors la fonction F par : F (r , 9) = f (r cos 9 , r sin 9) 
Montrer que 

Af(rcos0 , r s i n 0 ) =  
a 2 ~ ( r , 0 )  1 a~ 1 d 2 F  

+--(r,0)+ --(r,0) 
ar2 r a r  

r2 a o2  

Solution 
a~ a f a x  a r a y  a f  . a f ----+ --= cos0 -+sin0 - 
a r - a x a r  a y a r  a x a Y 

a2 f a cos O a f a sin 0 a f 
= cos20 - + ccs 0 - .,x+casO - 

a2f 
-+cos0 sine- a 2 

X a x a x  a y  a x a y  
a2 f a c o s O  a f  a2 f a sin 0 a f 

+sin0 cos0 - +s in8  -- +sin20- +sine-- a y a x  a y  a x  a y2 a Y  J Y  

a2 f a" r 
= cos2 0 -- + 2 sin 0 cos 0 - 

a2 f + sin20 - + 
a x 2  ax ay a y2 
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a y2 - sin2 0 
d' où - (COS O )  = -- a x  (X2+Y2)3R 

a -s in@ COS O 

ày (cm = r 

3 (sin O )  sin O cos O - a (sin O)  cos2 O demême - et - a x r a Y r 

et finalement en remplaçant dans l'expression ci-dessus. 

D'autre part 

en divisant (2) par r2 et en la sommant avec (1) on trouve 

13.6 1 dans R , on définir la fonction f par : 

3 + sin x + cos y  Y 

f ( x > Y ) = [  1 
1) Montrer que f est définie , continue et différentiable sur W 2 

2) En utilisant les formules classiques, calculer le developpement limité 
de f au voisinage de (0,0) à l'ordre 3. 

a f a f  
3) En déduire - (0,O) et - (0,O). a Y 

4) Calculer 
a f  a f  

et - en un point quelconque de x2ct vérifier le 
aX a y  

L résultat donné en (3) 

Solution j ( -+s inq+cosy  
1) s (x,y) = exp L O ~  ) ) s i n Y )  
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. >  coinrnc j rn  s + cos y 2 - 3 tj ( x , ~ )  :,- 

Log est donc dL;l'inic, corilinuc cl dil'l'crcnli:iblc comme coiiiposéc 

dc telles fonctions. 11 en résullc que f csl diSfércntiablc sur ;R 2 

3 + sin x + cos y 

3 + s i n x + c o s y j  ( x  

xi) 
sin y . Log (7 = y 7 - - JZ à l'ordre 3 

d'où 
X Y  x2y Y 3 3 f ( x , y ) = c x p ( ~ - - $ ) = l + q - 5 - x + E ( ~ , y ) ( ~ ~  1 + , Y I )  

3) on cn déduit donc que : 

4) on trouve 

a f (&Y> sin y cos x 
7 = 3 + sin x + cos y f (%Y) 

3+s inx+cos  y sin 2 y 
4 3+s inx+cosy  

et on vériîie bien Ics rQultats trouvés en (3) puisque 
a f (o,o) a r io,o) f (O ,0 )=1 ,  

3 Y 
- 0  a x  

Calculer 
a2 f a2 f 
dxdy et dydx et montrer qu'elles sont égales. 

13.7 

Solution 

Soit f la fonction de !Ri dans W définie par : 

f (x,Y) = x~~ + e xy2 

Il s'en suit alors : 
2 

x 3 + 2 x y  e x Y )  
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On voit bien qu'on a l'égalité 
a2 f a2 f 

d x d y = m  . Cette églaité provient du fait que 

ces dérivées partielles existent et sont continues en tout point (x,y) E IR2. 

I 

Soit f la fonction de W2 dans W définie par : 

x y2 
f(x,y> = - si x # - y  et f ( x , y ) = O  si x = - y  

X + Y  

Calculer 
a2 f  a2 f 

bnby (0,O) et (0,O) puis conclure. 
Y x 

Solution 
En tout point (x,y) E x2 tel que x # - y on a : 

a f  y3 a f 2 y x2 + xy2 
a, (x,Y> = - 

(x + y12 
D'autre part, en revenant à la définition, on peut calculer 

a f  . a f 
ax (0.0) = O = (0,O) . 

Il s'en suit immédiatement que : 

a 5  1 a f  - (0.0) = lim - . fi (x,O) = O 
Y X  x - t o  X 

a2 f a2 f  
Conclusion : Comme dT (0'0) # - (0,0), l'une au moins de ces deux 

Y Y X  

dérivées partielles secondes n'est pas continue en (0,0). I 

Chercher les extrémums relatifs de la fonction 
2 4 4  f ( x , y ) = - 2 ( x - y )  + x  + y  

et préciser leur nature 

Solution 
les extrémums de cette fonction, ont dCjà été déterminé daris l'exercice (1 3.3) 
et sont A (0,O) , R (A , - JZ) C (- J2, A) 
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a) on a f (0,O) = 0. 
et au voisinage dc (0,O) on peut écrire - 

f ( x , y ) = - 2 ( ~ - ' ~ ) ~  + ~ O M I I ~ E ( X , ~ )  

donc au voisinage de (0,0) f (x,y) < O donc A est un maximum relatif. 

posons x = J Z + h  y = - & + k  

donc f (x,y) - f (B) = f (x,y) + 8 est du signe de 10 h2 + 4 h k + 10 k2 qui est 
toujours >O. 
donc f (x,y) + 8 > O d'où B est minimum relatif. 

c) même chose et on trouve que C est aussi en minimum relatif. E 

2 On se propose de déterminer toutes les fonctions f de IR dans W. de classe 

Cl,  vérifiant. 
a f  a f  

a à; + b ~ = c  
(El 

où a, b, c, sont réels avec a # O et b # O 
1) Soit cp : I W ~  W~ 

(x,y) + cp (x,y) = (u,v) avec u = a x + p y 

e t v = y x + b y  avec a , P , y , 6  réels et a 6 - p y + O  
Montrer que f est solution de (El) si et seulement si 

g : (u,v) + g (u,v) définie par g = f O cp-l est solution d'une 
équation que Son déterminera. 

2) Montrer qu'on peut choisir a ,  a, y ,  6 de façon que g satisfasse à 
une équation particulièrement simple dont or1 déterminera les solutions 

3) Trouver toutes les solutions de (El) relatives a ce choix. 

Solution 
1) f de classe c1 donc g de classe Cl.  

on a alors 
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d'où a g a g f e (E , )  m ( a a + b p ) - + a a + b 6 ) - = c .  (E,) a u  a v 
donc f E (El) g E (E2) 

2) choisissons a ,  p, y et 6 tels que a a  + bp = 1 et ay + b6 = 0 
et alors (E2) devient c'est-à-dire g (u,v) = cu + h (v) 

3) on aura alors f (x,y) = c (ax + Dy) + h (yx + Fy) où h est de classe C' 

- 

Soit la fonction f définie par : 
f (x,y,z) = x Log x + y Log y + z Log z 

les trois variables liées par la relation x + y + z = a 
Déterminer la nature de l'extrémum de f. 

Solution 
Le lagrangien est alors tel que : 
L (x,y,z) = f (x,y,z) - h (X + y + z) et l'extrémum sera donné par le système suivant : 

, y z )  = Log x + I - h = O 

1% (x,y,z) = Log y + 1 - h = O 

j x + y +  z =  a 
a 

ce qui nous donne Log x = Log y = Log z c'est-à-dire x = y = ï. = - 
3 

Précisons la nature de cet extrémum, en utilisant ic développement limif.  dc la 
fonction f au voisinage de cc point, pour cclà 

a CI ( X  
posons x = - + h , y = - 

3 
+ k  et z = - + C  

3 3 
a a 3 2 2 2  

d'où f ( x , y , z ) = a L o g - + ( l + L o g - ) ( h + k + I ) + - ( h + k + I ) +  
3 3 2 a 

O r x + y + z = a  d'où h + k + L  = O  

c'cst-à-dirc que cct cxtrémum cst un rnininiurn I 
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- - 

si ( x , y ) +  (0,O) 
fi..,.) = 

si ( % y )  = (O,@) 

partielles premikres de f ,  et la diffkrenticllc de f. 

Solution 
en (0.0) , Ics f(~nctions partielles sont : 

\ -, f ( \ . O ) = O  et y 4 f (O, y) = O  

Si (x,y)t(O,O) o n a :  

pour les (x,);) t (0,O) , la continuité dcs dcrivées partielles premihres résulte des 
théori-mes généraux, et donc la fcnction f est différentiablc en de tels points. 
pour (?(,y) = (0,O), cn passant aux coordonnées polaires on a 

donc les dcrivécs particllcs n'ont pas dc limitc lorsque r tend vers zéro, d'où la non 
continuité des derivécs particlles premières de f au point (0,O). 

S peut ccpcndant êtrc diSfCrentiable en ce point, car il suffit de trouver une fonction dg 
deus variables E qui tend vers zéro en (0.0) et telle que 

J17 f ( x , y ) - f ( 0 , O )  + O x + O y +  x + y  E ( x , ~ )  
Xy 

On aura alors . F (x, y )  = --- 
X" Y 2  

Or cctte fonction n'a pas de limitc en (0,O) (cf Livre du cours même collcclion) 
donc f n'est pas diSfQrcntiable en (0,O). 

E 

Soliit ioii 
Soi1 In l'oncliori 1 (,.) = ,,ircig 2 elle est dZSinic, coritinue, adinct des dcrivCcc 

X pariisllc\ prciiii?rcs corilinucs pour x ;t 0, donc cllc cst diSSfrcnti:iblc en tout poirit 
. j c c  # O. en ~i:irticulicr au poirit ( 1 , l  ). 

13.13 Calculer unc \,uleur approchée de Arcig - au voisinage du point 
X 

( 1  : l  1. cri utilisarlt lii ~~if'i'6rcnticllc. 
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Soit (1 + h, 1 + k) un point voisin de (1,1), on a alors 

l + k  7t 1 
et finalement f (1 + h, 1 + k) = Arctg = + + (k - h) 

13.14 1 Soit l'équation 
- 3 

3 x + 4xy + z2 - 3yz2 - 3 = O  (E) 
montrer que (E) permet d'exprimer z en fonction de (x,y) au voisinage du 
point (1,1,1), calculer alors les derivées partielles premières de z au point (1,l). 

Solution 
3 f (x,y,z) = x + 4xy + z2 - 3yz2 - 3 

f est une fonction polynôme possedant donc des derivées partielles continues 

et a f 
,z (x,y,z) = 22 - 6 y z et au point (1,1,1) on a 

a f 
puisque f ( l , l ,  1) = O et . - (1,1,1) # O . Le théorème des fonction inplicites a z 

(cf livre cours Tome 1), assure que z peut s'exprimer en fonction de (x,y) au voisin- 
age du point (1,1,1), et qu'on a : 

13.15 Montrer que (3x5 - 4 yZ - 2 x) dx + (x3 - 8 xy) dy , peut s'écrire comme la 
différentielle totale d'une fonction f et trouver cette fonction. 
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Solution 
Ière méthode : Supposons que 

2 2 3 3 f  3 s  (3x y - 4 y - 2 x) dx + (x - 8 xy) dy = df = f i  dx + fi ~ i y  

On a alors : (1) 

intégrant (1) par rapport à x en gardant y constant, i l  vient : 
f (x,y) = x3 y - 4 x y2 - x2 + C (y). 

C (y) est la constante d'intégration par rapport à x. Ensuitc, en ciCrivant f (x,y) 
par rapport à y gardant x constant, il vient : 

- .  

Maintenant, en substituant ceci dans (2), on obtient la Ionction f chcrchCc qui pcut 
donc s'écrire : f (x,y) = x'y - 4 xY2 - x2 + K ; 
où K est une constante arbitairc. 

2ème méthode : On peut utiliser une méthode dirccic cn groupant Ics tcrmcs : 
3x2y dx  + (x3 - 2y) dy = (3x2y dx + x' dy) - y2 d y  
= (3x2y dx + x3 dy) + (O.dx - y2 dy) = ti (x' y) + d (- y') = d (x7y - y' ). 

Par suite, c'est bien la différentielle totale d'une l'onction f dCfinic p:ir : 
f (x,y) = x3 y - y* + K 

où K est une constante arbitaire. 
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