11 ianu
Analyse

Francois Liret
Charlotte Scribot

= L1
= JUT

DLINOD



fManuel

d'Analyse

Cours et exercices corrigés

Francois Liret

Maitre de conférences a l'université Paris Diderot

Charlotte Scribot

Professeure agrégée au Lycée de Créteil

DUNOD



le pictogramme qui figure ci-contre  d'enseignement supérieur, provoquant une
mérite une explication. Son objet est  baisse brutale des achats de livres et de
d'clerter le lecteur sur la menace que  revues, au point que la possibilité méme pour
représente pour I'avenir de I'écrit, les auteurs de créer des ceuvres
particuliérement dans le domaine [ DANIGER | nouvelles et de les faire éditer cor-
de I'édition technique et universi- rectement est aujourd'hui menacée.
taire, le développement massif du Nous rappelons donc que toute
photocopillage. reproduction, parfielle ou fotale,
Le Code de Fa propriété intellec- de la présente publication est
tuelle du 1% juillet 1992 interdit | LE PHOTOCOPLLAGE |  inferdite sans autorisation de
en effet expressément la photoco- \TUE LELIVRE) 'auteur, de son éditeur ou du
pie & usage collectif sans autori- Centre francais d'exploitation du
sation des ayants droit. Or, cette pratique ~ droit de copie (CFC, 20, rue des
s'est généralisée dans les établissements  Grands-Augustins, 75006 Paris).

© Dunod, Paris, 2010
ISBN 978-2-10-055447-8

le Code de la propriété intellectuelle n’autorisant, aux termes de larticle
L. 122-5, 2° et 3° q), d’une part, que les « copies ou reproductions strictement
réservées a |'usage privé du copiste et non destinées & une utilisation collective »
et, d’autre part, que les analyses et les courtes citations dans un but d’exemple et
d'illustration, « toute représentation ou reproduction intégrale ou partielle faite
sans le consentement de I'auteur ou de ses ayants droit ou ayants cause est
illicite » (art. L. 122-4).

Cette représentation ou reproduction, par quelque procédé que ce soit, constitue-
rait donc une contrefagon sanctionnée par les articles L. 3352 et suivants du
Code de la propriété intellectuelle.



Comment utiliser le Mini-Manuel ?

La page d’entrée de chapitre

Elle rappelle les objectifs
pédagogiques du chapitre.

Le cours
Le cours, concis et structuré,

expose les notions importantes
du programme.

Les rubriques

p Un exemple pour comprendre

& Les conseils, les méthodes

Les exercices

lIs sont regroupés en fin de chapitre,
avec leur solution, pour se tester tout
au long de I'année.







Table des matieres

Suites et fonctions

1.1 Des théoremes généraux

1.2 Suites itératives

1.3 Fonctions et équations trigonométriques
1.4 Fonctions trigonométriques réciproques
1.5  Fonctions hyperboliques

Exercices

Solutions

Formules de Taylor

2.1 Laformule des accroissements finis
2.2 Lethéoréme de I'Hospital

2.3 Lesformules de Taylor

Applications

Exercices

Solutions

Développement limité

3.1 Fonction négligeable devant une autre
3.2 Développement limité

3.3 Lesdéveloppements limités usuels

3.4 Développement limité en un point a
Exercices

Solutions

10
12
16
18

29

29
31
32
35
38
40

45

45
46
50
53
54
56



Vil

Table des matiéres

Calcul des développements limités

4.1
4.2
4.3

Quelques propriétés de la notation o( )
Calcul des développements limités
Calcul de limites

Exercices

Solutions

Etude locale d’une fonction

5.1
5.2
53

Signes d'une fonction au voisinage d’un point
Etude locale d'une fonction
Droite asymptote

Exercices

Solutions

Intégrale et primitive

6.1
6.2
6.3

L'intégrale
Primitives

Regles de calcul et primitives a connaitre

Exercices

Solutions

Calcul d’'intégrales

7.1 Méthodes générales

7.2 Méthode du changement de variable

7.3 Intégrale d'une fonction rationnelle

7.4 Intégrale de _ax+b etde X2+ px+q
VX% px+q

7.5 Intégrale de (sin x)P(cos x)9, p,q € N

7.6 Intégrale de fonctions rationnelles en sinus et cosinus

7.7 Intégrale de e*sin bx et e™cos bx

7.8 Intégrale de P(x)e™* ol P est un polynéme

Exercices

Solutions

63

63
64
69
72
73

83

83
85
89
91
93

101

101
103
105
108
110

117

117
117
120

124

125
127
129
131
132
135



Table des matieres IX
8 cCourbe paramétrée 149
8.1 Notion de courbe paramétrée plane 149
8.2  Vecteur dérivé, tangente 151
8.3  Ftude en un point singulier 155
8.4 Asymptotes 161
8.5 Plan d'étude d'une courbe paramétrée plane 164
8.6  Un exemple de courbe paramétrée dans l'espace 165
Exercices 166
Solutions 168
9 Equations différentielles 179
9.1 Equation différentielle y’ = a(x)y 179
9.2 Equationy’ = a(x)y + b(x) 181
9.3 Equationy” +py +qy =0 184
9.4 Equationy” +py’ + gy = b(x) 189
Exercices 193
Solutions 194
10 Exemples d'études de surfaces 203
10.1 Les fonctions de deux variables 203
10.2 Surface d'équation z = f(x, y) 204
10.3 Surface de révolution d'axe Oz 207
10.4 Dérivées partielles 209
10.5 Plans tangents a une surface 212
10.6 Extremum 214
Exercices 217
Solutions 220
Index 227






Suites
et fonctions

"1
ee
=
a
<
T

Dans ce chapitre, nous rappelons les propriétés de la limite, des fonctions
continues et des fonctions dérivables.

Nous revenons aussi sur les fonctions sinus, cosinus, tangente et nous pré-
sentons les fonctions trigonométriques réciproques. Enfin, nous introdui-
sons et étudions les fonctions hyperboliques.

OBJECTIFS

1.1 DES THEOREMES GENERAUX
1.1.1 Limites, fonctions continues
Définition : limite d'une suite
» Soit (#,) une suite de nombres et soit £ un nombre réel ou complexe.
On dit que la suite (u,) a pour limite £, ou que u, tend vers £ quand

n tend vers 400, si pour tout € > 0, on peut trouver un entier N tel
qu’on ait I’implication

n>N= u, € [{l—e,l+c].
Cela se note limu,, = ¢.
On a I’équivalence : limu, = { <= lim |u,—£| = 0.
» Une suite est convergente si elle a une limite.
Définition : limite d’'une fonction, fonction continue

» Soit D C Retf : D — R. Soit a un élément de D ou une borne de
D. On dit que f (x) tend vers le nombre réel £ quand x tend vers a,
ou que la fonction f a pour limite £ en a, si pour tout € > 0, on peut
trouver un nombre o > 0 tel qu’on ait I'implication

x €D et xe€la—a,at+a] = f(x) € [{—e,l+€].

Cela se note lim f(x) = £.

X—a
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» On dit que f est continue en a si lim f(x) = f(a).
X—a

» On dit que f est continue si pour tout a€D, f est continue en a.
Propriétés des limites

> Silim f(x) ={ et lim g(x) = ¢/, alors

X—a

1iLn F)+gx) =L+0 et liLn f(x)gx) =L,

» Side plus t' & 0, alors lim f(x)/g(x) =¢/¢.

» On a les mémes propriétés pour les limites de suites.

Fonctions continues et limites

a) Toute fonction polynome est continue sur R.

b) La somme et le produit de deux fonctions continues est continue.
Si f est continue en a et si f (a) # 0, alors la fonction x +— ﬁ est
continue en a.

c) Si f et g sont des fonctions continues et si la fonction composée
gof x> g(f(x)) est définie, alors g o f est continue.
d) Soit (u,) une suite et f une fonction telle que la suite ( f (u,,)) est

définie. Si limu,=¢ et si f est continue en £, alors lim f (u,)=f (£).

1.1.2 Propriétés des fonctions continues sur un intervalle

Théoreme des valeurs intermédiaires. Soir I un intervalle et
f I — R une fonction continue. Soit a,b € I. Pour tout nombre k
compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un nombre ¢ compris
entre a et b tel que f (c) = k.

Le nombre ¢ est une solution de 1’équation f (x) = k. Pour trouver une
valeur approchée de ¢, on peut pratiquer la « méthode du partage en
deux » qui permet dailleurs de démontrer le théoreme.

Méthode du partage en deux. Pratiquons-la sur un exemple en cher-
chant une solution de 1’équation x> —x—1 = 0.

Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = x3—x—1. C’est une
fonction polyndme, donc elle est continue. On a

fH=1-1-1=-1<0 et f(2)=2’-2-1=5>0
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D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un nombre
¢ €[1,2] tel que f(c¢) = 0: ce nombre ¢ est une solution de 1’équation
f(x) =0. Le milieu du segment [1,2] est 3/2. Comme on a

2 8

on en déduit de méme que 1’équation f(x) = 0 a une solution dans le
segment [1,3/2].
Poursuivons : le milieu du segment [1,3/2] est 5/4 et1’on a

f<§>=—5<0 et f(%>>0

L’équation f(x) =0 a donc une solution dans le segment
[5/4,3/2] = [1,25; 1,5]. En continuant de cette maniere, on obtient
des valeurs de plus en plus précises pour une solution de I’équation.

f() <0 et f<§>:z>0

-

/

Courbe de la fonction f : x > x3—x—1

Théoreme de I’extremum. Soit a,b € R etf : [a,b] — R une fonc-
tion continue. Alors f a un maximum et un minimum, c’est-a-dire qu’il
existe des nombres u,v € [a,b] tels que

fu) < f(x) < f(v) pour tout x € [a,b].

Principe de la démonstration. On commence par montrer que f est majo-
rée en raisonnant par I’absurde (la définition d’une fonction majorée se trouve
page 4). Supposons f non majorée, c’est-a-dire qu’il y a des valeurs de f aussi
grandes qu’on veut. Soitm le milieu de [a,b]. Il y a au moins un des deux inter-
valles [a,m]ou [m,b] sur lequel f n’est pas majoréee (sinon elle serait majorée
sur leur réunion [a,b]) : notons I = [a;,b;]cet intervalle. On considere la fonc-
tion f'sur /; et I’on recommence : on coupe /; en deux, etc. On obtient ainsi des
intervalles emboités I}, I»,. .. de plus en plus petits, donc leurs bornes a, et b,
tendent vers un nombre ¢ € [a,b]. Par construction, f n’est pas majorée sur
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[a,,b,], donc il existe ¢, € [a,,b,]tel que f(c,) > n. On alim f(c,) = +o00.
Or lim ¢, = ¢ et f est continue en ¢, donc lim f'(c,) = f(c) : c’est une contra-
diction. Ce qu’on a supposé n’est pas vrai, autrement dit f est majorée.

11 reste a montrer (ce que nous admettons) qu’il y a un majorant plus petit que
tous les autres et que ce majorant est un maximum de la fonction.

1.1.3 Fonctions monotones
Définitions : suite et fonction croissante, décroissante

Soit D une partie de R.

» Une fonction f : D — R est croissante si pour tous x,y € D, on a
I'implicationx < y = f(x) < f(y).

» Une fonction f : D — R est décroissante si pour tous x,y € D, on
a l'implicationx <y = f(x) = f(y).

» Une suite (u,,) est croissante (ou décroissante) si la fonction n — u,,
est croissante (ou décroissante).

» On dit qu’une suite ou une fonction est monotone si elle est ou bien
croissante, ou bien décroissante.

Définitions : suite et fonction majorée, minorée, bornée

» Une fonction f : D — R est majorée s’il existe un nombre M
(appelé majorant) tel que, pour tout x € D, on ait f(x) < M.
Une fonction f : D — R est minorée s’il existe un nombre m
(appelé minorant) tel que, pour tout x € D, on ait f (x) > m.
On définit de méme une suite majorée et une suite minorée.

» On dit qu’une suite, ou une fonction, est bornée si elle est majorée et
minorée.

Une fonction f : D — R est bornée si et seulement s’il existe
f@| <K

un nombre K tel que pour tout x € D,

Théoreme
a) Toute suite croissante et majorée est convergente.
Toute suite croissante non majorée tend vers +0Q.
Toute suite décroissante et minorée est convergente.
Toute suite décroissante non minorée tend vers —oo.
b) Soit f :]a,b[— R une fonction croissante (éventuellement a est
le symbole —o0, ou b est le symbole +0).
» Si f est majorée, alors f(x) a une limite finie quand x tend vers

b. Si f n’est pas majorée, alors lin}) = +o00.
X—>
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» Si f est minorée, alors f(x) a une limite finie quand x tend vers

a. Si f n’est pas minorée, alors lim = —oo.
X—a

On a les résultats analogues pour une fonction décroissante.

Théoreme de la bijection. Soit I un intervalle et f : I — R une
fonction continue et strictement monotone. Alors [ définit une bijec-
tion I — J, ou J est un intervalle.

La bijection réciproque f =" : J — I est continue et a le méme sens
de variation que f.

Si I est ouvert (ou semi-ouvert, ou fermé), alors J aussi.

1.1.4 Fonctions dérivables

, . . : f@—f@
Rappelons qu’une fonction f est dérivable en a si le rapport——-— a

une limite finie quand x tend vers a. Dans ce cas, le nombre

lim L0=L@ — f7(q)

X—a

s’appelle le nombre dérivé de f en a. On dit que f est dérivable si f est
dérivable en tout point de son ensemble de définition.

Proposition. Toute fonction dérivable en a est continue en a.

Dérivée et sens de variation. Soit [ un intervalle et f : I — R une

fonction dérivable.

> f est constante si et seulement si f'(x) = 0 pour tout x € I.

> Si f'(x) = 0 pour tout x € I, alors f est croissante sur 1.

> Si f/(x) > 0 sauf pour un nombre fini de valeurs de x, alors f est
strictement croissante sur 1.

En changeant le sens des inégalités pour f’(x), on obtient bien sir les
résultats analogues pour les fonctions décroissantes.

Inégalités des accroissements finis. Soit I un intervalle et
f I — R une fonction dérivable. Supposons qu’il existe des nomb-
res m et M tels que m < f'(x) < M pour toutx € I. Si a,b € I sont
tels que a < b, alors on a

m(b—a) < f(b)—f(a) < M(b—a)
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Démonstration. La fonction g:xr~ Mx—f(x) a pour dérivée
g'(x) =M—f'(x) >0, donc g est croissante. Puisque a < b, on en déduit
Ma—f(a) = g(a) < g(b) = Mb—f(b), d'od f(b)—f(a) < M(b—a). On
raisonne de méme pour montrer I’autre inégalité. A

Corollaire. Soit I un intervalle etf : I — R une fonction dérivable.
Supposons qu’il existe un nombre K tel que | f! (x)| < K pour tout
x € 1. Alors pour tout a € I et pour tout x € I, on a

|f() — f@| < Klx —al

Pensez aux inégalités des accroisse-
ments finis pour encadrer une
expression de la forme f'(b) — f(a).

La courbe de freste dans le cone coloré.

Exemple. Pour la fonction f:x > sinx, on a f'(x) =cosx, donc

‘f’(x)‘ = |cosx| < 1 quel que soitx € R.On en déduit :

sinb — sina‘ < b —al.

pour tous a,b € R,

Dérivée de la bijection réciproque

Soit I un intervalle et f : I — R une fonction dérivable telle que
f/(x) > 0 pour tout x € I. Alors f définit une bijection strictement
croissante de I sur un intervalle J, la bijection réciproque
f~1: J — I est dérivable et pour toutb € J, on a

, oit a € I est le nombre tel que f (a) = b.

/ 1
N = —
(=) ® 1 (@)

Dans un repére orthonormé, les courbes de f et de f ~! sont symétriques
par rapport a la bissectrice des axes, d’équation y = x.

Soit A un point de la courbe de f et soit A’ le point de la courbe de !,
symétrique de A’. En A et A’, les tangentes ont des pentes inverses,
d’apres I’égalité ci-dessus.
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y y =fx)

Si la pente en A est ¢, la pente en A’

s B

Démonstration. La fonction f est continue (car dérivable) et elle est stricte-
ment croissante par hypothese sur le signe de f'. D’apres le théoreme de la bijec-
tion, f définit une bijection de / sur un intervalle J. Pour tout y € J \ {b},

-1 _ -1
posons (p(y) — M Ona

y—>b
-1 _ -1 b _
e(f) = f (ff(Xz_I{ ®) = f)(cx)cib, pour tout x € I\ {a}.

Passons a la limite quand y tend vers b. Puisque lim f(x) = f(a) = b, il vient

lim ¢(y) = lim ¢(f(x)) = lim S
y—>b(p y)= x%a(p x> f)—f(a) B f(a)

car f'(a) # 0. La fonction f ~'a donc pour dérivée en b le nombre

1
f(ay

1.2 SUITES ITERATIVES

Soit / un intervalle et f : I — R une fonction telle que pour tout x € I,
onaf(x) € l.Siug e I,alorsu; = f(ug) etup, = f(u;) appartiennent
a I, et I'on peut définir de proche en proche u,;; = f(u,) pour tout
entiern > 0.

Rappels

» Si la suite (u,) a pour limite un nombre o € I et si f est continue en
a, alors «v est un point fixe de la fonction f, c’est-a-dire que 1’on a

f(@) =a.
» Si la fonction f est croissante, alors la suite (u#,,) est monotone (crois-
sante si u; > ug, décroissante si u; < ug).

Mettons en évidence un cas ou la suite (u#,) est convergente.
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Proposition. Soit [ un intervalle et f : I — R une fonction telle
que, pour tout x € I, on a f(x) € 1. Supposons que

(1) il existe o € I tel que f(a) = ;

(i) la fonction f est dérivable sur I ;

'] < K
Alors quel que soit uy € 1, la suite itérative définie par la relation
Unt1 = f(u,) a pour limite .

(iii) il existe un nombre K <1 tel que, pour tout x € I,

Dans ces conditions, on dit que « est un point fixe attractif.

Démonstration. On a u, | —a = f(u,) — f(a) car u, 1 = f(u,) et
f () = . Appliquons I'inégalité des accroissements finis a la fonction f entre

u, eto : puisqu’on a |f’(x)| < K pour tout x € 1, il vient

|fu) = f@] < Kluy —a 0
ln1 —af < Kluy — af
1l s’ensuit (démonstration par récurrence) que
pourtoutn > 1, |u, —a| < K"|uy — of ?2)
Puisqu’on a supposé 0 < K < 1,o0n a nEToo K" =0, donc aussi lim |u, —«|
= 0, ou encore limu, = «. |
Remarques

a) L'inégalité (1) montre que pour toutn,on a |u,+; — o] < |u,—o| :la dis-
tance de u, a o est donc décroissante.

b) Linégalité (2) permet de majorer cette distance : par exemple, si p est un
entier positif tel que K”|ug—a| < 1073, alors pour tout n > p, on a I'enca-
drement |u, — o] < 1073,

1.3 FONCTIONS ET EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

1.3.1 Equations cosx = cos a etsinx = sina

» Les solutions de I’équation cos x = cos a sont les nombres a+2km
et —a+2km,ouk € Z.

» Les solutions de I’équation sin x = sin « sont les nombres a+2k7 et
T—o+2km, ou k € 7.

1.3.2 Fonctionx — acosx + bsinx

Soient a,b des nombres réels non tous deux nuls. Posons K = +/a2+b2.

2 2 2,32 . .
On a alors (£)” + (%) =4 [;Lzh =1, donc le point de coordonnées
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(% %) est sur le cercle trigonométrique. On en déduit qu’il existe un

(unique) nombre 0 € [0,27[ tel que

4 =cosf et — =sinf
K K

Il vient acos x + bsinx = K (cos 6 cos x + sinfsinx), ¢’est-a-dire

acosx + bsinx = K cos(x — ) pour tout x € R.

Equation a cosx + bsinx = ¢

Puisque K =+ 0, on a pour tout x I’équivalence :

c
acosx +bsinx =c <= cos(x —0) = I

Premier cas : |%| > 1. I’équation acosx 4+ bsinx = ¢ n’a aucune
solution, car la fonction cosinus ne prend que des valeurs dans [—1,1].
Second cas : |%| < 1. 1l existe un nombre « tel que % = cosa. Les

solutions de I’équation acosx + bsinx = ¢ sont alors les nombres
O+a+2km et 0—a+2km, ou k € Z.

1.3.3 Fonction tangente

sin x
. Son ensemble de

La fonction tangente est définie par tanx =
cosx

définition est {x e R | cosx # 0} = R\ {n/2 + km; k € Z}.

Propriétés de la fonction tangente

e La fonction tangente est m-périodique, car cos(x+m) = —cosx et
sin(x+m) = — sin x, donc tan (x+m) = tanx.

e La fonction tangente est impaire, car la fonction sinus est impaire et
la fonction cosinus est paire.

+ Onatan’(x) = 1 + (tanx)?. La fonction tangente est donc stricte-
ment croissante sur I'intervalle |—m/2,7/2[ et aussi, par périodicité,
sur tous les intervalles |—m/2+km,7/2+k7[,ou k € Z.

e Ilim tanx =+4ooet lim tanx = —oo :lacourbe de tangente a
x—m/2 x—>—m/2

donc une asymptote verticale en /2 et en —m/2.
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/

3ni2-n2 ! {2 1312

Courbe de la fonction tangente

1.4 FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES RECIPROQUES

1.4.1 Lafonction Arc sinus

Définition. Pour tout x € [—1,1], on note Arcsinx 1’unique nombre
o € [—m/2,m/2] tel que x = sin .

La fonction Arcsin : [—1,1] — [—n/2,7/2] s’appelle la fonction
Arc sinus.

» Pour tout x € [—1,1], on a sin(Arcsinx) = x.
» Pour tout a € [—7/2,7/2], on a Arcsin(sina) = a.

La fonction Arcsin est la bijection réciproque
de la fonction sin : [—7/2,7/2] — [—1,1].

On en déduit les propriétés suivantes.

e La fonction Arcsin est continue et strictement croissante.

» La fonction Arcsin est impaire, car sinus est impaire.

e Soit b €]—1,1[ et soit a = Arcsinb. On a a €]—7n/2,7/2[, donc
sin’(a) = cosa > 0. Par suite (dérivée de la bijection réciproque)

1 1 1 1
A i /b = = = =
resin’ (b) sin@)  cosa  Jl—sinla  JI-B°
., 1
Arcsin'(x) = ——, pourtoutx €]—1,1[

1 — x2

La courbe de Arc sinus a des demi-tangentes verticales aux points
(1,7/2) et (—1,—7/2).
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2t Arcsin

i fl -1
,,,,,,,,,, -m/2

Courbe de Arcsin

1.4.2 Lafonction Arc tangente

Définition. Pour tout x € R, on note Arctanx I’'unique nombre
a € ]—m/2,m/2[ tel que x = tan .

La fonction Arctan : R —]—m/2,7/2[ s’appelle la fonction Arc tan-
gente.

» Pour tout x € R, on a tan (Arctanx) = x.
» Pour tout o € |—n/2,7/2[, on a Arctan(tan o)) = a.

La fonction Arctan est la bijection réciproque
de la fonction tan : |—7/2,7/2[— R.

On en déduit les propriétés suivantes.
e La fonction Arctan est continue et strictement croissante.
e La fonction Arctan est impaire, car tangente est impaire.

e lim Arctanx =7/2et lim Arctanx = —7/2.
x—+00 X—>—00

La courbe de Arctan a donc une asymptote horizontale d’équation
y=m/2 en +4oo, et une asymptote horizontale d’équation
y = —7/2 en —o0.

e Soit hbeR et soit a= Arctanb. Alors a € |—n/2,7/2[ et
tan’(a) = 1+(tana)®> #+ 0, donc (dérivée de la bijection réci-
proque)

1 1 1

tan’(a) 1+ (tana)?> 1+ b2

Arctan’(b) =

Arctan’(x) = pour tout x € R

1+ x2’
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T M e

/2

,’ --------- —7/2

Courbe de Arctan

1.5 FONCTIONS HYPERBOLIQUES

Définitions
» La fonction sinus hyperbolique, notée sh : R — R est définie par

X _ =X
AT A
2
» La fonction cosinus hyperbolique, notée ch : R — R est définie
par
X —X
chx = ete”
2
» La fonction tangente hyperbolique, notée th : R — R est définie
par
h
thx = H
chx

1.5.1 Propriétés des fonctions hyperboliques

(1) Les fonctions sh, ch et th sont dérivables et 1’on a
sh'(x) = chx, ch'(x) = shx et th'(x) = 1—(thx)?

(2) sh(0) =0, ch(0) =1 et (chx)? — (shx)?> = 1 pour tout x € R.
(3) Pour tout x, on a
sh(—x) = —shx, ch(—x) = chx, th(—x)=—thx
chx>1 et —1<thx <1

(4) La fonction sh est impaire et strictement croissante ;
elle définit une bijection sh : R — R.
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(5) La fonction ch est paire, et elle est strictement croissante sur
[0,400[ ; ch définit une bijection [0,+oo[— [1,4+00].

(6) La fonction th est impaire et strictement croissante ;
elle définit une bijection th : R —]—1,1].

.................. -1

Démonstration. Les propriétés (1) et (2) se vérifient aisément par le calcul, de
méme que la parité de la fonction ch et I'imparité de sh et th. Pour tout x € R,
on a (chx)?> = 14(shx)? > 1. Puisque chx est par définition positif, on en
déduit chx > 1.

X

Pour tout x,onachx — shx = e™* > 0, donc shx < chx. Comme on a aussi
—shx = sh(—x) < ch(—x) = chux,ilvient|shx| < chx.Puisque chx > 0,
| shx|
< 1.
chx
Puisque sh’(x) = chx > 0, la fonction sh est strictement croissante. On a
sh(0) =0, donc shx >0 pour x > 0. Puisque lim e¢* =+oco et

x—+00

lim ¢ =0,ona lim shx = +oco. La fonction sh étant dérivable, elle est

X—>—00 X—+00

continue. Etant strictement croissante, elle définit une bijection R — R.

on en déduit | thx| =

Pour tout x > 0, onach’(x) = shx > 0, donc ch est strictement croissante sur
[0,+o00[. De plus, ch(0) =1 et liT chx = 400, donc ch définit une bijec-
X—> 100

tion strictement croissante [0, +oo[— [1,400].
Enfin, on a (thx)? < 1, donc th’(x) = 1—(thx)?> > 0, donc th est strictement

. . _ eX(l_e—Zx) _ ]76—2)( . _ _
croissante. Puisque thx = S-—— (Fe ) = iz Ona X£r+noo thx = 1. La fonc
tion th est donc une bijection R —]—1,1[. |

1.5.2 Trigonométrie hyperbolique

Pour les fonctions hyperboliques, il y a des formules analogues aux for-

mules de trigonométrie, comme (chx)?>—(shx)>=1. En voici
quelques-unes :



14 Chapitre 1 « Suites et fonctions

ch(2x) = (chx)? + (shx)? sh2x = 2shxchx
ch(2x) + 1 = 2(chx)? ch(2x) — 1 = 2(shx)?
ch(a+b) = chachb + shashb sh(a+b) = shachb + chashb

Remarque : supposons que a et b sont des nombres réels tels que
a’—b* =1 et a > 0 ;il existe un unique nombret € R tel que b = sht, car
sh : R — R est une bijection ;on aalors a*> = 1+(sh#)> = (ch¢)? et comme
a > 0,on en déduit a = cht.

Les solutions de I'équation x>—y* = 1, x > 0 sont les couples
(x,y) = (cht,shr),out € R.

La courbe d’équation x>—y?> =1, x > 0 est Y

une branche d’'hyperbole ayant pour asymp-

totes les droites d'équation y = x et y = —x

(figure ci-contre).

C'est cette propriété qui a donné aux fonc-

tions sh et ch le nom d’hyperbolique.

S

1.5.3 Equations hyperboliques pa

Equationshx =a

Soit a € R. Puisque sh est une bijection R — R,I’équation shx = a a
une unique solution. Pour la calculer, on écrit

X _ X

e
shx=a& —— =a
2

& e —2ae"—1 =0 en multipliant par 2¢*
& X?—2a4X —1=0 enposant X = ¢*.
L’équation X? —2aX —1=0 a deux solutions réelles de signes

contraires, car le coefficient de X2 et le terme constant sont de signes
contraires. Puisque e* > 0, on ne retient que la solution positive qui est

X = a++/a?+1. On en déduit que pour tout a € R :

shx =a <= x =1In (a—{—\/az—l—l)

On pose Argsha = In (a—{—\/az—l—l) .

La fonction Argsh : R — R, appelée argument sinus hyperbolique, est
la bijection réciproque de sh.
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Equationchx =a

La fonction ch définit une bijection [0,4-0o[— [1,4-00[. On en déduit
que I’équation ch x = a n’a pas de solution si a < 1 et a une seule solu-
tion positive ou nulle si a > 1.
Supposons a > 1. Puisque ch est paire, I’équation ch x = a a deux solu-
tions opposées. On a

et e

chx=a& — =a
2
2x X _ s 13 X
& e —2ae’ +1 =0 enmultipliant par 2e

& X?—2aX+1=0 enposant X = ¢,
Les racines X| = a + +/a%?—1 et X = a — +/a*—1 = 1/ X sont posi-

tives. Puisque X| > a > 1, le nombre x; = InX est la solution positive
de I’équation chx = a.

chx =aetx >0<:>x:1n<a+ az—l)

Pour tout @ > 1, on pose Argcha = In (a + \/az—l).

La fonction Argch : [1,400[— [0,400[, appelée argument cosinus
hyperbolique, est la bijection réciproque de la fonction
[0,4o00[— [1,4o0[ définie par ch.

Equationthx =a

Si |a| > 1, I’équation n’a pas de solution car la fonction th prend ses
valeurs dans ]—1,1].
Supposons —1 <a < 1.0n a

eX—e ™ e —1 2 1+a
thx:a<:> == —— =a & v¢e = —
eXte—x e2x 41 I—a

1 1+a

thx =a & x=-1In——

2 l—a

1. 1+4a
Pour tout @ € ]—1,1[, on pose Argtha = ilnl—'
—a

La fonction Argth :]—1,1[— R, appelée argument tangente hyperbo-
lique, est la bijection réciproque de la fonction th : R —]—1,1[.
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EXERCICES

1.1 a) Montrer que pour tout x € [—1,1], il y a un unique nombre
0 € [0,m]tel que cos @ = x. On note Arccosx ce nombre 6.

b) Montrer que la fonction Arccos : [—1,1] — [0,7] est décroissante.

™ .
¢) Montrer que pour tout x € [—1,1], on a Arccosx = 5~ Arcsin x.

1.2 a) Trouver les nombres x € [0,27] tels que

(cosx)? 4+ 3(sinx)®> —5cosx =0

b) Trouver les nombres x € [0,27] tels que 6¢cosx — 8sinx =5
(on exprimera les solutions au moyen de o« = Arcsin(3/5)).

1.3 Soit @ > 0. Pour tout x € R, on pose

fx)=a et ox) =x— f(x).

n X

2(1+x2)
a) Montrer que | f(x) | < 1/2. Montrer que la fonction ¢ est strictement
croissante et calculer ses limites en 400 et en —oo. En déduire que f a
un unique point fixe qu’on notera s(a).

b) Quel est le signe de w(a) ? En déduire I’inégalité a < s(a).

1
¢) Montrer que pour x > 0,ona0 < f(x) —a < I En déduire que
X

a<s(a)<a+ —.

2a
d) On définit la suite (u,) en posant ug =0 et u, 1, =a + Z(%HM%)
pour tout n > 0. Montrer que limu,, = s(a).
e) Soit le polyndme P(x) = 2x3 — 2ax* + x — 2a. Montrer I’équiva-
lence P(x) =0 <= f(x) = x. En déduire que P a une unique racine
réelle. On suppose a = 1: utiliser la suite (u,)pour calculer une valeur

approchée a 1072 pres de cette racine.

. 2 oo . .
1.4 a) Calculer lim . Montrer qu’il existe une fonction conti-
x—T/2 COSX

2
pour tout x # 7/2 appar-

nue u : [0,7] - R telle que u(x) = al
cos x

tenant a [0, 7].
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b) Montrer que le graphe de u a un axe de symétrie paralléle a I’axe des
ordonnées.

¢) Montrer la fonction x = x 4+ cosx est strictement croissante sur
[0,7/2] et que I'on a x + cosx < m/2 pour tout x € [0,7/2][.

En déduire que u(x) < —1 pour tout x € [0,7/2[. Quel est le maximum
de la fonction # ? En quel(s) point(s) est-il atteint ?

d) Montrer que pour tout x € [—1,1], on a cos(Arcsinx) = +/1—x2.

/2 — Arcsinx
Utiliser (a) pour en déduire lirrll /— =

V1—x2

c<l
1.5 Posons f(x) = Inchx.

a) Montrer que la fonction f est définie sur R, qu’elle est paire et que
f(x) = 0 pour tout x € R.

b) Etudier les variations de f.

¢) Montrer que pour tout x € R, on a f(x) = x — In2 + In(14-e~%).
En déduire que la courbe de f a une asymptote en +o00 ; donner 1’équa-

tion de cette asymptote et la position de la courbe par rapport celle-ci.
Dessiner la courbe de f.

d) Soit a > 0 et soit (u,)la suite telle que
up=a et u,y; =Inchu, pourtoutn € N.

(i) Montrer que pour toutx > 0,ona 0 < f(x) < x. En déduire que
u, € [0,a] pour tout n € N. Quel est le sens de variation de la suite
(un) ?

(ii) En utilisant (c), montrer que pour tout x > 0, on a I’équivalence
(f(x) =x <= x =0). En déduire limu,, = 0.

1.6 On pose f (x) = Arcsin(2x+/1 — x2).

a) Montrer que pour tout r € R, on a4s(1—t) < 1. En déduire que I’en-
semble de définition de la fonction f est [—1,1]. Montrer que f est
impaire.

b) Montrer que

o

2 Arcsin x si0<x < \/5/
<

S = :w—2Arcsinx siv/2/2

x <1
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¢) La fonction f est-elle continue ? Quelles est la pente de la tangente

en 0 ? Préciser les demi-tangentes aux points d’abscisse v/2/2 et 1.
Dessiner la courbe de f.

1.7 Soitf : [a,b] — R une fonction continue et soit (i,,) une suite dont
tous les termes appartiennent a [a,b].

a) On suppose que pour tout x € [a,b],ona —1 < f(x) < 1. Montrer
e i ()" =0

b) On suppose que pour tout x € [a,b], on a f(x) > 0. Montrer que

lim /f () = 1.

n—+00

SOLUTIONS

1.1 a) La fonction cos : [0,7] — R est continue et strictement décrois-
sante, car pour tout x € ]0,7[, on a cos’'(x) = —sinx < 0. Puisque
cos0 =1 et cosm™ = —1, on a une bijection cos : [0,7] — [—1,1]. Par
cette bijection, tout nombre x € [—1,1]a un unique antécédent
0 € [0,7].

b) La fonction x + Arccos x est la bijection réciproque de la bijection
décroissante cos : [0,7] — [—1,1], donc Arccos est décroissante.

¢) Soit x € [—1,1]. Puisqu'on a 0 < Arccosx < m,on en déduit
—nm/2=m/2 — 1 <72 — Arccosx < /2 —-0=7/2.

On sait que pour tout «, on a sin(7/2—a) = cosa, donc
sin(m/2 — Arccos x) = cos(Arccos x) = x. Puisque (7/2 — Arccos x)
€ [—7/2,7/2], on en déduit /2 — Arccosx = Arcsinx, par défini-
tion de Arc sinus.

1.2 a)Ona

(cos x)%>+3(sinx)?>—5cosx = (cos x)>+3—3(cosx)?>—5cos x
= —2(cosx)?> —5cosx + 3.

En posant f = cos x, il vient I’équation 2¢> 4 5t — 3 = 0 dont les raci-
nes sont 1/2 et —3. Puisque | cos x| < 1, les nombres cherchés sont les

x € [0,27] tels que cosx = 1/2, c’est—é—direg et 27r—§.
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b) Pour tout x, on a (en divisant par +/62 + 82 = /100 = 10) :

3 4 1
6cosx — 8sinx =5 < gcosx— gsinx = 3

Puisqu’on a posé a = Arcsin(3/5), il vient sina = 3/5. De plus,
a € [0,m/2] car 0 <3/5<1, donc cosa>0. On en déduit

cosa =+/1—(3/5)2=4/5. Comme 1/2 = sin(r/6), 1’équation

s’écrit maintenant :

sinaecos x — cosasinxy = 1/2

<= sin(a—x) = sin(7w/6)

<~ a—x=7/6+2kr ou a—x =57/6+2km oukeZ
< x=a—7/6—-2kr ou x=a-57/6—2kmoukeZ

Puisque «v € [0,7/2] et sin(7/6) =1/2 < 3/5 = sinaw < 1,0n a
/6 <a<Tm/2

On en déduit a—7/6 € [0,7/2] et aussi —47w/6 < a—57/6 <
w/2—=57/6, dou 47n/3 < a—57/64+27w <57/3. On a donc
a—57/6+2m € [0,27].

Les nombres x € [0,27] solutions de 1’équation sont a—7/6 et
a—=5m/6+27 = a+77/6.

1 1—x2

1.3 a) On calcule f'(x) = 2 (a2

D’apres I'inégalité triangulaire,
2 2
ona|l—x°| < 14x“, donc

)| 1 |1—x2| <1 1+4x? 11 -
X = - N = — <
2 (14x2)2 ~ 2 (14+x2)2 2 14x2

N —

1 1
Ainsi, on a —3 < ffx) < X Comme ¢'(x) =1 — f’(x), il vient

1
o) =1- 3 > 0, donc ¢ est strictement croissante sur R.
Ona lim f(x) =a,donc lim ¢(x) = *£o0.
x—Fo0 x—Fo0

La fonction ¢ étant continue, il existe un unique nombre s(a) tel que

¢(s(a)) = 0, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires.



Chapitre 1 « Suites et fonctions

On al’équivalence f (x) = x < ¢(x) = 0. Donc s(a) est I’'unique point
fixe de f (figure 1.1).

............................................................

s(a) X
Figure 1.1

a
2(14a?)
croissante, on en déduit a < s(a).

b) On a p(a) = < 0= ¢(s(a)). Puisque ¢ est strictement

¢) Pour tout x > 0,onaf(x)—a = > 0. De plus,

X
2(14x2)

X 1 x2 1 2
, car0 <

— < — < 1.
2(14x2)  2x 14x2  2x 14x2

1
Appliquons I’encadrement 0 < f(x)—a < o au nombre positif s(a) :
X

O<f(s(a))—a<$

2s(a)
On a b < 1 d’apres (b), et f(s(a)) =s(a), dot 0 <s(a) —a
s(a) a
1
< —.
2a

d) On applique la proposition page 8. La fonctionf : R — R a un point
fixe s(a) et d’apres la question (a), on a |f/(x)| < 1/2 pour tout x € R.
On en déduit que la suite définie par u,+; = f(u,) a pour limite s(a).
e)

Ona fxX)=x<<=x—a < 2(x—a)(x*+1) = x

B X
T 2(x241)
<= P(x) =0 en développant.
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Puisque s(a) est’unique point fixe de f, s(a) est I'unique solution réelle
de I’équation P(x) = 0.

Prenons a = 1. Le polyndme P a donc pour racine o = s(1). La fonc-
tion x +—> | f (x)| est majorée par 1/2, donc pour tout entier n > 1, on
a (remarque page 8)

lun—ar| < (1/2)"|lup—arl = a/(2"), carug = O et > 0.

1 3
D’apres (¢),onaa=s(1) < 1+ 5= 3/2, donc \un—a| < T 208
Cherch 102 cestadie 2 = 2210
erchons n pour que ————— < c’est-a-dire >
PouT aue o)

= 150. Puisque 28 = 256, I’entier n = 8 convient. Le terme ug est une
valeur approchée 2 1072 prés de «.. Avec une calculatrice, on peut cal-
culer successivement u;=f(0) =1, up=£(1),..., ug. On trouve que
ug est peu différent de 1,2441. La racine réelle de

P =2x3 — 2x% 4+ x — 2 vautdonc 1,24 4 10~2pres. La courbe de P est
représentée figure 1.2.

Figure 1.2 Courbe deP.

1.4 a) Par définition de la dérivée de cosinus en 7/2, on a

COS X . CcOSx—Ccos /2

im = lim
x=>71/2 X—T[2  x—n/2 x—7/2
= cos'(7/2) = —sin(7/2) = —1

. . x—7/2
Par suite, lim
x—>7m/2 COSX

donc une fonction u# continue en 7/2. Puisque u est aussi continue en

= —1. En posant u(7w/2) = —1, on obtient

tout autre point de [0,7], u est continue sur [0,7].
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b) Pour tout x #* /2 appartenant a [0,7], on a 7—x € [0,7] et

W — x) = (m—x) —7m/2  w/2—x u)
~ cos(m—x)  —cosx

Cela veut-dire que la droite verticale d’équation x = /2 est axe de
symétrie du graphe de u.
¢) Posons h(x) =x+ cosx pour tout x € [0,7/2]. Pour tout
x €[0,7/2[, onah’(x) =1 — sinx > 0, donc / est strictement crois-
sante sur [0,7/2]. Pour tout x € [0,7/2[, on en déduit
h(0) < h(x) < h(r/2), c’est-a-dire 1 < x4cosx <m/2, donc
x—m/2 < —cosx. Pour tout x € [0,7/2[, on peut diviser par
x—m/2

cosx > 0, ce qui donne u(x) = < —1. D’apres (b), on en

déduit u(x) < —lpour tout x % m/2appartenant a [0,7]. Puisque
u(m/2) = —1, le maximum de u sur [0,7] vaut —1 et est atteint seule-
ment en 7/2. La courbe de u est représentée figure 1.3.

yT /2 T

Figure 1.3

d) Soit x €]—1,1[. Posons 6 = Arcsinx, de sorte que x = sinf et
0 € [-m/2,7/2]. On en déduit 1—x> = (cosf)? et cosd > 0, donc
cosf = /1—x2.

Pour tout x € [0,1], on a Arcsinx € [0,7/2]. La fonction Arcsin est
continue sur [0,1] et u est continue sur [0,7/2], donc la composée
x — u(Arcsin x) est continue sur [0, 1]. Par suite,

lim1 u(Arcsinx) = u(Arcsin 1) = u(w/2) = —1
Tel
Arcsinx—7/2

V1—x2

D’apres le calcul précédent, on a u(Arcsinx) = ,d’oule

résultat.
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1.5 @) Puisqu’on a chx > 0 pour tout x € R, la fontion f est définie sur
R. La fonction ch étant paire, la fonction f I’est aussi. Comme on a de
plus chx > 1 pour tout x, il vient f(x) = Inchx > 0.

ch In

b) Sur RY, f est la composée R —— R** —— R de deux fonctions
croissantes, donc f est croissante sur R*. Comme f est paire, il s’ ensuit
qu’elle est décroissante sur R™.

1
¢) On écrit chx = 5eX(lJre*ZX) et il vient Inchx = —In2 + x+

In(14e~2%).
On a Inchx — (x—In2) = In(14+e~2*) et puisque lirll e =0, il
X—>+00

vient lim (ln chx — (x—In 2)) =0 : la droite D d’équation

xX—>—+00
y = x—In2 est asymptote a la courbe de f en +oo. Pour tout x, la dif-
férence In chx — (x—In2) est positive, car In (14¢ ) >1nl1 =0,
donc la courbe est toute entiere au dessus de D.
Puisque la fonction f est paire, la droite D’ symétrique de D par rapport
a Oy est asymptote en —oo, et la courbe est au dessus de D’ ; I’équation
de D' est y = —x—In2. La courbe de f est repésentée figure 1.4.

y »
2 &

A S
e 3 e
\/ ﬂ//

?o
X
Figure 1.4

. sh x
d) @i Onaf'(x)= ha = thx,donc —1 < f’(x) < 1 pour tout x. En
chx

appliquant 1’inégalité des accroissements finis, on en déduit
| f(x) = f(0)| < |x—0]. Comme f(0) =0, il vient |In chx| < |x|.
Puisque In chx 2 0 pour tout x, on en déduit que pour tout x > 0, on a
0<Inchx <

Pour tout n, on a u, > 0, donc Inchu, < u,, d’apres ce qui précede,
c’est-a-dire u,; <u, : la suite (u,) est décroissante. Il s’ensuit
u, <uy=a,doncu, € [0,a].
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d) (ii) D’apres (c), on a, pour tout x, les équivalences

f)=xoh(l+e ) =2 1+ ¥ =2

2x

Se Pt =1x=0

La suite (u,) est décroissante et minorée par 0, donc elle converge vers

un nombre « > 0. Puisque f est continue, on a f(a) = a, donc @ =0
d’apres I’équivalence ci-dessus. Ainsi limu, = 0.

1.6a)Pourtoutt € R,onal —4r(1—t) = 4>—4t+1 = (2t—1)> > 0,
donc 4¢(1—¢) < 1(voir figure 1.5). Pour que V/1—x2 soit défini, il faut
que 1—x? >0, c’est-a-dire x € [—1,1]. Réciproquement, supposons
x € [—1,1]. Alors en appliquant I'inégalité 4t (1—t) < 1 at = x>, ona
4x2(1—x%) < 1, ou encore 2|x|v/1—x2 < 1, donc —1 < 2x+/1—x2
< 1. D’ensemble de définition de f est donc [—1,1].

12 17
Figure 1.5 Courbedet — 4t(1 — 1)

Les fonctions x +— 2x+/1—x2 et Arcsin étant impaires, leur composée f
est impaire.

b) Soit x € [0,1]. Posons § = Arcsinx, donc 6 € [0,7/2] et sinf = x.
Alors cos > 0, donc +/1—x2 = cos et il vient

f(x) = Arcsin(2 sin f cos ) = Arcsin(sin 26)

Supposons 0 < x < \/5/2. Alors on a 0<6<7/4, donc

0 < 260 < /2 et par suite

f(x) = Arcsin(sin 20) = 20 = 2 Arcsinx .
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Supposons «/5/2 <x<1. Alors on a w/4 <6<mw/2, donc
/2 < 20 < 7, donc

f(x) = Arcsin(sin 20) = 7—260 = w — 2 Arcsin x .

¢) La fonction x — 2x+/1—x2 est continue sur [—1,1] et Arcsin est
continue, donc f est continue comme composée de deux fonctions conti-
nues. On voit aussi sur les expressions ci-dessus que

lim f(x) =2 Arcsin(v/2/2) = 2(r/4) = /2

x—+/2/2
x<v2/2

lim /() =7~ 2 Arcsin(v/2/2) = 7 — 2(1/4) = 7/2
x—2/2
x>v/2/2

ce qui montre A nouveau que f est continue en v/2/2. Remarquons enfin

que f(0) =0= f(1).
Pour tout x € 1—+/2/2,+/2/2[, on a f’(x) = 2Arcsin’ (x) =

9

—X
donc la tangente en 0 a pour pente f'(0) = 2.

2
Pour x € |+/2/2,1[, ona f'(x) = — . Par suite
/ f T
lim f'(x) = 2 _2/3et lim fx) = 2 _ o
x—>v/2/2 A/ 1/2 x—>v/2/2 1/2
x<v2/2 x>2/2

Ce sont les pentes des demi-tangentes 2 la courbe de f en /2/2.

Puisque la courbe de Arcsin a une tangente verticale au point d’ab-

scisse 1, il en va de méme de la courbe de x +— 7m—2 Arcsin x, donc de

la courbe de f. Voici comment dessiner aisément la courbe de f qui est
représentée figure 1.7 page 26 :

— On part de la courbe de x — Arcsin(x) et en multipliant par 2 les
ordonnées de chaque point, on obtient la courbe de x +— 2 Arcsin(x)
(figures 1.6 page 26) ; sur 'intervalle [—\/5/ 2,2 /2], c’est la courbe
de f.

— On obtient la courbe de x — —2 Arcsin(x) par symétrie par rapport a
Ox ; puis, en baissant de 7 I’axe des abscisses, on obtient la courbe de
X +— m—2Arcsin(x) (figures 1.6 page 26) ; sur l’intervalle
[v/2/2,1], c’est la courbe de f.
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Tr-------4 T
2 L.
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V212 Pl
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i
........ - [ S,
V212
X —— 2 Arcsin x X —— —2 Arcsin x X —= 7T — 2 Arcsin x
Figures 1.6
/2 Yo
-1 :
-\2/2 V21 x
S— -2

Figure 1.7 Courbe de f.

— Sur Iintervalle [—1,—+/2/2], on compléte par symétrie par rapport a
I’origine, car f est une fonction impaire.

1.7 a) Puisque f est continue sur le segment [a,b], f a un maximum M
et un minimum m sur [a,b] : il existe des nombres u et v appartenant
a [a,b] tels que, pour tout x € [a,b], on a m = f(u) < f(x)
< f(v) =M. Onadoncm < f(u,) < M pour tout n et par suite

m" < (f(uy))" < M" pour tout n.

Par hypothese,ona —1 < f(u) =m < M = f(v) < 1, donc les suites
géométriques (m")et (M") ont pour limite 0. On en déduit que (f (u,))"
tend vers 0.
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b) Notons encore m = f(u) et M = f(v) le minimum et le maximum
de f sur [a,b]. Par hypothese, on a 0 < f(u) =m < f(x) < Mpour
tout x € [a,b], donc O < m < f(u,) < M pour tout n. On en déduit

Im < Y f(uy) < /M pour tout .

On sait que si r est un nombre strictement positif, alors

. . 1
lim &/r = lim en™ =¢"=1.
n—-+00 n—-+00

Donc /m et +/M tendent vers 1 et par conséquent </ f (u,,) tend vers 1.






Formules
de Taylor

HAPITRE

Si f est une fonction dérivable, nous montrons que les différences

f(b) — f(a) peuvent s'exprimer au moyen de f’ (égalité des accrois-
sements finis).

Si f possede une dérivée seconde, ou troisiéme, etc., on obtiendra aussi des
formules faisant intervenir £, f®, etc. (formules de Taylor).

OBJECTIFS

Ces résultats permettent de démontrer des inégalités et calculer certaines
limites (régle de I'Hospital).

Commencgons par énoncer la propriété qui, bien que particuliere, est a
I’origine de tous les résultats de ce chapitre.

Théoreme de Rolle. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur
la,b], dérivable sur la,b[ et telle que f(a) = f(b) =0. Alors il
existe un nombre ¢ €la,b[ tel que f'(c) = 0.

Démonstration. Si f est la fonction nulle, alors f'(x) = 0 pour tout x € [a,b]
et 'on peut prendre pour ¢ n’importe quel nombre de l'intervalle ]a,b[.
Supposons maintenant que f prend au moins une valeur non nulle, par exemple
une valeur positive. Puisque f est continue sur le segment [a,b], f atteint son
maximum en un certain point ¢ € [a,b] (théoréme page 3). Ce maximum étant
strictement positif, on a ¢ # a et ¢ # b, donc ¢ € Ja,b[. Alors puisque f est
dérivable en ¢, on en déduit f'(c) = 0. |

11 peut exister plusieurs nombres ¢ tels que f'(c) = 0.

2.1 LA FORMULE DES ACCROISSEMENTS FINIS

Elle permet d’estimer, au moyen de la dérivée, la différence
f(b) — f(a) des valeurs prises par une fonction f en deux points a et b.
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Théoreme des accroissements finis. Soit f : [a,b] — R une fonc-
tion continue sur [a,b] et dérivable sur la,b[. Alors il existe au
moins un nombre c € la,b[ tel que (formule des accroissements

finis)
fb) = fa)=®-a)f'(c)

C’est ce théoreme qui permet de montrer que si une fonction a une déri-
vée positive ou nulle sur un intervalle, alors elle est croissante.

En effet, soit 7 un intervalle et f : I — R une fonction dérivable telle que
f'(x) = 0 pour tout x € I.Soient a,b € I tels que a < b.En appliquant la
formule des accroissements finis entre a et b, il vient

fb)— f@=bB-a)f'(¢c) =0, car b—a>0 et f'(c)>0
doncf(a) < f(b).Cela montre que f est croissante sur 1.

Démonstration. Sur le graphe de f, on considere les points A : (a, f(a)) et

B: (b,f(b)). La droite (AB) a pour pente p = %{’:(“) et pour équation
vy = f(a)+ p(x —a). Posons d(x) = f(a) + p(x —a). L'écart algébrique
entre le graphe de f et la corde AB est mesuré par la différence
e(x) = f(x) —d(x). La fonction e : [a,b] — R est, comme f, continue sur
[a,b] et dérivable sur Ja,b[. Puisque le graphe de d passe par A et B, on a
e(a) =e(b) =0. D’apres le théoreme de Rolle, il existe donc un nombre

¢ € la,b[ tel que €'(c) =0. Or ¢'(x) = f'(x) —d'(x) = f'(x) — p, donc il

vient 0 = ¢'(c) = f'(c) — p, d’ot f'(c) = p = LO=L@, a
f L
y z
y =fx) b)—
) It Legatie 7 &~/ ; ACH
—a

A affirme qu'au point d'abscisse c,
fla) '—A—l la tangente est parallele a (AB).

é c b x

Si I’on peut trouver un encadrement m < f'(x) < M valable pour tout
X €la,b[, on obtient les inégalités des accroissements finis rappelées
page 5.

Exemple. Montrons que pour tous nombres a et b tels que 0 < a < b,ona

b—a b—a
<Vb—Ya< —=.
3Vb? 3va?

I'encadrement
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Posons en effet f(x) = .Jx pour tout x, de sorte quon a

Jb—Ya = f(b) — f(a). La fonction x — J/x est dérivable sur

10,+o00[ car pour toutx > 0, on a

1
= gx — = T
3x3 3\/)?
D'apres le théoreme des accroissements finis, il existe un nombre
¢ € [a,b] telque f(b) — f(a) = (b — a)f'(c).ll reste a encadrer f'(c).
Pour tout x € [a,b],on a0 < a® < x* < b%. Puisque x > /x est stric-

tement croissante, il vient 0 < va2 < v/x2 < Vb2 et finalement

1 / 1
ﬁ < flx) < 3—\/—2
Ainsi f'(c) est compris entre ——
J‘ e

1 1

_2
3

wl»—‘

f'(x) =

UJl»—A

—a > 0,onen

déduit 3% —a)f'(c) < \/_ d’ol I'encadrement cherché.

2.2 LE THEOREME DE L'HOSPITAL

C’est une variante de la formule des accroissements finis.

Théoreme. Soit f et g des fonctions continues sur [a,b] et dériva-
bles sur la,b[. On suppose que g'(x) #+ 0 quel que soit x €la,b[.
Alors il existe un nombre ¢ € la,b| tel que

f&) = f@ _ f©)
gb)—g@ g

Démonstration. Puisque la fonction g’ ne s’annule pas sur Ja,b[, ¢’est que

g(b) — g(a) # 0, d’apres la contraposée du théoreme de Rolle. Posons

_ S)—f@
P =g

et soit u : [a,b] — R la fonction définie par

u(x) = f(x) = f(a) — plgx) — g@].

La fonction u est, comme f et g, continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[. De
plus,onau(a) =0 etu(b) = f(b) — f(a) — p[g(b) — g(a)] = 0 par défini-
tion du nombre p. D’apres le théoreme de Rolle, il existe donc un nombre
c€la,bl telqueu'(c) =0. Oru'(x) = f'(x) — pg'(x),douf'(c) = pg'(c)

_ fl©
etp = oo |

On peut quelquefois re-appliquer le théoréme de 1’Hospital aux dérivées
f' et g/, puis aux dérivées secondes, etc, comme dans la proposition sui-
vante.
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Corollaire. Soit f et g des fonctions définies sur [a,b].

On suppose que

» les dérivées ', g/, f", g’, etc jusqu’a I’ordre n—1 existent sur
[a,b] et les dérivées de g ne s’annulent pas sur la,bl,

>fll@)=f"(a)=---=f"P@=0
g@=g"a=---=g""a)=0

» les dérivées n-iemes ™ et g™ existent sur la,b[ et pour tout
x € la,bl, g(")(x) =+ 0.

fb)—f@  f™(c)

gb)—g@ — g™ (o)’

Alors il existe un nombre ¢ € la,b| tel que

Démonstration. En appliquant successivement le théoréme de 1’Hospital, on
obtient

fb) = f(a) _ f'(c1) _ fer) = f(a)

g(b)//— gla) , g'(c1) , g'(c1) — g'(a)

_ f”(Cz) _ f,/(CZ) - f/ (@) car (@) = ¢"(a) = 0
g'(c)  g"(ca) — g"(a)

_ S e S ) = U @) {ﬂ"*”(a) =0

car f'(a) = g'(a) =0

= = car 1
g0 V() T g V() — gD (@) g" V@ =0
)
g™ (cn)
ou les nombres cy,...,c, vérifient a < ¢, < ¢, <...<c; <b. On pose
donc ¢ = ¢, nombre qui appartient bien a I’intarvalle ]Ja,b[. a

2.3 LES FORMULES DE TAYLOR
2.3.1 Formule de Taylor a I'ordre 2

Soit I un intervalle ouvert et f : I — R une fonction.
Si f est dérivable, son approximation affine en un point a € I est
x > f(a) + (x—a) f'(a). Nous allons étudier la différence

f)=[f(@) + (x—a)f' ()]
et pour cela, nous supposons que la dérivée seconde f”(x) existe pour
tout x € [. Posons :

P(x) = f(a) + (x—a) f'(a)

u(x) = f(x) — P(x)

v(x) = (x—a)2
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Les fonctions u et v sont deux fois dérivables sur /.
On a

u'(x) = f'(x) = P'(x) = f'(x) = f'(a) doncu'(a) =0
V(x) = 2(x—a) donc v'(a) =0
De plus, v'(x) #* 0 si x # a, et v/(x) = 2. D’apres le corollaire du
théoréme de I’Hospital, pour tout b € 1,il existe un nombre ¢ compris
entre a et b tel que
u(b)—u(@) _ u'()
v(b)—v(@)  v'(c)

Ona
u(a) = f(a)—P(a) =0 et v(a) =0
u’'(x) = f"(x) et v'(x)=2

donc il vient

u(b)—u(a) _u®) _ fb)—Pb) . u"() _ f"(e)

vb)—v@) by (b—a)? Ve T 2
. JD)=PB)  f"(0)
On en déduit b—a)? =7
PN _ (b - )2 7
d’ou f(b) = P(b) + ———— f" (o).

Puisque P(b) = f(a) + (b —a) f’(a), on obtient finalement

(b— a)2

f®) = f(@)+ (b—-a)f'(a) + 1)

C’est la formule de Taylor a I’ordre 2 au point a, pour la fonction f.

2.3.2 Formule de Taylor a l'ordre 3

On veut cette fois étudier la différence

(x— )

f)— [f(a)+(x a)f'(@) + ———f"(a )]

et pour cela, nous supposons que la dérivée troisieme £ (x) existe pour
tout x € /. Posons :
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(r— 0)2 "

f(a)

P(x) = f(a) + (x—a) f'(a) +
u(x) = f(x) — P(x)
v(x) = (x—a)®
Les fonctions u et v sont trois fois dérivables sur /. On a
P'x)=f(@)+(x —a) (@), P'(x)=f"(@) et/ (x) = f'(x) — P'(x)
u'(x) = f'(x) = f(@) — (x—a) f"(a) donc u'(a) =0

u'(x) = f"(x) = f"(a) donc u”(a) =0
V' (x) = 3(x—a)? donc v'(a) =0
vV (x) = 6(x—a) donc v’(a) =0

De plus, v/(x) # 0 et v”(x) # 0 si x # a, et 'on a v¥(x) =6. 1l
existe donc un nombre c¢ compris entre a et b tel que
u(b) —u(@)  u?(c)
v(b) —v(@) v ()’

ua) = f(a)—P(a) =0 et v(a)=0

u®@) = fOx) et vPx)=6

donc il vient

ub)—u(a) u)  f(b)—P(D) . u®(c) 3 F9)
vb)—v(@)  vb)  (b—a) W0 T 6

Ainsi, f (b) = P(b) + L59 (b—a)?.
Puisque P (b)=f (a)+(b—a) f'(a)+ 252 f"(a), on obtient

Fb) = fla) + (b—a) f(@) + == f”()+ f‘”()

C’est la formule de Taylor a I’ordre 3 au point a, pour la fonction f.
Résumons

Soit I un intervalle ouvert, f : I — R une fonction et a € 1.
» Si f est dérivable sur I, alors pour tout b € 1, il existe c compris entre
a et b tel que

f®) = f(@)+ (b—a)f'(c)
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» Si f a une dérivée seconde sur I, alors pour tout b € I, il existe ¢
compris entre a et b tel que

(b +a)?

— [

f)=f@+@®-af(a)+

» Si f a une dérivée troisieme sur I, alors pour tout b € I, il existe ¢
compris entre a et b tel que

(b —a)’
6

(b

fO) =fl@+G-af(@+—— f”( )+ ———f" ()

2.3.3 Formule de Taylor a l'ordren

En raisonnant de méme, ces formules se généralisent a une fonction f
ayant des dérivées jusqu’a un ordre n quelconque.

Théoreme. Soit I un intervalle ouvert, a € I et f : I — R une
fonction ayant des dérivées ', f",.. ., f™. Alors pour tout b € 1, il
existe un nombre ¢ compris entre a et b tel que

b—
F) = f@+ (b— a)f(a)+( P @+
k
4 = “) Fr@) +--
b— (n—1) b— n
((na—)l)! S+ n’a) @)

Cette égalité s’appelle la formule de Taylor a I’ordre n au point a.

APPLICATIONS

Exemple 1. Posons f(x) = In(1+x). La fonction f est définie et dérivable
p autant de fois qu’on veut sur ]— 1,400 . Ecrivons pour cette fonction la for-
mule de Taylor a 'ordre 2 au point 0.On a

Jx) 1) f(x)
b I 1 f(O=In(1)=0et f'(0) = 1.
I+x | (1+4x)?

In(1+x)




36

Chapitre 2 « Formules de Taylor

7

Pour tout x > —1, il existe un nombre ¢ entre 0 et x tel que
F0) = FO)+xf(0) + 5 f7(c), Cest-a-dire
x? 1

In(1 =X - ——

n(l+x) =x 3 (o2

Cherchons un encadrement deIn(1+x) pourx > 0.Pour cela, il faut majo-
1
(+e)*

rer et minorer le terme — Puisque 0 < ¢c < x,ona l+c > 1 donc

1 . 2 o
0< (40?2 < 1.En multipliant par 5 < 0, il vient
x2 x2 1

—— < ——=—— <0
2 2 (1+c)?
On en déduit I'encadrement

S

X

x — ) < In(l+x) <x pourtout x >0

Exemple 2. Prenons la fonction x +— sin x qui est dérivable sur R autant de
fois qu'on veut.On a sin’(x) = cosx et sin”(x) = cos’(x) = —sinx :les
dérivées d'ordre pair de la fonction sinus sont =+ sin x, donc valent 0 pour
x = 0. Pour les dérivées d’ordre impair, on a sin®(x) = —cos x,
sin® (x) = cosx, etc (les signes changent chaque fois). Puisque
cos0 = 1, on en déduit la valeur des premiéres dérivées de x + sinx
en0:

sin(0) sin’(0) | sin”(0) sin®(0) | sin®(0) sin® (0)

0 1 0 -1 0 1
On a ainsi les formules de Taylor suivantes :
3
. x \
alordre3:sinx = x — 3l cos(c), olic estentre0etx
s s
alordre5: sinx = x — 3l + 31 cos(d), ou destentreOetx

On en déduit des encadrements de sin x : par exemple, la premiére inéga-

x[?

ez . 3
lit¢ donne |[sinx — x| = ‘—’;—!cos(c)‘ =5

[cosc| et en utilisant

|cosc| < 1,il vient

3
) X
[sinx — x| < |3—|‘ pour tout x € R.

Avec la formule a l'ordre 5,0n a de méme

|x[°
pour tout x € R.

~

me=(5)
sinx — [ x — —
3!

51
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Définissons les polyndmes

)C3 )CS

Ti(x) =x TS(X)—X—§+§
)C3 )C3 )CS X7
T T T T

et majorons, pour tout x € [—m,7 ], I'écart entre sin x et I'un de ces poly-
némes. D'apreés les formules de Taylor a I'ordre 7 ou 9, on a les inégalités

| |7 7'[7 .
< e <6x10

[sinx — T5(x)| < pour tout x € [—m,7]

7!
. Ix*  =° .
[sinx — T7(x)| < or < or < 10 pour tout x € [—m,7]
T, Ts
-

Graphes de sin, T et T

Exemple 3.

T x . T x
T; Ty

sin sin
Graphes de sin, 75 et T

Sur ces figures, on voit que l'approximation de sinus sur [—m,7r ] par les
fonctions polynémes T}, T3, Ts, T; est d’autant meilleure qu’on a pris un
plus grand ordre pour la formule de Taylor. Avec la formule a I'ordre i, I'er-
reur est majorée par ”—,
400 (exercice 2.3 (d)).

~,des nombres qui tendent vers 0 quand n tend vers

Ecrivons la formule de Taylor au point 0 pour la fonction
fix—e'onaf = f = f'=---= f% pourtoutentierk >

£%®(0) = 1.Soit a € R.Pour tout entiern >
0 et a tel que

1,donc
1,il existe un nombre ¢ entre

aZ a3 a" an+1
‘=l4a+—=+—+ -+ —+——¢ *
21 3! n!  (n+1)! ()
2 & a"
Posonsu,,—1+a+—+—+ +_
3! n!
'Sla/O,anrSO\cga,donc0<eCge_

*Sia < 0,alorsc < 0,donce’ < 1.
Posonsm = e¢“sia > 0 etm =1 sia < 0.D'aprés (x),on a alors

an+l
o = | = oo = 1o
(n+1)! (n—i—l)'
an+l )
e’ —u,| < lal car ¢¢ < m.

NCESI
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Or la suite de terme general lal” 5 pour limite 0 (voir page 39, exercice 2.3

(d)),donc lim |e’ —u,| = O,ou encore lim u, = e“.
n—-+00 n—-+o00

a a? a’
Pour tout a € R, 11m 1+1'+—+ +—' =e“
n!

n— 400 2!

En particulier,pour a = 1,on a

. ( 1 1 1)
lim (14 — +—+ -+ —)=e
n—-+oo 21 n!

@ CONSEILS

» Attention : dans la formule des accroissements finis ou les formules de
Taylor, le nombre ¢ qui intervient dépend des points ot 1’on applique la
formule.

» Pour comparer f(x)— f(y) et x—y, pensez a la formule des accroisse-
ments finis.

» Pour comparer une fonction a une fonction polyndme, pensez aux for-
mules de Taylor.

EXERCICES

1
2.1 On veut étudier les sommes s, = 1+§+ coo4—, oun € N*,
n
a) En utilisant la formule des accroissements finis pour la fonction In,
1 1
montrer que pour tout x > 0, ona—- < In(x+1) —Inx < —.
x+1 X

b) Soit n un entier au moins égal a 2. Ecrire cet encadrement pour
x=1x=2,....x =n—1.En déduire que I'on a :

sp— 1 <Inn < s,

¢) Montrer que pour tout entier n > 1, on a In(n+1) <5, < 1 +Inn.
Sn
=1.

En déduire lims,, = +00 et lim
n—+oo lnn
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ex

1422

a) Calculer £ (1) et f’(x) pour tout x.

b) En utilisant la formule des accroissements finis, montrer que pour tout
h>0,ona

2.2 Posons f(x) =

h

0< f+h) - < < Send
2 T 4

0 < %—f(l—h) < eh?

2.3 Pour tout x > 0, posons f(x) = xInx — x.
a) Calculer f(x) et montrer que pour tout x > 1, on a

fx)— f(x—1) <Inx.
b) En procédant comme dans I’exercice 2.1, montrer que pour tout entier
n>1,ona

In2+m3+---4+Inn> f(n)— f()=1+nlnn—n.

n n

¢) En déduire que pour tout entiern > 1,onan! > e (—) .
e

d) Soit a € R**. Montrer que pour tout entier n > 1, on a

an . . an
In— < n(1 4+ Ina — Inn). En déduire que lim — =0.
n! n—+oco n!
n
Montrer que pour toutx € R, ona lim — =0.
n—+o0 n!

2.4 a) Ecrire la formule de Taylor a I’ordre 4 pour la fonction x > cos x
au point 0.

b) En déduire que pour tout x € R, on a les inégalités

x? x2 Xt

l——< <l——+4+ =
5 COoSs x > + o
2.5 a) Ecrire I’équation de la tangente au graphe de sinus au point d’ab-
scisse /6.
1 3
b) On pose u(x) = 3 + £< W).

x——
2 6
Montrer que pour tout x € [0,7/3], on a I'inégalité
3 2
\sinx — u(x)| < £ (x—z>
4 6
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SOLUTIONS

. 1 L
2.1 a) La dérivée de x — Inx est x = —. Pour tout x > 0, il existe
X

donc un nombre c tel que

1 1
x<c<x+l et In(x+1)—Inx =[(x+]) —x]-=—.
c <

1 1 1 1 1
Puisque — < — < —, onen déduit — < In(x+1) —Inx < —.
X+ c X x+1 by

b) Ecrivons cet encadrement pour x =1,x=2,...,x =n—1, ou
n>=2:

1
— < In2—-Inl < -
2 1
1
— < In3—1n2 <1
3 2
1 1
—< Inn—In(n—-1) < —
n n—1

et ajoutons ces inégalités : la plupart des termes Ink se simplifient et

il reste 1—|—l+ o —|-l <Inn—-Inl < l—|—1+ S +L, c’est-a-dire
2 3 n 1 2 n—1

sy, — 1 <Inn < s,_4.

¢) Puisque s; = 1, I’inégalité s, < 1 + Inn est vraie pour tout n > 1,

d’aprés (b). On alnn < s, pour tout n > 2, donc on a In(n+1) < s,

pour toutn > 1. Puisque 1 4 Inn et In(n+1) tendent vers 400 quand n

tend vers 400, on en déduit lim s, = +00.
n—+00

Pour tout n > 2, en divisant par Inn > 0 dans I’encadrement précédent,
il vient

In(n + 1) Sn 1

— < [

— 41
Inn Inn = Inn * )

1
On a montré dans (b) que In(n + 1) —Inn < —, donc
n

lim [In(n+1)—Inn]=0
n——+00
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1 1 1 1) —1
Ainsi Gim | OED gy [0 D =l g
n— 400 Inn n—+00 Inn
1 1 1
lim e+ 1) _ = 1. Puisque lim — =0, les inégalités (+) mon-
n—+oco Inn n—+oclnn
Sn

trent lim — =1.

rent que lim nn

e , e (1 +x?) —e*(2x) er )
2.2a)f(l) = —et = = 1—x)2.
)f(D) = S etf'(x) Q17 TEES
b) Pour tout 2 > 0, il existe ¢ tel que
l<ec<l1l4h
et
fa+n- f(l)—[(1+h)—1]f(6)—h( 2)2(1 o).
e¢ el+h
On a O0< < et comme |l—c|<h, on a
(14+c»)2  A+1)2
&€ el+h

(1—¢)? = [1—c|> < h*. 1l vient 0 < T 2)2( —0)* < Th2 =

e ~
theh, d’ou

0<fa+m—§=fa+m—ﬂn<—

De méme, il existe d tel que
1-h<d<1

et
d

a +d2)2(1 —d)?.

f) = fA=m) =[1-A-m)]f(d) =h

Onal+d*>1,(0—-d)? < h%ete? < e, donc
0 < g — F(1—h) < heh® = eh®.

2.3 a) Appliquons le théoréme des accroissements finis : on a
f/(x) = Inx, donc pour tout x > 1, il existe ¢ entre x—1 et x tel que

fx)—fx—1) =[x —(x—1]lnc =Inc.
Puisque Inc < Inx, il vient f(x) — f(x—1) < Inx.
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b) On ajoute les inégalités

f@ - f)< In2
f3) =)< In3

fn)— f(n—1)< Inn

ce qui donne f(n) — f(1) <In2+In3+---+1Inn. D’ou le résultat
puisque f(n) — f(1) =(mInn—n) —(O0—-1)=14+nlnn—n.

¢)Onaln2+1In3+---+1Inn =In(n!). D’apres (b), il vient

n n\n
() >1+nlnn—n=14nln> =1 +1n[(—) ]
e e

. . ny\”"
donc en prenant I’exponentielle, on obtientn! > e (—) .
e

al’l
d) On aln—' =nlna — In(n!).
n'
D’apres I'inégalité In(n!) > 1 + nlnn — n démontrée en (c), on a

n
lna—' =nlna—In(n!) <nlna—1—nlnn+n
n!

<n(l+1Ina—1Inn)

On a hm (I +Ina—Inn) = —o0,

n——4o0o
al’l
donc lim n(l 4 Ina—Inn) = —oo, et par suite hm In— = —o0.
n—-+00 +oo  n!
an
En prenant I’exponentielle, on en déduit lim — = 0.
n—+oo n!

Soit x € R. Si x = 0, alors la suite (x_'> est nulle. Supposons x # 0.
n:

n I |n
= lim
n—+oco n!

n!

= 0, d’apres ce qui

Alors on a |x| > 0, donc hT

n

Loy < . X
précede. Par conséquent, lim — = 0.
n—+o0 p!

2.4 a) On a cos(0) = 1, cos'(0) = 0, cos”(0) = —1 et cos®(0) = 0.
2 4
Pour tout x € R, il existe donc ¢ tel que cosx =1 — o7 + %cos(c)
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ou encore
2 4
cosx =1-— > + ﬁcos(c)
x* x*
b) Puisque x>0, I’inégalité cos ¢ < 1 implique ﬁcos(c) < w d’ou
-2
cosx <1 — —+ —.
2 24

Pour T'autre inégalit¢ demandée, écrivons la formule de Taylor a
I’ordre 2 seulement : pour tout x, il existe d tel que

%2
cosx =1+ 7(— cosd)

2 2 2

X X X
Ona?(—cosd)> X (—1),donc cosx > 1 — —.

2 2
2.5 a) Puisque sin(7/6) = 1/2 et sin'(7/6) = cos(w/6) = «/5/2,
I’équation de la tangente a sinus au point d’abscisse 7/6 est

y =1/24 (V3/2)(x — 7/6)
b) A I’abscisse x, la distance entre le graphe de sinus et sa tangente au
point d’abscisse 7/6 est | sinx — u(x) | Pour majorer cet écart, écrivons
la formule de Taylor a I’ordre 2, au point 77/6 :
pour tout x € R, il existe ¢ compris entre x et 77/6 tel que

s+ 7 (=Dl o

sinx =

|sinx - u(x)| = % (x - %)leincl

Supposons x € [0,7/3]. Puisque ¢ est entre x et 7/6, on a ¢ € [0,7/3],
donc 0 < sinc < sin(m/3) = +/3/2.0n en déduit

Voici le graphe de sinus et sa tangente au point (7/6,1/2) ; la quantité

|sin X — u(x)| est I’écart, a I’abscisse x, entre la courbe et la tangente.
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Développement
limité

Nous présentons dans ce chapitre la notion de fonction négligeable
devant une autre et celle de développement limité.

Nous montrerons les développements limités a connaitre ou a savoir
retrouver rapidement

3.1 FONCTION NEGLIGEABLE DEVANT UNE AUTRE

Pour tout entier n > 1, on sait que llII(l) x" = 0. Plus précisément, quand

x > 0 est trés petit, il est clair que x? est trés petit devant x, car 7 =X

tend vers 0 ; de méme x> est tres petit devant x2, et ainsi de suite. Les
fonctions x — x" forment une échelle de comparaison qui permet d’es-
timer ’ordre de grandeur, quand x tend vers O, de certaines fonctions
x = f(x) tendant vers 0 quand x tend vers 0.

Définition. Soient f et g des fonctions. On dit que f (x) est négli-
geable devant g(x) quand x tend vers a si lim g ((;C)) =0.
X—a

Cette propriété se note f (x) = o(g (x)) et se lit « f(x) égale petit o
X—a

de g(x) quand x tend vers a ».

p Exemples

1)Onax?> = o(x), x* = o(x?) et plus généralement,
x—0 x—0
sin > p, alors x" = o(x?).
x—0

En effet,sin > p,alors lim(x" /x?) = lim x" 77 = 0.
x—0 x—0

2)Onalnx = o(1/x),car hm lnx = lim(xInx) = 0.
x—0 x—0
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3)Pourtouta > 0,onalnx = o(x%) etx® = o(e).
X— 400 X— 400
Eneffet, lim 2 =0et lim X = lim (x“¢ ) =0.
x—>+o00 ¥ x—>+00 ¢ x—>+00

Nous nous intéresserons surtout a des fonctions f négligeables devant x”
quand x tend vers 0, avec n € N. On écrira

f(x) =00(x") ou simplement f(x) = o(x")

Pourn = 0,0onax’ =1, d’ot les équivalences :
f = 0(x% < f = o(l) & lim f(x) =0
x—=0 x—0 x—0
Soit n € N et f une fonction définie au voisinage de 0 sauf peut-&tre en
0. Posons €(x) = f(x)/x"six # 0 et e(0) =0.
Sif(x) =Oo(x”), alors par définition, lirr%) e(x) = 0. Puisque £(0) = 0,

la fonction € est continue en 0. Et I’on a I’'égalité f (x) = x"e(x) pour
tout x * 0. On en déduit la formulation suivante.

f(x) =x"e(x),
f(x) = o(x™) si et seulement si { avec ¢ continue en 0
! ete(0) =0

3.2 DEVELOPPEMENT LIMITE

p Exemple. Lidentité

Définition. Soit f une fonction définie au voisinage de 0 sauf peut-€tre
en 0, et soit n € N. S’il existe une fonction polyndme réelle de degré
auplusn : p(x) =ao+ajx + - - -+ a,x", telle que

) = px) = o™,

I’égalité f(x) = ap +aix + - - - + a,x" + o(x™) s’appelle un déve-
loppement limité de f a I’ordre n au point 0.

1—x3 ,
e 14x+x? est vraie pour tout x # 1.Ecrivons-la
—X
sous la forme
1 2 x3
x4
1—x 1—x
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Onalim (X% x ) = lim -~ = O,donc% =00(x2).0n en déduit

x—0 I—x x—0 1Y

L_ 2 2
=14+x+x"+o0(x7)
1—x

qui est un développement limité de la fonction ﬁ al'ordre 2 au point 0.

Proposition. Soit f une fonction.

» f a un développement limité a ’ordre 0 au point 0 : f(x) =
ap + o(1), si et seulement si }1_1)1(1) fx) =ap.

» Supposons f continue en 0. Alors f est dérivable en 0 si et seule-
ment si  a un développement limité a [’ordre 1 au point 0. Dans
ce cas, ce développement est f (x) = f(0)+ f'(0)x+o(x)

Démonstration. Si f(x) = ay + o(1), alors lii% fx) = iii%(ao—i—o(l))
= ay, car }1_{1}] o(1) = 0. Réciproquement, supposons ll_rf(l) f(x) =ap. Alors
P_r)r(l)(f(x)—ao) =0, donc f (x)—ap = o(1), ou encore f (x) = ag+o(1).

Si f est dérivable en 0, alors en posant g(x) = M— f(0), il vient
f(x) = f(O0)+xf'(0) + xe(x). Par définition de la dérivée, iiil})s(x) =0,

donc xe(x) zoo(x). Réciproquement, supposons f continue en 0 et
X

N

f(x) =ap+ a;x + o(x). Puisque lim(alx—l-o(x)):O, ona ap = lim f(x) ;
x—0 x—0

et puisque f est continue en 0, on a lin}) f(x) = f(0). 1l s’ensuit f(0) = ap et
X—>

[O-/O @ =a; + @ Par suite limw = q;, c’est-a-dire

X x—0

) =a. a

Unicité du développement limité. Si une fonction a un dévelop-
pement limité a ’ordre n au point 0, alors ce développement est
unique.

Démonstration. Supposons que p(x) et g(x) sont des fonctions polyndmes
de degré au plus 7 telles que lim L2528 — 0 = [im L2749 Ep soustrayant,
x—0 X X

x—0

il vient lirrz) W = 0. Raisonnons par ’absurde en supposant que le poly-

X—>

ndéme g — p est non nul. Il s’écrit

q(x) — px) = ckxk +Ck+]xk+1 + e opx”

=xM(cr Fcrpx + -+ enx" ) ok <neteg £ 0.
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On a
gx) = p(x) _

pr ek + crprx 4 eax™ ) (%)

Quand x tend vers 0, le facteur entre parentheses tend vers ¢, #= 0. Si k = n,
alors x*™" =1 ;sik < n, x*~" ne reste pas borné quand x tend vers 0, puisque
I’exposant est negatif. Dans les deux cas, le membre de droite dans (+) ne tend
pas vers 0, ce qui est une contradiction. Ce qu’on a supposé€ n’est pas vrai,
autrement dit le polyndme g — p est nul. Ainsi p = ¢, donc les polynémes p et
g ont les mémes coefficients.

Existence d’un développement limité. Soit [ un intervalle ouvert
contenant 0 et soit f : I — R une fonction ayant des dérivées conti-
nues jusqu’a [’ordre n. Alors f a un développement limité a I’ordre n
au point 0 :

f@)=a+ax+---+ax"+---+ax" +o(x")

N (k) (n)
o ap= f0),ar = fO),...,ax = L2, a, =2

& n!

Démonstration. Ecrivons la formule de Taylor pour f, & I’ordre 7, au point 0 :
pour tout x € [, il existe un nombre c(x) tel que 0 < |c(x)| < |x] et

f”( D2y f(")(C(X))

n’

F&x)=fO0)+ f'O)x + ——

Posons &(x) = f™(c(x)) — £ (0). On a lin}) c(x) =0 et comme f™ est
x—
continue en 0, on en déduit liII(l) e(x) =0, c’est-a-dire e (x)x" = o(x"). Il s’en-
suit
f(")(c(x))x" = fM0)x" + e(x)x" = fF™0)x" + o(x")

d’ou

f”() AL
n!

f@)=fO)+ fO)x + —— x"+o(x"). 0

Intégration d’un développement limité. Soir I un intervalle ouvert
contenant 0, f : I — R une fonction continue et F : I — R une pri-
mitive de f. Si f a pour développement limité a l'ordre n en 0 :

fx)=ao+aix+ -+ ax" + o(x")
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alors F a pour développement limité a l’ordre n + 1 :

2 n+1

x
F(x)=F(0)+aox +aj—+---+a,

n—+1
2 o A CH

On peut donc intégrer terme a terme un développement limité (sans
oublier la constante d’intégration F (0)).

Démonstration. Dans le développement limité de f, posons &(x) = o(x")/x"

pour x # 0 et £(0) = 0. La fonction € est continue en tout x # 0 et aussi en 0,
car liII(l) &(x) = 0.D’apres le théoreme p. 104, la fonction x +— x"e(x) a donc
xX—

une primitive R : I — R telle que R(0) = 0. En prenant les primitives terme &
terme dans le développement limité f (x) = ag + a;x + - - - + a,x" + x"e(x),
il vient
.X2 xn+l
Fx)— FO)=ax+a—+---+a,—— + R(x)
2 n—+1
Il reste a montrer que R(x) =00(x"+1) . Appliquons en effet a R le théoreme

des accroissements finis : pour toutx € [, il existe c(x) tel que 0 < |c(x)| < |x]|
et

R(x) = R(x) — R(0) = (x — 0)R'(c(x)) = xc(x)"e(c(x))
[R@)| = lxl|e@)]"[e(cn)| < Ixllx"[e(cn)] = ¥ ]e(e)]

On a lin}) c(x) = 0 et la fonction & est continue en 0, donc e(c (x)) tend vers
xX—

€(0) = 0 quand x tend vers 0. On a donc bien lin}) f,fﬂ =0. |

Propriétés de parité. Soit f : ] — a,a[— R une fonction ayant un
développement limité a [’ordre n en 0 : f(x) = p(x) + o(x"), ou p
est un polynome de degré au plus n.

» Si la fonction f est paire, alors le polynome p est pair, c’est-a-dire
que n’y figurent, avec des coefficients non nuls, que des monomes
d’exposant pair.

» Si la fonction f est impaire, alors le polynome p est impair, c’est-
a-dire que n’y figurent, avec des coefficients non nuls, que des
monomes d’exposant impair.

Démonstration. Supposons f paire, c’est-a-dire f (x) = f(—x) quel que soit
x €] — a,al. Le développement limité de la fonction x — f(—x) s’obtient en
remplacant x par —x dans celui de f. On a ainsi les deux développements a 1’or-
dre n :
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f)y = plx)+ol")
f(=x) = p(=x)+ok")

Or les fonctions x — f(x) et x — f(—x) sont égales. Par unicité du déve-
loppement limité, on en déduit que les fonctions polyndmes x +— p(x) et
X = p(—x) sont égales. Ainsi le polyndme p est pair.

On raisonne de méme pour montrer que, si la fonction f est impaire, alors le
polynéme p aussi. A

3.3 LES DEVELOPPEMENTS LIMITES USUELS

» Pour tout x # 1, on a I’identité ﬁ =14x+x>4 - +x"+

X"

1 . P
1_;. En raisonnant comme dans 1’exemple page 46, on en déduit le

développement limité a I’ordre n :

1
m=1+x+x2+---+x”+0(x")

En changeant x en —x, on obtient :

=1—-x+x"— -+ (=DF 4+ (D) + o)

1+x

» La fonction x + In(1 4 x) est une primitive de x +— ﬁ et elle

prend la valeur O en 0. Le développement limité de In(1 4 x) a I’or-
dre n s’obtient donc en intégrant terme a terme le développement

limité a 'ordre n — 1 de ﬁ et en tenant compte de In1 = 0.

2 3

X X x"
i (L 45 ) s — = dE e e L (e L)
2 3 n

» Sil’onposef(x) = e*, alors f est dérivable autant de fois qu’on veut
et f(0)= f'(0)=---= f™(0) = 1. Le dévelopement limité de
I’exponentielle a I’ordre n en O est donc :

e T T e
CT T m
» La fonction cosinus est dérivable autant de fois qu’on veut et I'on a

cos(0) = (—=1)* et cos®**+D(0) =0 pour tout entier k > 0. Le
dévelopement limité de cosinus a I’ordre 2n + 1 en 0 est donc :
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)C2 4 2n

cosx:l——+x_+...+(_1)n *

2n+1
21 " 4 a1 ToE)

» La fonction sinus est une primitive de cosinus et sin(0) = 0. On
obtient donc le développement limité de sinus en intégrant terme a
terme celui de cosinus et en tenant compte de sin(0 = 0.

UG 2n+1 prin
nx =x — — 4+ 1+ ... (=)y'—— o
Sinx =x =gty oot G Gy o)
» Soit « € R. Posons f(x) = (1 + x)“ pour tout x > —1.
Rappelons que par définition, on a (1 + x)® = e*n(I+9)
La fonction f est dérivable autant de fois qu’on veut sur ] — 1,+o00[,
f'x) =ald 4+ )" f(x) = ala — (1 +x)* 2 et

FPO@ =afa—1)--(a—k+ 1)1 4+ x)** pour tout entier k > 1.

On a fOWO)=a(@—1)---(a—k+1), donc le dévelopement
limité de (1 + x)® al’ordre n en O est :

(1+x)0“=1+ozx-|—o£(o;—'_l)x2
+Wg+...
+a(a—l)---(a—n+1)xn+0(xn)

n!

L’exposant « peut étre n’importe quel réel positif ou négatif.

Par exemple, si « = —1, on retrouve le développement de ﬁ
e Pour = 1/2, on obtient le développement limité de +/1 + x.
° = — A _1

Pour @ = —1/2, on a le développement de N

Un conseil. Pour se souvenir des coefficients, il suffit de penser a la

formule du bindme pour (1 + x)™, ou m est entier positif :

_ m! _ mm—=1)--(m—k+1)
— kl(m—k)! — k! ’

On remplace simplement m par o pour avoir les coefficients du déve-
loppement limité de (1 + x)“.

le coefficient de x* est (YZ )
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1

» Ecrivons le développement limité de =t

Pour cela, on change x en
x2 dans le développement limité & I’ordre n de HLX et I’on obtient un

développement a I’ordre 2n :

1
1+ x2

=1 — x2 +x4 o (_1)n7]x2n72 + (_1)nx2n 4 0()(2”)

La fonction Arctan a pour dérivée #(page 11) et Arctan(0) = 0.

Par intégration terme a terme, on a donc le développement limité :

XX

Arct = — — +— — ...
rctan(x) = x 3-|—5

2n—1 x2n+l

X
+ (_l)n—lm + (_1)}1 + 0(x2n+1)

2n +1

La somme des deux derniers termes étant o(x>"), il vient

3% | x )
Arctan(x = x——+ ——..-+ —1)" +0xn
0 3 5 = 2n — 1 G
» La fonction Arcsin est une primitive de | (1 —x2)~1/2

A 1—x2

(page 10). On a le développement limité

(-3) ()
) (===1
A+x)""?=1- %x+ 2 5 2 x2 4 o(x?)

1 3
=1- Ex + gxz + o(x?)

En changeant x en —x2, x> devient x* et il vient
2y-1/2 1,34 4
(1—x°) :1+§x —I—§x + o(x)

Intégrons en tenant compte de Arcsin(0) =0 :

1 3
Arcsinx = x + 6)63 + Exs + o(xs)
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3.4 DEVELOPPEMENT LIMITE EN UN POINT a

Soit f une fonction définie au voisinage de a sauf peut-étre en a.
Alors la fonction ¢ — f(a + t) est définie au voisinage de O sauf peut-
étre en 0.

Définition. Si la fonction # — f(a + ¢) a un développement limité
alordren en O :

fla+1t) = po+ pit + pat*> + -+ pat™ + o(t")

cette égalité s’appelle le développement limité de f a ['ordre n au
point a.

Ecrivons o(:")=t"£(r), ol lir% e(t) =0,etposonsx =a+1;
—

on a alors t = x — a et le développement limité prend la forme

f(x)=P0+p1(x—a)+p2(x—a)2+...
+ palx —a@)" + (x — a)"e(x — a)

ol lime(x —a) =0.

X—a
Les développements limités en un point a ont les mémes propriétés
qu’au point 0 :
» Le développement limité de f au point a, s’il existe, est unique.
» Si f a un développement limité a ’ordre O en a, alors )}1_1)1}1 f(x) est

égal au terme constant du développement.

» Supposons f continue en a. Alors f est dérivable en a si et seulement
si f a un développement limité a I’ordre 1 en a, et dans ce cas, le
développement est f (a + 1) = f(a) + f'(a)t + o(2).

» Si f a des dérivées continues jusqu’a I’ordre n, alors f a pour déve-
loppement limité a 1’ordre n en a

f”( ) 2 f(")( )

fla+1t)= f(a)+ f'(a)t + T

" +o(t")

Seule la derniere formule mérite une explication. Posons

fa®)=f(a+1).
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On a f,(0)=f(a), f/(0)=f"(a) et plus généralement £, (0)=7f® (a)
pour tout entier k entre 1 et n. Le développement limité a I’ordre n de f,,
au point 0 est donc bien

fla+1) = fu(0)
= f(@) + [0t + ——

f//( ) 2 (n)( )
| t" +o(t").

+---+
2!
p Exemple. Ecrivons le développement limité a I'ordre 3 de f(x) = — au
X
point 2.0n a

1 1 1
241 =—=—
Fe+n 24t 21412

Le développement limité de -——- a I'ordre 3 au point 0 s'obtient en rem-

1+( /2)
placant 7 par t/2 dans celui de 17:

;_1_£+<£>2_<£>3+ )
+en) 27 \2 2) T°

L U EA I EA s
2+ 2 2 \2 2) 7
11 lt 1,
24+t 2 4 8 16
Cette égalité s'écrit aussi bien :
1 1

)41 2P (=2 + (x — 2 )
x 2 4" g 16" T

ol lime(x) = 0.
x—2

@ CONSEIL

» Apprenez par coeur les premiers termes des développements limités
usuels.
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EXERCICES

3.1 Soit u une fonction telle que u(x) =00(x"), oun €N,
X—>

Montrer que pour tout entier p € Z, on a x”u(x) =, o(x"tP),
X—>

3.2 a) Montrer qu’il existe une unique fonction continue f : R — R

In (1 4+ x)
telle que f(x) = ————— pour tout x # 0. Quelle est la valeur de
X

fQ0)?

b) Quel est le développement limité de f a ’ordre 1 au point 0. En
déduire que f est dérivable sur R. Quelle est la valeur de f'(0) ?

¢) Montrer qu’il existe une unique fonction continue g : R — R telle

1—
que g(x) = ¥ pour tout x #* 0. Quelle est la valeur de g(0) ?
x

d) Montrer que g est dérivable sur R. Quelle est la valeur de g’(0) ?

3.3 Posons g(x) = x3In (1 + x).

a) Ecrire le développement limité de g a ’ordre 6 en 0.

b) Montrer que g est dérivable autant de fois qu’on veut sur ] — 1,+00[.
Calculer g®(0) pour k =2, 3, 4, 5.

3.4 a) Montrer que In(2 + ) = In2 + In (1 + ¢/2). En déduire le déve-
loppement limité de In(x) a ’ordre 4 au point 2.

b) Montrer que /4 — x = 2,/T — x/4. En déduire le développement
limité de +/4 — x a 1’ordre 2 au point 0.
¢) Ecrire le développement limité de '~ & I’ordre 3 au point 0.

3.5 Posons F(x) = / e dt.
0

a) Montrer que, pour tout n € N, F' a un développement limité a I’ordre
n au point 0.
b) Ecrire le développement limité de F a 1’ordre 6 au point 0.

¢) Calculer F”(0), F®(0) et FO(0).
3.6 Soitf : R* — R la fonction définie par

fO)=0et f(x)= e~ 1/ pour tout x # 0.
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a) Montrer que f est continue et dérivable sur R ; quelle est la valeur de
10 ?

b) Montrer que f est croissante sur [0,4o00[. La courbe de f a-t-elle une
asymptote en 400 ? Dessiner la courbe de f.

¢) Montrer que pour tout & € R, on a }i_r)r})lxl“f(x) =0.

d) En raisonnant par récurrence, démontrer que pour tout entiern > 1,
on a la propriété P (n)suivante :

il y a un polyndme U, tel que pour tout x € R*,
FO)=x1U, (x)e
£ =0

e) Pour tout entier n > 1, écrire le développement limité de f a 1’ordre n
en 0.

SOLUTIONS

3.1 Par hypothése, on a lim 22 = 0. Par suite lim
x—0 * x—0 x"tp x—0 x"

xPu(x) L u(x)

=0, donc x”u(x) =00(x”“’).

3.2 a) Puisque f doit étre continue en 0, on doit avoir

In(1 In(1 —Inl
£0) = tim 2AHO Ao =Inl g2y
x—0 X x—0 X
Réciproquement, si I’on pose f(0) = 1, alors f est continue en O et

comme f est continue sur R*, f est continue sur R.

b) Le développement limité de In(1 4 x) a I"ordre 2 au point O est :

1
In(14+x)=x— Exz + 0()62)

II vient donc

fx) = ! [x Ly O(XZ)}
X 2

1 1,
=1—=x+—-0o(x)
2 X

1
=1—§x+0(x)
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. s s . 2
car, d’apres 1’exercice précédent, la fonction %o(xz) esto ( %) = o(x).

La fonction f est continue en 0 et a un développement limité a ’ordre 1
en 0, donc f est dérivable en O et f/(0) est le coefficient de x : ainsi
f'(0) = —1/2. Puisque f est dérivable sur R*, il s’ensuit que f est déri-
vable sur R.

¢) Le développement limité de cosx a I’ordre 3 au point 0 est

1
cosx =1— Exz + 0(x3)

On a donc
1 —cosx 11, 3 1 1 3 1
— =33 +o(x”) =§+;0(x)=§+0(x) (*)

Pour que g soit continue en 0, on doit avoir

car )11_1)1}) o(x) = 0. Réciproquement, si I’on pose g(0) = 1/2, alors g est
continue en 0 et comme g est continue sur R*, elle est continue sur R.
d) L’ égalité () est le développement limité de g a I’ordre 1 au point 0.
La fonction g est donc dérivable en 0 et g’(0) = 0 car dans le dévelop-
pement, le coefficient de x est nul. Puisque g est dérivable sur R*, elle
est dérivable sur R.

3.3 a) Le développement limité de In(1 4 x) a 1’ordre 3 en O est

1 1
In(1+x)=x— Exz + §x3 +o(x?)

Multiplions par x3 :

1 1
g(x) = X3 ln(l +x) = x4 _ _xs + _x6 +x30(x3)

2 3
=x*— lx5 + lx6 + 0(x6)
2 3

car d’apres 1’exercice 3.1, on a x?0(x?) = o(x%).
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b) Chacune des fonctions x — x> et x — In(1 + x) sont dérivables
autant de fois qu’on veut sur ] — 1,4+o00[, donc aussi la fonction g. Dans

le développement limité de g, le coefficient de x* est donc 40 (0) .Onen
déduit

g'0)=2!x0=0 g?0)=31x0=0
gPO0)=41x1=24  g90)=5!x(=1/2) = —
34 a) On a In2+In(1+17/2)=In(2(1 +1/2)) =In(2+1). En

changeant ¢ en 7 /2 dans le développement limité de In(1 + ¢#)a I’ordre 4
en 0, on obtient

R AR AR A
In(l1+¢/2)==—=|= (=) —-1= 4
n(l+1/2) 5 2(2) +3(2) 4(2> +o(t")

d’ou le développement limité demandé :

1 1 1 1
N2+ =1In2+—t— 24 —13 — —¢* I
n2+1t =In —i—2 2 +24 ) + o(t%)

b) On a V4 —x =./4(1 —x/4) =2/1 — x/4. Le développement
limité a I’ordre 2 au point 0 de /1 — x est

1 (1
Li—1
Vi—x=(0-0)"=1+ %(—x) + %(—x)2 + o(x?)
_, b1, 2
=1 2x Sx + o(x7)

En changeant x en x /4 dans ce développement limité, on obtient

1x 1 x?
Vi—-x/4=1—-———
x/ 2 " pg o)
1 1 5
21 —x/4=2]1 —ix—ix 4+ o(x7)

et finalement

1 1
Vid—x=2- 7%~ 3% 24 o0(x?)
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N

¢) On a e! ™ = ee™. Le développement limité de e~ a 1’ordre 3 au
point 0 s’obtient en changeant x en —x dans celui de e* :

—x _ . 1 2 1 N3 3
et =14 X)~|——2'( Xx) +—3'( x)" +o(x7)
1, 1 5 3
_1—x+2—!x —ix +o(x7)
On obtient donc

1—x € 2 € 3 3
e =e—ex+ —x"—=x" 4ok
5 S (x7)

3.5 a) Posons f(x) = e pour tout x € R. Puisque f est continue, la
fonction F est une primitive de f. Comme f est dérivable autant de fois
quon veut, on a F' = f, F’ = f' et F® = f&=D pour tout entier
k > 2. La fonction F est donc dérivable autant de fois qu’on veut et par

suite, F' possede en tout point un développement limité a n’importe quel
ordre n.

b) Le développement limité a 1’ordre 3 de e¢* au point 0 est
1 1
X _ S22, 203 3
e —l—l—x—i—z!x +3!x +o(x”)

2 on obtient

En changeant x en —x
e =1—x2 + lx4 — lx6 + 0(x9)
2! 3!

Intégrons maintenant terme a terme pour avoir le développement de F/,
en tenant compte de F(0) =0 :

. 1 5 1 5 1 7 7
FOo=x=30 43535 ~3rx7” o0

La somme des deux derniers termes est o(x%), car on a

Lx7"+0o(x7) = x0| sox + x2 2D | et dans le crochet, chaque terme
31x7 = 31x7 ry » chaq

tend vers 0 quand x tend vers 0. On en déduit que le développement
limité de F a I’ordre 6 au point 0 est

F(x)=x— 1)c3 + i)c5 + 0(x6)
3 10
La fonction x > e~ étant paire, sa primitive F' qui s’annule en 0 est
impaire. On aurait donc pu prévoir que figurent seulement des termes
impairs dans la partie polyndme de ce développement limité.
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¢) Puisque F est dérivable autant qu’on veut en 0, on sait que dans le
développement ci-dessus,

— le coefficient de x?2 est £ 2(,0), donc F"(0) =0,
— le coefficient de x3 est £2 (0) , donc F®(0) = 3! (_ ) 2,

1
3
— le coefficient de x5 est £ 5!(0), donc F®(0) = 5! (%)

3.6 a) Puisque lir%(—l/xz) =—00,0na lin’(l)e_l/xz =0 = f(0), donc

f est continue en 0. Comme f est continue sur R*, on en déduit qu’elle
est continue sur R. De plus,

12 .
lim‘f(x) f(O)‘ m<’" = lim e = lim Jue ™ =0

x—0 x%O x| t—+00 U—~+00

car on sait que, pour tout nombre o, lim u“e™ = 0. Cela montre que
u——+00

f'(0) = 0. Comme f est dérivable sur R*, il s’ensuit qu’elle est dériva-
ble sur R.

b) Sur I'intervalle ]0,+00[, la fonction x > x? est croissante et positive,

donc x > 1/x? est décroissante, x — —1/x? est croissante et donc f
. . — 2

est croissante. Ona lim e~ !/

xX—+00

de f a donc, en +o00, une asymptote horizontale d’équation y = 1.

=1,car lim (1/x?) = 0. La courbe
xX— 400

La fonction f étant paire, sa courbe est symétrique par rapport a 1’axe des
ordonnées.

¢) Pour tout o € R, on a

. Ry . —p? . o
lim|x|% " = lim %" = lim u %™ =0
x—0 t—+00 u—+00

d) Pour tout x # 0, on a f/(x) = 2x 3¢~ !/**. Puisque f/(0) = 0 d’a-
prés la question (b), la propriété P (1) est vraie.
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Soitn > 1 un entier tel que P(n)est vraie. Pour tout x € R*, on a alors

f(")(x) _ f(”)(O) B x_3”U”(x)e_1/"2
X - X

— x73n71 U, (x)efl/x2

La fonction U, est continue et d’aprés (c), on sait que

. . (n) _ )
lim|x|~¥~1e=1/** = 0, donc lim L2070
x—0 x—0 x

#+D(0) = 0. De plus, en dérivant £ (x) pour tout x € R*, il vient
f p p

= 0. Cela montre que

f(n+l)(x) — [—311)673”71[],1()6) + x73nUr/l(x)
+2x 37y, (x)] e~/
= x "3 [=3nx2U, (x) + 22U, (x) + 20U, (0)] e

En posant U, i(x) = —3nx2U,(x) —l—x3U,;(x) +2U,(x) pour tout
x € R, on définit un polyndme U,y ; tel que f@TD(x)=

x 730Dy, (e pour tout x € R*. La propriété P(n + 1) est
donc vraie.

D’apres le principe de récurrence, P(n) est vraie quel que soitn > 1.

e) D’apres (d), la fonction f est dérivable autant de fois qu’on veut sur
R. Pour tout entier n > 1, elle a donc, en tout point, un développement
limité a ’ordre n. Au point 0, le coefficient de x*dans ce développement
o ® . s R
limité est L = 0, car f®(0) = 0. Le développement limité de f 2

I’ordre n en 0 s’écrit donc f (x) = o(x™) : tous les coefficients sont nuls.
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4.1 QUELQUES PROPRIETES DE LA NOTATION o( )

Calcul
des développements
limités

"1
ee
=
a
<
T

Nous allons établir les regles de calcul sur les développements limités et
montrer comment ceux-ci permettent de calculer trés efficacement les
limites.

Les propriétés de la notation o( ) introduite au chapitre pécédent résul-
tent des regles de calcul sur les limites.

Propriétés
a) Sif(x) = o(g(x)) etsig(x) xfoo(h(x)), alors f (x) = o(h(x)).
b) Si f(x) = o(x™), alors f(x) = o(x?) pour toutp < n

¢) Si f(x) = o(x") et si g(x) xioo(x”), alors f(x)+g(x) = o(x").
d) Sif(x) = o(x") et si g(x) = o(x?), alors f(x)g(x) xioo(x"ﬂ’).
e) Si f(x) = o(x™), alors pour tout p € 7, x? f(x) = o(x"tP).
= e

de deux fonctions tendant vers O tend vers 0. Pour (c), on utilise que la somme
f(X) f(x)xn P et

Démonstration. Pour (a), on écri on sait que le produit

de deux fonctions tendant vers O tend vers 0. Pour (b), on a

N

I’on peut supposer n > p (si n=p, il n’y a rien a montrer) alors
f(X)

Iimx"? =0 ;si f &) tend vers 0, il en va donc de méme de

x—0

.La propriété

(d) s’obtient par I'égalité L8 — S g(x) Enfin, on a (e) en écrivant
p g xhtp x"
xp,,f (f,‘) =1 (,)f) (voir aussi ’exercice 3.1 page 55). |
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4.2 CALCUL DES DEVELOPPEMENTS LIMITES
Tronquer un polynéme

Soit A(x) = ag + ajx + - - - + a,x" un polyndme et soit p un entier tel
que 0 < p < n. Supprimons dans A tous les monomes de degré supé-
rieurs a p. On obtient le polynome

LAl ), =ao+aix +---+ayx’
On dit que [A] , est un tronqué du polynéme A.

Exemple. Si A(x) = 1+2x + 3x2 4 5x* 4+ 7x°,alors
| LA [s(x) = [A J4(x) = 142x+3x245x* et [A |1 (x) = 14+2x

Tronquer un développement limité

Soit f(x) =agp+a1x + -+ a,x" + o(x™) le développement limité
d’une fonction f a l'ordre n en 0. Pour tout entier p tel que 0 < p < n,
le développement limité de f a I’ordre p en O est

fx)=ao+ax+---+apx? + o(x?)
= lao +a1x + -+ ax"], +o(x?)
On dit qu’on a tronqué a I’ordre p le développement de f.

Démonstration. Sip = n,iln’y a rien 2 montrer. Supposons p < n. Ecrivons

aotaix+---+a,x" = aotaix+---+a,xP+xf(a, 1 x+ - - +a,x"77)
laotaix+---+a,x"], + x"e(x)

ou l'on a posé &(x) =ayy1x+---+a,x" 7. On a linés(x) =0, donc
X—>

xPe(x) = o(xP) et
aptaix+---+a,x" = lagtax+- - +a,x"], + o(x?)
Par suite, on a aussi
fx) = aptaix+- - +a,x" +o(x") = lao+aix+---+a,x"], + o(x")

car toute fonction o(x") est o(x?) et la somme de deux fonctions o(x?) est
o(x?). |
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Développement limité d’'une somme, d’un produit
ou d’'une composée de fonctions

Théoreme. Soit f et g des fonctions ayant au point O un développe-
ment limité au méme ordren > 1 :

fx)=AK) +o(x") et gx) =B +o(")

ou A et B sont des polynomes de degré au plus n. Alors

» le développement limité de la fonction somme f+g a l’ordre n en
Oestf(x)+ gx)=Ax)+ B(x)+o(x") ;

» le développement limité de la fonction produit fg a l’ordre n en
0 est f(x)g(x) = [A(X)B(x)]n + o(x").

» Si g(0) = 0, alors le développement limité de la composéef o g a
lordren en0 est (f o g)(x) = f(g(x)) = LA(B(X))Jn + o(x").

Ainsi, les regles de calcul sur les développements limités a I’ordre n sont

simples :

— Pour calculer la somme de deux développements limités a 1’ordre
n > 1, on ajoute les parties polyndmes.

— Pour calculer le produit de deux développements limités a I’ordre n, on
multiplie les parties polyndmes et 1’on tronque le résultat a ’ordre n.
— Pour composer deux développements limités a 1’ordre n, on compose

les parties polynomes et I’on tronque le résultat a 1’ordre n.

Démonstration. Pour le premier point, il suffit de remarquer que la somme de
deux fonctions o(x") est o(x"). Ecrivons

fx)=AMx) +x"e1(x) et g(x) = Bx)+x"er(x)
ou g1(x) et &,(x) tendent vers 0 quand x tend vers 0. Alors
F(0)g(x) = A(xX)B(x) 4 x"[A(x)e2(x)+B(x)e; (x)+x" &1 (x)e2(x) ]

Le terme entre crochets tend vers O quand x tend vers 0, donc
f(x)gx) =Ax)B(x)+o(x"). On a aussi A(x)B(x) =[AXx)B(x)],
+o0(x"), d’ou finalement f (x)g(x) = [AX)B(x)], +o(x").

Pour la composéef(g(x)) ,ona

() = A(g(x)) + g(x)"e1(g(x)) (D
Pour tout entier k > 1, le développement limité a I’ordre n de g(x)k est

g()F = B, + o(x™) (développement d'un produit)
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Si I’on pose A(x) = ap+ax+arx>+ - - - +a,x”, on en déduit

A(g() = aptarg()+axg(x)’+- - +a,g(x)"
= lao + a1 B(x) + @B(x)*+ - +a,B(x)" |, + o(x")
ou encore
A(g(x)) = LA(B())]n + 0(x") @
Puisqu’on a supposé g(0) =0, on a lin}) g(x) = 0 et par suite
x—
lim &1 (g(x)) = 0

Plus précisément, le développement de g s’écrit

g(xX) = byx 4+ byx? 4 -+ 4 byx" + x" g5 (x)

=x[by +byx + -+ byx" T+ X" e (0)]

= xu(x), ouu(x)apour limite b; quand x tend vers 0.

On en déduit g(x)" = x"u(x)" et
g(x)"e1(g(x)) = x"u(x)"e1(g(x)) = x"v(x), od il_l)l’%) v(x) = 0.

Cela montre que :

g)"e1(g(x) = o(x™) 3

En reportant (2) et (3) dans (1) et en utilisant que la somme de deux fonctions
o(x") esto(x™), on obtientf(g(x)) = LA(B(x))Jn +o(x"). |

p Exemple 1. Développement limité de e™* cosx al'ordre4 en 0.

On a les développements limité a I'ordre 4 :

1 1 1
- _ 1 _ 2 _ 3 4 4
et =1 x+—2!x —3!x +4—!x +o(x”)

L, 14 4
cosx_l—z—!x +4—!x +o(x")

Dans le produit des polynémes

Al = 1 r, 1, 1, Bix) = 1 r, 1,
x) = —x+2—!x—§x —|—4—! et B(x) = BETR —|—4—!x,
on calcule les coefficients des puissances successives de x en s'arrétant a

l'ordre 4 :

—le terme constantest 1 x1 =1,

—le coefficientde x est —1 x 1 = —1,
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s

- le coefficient de x? est 5 x 1 4+ 1x (—5;) =0,
- le coefficientde x® est — 3 x 1 + (=) x (—5;) = —¢ + 3 = 1,

_ 4 1 1 _1 1 _ 1 _ 1 1
le terme en x est4!><1+2!><( 2!)—i-l><4!—24 itu=—¢

_ 1 1
Onadonce ™ cosx =1 —x + -x> — -x* + o(x*).
3 6

Exemple 2. Développement limité de 2(x) = In cos x a l'ordre 6 en 0.

Tout d'abord, la fonction & est définie au voisinage de 0 puisque cos x > 0
pour tout x €]—n/2,7/2[. De plus, la fonction cosinus étant paire, h est
paire : dans son développement limité, tous les monomes d’'exposant
impairs ont donc un coefficient nul.On connait les développements limités
suivant a l'ordre6 en 0 :

1 1 1 1 1
In(1+x) = x — Exz + §x3 — Zx4 + gxs — 6x6 + o(x%)

L, 1, 14 6
cosx_l—z—!x +4—!x—ax 4+ o(x°)

Posons f(x) = In(14+x) et g(x) = cos x — 1,de sorte que
g(0)=0 et h(x)=In(cosx) =In(1+g(x)) = f(gx))
Ona

1 1 1
g(x) = —axz + ﬂx“ — axé + o(xé) = B(x) + 0(x6)
fx) = A@) + o(x°)

oul'onanoté:
1 1 1 1 1
AG) =x = 2% + §x3 - §x5 - gxs
1 1
B(x) = ——x> 4+ —x* — —x®

Calculons les termes successifs de A (B(x)) en supprimant tous les mono-
mes de degré supérieurs a6 :

[ I
LA(B(x))]6 = B(x) — FLB&) e +31B&) Je — 7 LB() s

1B 5 1B 6
5B Je — 2 LB() e

1\2 11 1 1
2 _ _ 4 _ 6 _ _— .4 _ 6
LBx) J"_< 2!> o +2< 2!4!>x Vi

3
1B(x)*)g = (—i) X6 = —%xb
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Puisque B(x) est multiple de x?,les polyndmes B(x)*, B(x)> et B(x)® sont
multiples de x%, donc leur tronqué au degré 6 est nul.On obtient

ERLISL SIS v B R S I
LA (B(x))Jﬁ_[ TRPTR 6!x] 2[4x 24x]+3[ 8x:|

et finalement

In (cos ¥) = —ox? — ~x* — 10 4 (s
n(cosx) =——x"— —Xx __.x o(xX
2 12 45

X
p Exemple 3. Développement limité de —— a 'ordre 4 au point 0.
sin x

Ecrivons le développement limité de sin x a I'ordre 5 en O (le choix de I'or-
dre 5 sera expliqué en fin de calcul).

. 1 1 5
sinx =x— —x>+ —x>+o(x°)

3! 31

1 1
[1 - yx + 5 +0(x4)} car xo(x*) = o(x”)

En posant u(x) = —x2 — %x — o(x*), il vient donc

X 1

sin x - 1—ulx)

Onau(0) =0etu(x)= B(x) + o(x*),0u B(x) = $:.x> — £x*,

Le développement de ——— s'obtient en composant le développement

T—u(x) u(x)
limité de x E et celui de u. Puisque B(x) est multiple de x?, il suffit

de développer ﬁ alordre?2:

=1+ B@) + [Bx)* ]2 + [B() |5 + LB(x)*J4 + o(x*)

=1 1214 ]24 4
—+§x—§x +§ x" 4 o(x")

car B(x)> et B(x)* sont multiples de x°. D'ou le développement limité
cherché:

sin x

ol Totont
oz =1t er Tagg® Tol

Il a fallu partir du développement de sin x a I'ordre 5, car dans le quotient
,on a perdu un ordre.

sin x’
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g CONSEILS

Pour calculer un développement limité a I’ordre n d’une fonction f:

» Procédez par étapes en commencant par développer les différentes fonc-

4.3

tions qui composent f'; tous ces développements doivent absolument étre
au méme ordre n.

Si vous calculez un développement limité de f o g en 0 a partir des déve-
loppements de f et g en 0, n’oubliez pas de vérifier la condition
8(0)=0.

Disposez clairement vos calculs : vous y repérerez plus facilement les
fautes éventuelles.

Si les calculs conduisent a une diminution de 1’ordre (par exemple a
cause d’une division par x dans un développement en 0), reprendre
depuis le début avec des développements a un ordre plus élevé.

Si I’on integre un développement limité ou si I’on multiplie par x un
développement en 0, on gagne un ordre ; en multipliant par x, on gagne
deux ordres, etc.

CALCUL DE LIMITES

Quand une limite se présente sous forme indéterminée, un développe-
ment limité permet le plus souvent de trouver la réponse.

s

1 —cos
Exemple 1. Calculer lim ﬂ,ou a € Reth € R".
x—0 ch(bx) — 1

C'est une forme indéterminée « % ». Ecrivons les développements limités de
1—cos (ax) etdech(bx)—1 al'ordre 2 au point 0.

cos(ax) =1 — %(ax)z + o(x?)
1 — cos(ax) = %azx2 + o(xz)
& =1+bx+ zi!(b)c)2 + o(x?)
e =1—bx+ 21!(—1»02 + o(x?)

1 1
ch(bx) = E(e’” +e =1+ 5(bx)2 +o(x?)

1
ch(bx) — 1 = 5b2x2 +o(x?)
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Il vient donc :

( 2/2+ 0( 2)) a2/2+ O(Xz)

I—cos (ax) (@*12)x* + o(xz) X2
1 (p? 2 2 2 2
ch(bx)—1 = (B2/2)x% + o(x?) <b2/2 N o(x )) b2+ o(x?)
x2 x2

v(x

Dans la derniére expression, les rapports =5+ ) tendent vers 0 quand x tend

vers 0,donc le numérateur tend vers a/2 et le dénominateur vers b2/2.0n

en déduit
1 —cos (ax) a?

lim — )
«~0 ch(bx)—1 b2

X—>+00

. 1 L
Exemple 2. Calculer lim x? (ex — ex+l ) .

Il s'agit d'une forme indéterminée « 0o x 0 » En posant r = 1/x, on a
1t .. .

47 = 15 etlalimite demandée est

L, L

lim — (e —e1+f)

1—0 12

>0
Calculons le développement limité a l'ordre 2 au point O du terme entre
parenthéses.

1
e’:1+t+§t2+o(12)

t

i t(l—t+o0@®)=t—1"+0@?)

e =1+ (t—1) + = L(f—l2)2J2+0(f2)
2 12 2 12 2
=14t—t +§t +0(t):1+t—5t + o(t7)

I3 t
donc e’ — eT+ =12 4 0(t?) et par suite [lz (e’ —em) =14o0(1).

Puisque o(1) est par définition une fonction qui tend vers 0 quand ¢ tend
vers 0, on en déduit

. 1 1 ., L
Iim x~(e¥ —ex+I :11m—(e —e1+t):l
x—>+00 —0 ¢2
>0

_ 1 1
. I4x | -1)? . I4+x\ @—1)?
Exemple 3. Calculer hII‘ll (3—)( b et lim <—>( b .

3—x

x>1

Six €]—1,3[, — est positif, donc I'expression dont on veut la limite est

bien définie au v0|smage de 1.C'est un forme indéterminée « 1°° ».En prenant
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14+x
le logarithme, on considere In <i> .Posons x = 14t,d'ou

1
(x—1)2 3—x

1 I+x 11 24t 11 1412

(x—1)2 n3—x =t2 22—t 12 n1—t/2

On doit calculer la limite de cette derniéere expression quand t tend vers 0.
On a les développements limités a I'ordre 1 au point 0 :

In(1 4+ £/2) = t/2 + o(t) , In(1 —#/2) = —t/2 4+ o(2)
1 +1/2
1—12

1l 1412 1<1+@)

t

d’ou In =In(1+t2)— In(1—12) =1t+0(t)

21—t ot

o(1)

1
Quand ¢ tend vers 0, ¥ tend par définition vers 0, donc 1 + e tend

vers 1.Par suite
. 1 In 141¢2 — im 1 _ .
im— - 00
10 21—t 150 ¢

1 l + 2 —lim 1 _
10 12 1 —t2 Ho t

En prenant I'exponentielle, on en déduit

1 1

1 — 2 1 — 2

lim X en =400 et lim 1) e =0
=1\ 3—x =1\ 3—x

car lim e¢* = +ooet lim e* =0.
X—>+00 X——00

d CONSEILS

» Calcul de lim f(x) quand la forme est indéterminée :

poser x = a+t et faire un développement limité de t — f(a+t) au
point 0 a un ordre suffisant pour pouvoir calculer lirr(l) fla+t).
11—

» Calcul de liIJP f(x) quand la forme est indéterminée :

poser x = 1/t et faire un développement limité de r — f(1/7) au
point 0 a un ordre suffisant pour pouvoir calculer lin(} f/e).

» Pour lim f(x), on calcule de méme lin(} fQay/e. =0
X—>—00 11—

<0
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EXERCICES

4.1 Calculer le développement limité de la fonction x + tan x a I’ordre
5 au point 0. En déduire la valeur des nombres dérivés tan®(0),
tan® (0) et tan® (0).

4.2 a) Posons f (x) = sin(x+x?). Calculer f % (0) pour 1 < k < 4.

b) Calculer les développements limités des fonctions suivantes au point
0:

(i) sh x a’ordre 3.

(ii) \/cos x al’ordre 5.

(iii) v/ 1++/14x al’ordre 3.

4.3 Calculer les limites suivantes :

2 tan x—sin(2 1—t
(@) lim 2B0XTSINGO -, 1Tt
x—0 (sin x)3 x—m/4 cos(2x)
Arctan x \/*’ 1
@ lim (m) d) lim — (ﬁ—Jsinx) Cota>0
X X x—0 @

x>0

4.4 Calculer la limite des suites suivantes :

(a) (M)n,oﬁa>06tb>0 (b) (cosl>n

2 n

4.5 Trouver un nombre a tel que sin x = 5+ 0(x4) au voisinage

14ax
de 0.

4.6 Posons f(x) = ,ou b et c sont des nombres etc = 0.

1+ bx + cx?
Soit 7 un entier au moins égal a 2.

a) Montrer que f a un développement limité a 1’ordre n au point 0.

b) On note f(x) =ap+ ajx + -+ + a,x" + o(x") le développement
limité de f a I’ordre n au point 0. Montrer que ap = 1, a; = —b et que
les coefficients vérifient la relation a = —bay_;—cay—, pour tout
entier k tel que 2 < k < n.

¢) On suppose b =c =1. Montrer que a3, =1, az,11 =—1 et
azp+2 = 0 pour tout entier p tel que 0 < 3p < n—2.
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d) On suppose b = —3/2 et ¢ = 1/2. Calculer a; pour tout entier k tel

> en éléments sim-

que 0 < k < n (on pourra décomposer m

ples).
SOLUTIONS
4,1 Onatanx = $nx - et les développements limités a I'ordre 5 en O :
S I e
sinx = x 3'x 5 — x> +o(x
1 1 1 5
cosx =1— Ex + Ex + o(x”)
1
Posons

cosx 1—u(x)’

1— 1 2 1 5
ol u(x) = cosx_gx —Ex + o(x>).

Puisque u(0) = 0, on peut développer —— en utilisant le développe-

lu()

ment de m au point 0. En posant B(x) = Exz — ﬁx“, il vient

=14 B(x) + |B(x)*]s + o(x°)

1
1—u(x)

car les polyndmes B(x)3, B(x)* et B(x)’ étant multiples de x0, leur

tronqué a l'ordre 5 est nul. On a B(x)? =x (%—%xz)z, donc

LB s = x* (4)7 = Ix* et

1 1L, 14 14 5

cosx_1+<2_!x —4—!x>+1x +o(x°)
1 5

=1+ Exz + ﬁx“ +o(x°)

Faisons le produit avec le développement de sin x :
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COS X 3! 5! 2 24

11 1 1\ /1\ 5
=x+x° [—§+5} + X [§+ <—§> (§> +ﬁ] +o0(x%)

ou €ncore

i 1 1 1 5
Y [x — x4+ —x51| |:1 + —x’ + —x4] + o(x%)

tanx = x + lx3 + zxs + 0(x5)
3 15

Puisque la fonction tangente est dérivable autant de fois qu’on veut en

0, on en déduit que les coefficients de x>, x* et x> sont (page 48) :

1 tan®(0 1
Lo O gone an®0) = 2 x31=2
3 3! 3
tan® (0
0= an4'( ) donc tan®(0) =0
2 @n® 2
<= a“5!( ) done tan® (0) = 5 xSt=16.

4.2 a) Calculons le développement limité de f (x) al’ordre 4 en 0. On a
1
sin(x4+x2) = (x +x2) — 3 L(x 4+ x2)3 |4 + o(x*)

1
=x4x>— g(x3 +3xY + o(x*)

1 1
sin(x+x2) = x + x> — 8x3 — §x4 +o(xh

On en déduit
O =10)=2)x1=2 fO0) =@3! x(-1/6) = -1
et fA0) = @) x (—1/2) = —12.

b) (i) On part des développements limités

X 1 2 1 3 3
e = 1+X+5X +§X +0()C )
—x 1 2 1 3 3
et = 1—x+2—!x —Ex +o(x”)
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En soustrayant le second du premier, le terme constant et le terme en x2

se simplifient et il reste e¢* —e™ =2x + 23i1x3 +o(x? .Dou

1
shx = —(e +e ™) =x+ 3 —x> +o(x%)

b) (ii) Le développement limité de cosx a I’ordre 5 en 0 est
! 1 1 5

CoOsS x = —Ex + Zx + o(x”)

Posons cos x = 1 — u(x), c’est-a-dire
u(x)=1—cosx = lx2 — —x*+ o)

- Y] 4!
Onau(0) =0 et /cosx = /1 —u(x).
Ecrivons le développement de la composée /T — u(x) a 'ordre 5.

Puisque le premier terme non nul du développement de u(x) est de degré
2, il suffit d’utiliser le développement limité de /1—x a ’ordre 2.

1 1
V1—x =1 — X gx2 + o(x?)

IR YA AN I AT A 5
1u(x)—1—§<2—!x —I!x)—g\‘<2—!x —4—!x 4+0(x)

o la 11 1 s
=l- ¥ g gyt T

|

1 1
Finalement, +/cosx =1 — ZX2 - %x4 +o(x7).

b) (ii) Le développement limité de /1+x a ’ordre 3 en 0 est

1
VI+x =1+ 2x— gx —i—Ex +o(x?)

On a

1 1
1+ V14+x =24 u(x) ,avec u(x) = —x—gx +1—6x 34 o(x?)

et il vient

V1I4+VTHx = V2 +u(x) =2 1+@ (%)
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Puisque u(0) = 0, utilisons le développement d’une composée. En
posant

2\ 2F 78" T e 4 7160 T3
on a
2 14 LB - LB+ = B + o)
I A SN Tt E
101, 1 /1, 1
TR (VL RV SN SV B WS (RN S
+2<4x 16" +32x> 8(16x 32"
13 3
+1—66—4x +o(x”)

15
=14+ -x——x"+

3 3
§¥ 128" T 10wt TOo0)

En reportant dans (*), on obtient finalement

/ V2 52 212
1 /1 — 2 Ny, TNE2 Ve 3 3
Ve = V24 s 1Y Tiomt o)

4.3 a)On a
1
tanx = x + §x3 + 0(x3) d’apres I’exercice 4.1,

1 8
sin(2x) = 2x — y(ZJc)3 +o(x?) =2x — §x3 + 0(x3)
d’ou

o _ % E 3 3y 943 3
2 tan x — sin(2x) = 3+3' x”+o(x7) =2x" 4+ o(x”)

Puisque sin x = x + o(x), on a (sin x)3 =x3+o(x3) et

2 tan x — sin(2x) _2x3 +o(x?)
(sin x)3 X3 o(xd)
24 o(x¥)/x3
1+ o(x3)/x3

en divisant haut et bas par x>
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Dans la derniere expression, le numérateur tend vers 2 et le dénomina-

. 2tanx — sin(2x)
teur vers 1. On a donc lim - 3 =
x—0 (sin x)-

b) 11 s’agit d’une forme indéterminée « g ». Calculons le développement

limité de 1—tanx et de cos 2x a I'ordre 1 au point 7/4. En posant
x=m/4+t,ona:

tan(m/4 + 1) = 1 + (tan'(7/4))t + o(1) = 1 + 2t + o(1)
I—tan(w/4 +t) = =2t + o(¢t)
cos[2(m/4+1)] = cos(m/242t) = —sin(2t) = =2t + o(t)
On en déduit

1—tan(m/4 + 1) . —2t+o(t) . —24o0()/t
im———— = 1lim = lim =
t—0 cos(m/2+2t) =0 =2t +o(t) 1=0—=24o0(t)/t

1—tan x

d’ot  lim =
x—m/4 cos(2x)

¢) On a le développement limité au point O :

1
Arctan x = x—§x3 +o(x?),

d’ou
Arctan x - lxz n o(xz)
X 3
Arct 1
In (ﬂ) = ——x?+o(x?
X 3

1 Arctan x 1
In <7> = —3 +o(1)

x2 X

w) = —1 et en prenant ’exponentielle, on en
X 3

2
Arctan x \'/*
déduit lim (7> =13,

x—0 X

Ainsi lim 2 In (
x—=0*

d) Remarquons que pour x € 10,7/2[, on a bien sin x > 0. En mettant

/% en facteur, il vient
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T~

On a les développements limités en O :

i 1 1 1
smx 1/ 1. 310 ) =1— -x% + 0(x?)
Cx 3! 6

1
_—x +o(x?) = —x?+ —x%e(x), on hm e(x) =0.

X
sin x 1
( ) —1———x +0(x)—1——x +0(x)
12
) 12 12

(smx

Par suite

— [\/——\/smx] X1/ a(x +x e(x)) x5/2—a(1 + e(x))
xl

12

et ’on en déduit lim —[f—«/ s1nx] =

x—0
x>0

1/12 sia=5/2

{ 0 sia<5/2
400 sia>5/2

a*+b* 1/x
4.4 a) Posons f(x) = 5 pour tout x > 0, de sorte que
Ja+/bY
(IT) = F(1/nm)

Puisque 1/n tend vers 0, utilisons le développement limité de 1’expo-
nentielle au point 0:
a* =" =14+ (Ina)x + o(x)

b =MD =14 (Inb)x + o(x)

a*+b* Ina+lnb

3 =1+#x—|—0(x)

D’apres le développement limité In(14x) = x 4+ o(x) au point 0, il
vient
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a*+b* 1 /Ina+Inb
ln(f(x)) = —ln( 5 > = . ( 5 X o(x))
1 Inb
_ mathnb o(1)
2
Ina+Inb

On a ainsi liII(l) ln(f(x)) = =In vab. En prenant I’expo-

2
nentielle, on en déduit

lim (M> = \ab

n—-+00 2

b) Posons f(x) = (cos )c)l/)‘2 de sorte que (cos(l/n))"2 = f(1/n).

Considérons In f(x) = (1/x?)In cos x. On a les développement limités
au point O :

cosx =1 — (x2/2) + o(x?)

Incos x = —x2/2 + o(x?)

1
—Zln cosx =—1/24o0(1)
X

Ainsi lin})ln f(x)=—1/2, donc liT In f(1/n) = —1/2 et en pre-
X—> n——+00

2
nant I’exponentielle, on en déduit lim (cos(1/n))" =e~'/2.
n—+00

al’ordre 4 au

, X
4.5 Ecrivons le développement limité de sin x —
1+ax?

point O :

1
sinx =x — 6x3 + 0(x4)

1 2 3
m:l—ax +0(X)
x* 3 4
ax? =x—ax” +o(x")

. X 1 3 4
smx—m: (—g—l-a)x 4+ o(x™)
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Pour que cette fonction soit o(x*) au voisinage de 0, il faut et il suffit

o 4
T+ (/62 oo

que a =1/6.0Onadonc sinx =
4.6 a) La fonction u : x > 14+bx+cx? est continue et prend la valeur
1 en 0, donc il existe un intervalle ouvert / contenant O tel que
14bx+cx? # 0 pour tout x € I (proposition page 83). Puisque u est
dérivable autant de fois qu’on veut sur /, il en va de méme de la fonction
f :x+— 1/u(x).La fonction f a donc un développement limité a 1’or-
dre n au point 0.

b) Le développement limité de f & l'ordre 1 au point O est

1
1+bx+cx?

xel

=1—bx +o0(x), donc ap =1 et a; = —b. On a pour tout

1=(+bx+ cxz)(ao +ax +ax’+ -+ ax" + o(x"))

Soit k un entier tel que 2 < k < n. Dans le produit de droite, le coeffi-
cient de x¥ est a; + bay_| + cay_,. Or dans le développement limité de

la fonction constante x > 1, le coefficient de x* est nul. On en déduit
ar +baj—1 +cap—, =0
c) D’apres b), on a
a=1 , a=—-1 e a=—ar_1—aro si2<k<n.

En particulier a; = —a; — ap = 0. Les égalités demandées sont donc
vraies si p = 0. Si k > 3, alors d’apres la relation de récurrence, on a

Ak = —Qp—1 — Qg2 = —[—a_2 —ay_3] —ar_2 = a3
Si p est un entier tel que 0 < 3p < n—2, il vient donc
wp=ay=1, azpr1=a1=—1 et azppo=0a,=0
d)Onal — (3/2)x + (1/2)x> = (1/2)(1 — x)(2 — x) . La décomposi-

1 _ 2
1-(3/2)x+(1/2)x> — (1-x)2—x)

tion de en éléments simples est

1 2 2

1—G3/)x+(1/2)x2 1—-x 2—x
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Calculons le développement limité a I’ordre n au point O :

2
. =24+ 2x +2x% + -+ 2x" + o(x")

— X

e T U I 0
2—x 1—xp2 T2t it TOW

d’ou
1
1 —(3/2)x + (1/2)x?

1 1 1
=1+ (2—§>x + (2—2—2) X4+ <2—2—n> x" 4+ o(x")

1 2k+1 -1
On a donc ai =2—? = pour tout entier k tel que

0<k<n.






Etude locale
d’une fonction

"1
ee
=
a
<
T

Dans ce chapitre, nous utilisons les développements limités pour étudier
I'allure d’'une courbe au voisinage d'un point. Nous saurons en particulier
déterminer la position de la courbe par rapport a la tangente, et aussi par
rapport a une asymptote oblique.

v
—
-
|9
L
=
2]
©)

5.1 SIGNE D’'UNE FONCTION AU VOISINAGE D’UN POINT

Voici la propriété-clef qu’on utilisera tout au long du chapitre.

Proposition. Soit u une fonction telle lim u(x) = £, ou £ est un nom-
X—>a

bre réel non nul. Alors pour tout x assez proche de a, u(x) a le signe
de L.

Démonstration. Supposons par exemple £ > 0 et choisissons un nombre ¢ tel
que 0 < & <¢ . Par définition de la limite, on sait que pour tout x assez proche
de a,onal —¢e < u(x) < £+ ¢. Puisque £ — ¢ > 0, il s’ensuit que pour tout
x assez proche de a, on a u(x) > 0. On raisonne de méme si £ < 0. |

Soit f une fonction ayant au point a un développement limité a I’ordre
n. Supposons que dans ce développement, il y a un monome non nul de
plus bas degré :

fla+1) =at* + q "+ 4 a,t" +o(t"), ot ap # Oetn > k.

En tronquant a I’ordre £, il vient

k
fla+1) =art* +o@*) =i <ak + 0(;( )>
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Puisque lim o) /¥ = 0, on a lim (ax + o(*)/1*) = a; # 0. D’apres
t—0 t—0
la proposition précédente, a; + o(t*)/t* a le signe de a; pour tout 7 est

assez proche de 0. Par conséquent, f (a-+t) a le signe de at* pour tout
t assez proche de 0. En posant x = a-t, cette propriété se formule : f (x)

a le signe de a;(x—a)* pour tout x assez proche de a. Enoncons ce
qu’on vient de montrer.

Proposition. Soit f une fonction ayant au point a un développement
limité f (a+t) = ct* + o(t*), o1t ¢ # 0. Alors pour tout x assez pro-
che de a, f(x) a le signe de c(x—a)*.

Précisons ce résultat.

» Si I'entier k est pair, alors pour tout x assez proche de a, f(x) ale
signe de c.

» Si k est impair, f(x) a le signe de ¢ pour tout x > a assez proche de
a,etf(x) ale signe de —c pour tout x < a assez proche de a.

des allures locales

7 x pour f (x) = x + o(x) \7‘ x

/
~_

/
S x
allure locale pour allure focale pour
f) = —x*+o(x?) fx) =—x>+o(x?)

2(x—1)

Exemple. Pour tout x > 0, posons f (x) = I .On veut étudier le signe

de la différence ¢ (x) = Inx — f(x) pour tout x assez proche de 1.

Onag(l) =In1— f(1) = 0.Ecrivons les développements limités de In
etde fau point 1:
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]2 ]3 3
1“(1+t)=t—5t +§t +o(t”)

fl+0= 2 _ (1=t ley ()
o 142 2Tt e
12 13 3
=1t— -t —t t
> +4 +o(t7)
Il vient
1 1 3 3 1 3 3
(1 +1) =In(1+1) — f(1+1) = 32 t +0(t)=Et +o(t7)

1
Pour tout x assez proche de 1, ¢(x) est donc du signe de I (x—1)3.

On en conclut que
2(x—1)

x+1
2(x—1)

x+1

- pour toutx > 1 etassez prochede 1,onalnx >

- pour tout x < 1 etassez prochede 1,onalnx <

y y=Inx

y=f®  lacourbe defet celle du logarithme ont la
méme tangente en (1,0), mais les deux
courbes se croisent.

y=Inx

5.2 ETUDE LOCALE D’UNE FONCTION
Dérivabilité en un point

Soit f une fonction définie au voisinage de a. Pour étudier si f est déri-
vable en a lorsqu’on ne peut pas pratiquer au point a les formules de
dérivation, il faut revenir a la définition de la dérivée et étudier la limite
de M quand ¢ tend vers 0. Pour cela, on calcule le développe-
ment limité de f a I'ordre 1 en a.

Supposons f continue en a. D apres la proposition page 47, f est dériva-
ble en a si et seulement si f a un développement limité a I’ordre 1 en a,
et dans ce cas, le développement limité est

fla+1) = f(a)+ fl(@t +o()

On a donc la proposition suivante.
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Proposition. Soit f une fonction continue ayant un développement

limité a ’ordre 1 au point a : f(a+t) = ap + ait + o(t). Alors

» f est dérivable en a, f(a) = ag et f'(a) = a.

» Au point d’abscisse a, I’équation de la tangente au graphe de f est
y=ao+ai(x —a).

Position du graphe par rapport a la tangente

A) Supposons que f a un développement limité a I’ordre 2 au point a :

fla+1)=ay+ait +axt*+o(t?), ot ar # 0.

La tangente au point d’abscisse a est le graphe de la fonction
T(x) =ap+ai(x —a)

Si M est le point d’abscisse x sur le gra-
phe de f et si P est le point d’abscisse x
sur la tangente en a, la différence
d(x) = f(x) — T(x) est la mesure algé-
brique PM .

On a T (a+t) = ap+at et

y=T)

d(a+t) = f(a+1) — T(a+t) = axt> + o(t?)

Comme on a supposé a, #* 0, on en déduit que d(a+t) est du signe de

art? pour tout ¢ assez proche de 0. Ainsi f (x) — 7' (x) est du signe de a;

pour tout x assez proche de a.

» Si a; > 0, alors au voisinage du point d’abscisse a, la courbe de f
est au dessus de la tangente en a (figure 5.1 ci-dessous).

» Si a; < 0, alors au voisinage du point d’abscisse a, la courbe de f
est en dessous de la tangente en a (figure 5.2 ci-dessous).

Cas d’une dérivée nulle

Cela veut dire que la tangente en a est horizontale. On a a; = 0, donc
le développement limité de f s’écrit

fla+t) = ap + agtz + o(tz)

» Si ap > 0, la courbe de f a un minimum local en a.

» Si a; < 0, la courbe de f a un maximum local en a.
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B) Supposons que, dans le développement limité de f(a+t) en 0, le

coefficient de > est nul, mais que f a un développement limité & I’or-
dre 3 :

fla+1t) =ag+ ait + azt> + o(t?), ot a3 =+ 0.

Alors pour tout ¢ assez proche de 0, d(a+t) ale signe de a3t>. Puisque
a3t change de signe quand ¢ change de signe, on en déduit que la
courbe de f traverse sa tangente au point d’abscisse a : on dit que c’est
un point d’inflexion (figure 5.3 ci-dessous).

Pour trouver un point d’inflexion, on cherche parmi les points d’abscisse
x telle que f”(x) = 0.

On montre de méme le résultat général suivant.

Proposition. Si f a un développement limité en a, a un ordre k > 2 :

fla+1)=ao+art +ait* +o(*),ona; # 0,

alors au voisinage de a, la position de la courbe de f par rapport a

sa tangente en a est donnée par le signe de ai(x—a)~.

y y
2 J tf(/l”) 2 v =flx)
3 X 3 X
FB41) =2-2t+t*+0(t?) FB+1) =2+1/2)t—t>+o(t?)
Figure 5.1 Figure 5.2
y y =)
2
3 x

fB+1) =241/ t+3+o(t?)

Figure 5.3
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sin x
* Montrons que f(x) a une Ilmlte quand x tend vers 0.

1 1
p Exemple. Posonsf'(x) = —— — — pourtoutx €0, [.

Onaf(x) = xl (m 1) et les développement limités

i 1
smx =1- —x2 + o(xz)
X 3
X
— =1+ —x +0(x )
sin x 3!
d'ou
1/1 1
f@)=—=x>+0(x?) | =—-x+o()
x \ 3! 6

Onaainsi lim f(x) = 0.
x—0
+Posons f(0) = 0, de sorte que la fonction f est maintenant définie et
continue sur [0,7[. Le développement limité ci-dessus montre que
f'(0) = 1/6. La courbe de f a donc une demi-tangente en 0 d'équation
y = (1/6)x.
* Quelle est, au voisinage de 0, la position de la courbe de f par rapport a sa
demi-tangenteen 0?
Ecrivons le développement de f (x) a l'ordre 3 en partant de
sin x

=1 1 1 5
Tl e

x 0 1\ 1 y
anx = Tt 5) T | e

1 7 .
=1+ x>+ —x*+o(xh

6 360
Fo =2 (e Lt rowh) = x4 Lo 4 oi)
X) = — —X —X o(xX —X o(xX
x \6 360 6 360

Puisqu’on a 36ox > 0 pour x > 0, on en déduit qu’au voisinage de 0, la
courbe de f'est au dessus de sa tangente a l'origine.

Y y=f)

Ey:x/é

T ox

Graphe de f
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5.3 DROITE ASYMPTOTE

Rappelons que si a est un nombre réel et si lim f(x) = oo, alors la
XxX—a

courbe de f a une asymptote verticale en a.

Recherche d’une asymptote oblique

Voici les définitions dans le cas d’une fonction f définie sur un intervalle

[r,+oo[.

» Si @ a une limite finie @ quand x tend vers +oo, on dit que la
courbe de f a, en 400, une direction asymptotique de pente a.

» Si de plus f(x) —ax a une limite finie b quand x tend vers +o0,
alors la droite d’équation y = ax + b est asymptote a la courbe de f
en +00.

Position de la courbe par rapport a une asymptote

im L9 — i —ax) —
Supposons x£r+noo — =aet xgrfm(f(x) ax) =b.

La différence f(x)— (ax +b) mesure
I’écart algébrique PM entre le point P
d’abscisse x sur I’asymptote et le point M _~|
d’abscisse x sur la courbe de f. La position
de la courbe par rapport a I’asymptote
est donc donnée par le signe de
f(x) —(ax +b).

Souvent, on se contente de déterminer ce signe pour tout x suffisamment
grand : c’est cela qu’on entend par « position de la courbe par rapport a
I’asymptote ». Dans la pratique,

y

pour trouver une éventuelle asymptote a la courbe de f en +00
et la position de la courbe par rapport a I’asymptote, on pose
x = 1/t et I'on calcule le développement limité de t — f(1/t)
en 0.

el 1

p Exemple. Considérons la fonction définie parf (x) = AT
et —

t

Posons x = 1/t de sorte que f(1/t) = et
el —

ment limité en 0 de cette expression.On a

1
T et calculons le développe-

t 12 2 12 2
¢t l=141+1+ 2 40() =241+ 1 +o(r?)
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m&»
I
_
Il

l2 13 3\ 1 l2 2
t+5t +§t +o(t) =t 1+§f+gf +o(t7)

1 1 ] 1t 1t2+1t2+ )
=—|1—-=t—- - 0
el —1 t 2 6 4

1 11
- [1 ——t+ —=t*+ o(tz)]

2 12

12 _l Lz 2
L(24_t+-2t) (1 2t+—12t>J24—00]

[2 + étz + 0(12)]

d'ou

SN S = S =

1
+ -t +o(t
6 ()
En posanto(t) = te(t),ou lirrtl) e(t) = 0, il vient
t—

1 1
fx) =2x 4+ — + —e(l/x) et lim e(1/x) =0.
6x x x— =00

Ainsi lim f(x)/x =2 et lim (f(x) - Zx) = 0,donc la droite d'équa-
x—=+o00 x—=+o00

tion y = 2x est asymptote a la courbe de f'en +00 et en —o0.

De plus, au voisinage de 4+-00 et au voisinage de —oo, f (x) — 2x ale signe

de é :

- au voisinage de 400, la courbe de f est au dessus de I'asymptote,

- au voisinage de —o0, la courbe de f'est en dessous de I'asymptote.

Terminons I'étude de la fonction f.

el/x +1 el/X(l + e—l/x)

ol _ 1 V(1 — e 1) =—f(=x).

« Sur ]0,+o00[, la fonction x — 1/x est décroissante, donc aussi la fonction
v:x i e'* Pour tout x > 0, 0n a e'/* € ]1,400[ et sur l'intervalle

« festimpaire, car f (x) =

11,4o00], la fonction u : x +— 1%} =1+ x%] est décroissante. Puisqu’on

af(x) = u o v(x),on en déduit que f est croissante sur ]0,+oo][.

Let .
*Onaf(x) = ———etlime = 0,donclim f(x) = 1.
I—enli =0 20
« Etudions la courbe au voisinage de l'origine.
1+e—l/x ze—l/x
Onaf(x)—l:l_e_l/x— zl_e_l/x,donc

fa) =1 e r
X x l—e /¥
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e*l/x

On sait que lim = lim -5 = lim —te' =0. Comme
x~>(()) x t——oc0 ~1/1 —>—00
x>
ling(l —e /%)y =1, on en déduit lin(}% = 0. Cela montre que la
X—> X—
x>0 x>0

courbe de f a une demi-tangente horizontale au point (0, 1).
On peut maintenant dessiner la courbe de f sur ]0,+o00[ et compléter par
symétrie par rapport a l'origine.

oF
</
d CONSEIL

» N’hésitez pas a faire une étude locale en quelques points remarquables :
vous pourrez ainsi dessiner la courbe plus précisément.

EXERCICES

5.1 Posons f(x) = V1 — x2 4+ x3.

a) Quel est I’ensemble de définition de la fonction f ?

Etudier les variations de f.

b) En quels points f a-t-elle un maximum local ? un minimum local ?
¢) Montrer que la courbe de f coupe ’axe des abscisses en un unique
point, d’abscisse comprise entre —1 et 0.

d) Montrer que la courbe de f a une asymptote dont on calculera I’équa-
tion. Quelle est la position de la courbe par rapport a cette asymptote ?
Dessiner la courbe de f.

1 +ax

1+x

a) Trouver un intervalle ouvert contenant O sur lequel la fonction f est
définie.

5.2 Soit a € R\ {0,1}. Posons f(x) = In
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b) Faire une étude locale de f en 0. Dessiner 1’allure de la courbe de f au
voisinage de O (tangente et position par rapport a la tangente) en discu-
tant selon les valeurs de a.

1
5.3 Soit f : R — R Ia fonction définie par f (x) = §x4 — x> —x+2.

Montrer que f a deux points d’inflexion qu’on déterminera. Dessiner
I’allure de la courbe de f en chacun de ces points.

5.4 Posons f(x) = Arcsin(e_xz).

a) Quel est I’ensemble de définition de la fonction f ?

Etudier les variations de f.

b) En utilisant la question (d) de I’exercice 1.4 page 17, montrer qu’en 0,
le graphe de f a deux demi-tangentes dont on calculera les pentes.

¢) Calculer xEI-iI-loo f(x). Dessiner la courbe de f.

1
5.5 Posons f(x) = (x2 — 1)ln |

pour tout x € R\ {1,—1}.

x—1
a) Montrer que la fonction f est impaire.

b) Montrer que f(x) a une limite quand x tend vers 1. En déduire qu’il
y a une une fonction continue z : R — R telle que #(x) = f(x) pour
toutx € R\ {1,—1}.

La fonction 4 est-elle dérivable en 1 ? La courbe de /4 a-t-elle une tan-
gente au point d’abscisse 1 ?

¢) Déterminer 1’asymptote a la courbe de f et la position de la courbe de
f par rapport a cette asymptote.

d) Soit D =]0,1[U]1,+oc[. Pour tout x € D, posons

1+x 1

[1—x| x

u(x) =1In

(i) En étudiant la fonction u, montrer que ’on a u(x) > 0 pour tout
x € ]1,4o0let qu’il existe o € ]0,1[tel que u(x) < O pour x € ]0,c[ et
u(x) > 0 pour x € Ja, 11.

(i) Montrer que pour tout x € D, on a f’(x) = 2xu(x). Dresser le
tableau de variations de f.

(i) Calculer f'(0) et dessiner la courbe de f.
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SOLUTIONS

5.1 a) Posons u(x) =1—x>+4x3. La fonction u et la fonction
x > 4/x sont définies sur R, donc f aussi.

Puisque la fonction racine cubique est croissante sur R, f a les mémes
variations que u. On a u'(x) = 3x2 —2x = x(3x — 2), d’ou le tableau
de variation :

—00 0 2/3 400

u'(x) + - +

Fx) —00 /! 1 N +oo

b) La fonction f a un maximum local au point (0,1) et un minimum local
au point d’abscisse 2/3 ; la valeur de ce minimum local est
f2/3)=23/3>0.

¢) Les variations de f montrent que, pour tout x >0, on a
f(x) = f(2/3) > 0. De plus, f est continue et strictement croissante sur
] — 00,0]. Puisque f(0) > 0 et f(—1) = —1'/3 = —1 < 0, on déduit
du théoréme des valeurs intermédiaires que I’équation f(x) = 0 a une

unique solution s € R, etque 'ona —1 < s < 0.

d) Pour tout x # 0,onaf(x) = x3J1 — % + x]—z.Enposantx =1/t,1il
vient f (1/t) = (1/1)7/1 —t 413 Puisque |~ +° |, = —t,ona

t 3 2

Nt
“(=-1
f <1) Y P + L(—t)2 +0(t2)]
1

=—11 lt 1t2+(t2)—1 ! t+o(t)
ot 39 © ot ©

donc

1
fx)=x— 3 g + ;g(x)’OﬁxEIfooa(x) =0.
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Ainsi la droite d’équation y = x — % est asymptote a la courbe de f en

400 et en —oo. Puisque —1/9x a le signe opposé de celui de x, la courbe
est en dessous de I’asymtote au voisinage de 400, et au dessus au voisi-
nage de—oo.

i 3
/ 273 X

Graphe de f et de 'asymptote

52 a)Si|x| <l,onal+x > 0;sil|x| < 1/|al, alors |ax| < 1, donc
1 4+ ax > 0. Posons m = min(1,1/]al). Alors on am > 0 et pour tout
1+ax

x €| —mm|, 0na1+x>0@t1+ax>0,d0ncm > (. La fonc-

tion f est donc définie au moins sur I'intervalle | — m,m[.

b) Pour tout x € ] — m,m[,onaf(x) = In(l + ax) — In(1 + x).

Le développement limité de f a I’ordre 2 en O est

fx) = (ax — %a2x2> — (x — %x2> + o(x?)

=(—Dx+ %(1 —a®)x* + o(x?)

Au point (0,0), la courbe de f a une tangente de pente a — 1. Si |a| < 1,
alors 1 —a”? > 0 et au voisinage de 0, la courbe de f est au dessus de
cette tangente. Si |a| > 1, alors au voisinage de 0, la courbe de f est en
dessous de la tangente.

Supposons a = —1. Alors le développement de f a I’ordre 3 en O est
1 1 1 1
flx) = <—x — Exz — §x3) — (x — Exz + §x3) +o(x%)

= —2x — %x3 +o(x?)
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La tangente en 0 a pour pente —2 et 1’origine est un point d’inflexion.
En tout point x > 0 suffisamment proche de 0, la courbe est en dessous
de sa tangente.

a>1

N

a<l1

a=-1

53 Onaf/(x) =2x>—=3x>—1, f"(x) =6x> —6x =6x(x — 1) et
f"(x) = 6(2x — 1). L’équation f”(x) = 0 a pour solutions 0 et 1 : les
éventuels points d’inflexion ont donc pour abscisse 0 ou 1.

La fonction étant polynomiale, son développement limité en O a I’or-
dre 3estf(x) = [ f(x)]; =2 —x — x>+ o(x®). Le point (0,2) est
donc un point d’inflexion de la courbe de f, la tangente en ce point a
pour équation y =2 — x et pour tout x > O suffisamment petit, la
courbe est en dessous de cette tangente.

On a f(1)=1/2, f'(1) = =2, f"(1) =0 et (1) = 6, donc au
point 1, le développement limité de f a I’ordre 3 est

FA4+1)=1/2=2t+>+0(t?)

car on sait que le coefficient de ¢ est (1/3!)f”(1) = 1. Le point
(1,1/2) est donc un point d’inflexion de la courbe de f, la tangente
en ce point a pour équation y =1/2—2(x — 1), ou encore
y =5/2 —2x. Pour tout x > 1 suffisamment proche de 1, la courbe
est au dessus de cette tangente.

\

1/2 1
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5.4 a) La fonction Arcsinus est définie sur [—1,1] et pour tout x € R,
onal < e < e’ =1, donc f est définie sur R. La fonction exponen-
tielle est croissante et x —> —x? est décroissante sur [0,+oo[, donc f est
décroissante sur [0,4-o00[. Puisque la fonction f est paire, elle est crois-
sante sur | — 00,0].

b) On a f(0) = Arcsinl = 7/2. FEtudions la limite du rapport
SO=fO) _ f(X) /2

=5 quand x tend vers O par valeurs positives. On a
f(x)—m/2 _ Arcsin(e™) — /2
X B X

Arcsm(e x)—7r/2 V1—e*
VvV1i—e™

, . Arcsin(e™) — /2 . Arcsint — /2
On sait que lim =lim—— = —1

x—0 /1 _ ef2x2 ltjll /1 _ t2
d’apres la question (d) de ’exercice indiqué. D’autre part, le dévelop-

pement limité de I’exponentielle en 0 montre que e =

1 —2x2 + o(x?), donc
V1—e27 = V2x2 + 0(x) = |x|vV2 + o(x)
V1—e 1 —e

On aainsi lim ~——— =2 et lim—— = —/2.
x—0 X x—0 X
x>0 x<0

Par suite

lim f(x)i/__\/i et lim f(x)i/_\/z

x—0 x—=0
x>0 x<0

Ce sont les pentes des demi-tangentes au graphe de f au point (0,7/2) ;
ces pentes sont opposées, en accord avec le fait que, f étant paire, la
courbe de f est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.

. —x2 . . . 2
¢) On a lim ¢ = lim ¢' =0, donc lim Arcsin(e ™) =
xX—>+00 X——00 xX—>—+00

Arcsin(0) = 0.
La courbe de f est asymptote a I’axe des abscisses en 400 et en —o0.
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Graphe de f

5.5 a)Pourtoutx # £+ 1,ona—x #* =+ let

oy 2 |l —x+1_ 5 lx — 1]
f=x)=(x lmﬁjiﬂ—“ 1mu+”
+1

— % = Dl =~ ()

b) Posons x = 1 + ¢. Il vient, pour toutt € R \ {0,—2} :
fA+) =12+ t)(ln|2 + 1| — ln|t|)
Quand ¢ tend vers 0, t(2+41¢)In|2+1¢| tend vers 0. Puisque
lirr(1)(t Int]) = 0, on en déduit liml fx) = liII(l) f(l4+1)=0.
t— x— t—
Comme la fonction f est impaire, on a aussi liml f(x) =0. Posons

h(x) = f(x) pour toutx € R\ {1,—1} et (1) = h(—1) = 0. Alors la
fonction & est continue en tout point de R.
Pour tout ¢ # 0 suffisamment petit, on a

h(1+1) _ fa+1)
t

. = 2+ 1)(In|2 + ¢ — In[t])

Puisque 1irr(1)1n|t| =—00 , il vient lir%(ln|2 +t| — ln|t|) = 400 et donc
— —
h(x) — h(l h(l+1
lim ) ( )=lim d+ )=+oo
x—1 x—1 t—0 t

Ainsi la fonction 4 n’est pas dérivable en 1. Mais la courbe de /& a une
tangente verticale au point (1,0).
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¢) Pour tout x > 1, posons x = 1/¢, de sorte que

_ SO LAY
fa/n=(1/0 1)1n7|1/t_ T
1+1¢

1
=t_2(1_t2)1n carl+7>0et1—¢t>0

1—1
= }2(1 — tz)[ln(l +t) —In(1 — t)]

On a le développement limité en O :

1 1 1 1
In(1+7)—In(1l —1) = (t—=>+=3 )= —t—=*—=F 3
n(l +¢) — In( ) ( 3 -I—3 > ( 5 3 +o(t)

2
=2t + §t3 +o(t?)

(1 —=)[In(1+1) —In(l —1)] =21 — ‘3—‘:3 +o(t?)

f( t)—l(Zt—‘—lt3+ (t3))—%—‘-‘t+ (1)
/_ﬂ 3 © Tl

En posant o(t) = te(t), ou lin(l) e(t) = 0, on obtient
—

f(x) =2x — i + la(l/x) et lim e(1/x)=0.
3x  x x—+00

La droite d’équation y = 2x est donc asymptote a la courbe de f en +-c0.
4
3x
point d’abscisse x suffisamment grande.

Puisque —5= < 0 pour x > 0, la courbe est sous 1’asymptote en tout
La fonction f étant impaire, on en déduit que cette méme droite d’équa-
tion y = 2x est asymptote a la courbe de f en —oo et qu’en tout point
d’abscisse x < 0 suffisamment grande en valeur absolue, la courbe est
au dessus de I’asymptote.

d) (i) On a u(x) = In(1 + x) — In|1 — x| — 1/x. Sur R*, la dérivée de
x > In|x| est x — 1/x, donc il vient

—1 1 2 1 1+ x2

14+x 1—x+x2:1—x2+x2:x2(1—x2)

u'(x) =
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La fonction u est donc strictement croissante sur ]0,1[ et strictement
décroissante sur |1,+00[. On a

limu(x) =—co , limu(x)=4oc0 et Ilim u(x)=0
x—0 x—1 X—>—+00
Puisque u est continue, on déduit du théoreme des valeurs intermédiai-

res qu’il existe un unique nombre o € ]0,1[ tel que u(a)) = 0. Voici le
tableau de variations de la fonction u ou I’on voit aussi le signe de u(x) :

0 o 1 +00

- +00+00

u(x) 0 0
_

—00

d) (i) Pour tout x >0 et x # 1, on a f(x) = (x* — )(In(1 + x)—

1 1 —1
Inf1 — x]), donc £'(x) = 2x 1n|1f;c| G621 (1+x _ 1_x>

1+x
11— x|
Il s’ensuit f'(x) = 2xu(x)quelque soit x € D. Pour toutx € D, f'(x) a

=2x1In

le signe de u(x), d’ou le tableau de variations de f sur [0,+o0] :

0 o 1 +o00

fx) 0 0 0
™~ @

d) (iii) Le calcul de f'(x) mené dans la question précédente montre que
f/(0) = —2. Comme la fonction f est impaire, la courbe de f a pour cen-
tre de symétrie I’origine des axes. Voici le dessin de la courbe :
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Intégrale
et primitive

Nous présentons une approche de l'intégrale et de la notion de fonction
intégrable. Nous ferons ensuite le lien, pour les fonctions continues, entre
primitive et intégrale et nous montrerons les primitives a connaitre.

OBJECTIFS

6.1 LINTEGRALE

Soit f : [a,b] — R une fonction. S’il y a des nombres m et M tels que
0<m< f(x) <M pour tout x € [a,b], alors, dans un repere ortho-
normé, la surface située entre la courbe de f et I’axe des abscisses a une
aire comprise entre m(b — a) et M (b — a) (ce sont les aires des rectan-
gles de la figure 6.1). Cherchons a approcher cette aire plus précisément.
Puisqu’une fonction peut prendre des valeurs de signes quelconques,
nous comptons positivement les portions d’aire situées au dessus de
I’axe Ox et négativement celles qui sont en dessous : le nombre obtenu
est une aire algébrique.

Supposons que la fonction f est bornée, partageons I’intervalle [a,b] en
2" intervalles I, 15,...,I»» de méme longueur L/2" ou L =b —a, et
encadrons f sur chacun de ceux-ci (figure 6.2) :

my < f(x) < My, pour tout x € I. (1)
A

iat o
My /C
my Z

m

> a - b
a b I

Figure 6.1 Figure 6.2
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Posons
Sp = (L/2")ymy + (L/2")ymy + - - + (L/2")man

2
Sn = (L/2)My + (L/2" )My + - - - + (L/2") M2 @

Dans des axes orthonormés, I’aire algébrique comprise entre la courbe et
I’axe des abscisses est intuitivement comprise entre s, et S,,, pour tout 72.
En prenant n de plus en plus grand et en choisissant convenablement les
my et My, on peut espérer encadrer cette aire de plus en plus précisément
par s, et S,.

Cela conduit a la notion de fonction intégrable.

Définition. La fonction f est intégrable si pour tout entier n > 1, on
peut trouver des encadrements (1) tel que les suites (s,) et
(S,,) définies par (2) aient une méme limite /. Dans ce cas, le nombre

I se note fab f(t)dt et s’ appelle intégrale de f.

Si f est intégrable, alors dans des axes orthonormés, 1’aire algébrique
comprise entre I’axe des abscisses et la courbe de f est donc 1.

Nous admettons les résultats suivants.

Théoreme.
» Toute fonction continue sur [a,b] est intégrable.

» Toute fonction monotone sur [a,b] est intégrable.

Propriétés de I’intégrale
Soit f et g des fonctions intégrables sur [a,b].

@) [ ) +e@wydi = [0 f@ydi + [0 (@) dr
[PNf@ydt =X [? () dt pour tout X € R.
b) Pour tout nombre réel r, on a fab rdt =r(b—a).
¢) Pour tout ¢ €la,b[, on a fab fyde= [ f@)dt + fcb f@)dt.
d) Si f(x) < g(x) pour tout x € [a,b], alors

b
f f@ydi < [P g de

On voit que si f et g sont des fonctions intégrables sur [a,b], alors la fonc-
tion f + g est intégrable, et pour tout A € R, la fonction A f est intégrable.
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L’ensemble £ des fonctions intégrables sur [a,b] est donc un R-espace
vectoriel. Les propriétés (a) affirment que I’application

E—R
b
fe [ fwar

est une application linéaire.

Proposition. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable.
(@) Si f (x) > 0 pour tout x, alors fab f@)dt > 0.

(it) La fonction x+— | f (x)| est intégrable et

b
/ f@)dt

Démonstration. Si f(x) > 0 pour tout x, alors d’aprés (d) et (b), on a
fab fdt > fah 0dt = 0. Admettons que la fonction | f| est intégrable. On a
—|f(x)| < fx) < }f(x)! pour tout x, donc par (a) et (d), on en déduit :

b b b b
—/ |f(f)|dt=/ —|f<r>|dr</ f(r)dr<f |f@)]dr,

d’ou I'inégalité (ii). |

b
< / |f@)|dr

On généralise la notation intégrale en posant

a a b
/ f(dt=0 et / f()dt = —/ f(t)dtsia < b.
a b a

Pour tous x,y,z € [a,b], on a alors la relation de Chasles :

% y %
/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ f@)dt
X X y

6.2 PRIMITIVES

Rappels. Soit / un intervalle et f : I — R une fonction.

Une primitive de f est une fonction F : I — R telle que F'(x) = f(x)

pour tout x € I.

e Si F est une primitive de f, alors les autres primitives de f sont les
fonctions x — F(x) + ¢, ouc € R.
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* Il enrésulte que si F est une primitive de f et si a € I, alors la fonc-
tion x — F(x) — F(a) est]’unique primitive de f qui s’annule en a.

Théoreme. Soit I un intervalle ouvert et soit f : I — R une fonc-
tion continue.
» Pour tout a € 1, la fonction F :[—R définie par F(x) =
X . . .
f o J (t)dt est une primitive de f.

» Pour toute primitive G de f et pour tous a,b € I, on a

b
/ f@)ydt = G(b) - G(a)

Démonstration. Pour voir que F est une primitive de f, on doit montrer, pour
tout xo € I, que F est dérivable en x et que F'(xo) = f(xo). D apres la rela-
tion de Chasles, F(x) — F(xp) = fx); f(t)dt. Supposons xy = 0 pour simpli-

fier. Puisque f est continue, on a le développement limit¢ a I'ordre O :
fx) =, f(O) 4 u(x),ou lin})u(x) = 0 (page 47).
X—> X—>

Intégronsde O ax > 0 :

Foo = FO = [ 07 dr= [ (10 +um)ar
0 0

:/X f(O)dt—i—/xu(t)dt
0 0

F(x)—F(O):f(O)x-f—/ u(t)dt (1)
0

Par définition de la limite, pour tout nombre ¢ > 0, il existe @ > 0 tel qu’on ait
I’implication
tel0a]l = |u@)|<e

Utilisons la proposition page 103 et la propriété (d) page 102. Pour tout
x € [0,«], on a alors

V u(t) dt gf |u(t)|dt</ edt = ex
0 0 0

Par suite 1 | /" u(1) dt| < & pour toutx € I tel que 0 < x < .

1 X
Par définition de la limite, cela veut dire que lin(} — / u(t)dt =0.
x— X 0

x>0
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1 X
On montre de méme que lin(} — / u(t)dt =0,dou
X—> x O

x<0

lim lfxu(t)dt=0 ()
0 x Jo

xX—

D’apres (1), on a M = f(0) + % /x u(t)dt. D’apres (2), on en
0

F(x)— F(@©
déduit lirr(l) M = f(0), ouencore F'(0) = f(0).
xX—> X
Soit G une primitive de f, donc G(x) = F(x) 4+ ¢, ou ¢ € R. On a alors
b
G(b)—G(a):F(b)—F(a):F(b)—O:/ f@)dt d
Notation

Si f est une fonction continue, il est commode de noter x +—> f Y f()dt

une primitive de f. On écrira ainsi des égalités a constante pres, comme

x+1 1
—cosx= [“sintdt, 1 —cosx= [“sintdt ou In(x + 1):/ p dt.

Remarque : dans une égalité F(x) = fx f (1) dt,lavariable t peut étre rem-
placée par nimporte quelle autre, sauf x ; on a ainsi par exemple :

[ rwai= [ rwai= [ roa

On dit que, dans ces expressions, les variables #,u,v sont muettes.

6.3 REGLES DE CALCUL ET PRIMITIVES A CONNAITRE

Voici les reégles qu’il faut penser a utiliser quand on veut calculer une
primitive.

Linéarité
/f(t)+g(t)dt=/ f(t)dt+/ g(1)dt
et /x)\f(t)dt = A/Xf(t)dt

Reconnaitre la dérivée d'une composée

Si F est une primitive de f et si u est une fonction dérivable, alors
F(u(x)) a pour dérivée F’(u(x))u’(x) = f(u(x))u'(x).
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Puisque F(x) = [* f(t)dt, ona F(u(x)) = [“™ f(t)dt, dot la for-
mule

X u(x)
/ Flu@®)u' @) dt = f(t)dt

Prenons par exemple f(x) = x®. Sur ]0,4-00[, la fonction f a pour pri-
mitive

xa+l
Foy={az1 o7 71
In x sia=—1
On a ainsi
. u(x)o""l ) 7& |
a si v —
/(u(t)) W(ndt =1 a+1
Inlu(x)] sia=—1

Y sint
Exemple. Soit n € N*. Lintégrale / dt est de la forme
(cost)"

/ (u(t))fnu’(t) dt,olu(t) = cost.Onadonc

* sint (cos x) ! 1 in £ 1
= =— sin .
(cos )" —n+1 (n — 1)(cos x)"~!

Dans le casn = 1,on obtient I'égalité :

X
/ tant dt = In|cos x|

Intégration par parties
Si u et v sont des fonctions dérivables a dérivées continues,

X

/‘x u@)v' (@) dt = u(x)v(x) — / ' (v () dt

b b
/u(t)v/(t)dt:[u(x)v(x)]z—/ u' (H)(1) dt
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Primitives a connaitre

X dt X (x+a)a+l
/ P n|lx + a| /( +a) S si v
X ax X G X
/e“’dt:e— fcosatdt: Stax / sinatdt:—cosax
a a a
* h * h
/chatdt: hax /shatdt:c ax
a a
*odt *dt 1
[ [ —
cos-t sin“t tan x
/x dt Arct /" dt Arcsi
= Arctan x ——— = Arcsinx
112 Vi
/x dt ln’ +,/z+1‘ /X d ln’ 4/ 1‘
- —1Inlx X ——— =1In|x xXc —
1+ 12 VtE—1

Toutes ces égalités se retrouvent en dérivant.
Ces formules ne sont valables que dans un intervalle ou la fonction sous
le signe intégrale est définie. Par exemple,

— Iégalité xtdf’a = In|x — a| est valable pour tout x € | — 0o,a[ et

pour tout x € Ja,+o0[ ;

— Dégalité fx\/‘]ii_tz = Arcsin x est valable pour tout x € | — 1,1].
Comparaison et encadrement d’intégrales

e Pour comparer f ab f(t)dt et f ab g(t) dt, il faut penser a comparer les

fonctions fet g :

» Sia<betsif(x)<g(x) pourtout x € [a,b], alors

b b
/fmm</gmm

» a>betsif(x) < g(x) pourtoutx € [b,a], alors

b b
/fmm>/gmm
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* Pour encadrer fab f () dt, il faut penser a encadrer f :
Sia<betsillonam < f(x) < M pour tout x € [a,b], alors

b
m(b — a) g/ f@dt < M®b—a)

CONSEIL

» Apprenez les primitives usuelles (tableau page 107), elles vous serviront
a calculer bien d’autres intégrales.

EXERCICES

6.1 Soitf : ] — a,a[— R une fonction continue et soit F la primitive de
f telle que F(0) = 0.

a) Montrer que si la fonction f est impaire, alors F est paire.

b) Montrer que si la fonction f est paire, alors F est impaire.

6.2 Calculer F(x) = f(f |t] dt pour tout x € R. Montrer que la fonction

F est dérivable sur R, mais pas deux fois dérivable en 0.

6.3 Soit / unintervalle etf : I — R une fonction intégrable. Rappelons
qu’une fonction intégrable est (par définition) bornée.

fa f(t)dt‘ < M|x — x| pour tous x

a) Montrer qu’il existe M tel que

et xo appartenant a /.
b) Soit a € I. Pour tout x € I, posons F(x) = fax f(@)d:t.
En déduire que la fonction F est continue sur /.

6.4 Soit I un intervalle et f : I — R une fonction continue. Soit
u:J — Ietv:J — Idesfonctions dérivables, ou J est un intervalle.

Pour tout x € J, posons G(x) = fv(x)f(t) dt.

u(x)

Montrer que pour tout x € J, on a G/(x)=f(v(x))v’(x)—
f(u(x))u/(x).
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v 2x

1+ x2

a) Etudier les variations de la fonction f. Montrer que f a pour maximum
3V2

43

. i . . v\
b) Soit a > 0. En déduire que la suite de terme général / <—> dta
0

6.5 Pour tout x > 0, posons f(x) =

1412
pour limite 0.

6.6 Pour tout n € N*, calculer fol t"dt. Posons I, = fol t" cos(mt)dt.
Montrer que hm I, =0.

n——+
6.7 Soitf : [a,b] — R une fonction dérivable telle que f” est continue.

b
Pour tout n € N*, posons [, = / f(t)cos(nt)dt.
a

a) Montrer que
b
= l[f(x) sin(nx)]b — l/ f'(t) sin(nt) dt
n a nJ,

b) Montrer que la fonction x — f’(x) sin(nx) est bornée sur [a,b]. En

déduire hm I, =0.
n——+o0o

6.8 Soit a > 1. Pour tout entier n > 1, posons

1 1 1
u, = 1+ 2—0 + 3—0 + -+ n—”
. ko dr
a) Montrer que pour tout entier k > 2, on a — < e
k—1

dt

t_(!.

n
b) Montrer que pour tout entiern > 1,onau, <1+ /
1

_Q

¢) En déduire que pour tout entiern > 1, onau, < 5.

d) Montrer que la suite (u,) est convergente.

2x
6.9 Pour tout x € R, posons F(x) = / e dt.
X

a) Calculer F’(x) (appliquer I’exercice 6.4).
b) Calculer F(0) et montrer que la fonction F est impaire (appliquer
I’exercice 6.1).



110 Chapitre 6 « Intégrale et primitive

¢) Etudier les variations de F.
d) Montrer que lim F(x) = 0.
xX—>+00

e) Calculer le développement limité de F en 0 a I’ordre 3 et dessiner la
courbe de F.

SOLUTIONS

6.1 Posons G(x) = F(—x).On a

G'(x) = —F'(—x) = — f(—x) pour tout x € | — a,a[
a) Supposons que f est impaire, donc f(—x) = — f(x). Alors on a
G'(x) = f(x) = F'(x) pour tout x € ] — a,a[. Puisque G(0) = F(0),
on en déduit G(x) = F(x) pour tout x € | —a,a[, c’est-a-dire
F(—x) = F(x) : la fonction F est donc paire. Les autres primitives de
fsont x — F(x)+ c, donc ce sont des fonctions paires.
b) Supposons que f est paire, donc f(—x) = f(x). Alors on a
G'(x)=—f(x)=(—F)(x) pour tout x€]—a,al. Puisque
G0)=0=(—F)(0), on en déduit G = —F, autrement dit
G(x) = —F(x) pour tout x € | — a,a[. Cela veut dire que la fonction
F est impaire.

6.2 Puisque la fonction x | x| est continue sur R, on sait que la fonc-
tion F est dérivable et que F’(x) = |x| pour tout x € R.

* Supposons x > 0. Pour tout ¢ € [0,x], on a |¢| = t, donc

X x x2
F(x):/ |t|dt=/ tdt = —
0 0 2

* Supposons x < 0. Pour tout ¢ € [x,0], on a |[t| = —¢, donc

X b X X2
F(x):/ |t|dt:/ —tdt:—/ tdt = ——
0 0 0 2

o

graphe de x — | x| graphe de F
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On retrouve ainsi que F est dérivable en 0, car

F(x)—F©O) . F(x) . x? . X
Iim——————~>=lm——~=1lim — =1lim==0
0 x—0 0 X x—=02x  x—=02
. Fx)—F0O) . Fx) . —x* —x
Iim ——— =1lim =lm—=1lim — =0
o x=0 x>0 2 102

La fonction x | x| n’étant pas dérivable en 0, la fonction F’ n’est pas
dérivable en 0, autrement dit, F' n’est pas deux fois dérivable en 0.

6.3 a) Puisque f est bornée, il existe un nombre M > 0 tel que
—M < f(x) < M pour tout x € I. Soit xo et x appartenant a /.

* Supposons xp < x et intégrons I’inégalité f (x) < M entre xp et x :
X X
f f(t)dtéf Mdt = M(x — x9) = M|x — xo| )
X0 X0
* Supposons x < xg et intégrons entre x et xg :
X0 X0
/ f(t)dtg/ Mdt = M(xog — x) = M|x — xo| )
X X
Les deux nombres [ f(r)dret [° f(r) dr étant opposés, on en déduit

que pour tout x € 1, ona)f;; f(t)dt‘ < Mix — xo.

b) Soit xy € I. Pour toutx € I, on a
F(X)—F(XO)Z/ f(f)dl—/ f(f)dIZ/ f@)de

D’apres (a), on en déduit |F(x) — F(xo){ < M|x — xp| pourtoutx € I.
Puisque M|x — xo| tend vers O quand x tend vers xp, on a
lim F(x) — F(xg) = 0, donc F est continue en x(. Cela étant vrai quel
X—>X0

que soit xo € I, la fonction F est continue sur /.

6.4 Choisissons a € I et posons F(x) = fax f(t)dt. On a donc

v(x) v(x) u(x)
G(X)=/ f(f)df=/ f(t)dl‘—/ f(o)de

(x) a a

= F(v(x)) — F(u(x))
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D’apres la regle pour dériver une fonction composée, on en déduit
G'(x) = F'(v(x))v'(x) = F'(u(x))u'(x)
= f(0E))' () = f(u(0)u' (x)

1 —3x?
6.5 a) Pour tout x > 0, ona f'(x) = —————. Le signe de f/(x)
V2x (14 x2)

est celui de 1 — 3x2, doncona f'(x) >05si0 < x < % et f'(x) <0

six > % La fonction f est croissante sur ]O,%[ et décroissante sur

]%,—i—oo[, donc elle a un maximum en % Le maximum de f vaut

1 2 1 3V2
sz(ﬁ)ﬂ/%ufm

b) Ona0 < f(x) < M pour tout x > 0, donc 0 < (f(x))n < M" pour

tout x > 0, et par suite

a /2t n a
0</ ( )dtg/ M"dt = M"a (%)
0 0

1+172

3*x2? 33
=—<1,donc 0 <M < 1. Par
443 43

conséquent, la suite géométrique (M") tend vers 0. D’apres 1’encadre-

V2t
14¢2

Remarquons que I'on a M 4=

a n
ment (%), la suite de terme général / ( ) dt a pour limite 0.
0

1 n+l 1 .
6.6 Ona [, t"dt = [2;]0 = #1 Majorons |I,| :

1 1 1
|1,| = ‘/ t"cos(mt) dt| < / ]t"cos(m)‘ dt =/ t”|cos(7rt)]dt
0 0 0

1
</ " dt car|cos(7rt)|<1ett”>0pour0<t<l
0

1
n+1

<

1
Puisque lim —— = 0, il s’ensuit lim 7, = 0.
n+1
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sm(nx)

6.7 a) En posant v(x) =

I, :/ FOV (@) dt = |:f(x) sm(nx)] / ) sm(m)

—[f(x)sin(nx)] - / £/(¢) sin(nt) dt
n a n Ju

,onav'(x) = cos(nx), donc

b) Puisque la fonction f’ est supposée continue sur [a,b], la fonction
x = f’(x) sin(nx) est continue sur [a,b], donc elle est bornée : il existe
un nombre M >0 tel que, pour tout x €[a,b], on a
| f/(x) sin(nx)| < M

On en déduit

1 [t 1 (b
‘;/ f'(t)sin(nt) dt| < r_z/ |f’(t) sin(nt)‘dt

1 [ 1
< - Mdt =-Mb —a)
nJ, n
Par suite

— f(a) sin(na)

n

1| <

1 b
+ ;/ f(t) sin(nt) dt

(inégalité triangulaire)

. | £(b) sin(nb) — f(a) sin(na) N M — a)

n

(inégalité triangulaire)

n
< |f (D) n |f(@)] L M(bn— a)

n n
Dans le dernier membre, chaque terme tend vers O quand n tend vers

+00, donc lim /,, = 0.

6.8 a) Soit k un entier au moins égal a2 Pourtoutr € [k — 1,k],ona

0 <t <k, donc 2 T < et k“ < z“' En intégrant de k — 1 a k, il vient
k 1 1 k 1 1 1
Jior qmdt < fkfl wdt. On a [ wwdt = (k= (k= 1)) = 1z,

d’ou I'inégalité demandée.
b) Pour n = 1, I'inégalité est vraie caru; = 1. Supposons n > 2 et ajou-

e k
tons les inégalités k% < fki1 ;1—(5 pourk =2,....,n
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L1, /2 N . / dr ("dt
Da 3a |t ) t”‘ oy 1@ - |1
. [ "dt
En ajoutant 1, il vient u,, < 1 —|—/ -
1 t

X dt X l—a
¢) Puisque / Pl , on en déduit que pour toutn > 1 :
-«

- ”dl_1+n17(1 1
Lot l—a 11—«

a nlf(x

a—1 1-«
. nl-a
Comme on a supposé @ > 1,ona —
" dt «
a <1+ — < —— pour toutn > 1.

1 e a—1

< 0,dou

. . 1 ) N
d) La suite (u,,) est croissante, car u,, — u,_| = — > 0. D’apres (c), la
n

suite (u,) est majorée (par %). Par conséquent, la suite (u,) est
convergente et sa limite est un nombre au plus égal a —%.

Remarque : I’hypothése o > 1 est essentielle, car nous avons montré
(exercice 2.1 page 38) que la suite de terme général
Sy = 1+%+%+-~+%apourlimite+oo.

6.9 a)Ona

2

Flx) =e @ x 2 — e =274 ¢ = o7 (2¢7 — 1)

0
b) F(0) = / e dt =0. La fonction f : x > e~ (26‘3"2 — 1)est
0

paire et F est la primitive de f qui vaut 0 en 0, donc (exercice 6.1) la
fonction F' est impaire.
¢) D’apres (a), on a les équivalences :

F'(x)> 02 > 1 &= (In2) —3x2> 0

n2\'/?

La fonction F est donc croissante sur [—J(an)/3,J(ln2)/3] et
décroissante sur chacun des intervalles ]—oo,—«/(1n2)/3] et

[v/(In2)/3,+o0[
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d) Soit x > 0. Pour majorer F'(x), remarquons que pour tout? € [x,2x],

2 2 .
onat?>x2donc0 < e’ <e ™. Parsuite :

2x
0< F(x) = / e dt < 2x — x)e_)62 — xe ™ pour tout x > 0.
X

On sait que lim xe ™ = 0,donc lim F(x)=0.
X—> 400 X——+00

e) Calculons le développement limité de F’(x) a I’ordre 2 en O (on
gagnera un ordre en intégrant) :

e =1-x240(x?) et e =1-3x2+0(?)
207 —1=2(1-3x%) — 1 +0G2) = 1 — 6> + 0(x?)
Fi)=e* (27 = 1) = (1 —x))(1 — 6x) + 0(x?)
=1-7x+o0(x%

Intégrons terme a terme (page 48) et tenons compte de F(0) = 0. On
obtient le développemnt limité a ’ordre 3 :

F(x)=x— %x3 +o(x?)

La tangente a la courbe de F en (0,0) a donc pour équation y = x et en
tout point x > 0 assez petit, la courbe est en dessous de cette tangente.
La courbe de F est symétrique par rapport a I’origine car d’apres (b), F
est impaire. Puisqu’on a F(x) > 0 pour tout x > 0, F(x) est du signe
de x. D’apres (d), 1a courbe a pour asymptote horizontale I’axe des abscis-
ses. Voici un dessin de la courbe de F (le repere n’est pas normé) :

) /\
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Ce chapitre présente les différentes techniques utilisées pour calculer des
primitives, notamment l'intégration par parties et le changement de
variable.

Une place importante est consacrée aux primitives de fonctions ration-
nelles.

7.1 METHODES GENERALES

Pour calculer f * f(t)dt, il faut d’abord se demander si I’on peut utili-
ser 'un des procédés du chapitre précédent :

» f est-elle une somme de fonctions dont on peut calculer les intégra-
les ?

» L’intégrale est-elle de la forme f * g(u (t))u’ (t) dt ? Dans ce cas, on
a la formule :

X u(x)
fg(u(t))u/(t)dtzf g(t)dt

» Le calcul peut-il se faire en intégrant par parties ?

7.2 METHODE DU CHANGEMENT DE VARIABLE

11 s’agit d’exploiter la formule rappelée ci-dessus.
Soit / un intervalle et f : I — R une fonction continue.

Pour faire un changement de variable dans I'intégrale f Y f(t)dt, on a
besoin d’une fonction dérivable ¢ : I — R dont la dérivée garde un
signe constant sur /. La fonction ¢ est alors une bijection I — J, ou J
est un intervalle, et la bijection réciproque ¢ = ¢! : J — I est dériva-
ble (page 6).
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On veut écrire la fonction f sous la forme

x> g(p0)¢'(x) = (g0 9) (x).

Pour cela, on définit la fonction g : J/ — R en posant

g(x) = f(¥())Y (x) = [ f o ¥(x)]¢(x) pour tout x € J.
En effet, on a alors pour toutx € [ :
g(ex) =[f o ()] ¥/ () = [f oo o)) (¢(x))
= [P (p(x)) caripop(x) = x
g(p(0)¢' (x) = fY ()¢ (x)
= f(x) car)/(p(x))'(x) = Wop)(x)=1.

Supposons qu’on ait calculé une primitive G de g. Alors la fonction
F = G o p vérifie

F'(x) = G'(p(x))¢' (x) = g((x))¢'(x) = f(x) pour tout x € 1,

donc F est une primitive de f.

Définition. Soit ¢ : I — J une bijection dérivable telle que ¢’ (x)
garde un signe constant sur [. Faire le changement de variable
X = @(x) dans U'intégrale f Y f(t)dt, cest remplacer cette intégrale
par

p(x)
/ [ 0 o] (1) di

o) = ¢~ : J — I est la bijection réciproque de ¢.

Voici les formules du changement de variable :
x p(x)
[ rwar= [T Trovoloar

b w(d)
/ f(tydt = / [f ov(®]¥ ) dt
a ®

(@)
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Pratique du changement de variable

Pour faire le changement de variable x +— (x) dans I’intégrale

[P F@ar,

onpose u = @(t)
on change les bornes : a devient p(a) et b devient (D) ;
on remplace f () par son expression f (gp‘l (u)) en la variable u ;

on calcule du = ¢/(t)dt ,

du

0] ol I’on a exprimé ¢’ (r) au moyen de la

et I’on remplace dt par

variable u.

Par un bon changement de variable, le calcul de I’intégrale peut devenir
facile.

©oodt
Exemple 1. Calcul de ——,oum # 0.
o Ereme fo " #

X
Exemplez.CaIcquns/ e
t/1—12

Faisons le changement de variable u = t/m.

- Les bornes deviennent 0 et x/m,car pourt = 0,onau = Oetpourt = x,
onau = x/m;

—onat = mu, >+m® = m*u>+m? = m*(u>+1) et dt = mdu.

/* dt _/X/'" mdu _1/"/'" du
o 24 m? Jo m2wi+1) mJ)y w41

Y du
On sait que/ ——— = Arctan x,donc
o U =+ 1

. dt 1 x
5 2= —Arctan—
0o I"+m m m

dt

La fonction sous le signe intégrale est continue sur chacun des intervalles
I, =]0,1[ et I, =]—1,0[,donc elle a des primitives sur I; et des primitives
sur I,. Faisons le changement de variable u = 1/¢ : la fonction utilisée est

doncy it l/tetlonaici o = ¢!,

1 1
Onat = —doncdt = ——2du,d’ou:
u u

1 u

1N/ 1—12 1—L




120 Chapitre 7  Calcul d’intégrales

dt . u —du B du _ du
i/ 1—12 /I_uL2 u? M\/l—ulz Jur—1
/X do (Y du
V1 —12 Ju?—1

,on en déduit

. Y du
Pmsque/ = ln|x+\/ x2—1

Vu?—1

/x dt | 1+ 1 |
——— = —In|— -
N1 =12 x Va2

Pour tout x € ]—1,0[, ou pour tout x €]0,1[,on a donc

*odt
‘/-————-=1nu|—1n[y+«1—xﬂ

v 1—12

= —In

%(1+vﬁt§ﬁ)

7.3 INTEGRALE D’'UNE FONCTION RATIONNELLE
Px)
0(x)
elle est définie, donc elle y possede des primitives. Pour calculer une
primitive de f, on décompose f(x) en la somme de sa partie entiere et
d’éléments simples fractionnaires (voir le tome d’ Algebre).

La partie entiere étant un polynome, elle s’integre facilement.

Deux types d’éléments simples fractionnaires peuvent apparaitre :

Toute fonction rationnelle f (x) = est continue sur les intervalles ou

» des fractions
(x—a)"
b
» des fractions L, ot le polyndme x%+ px+¢q n’a pas de
(x2+ px +q)"

racine réelle (p>—4q < 0).

*odt
(t—a)"

Calcul de

C’est une primitive a connaitre (tableau page 107) :

- Lol .
————————— sin
[ | =
& Injx—q| sin =1
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. t+b
Calcul de/ ﬁdl‘, ou p2—4q <0
p q)"

1. On commence par faire apparaitre au numérateur la dérivée 2¢+p du
polynome 12+ pt-+¢ : on calcule les nombres « et 3 pour avoir I’égalité
de polynomes

at+b=at+p)+
Onadonc o« =a/2 et 3 =b—pa/2.
2. 11 vient

at+b 2t+p 1

(*)

«
(t*+pt+q)" (t*+pt+q)" (12 +pt+q)"

o 2t+p

(t>+pt+q)"
donc son calcul est immédiat (voir page 106).

X
L’intégrale dt est de la forme / (u(t))fnu’(t) dt,

3. Dans (x), il reste a calculer . Ecrivons la forme

/X dt
(> +pt+q)"
canonique de 1>+ pt-+q :

t*+pt+q = (t+p/2)* +q—p*/4 = (t+p/2)* + m*

ot m est une racine carrée du nombre positif g—p?/4.
Par le changement de variable u = t+p/2, on a dt = du et I'intégrale
devient

X dt x+p/2 du
/ ( —/ @xm) I (x+p/2)

(t+p/2)* +m?)" u® +m?)

s on a post 00 = [
ou 1'on a pose [,(x) = T o
(u? +m?)

» Casn =1.D’apres 'exemple 1 page 119, on sait que

T odt 1 X
Il(x) = 1‘2—{——}7[2 = EArctan Z .
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» Casn = 2. On écrit

(2 4m?) — 12 12 dt
TR [ i ki dz=/ /
([2+m2)2 t2+m (t2+m2)2

X124t

=Lx)—Jx), ouJ(kx) = m

Pour calculer J (x), on intégre par parties en posant

, 2 1
M(l)zm et UZEI.

—1
O I 1) = V(1) =
n a alors u(t) = 2 (1) =

J(x)= /(tt d =/ u’(t)v(t)dt=u(x)v(x)—/xu(t)v’(t)dt

24 n2)2
1 (Y —dt — 1
—/ = a Arctanﬁ
m

2(x2+m2) 2 ) t24m? 2(x2+m2)
. 1 X X
Finalement, I,(x) = gArctan + — o m

» Casn > 3. En procédant de méme, on obtient I’égalité
24t

m*L,(x) = L_1(x) — H(x), ob H(x) = 2y

(D

On intégre par parties dans I'intégrale H(x), en prenant u'(f) =
2t

1 .
m et v= Et’ ce qui donne

X 1
+ I—1(x) (2)

H) = 2(0—n) (2md—1 " 2(n—1)

Les égalités (1) et (2) permettent de calculer 7,(x) de proche en pro-
che.

@41
Q Exemple 1. Calculons —dt.
L 12 =2t+5

Onax?—2x+5 = (x—1)> + 4 > 0 pour tout x, donc la fonction ration-
nelle sous le signe intégrale a des primitives sur R. Puisque

t+1 = 1(21—2)+2, il vient
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/“ t+1 dl_l/“ 2t—2 /
L R2=2+5 0 2 ), 12— 2p+5 0—1V+4

IT
arctan—
2 1

|:ln(x —2x+5)] + 2[
1

1 ) a—
= Eln(a —2a+5) — In2 + arctan -

242
dt pourtoutx > —1.

B3 +1

. 2 7 7 . 7.
Dans la fraction F(x) = ;ﬁ, le degré du numérateur est inférieur au
degré du dénominateur, donc la partie entiére de F (x) est nulle.On a la

X
p Exemple 2. Calculons /
0

factorisation
X+ 1=+ 1Dx>—=x+1),00 x>—x+1 n'a pas de racine réelle

3
La décomposition en éléments simples de F'(x) est de la forme
a px +q
M

:x—l—l x2—x+1

x242
: le premier membre

x+Dx2—=x4+1)

— Multiplions (1) par x+1 et faisons tendre x vers —1
=1 etlesecondvers a,donca =1

(=D%42
tend vers e
- Enfaisant x = 0 dans (1),il vient 2 = a+q,donc g = 1
- Multiplions (1) par x et faisons tendre x vers 400 :le premier membre
tend vers 1, le second tend vers a+ p,donc a+p = 1,et par suitep = 0
L x> 42 1 1
Ainsi =
x+Dx2—=x+1) x+1 x2—x+1
d'ol en intégrant :
Y242 < dt Tdt
——dt = + 2
o PP+1 o t+1 o 2—1+1
1
Ona = -— et par le changement de variable u = t— 3, on
okl (v-1)743
2) *z
obtient
/"‘ dt . /"‘ dt . /‘*7 du 3)
o Pt o (1=1)? 434 Sl w4y

p '/w du 2 Arctan >, il vient
uisque ——— = —Arctan—, il vien
a u? + % J3 V3
2(x—3) 2 1
+ —Arctan —
V3

/X% d_u = iArctan —

SLouy V3 V3 V3

2 2ol + T car Arctan L = E.
V3 6
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Finalement, d’apres (2) et (3), on obtient pour toutx > —1 :
T 242 2 2x—1 T
—dt = In(x+1) + —=Arctan —— + ——
/o r#+1 V3 V3 33

i ax + b 5
7.4 INTEGRALEDE—————ETDE \/x2 +px +¢

VX2 +px+q
Comme ci-dessus, on écrit la forme canonique
x4+ px+q = (x—|—§)2 +m? =Tx)*+m? ,ou T(x)=x+5.

Dans la premiere intégrale, on fera apparaitre 7' (x) au numérateur.

X
Exemple 1. Trouver une primitive de ——.
Vx2+2x -3

Cette fonction est définie et continue sur |—o0,—3[ et ]1,4-o00[.Appelons 1
I'un de ces intervalles et cherchons une primitive sur I.Pour tout x € I,on a
41

* t * 1
—dt = ——dt — / —dt
/ V124213 V12423 V124213

/x l+1 i _/x2+2x—3 du
N 2u
(changement de variable u = t>42¢—3)
=/x242x-3 car /Zd_u =z
2.J/u ’

Calculons la derniere intégrale dans (1) :
T dt g T 2dv
f Jt2i—3 f Jatir—4 / 21
(changement de variable 2v = r+1)

I x—|—1+ x+1 2 ]
=n|—— _— —
2 2

car

* dv

—:ln‘z-{—vzz—l‘.
/\/vz—l
Vx242x—3 —1In ‘x+1+\/x2+2x—3‘.

. tdt
Finalement, f _— =
124213

p Exemple 2.Ca|cu|ons/ Vit?+2t —3dt, poura > 1.
1
X X x+1
Ona /\/12+2t—3dt:/\/(t+1)2—4dt:/‘ vut—4ddu parle

changement de variable u = t+1.Intégrons par parties :
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/\/;du—x\/xz; / 2\/u2—
—x\/xz— / u? —4+4 du

Y du
:x\/x2—4—/\/u2—4du—4/ —_—
Vu? —4
Au second membire, il réapparait / v u?2—4du avec un signe moins. En

regroupant dans le premier membre, on obtient

X X du
/2 _ — 2_4_
2/ u ddu = xv/x 4—4 N (1)

Faisons le changement de variable # = 2v dans la derniére intégrale :

2 2dy X x\2 ‘x+vx2—4‘
i PR N 1il=pp0— 1
/\/uz 24021 "2 - (2) " 2

Avec I'égalité (1), on obtient finalement

/a V2423 dt
1
- |:x—+1\/x2+2x—3i| ) [ln <x+1+\/x2+2x—3)]z:
1

2

1
%\/aurza— —2In (a+l+\/a2+2a—3) 4212

7.5 INTEGRALE DE (sin x)”(cos x)?,p,.q € N
A. Cas ou I'un des exposants p ou g est impair
X
11 s’agit par exemple de calculer / (sin £)? (cos 1)?4*! dt. On écrit

(sin?)? (cost)?9+! = (sin7)? (cosr)*?cos t = (sin7)” [1 —(sin t)2]qcos t
En développant le terme [1 —(sin t)z]q par la formule du bindme, on voit
qu’il est de la forme P (sin#) ou P est une fonction polyndme (de degré
2q). Donc la fonction a intégrer s’écrit

(sin?)?(cost)?4*! = (sin7)? P(sint)cost = Q(sint)cost,

ou Q(x) = x” P(x) est encore un polyndme. Faisons le changement de

variable u = sint dans I’intégrale : on a du = (cost)dt, donc
sinx

/x(sin NP (cos )X dr = /XQ(sint) costdt = Ou)du

et la derniere intégrale est facile a calculer.
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p Exemple.CaIcquns/ (sint)(cos 1)* dr.

On écrit

(sin?)*(cos1)* = (cos 1)*(sin7)*sint = (cos1)*(1 — (cost)?)sint,
d'ou

/x(sin 3 (cos)*dr = /x(cos 1)*[1 = (cost)*]sint dt

—COS X
= / ut(1 = u?) du (u = —cost)

/_C(M(u4 —u®du=— (cozx)s + (cos7x)7

B.Intégrale de (sin x)" et de (cos x)", n pair

On cherche une primitive de (cos x)" sous la forme
F(x) = aj(cosx)" 'sinx 4+ az(cosx)" >sinx + - - -

+ a,_1 cosx sinx + mx,
ou les a; et m sont des nombres réels. Pour trouver ces nombres, on cal-
cule F’(x) en I’exprimant comme un polyndme en cos x, et 1’on identi-
fie les coefficients dans 1’égalité F'(x) = (cosx)".

Pour (sin x)", cherche une primitive sous la forme

ar(sinx)" ' cosx + az(sinx)" > cosx + - - - + a,_; sinx cosx + mx.

p Exemple. Calculons F(x) = /X(cos 0*dr.
Posons F(x) = a(cos x)? silix + bcosx sinx +mx.0Ona
F'(x) = a(cos x)* — 3a(cos x)(sinx)? + b(cos x)> — b(sinx)*> + m
=a(cosx)4—3a(cosx)2[1—(cosx)z]—{—b(cosx)z—b[l—(cosx)z] +m
= 4a(cosx)* + (=3a + 2b)(cosx)* —b+m

On doit avoir 4a =1, —3a+2b =0 et —b+m =0, ce qui donne
a = 1/4,puism = b = 3/8.0n en déduit

1 3 3 . 3
Fx) = Z(cosx)‘ sinx + gcosx sinx + gx

Remarque : Cette méthode marche encore pour trouver une primitive de
(me)n ou de ),1 quand n est pair. Pour —— C(M),, par exemple, on cherche une

primitive F sous la forme

sin x sin x sin x
+--+ ap—1

F(x)=a +a .
x) (cos x)n—1 } (cos x)n—3 cos x
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C.Cas ou p et g sont tous deux pairs

L’identité (sin x)%+(cos x)?=1 permet de se ramener au cas précédent.
Par exemple

/x (sinr)*(cost)*dr = fx[l — (cos t)z](cos n*de
0 0

:f(cost)4dt—/(cost)6dt
0 0

Autre méthode : linéariser

Pour n € N*, on écrit (sinx)" et (cos x)” comme une somme de fonc-
tions a sin(kx) et b cos(kx), ou les entiers k sont compris entre 0 en 7.

p Exemple. Calculons de cette maniére G(x) = / (cos t)4 dt.
0

Ona2cost = e + e, donc en développant par la formule du binome :
24(COS t)4 _ e4il + 462i[ + 6 + 4e—2it + e—4it
_ e4iz +e—4it +4[€2it _|_e—2it] +6
= 2cos(4t) + 8cos(2t) + 6

Ainsi G(x) = /.X(COSI)4dt :/X<COS(4t) + cos(2t) + g) dt
0 0 8 2 8

sin(4x)  sin(2x)  3x

» T4 Ty
Dans I'exemple précédent, nous avions trouvé une primitive F'(x) dont
I'expression était différente. Mais comme on a F(0) = 0 = G(0), on en
déduit F(x) = G(x) quel que soit x € R.

7.6 INTEGRALE DE FONCTIONS RATIONNELLES EN SINUS
ET COSINUS

1l s’agit d’intégrales de la forme f * F(cost,sint) dt, ou F est une fonc-
tion rationnelle a deux variables.

Si F(cos t, sin t) dt est invariant faire le changement
quand on change de variable
ten—t et dten—dt u = cost
ten m—1t et dten—dt u = sint
tenm+t u =tant




128 Chapitre 7  Calcul d’intégrales

11 faut se rappeler les formules suivantes :

sin(—t) = —sint sin(w —t) = sint sin(w + ) = —sint

cos(—t) = cost cos(m —t) = —cost cos(m+1) = —cost

Autres cas :faire le changement de variable # = tan(¢/2).

Puisque tan’(x) = 1 + (tanx)2, on a alors du = %(1 + u?)dt.
Par les formules

tan(¢/2), dt 2du t= Low t sint 2u
u = tan , =—, cos et sint = ,
14 u? 14+u? 14+ u?

on est ramené a intégrer une fonction rationnelle de la variable u.

* (cost)?
Exemple 1. Calculons ———dt
o 1+ (sint)?

_ _(cos)® (=cos )3
Quand on change t en m — t dans 1+(sint)2dt on obtient o 2( dr)

3 . .
= l(fz’;‘i)t)z dt,donc nous faisons le changement de variableu = sint dans

I'intégrale.On adu = (cost)dt et

2

(cosrdt) = =% 4
COS = —
1 + u? “

(cost)3 _ (cos 1)?
1+ (sinf)2 14 (sint)?

X (COS t)3 sin x 1— u2
o 1+ (sint) 0 1+u

sinx —1 = u2 sinx 2
= —d —d
/0 1+ u? " +/0 1 + u? !

= —sinx + 2 Arctan (sin x)

1

Exemple 2. Calculons une primitive de — sur |0, 7.
(sin x)2(1 + cos x)
Les test du tableau précédent échouent : on fait donc le changement de
variable u = tan(#/2) . Calculons :

271 1+ u? 2du
d=[1 tan(¢/2 ]—dt: dr, donc df = ——_;
u + (tan(t/2)) 5 5 onc e
it = 2" et lbcostm 14 2
sint = cost = =

14 u? € 14u?  14u?
di C2du (14 14+ (L4 u?)?
(sint)2(1 +cost) 1+u>\ 2u 2 4
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x 1 25\2 X 1 2 2 4 1 3
Puisque / wdu — / udu —_ +2x + x_l
u? u? X 3

on en déduit que pour tout x €]0,7[,on a

x dt 1 tan(x/2) (1 + u2)2
e 2 TR
/ (sin7)2(1 + cos 1) 4/ w2

B 1 an(x/2) | (tan(x/2))’
T 4tan(x/2) 2 12

7.7 INTEGRALE DE ¢“*sin bx ET e cos bx

La fonction exponentielle complexe

Nous allons définir e* pour tout nombre complexe z.
On connait e* quand x € R et aussi e =cosy+isiny quand y € R.

Comme on veut que la formule e* ™ = ¢* ¢!” soit vraie, on est conduit
a la définition suivante.

Définition. Pour tout nombre complexe z = x +iy, ot x,y € R, on
pose €2 = e ¢l? = ¢*(cosy +isiny).

Le nombre e* s’appelle exponentielle de z.

Ainsi |e?| = e* = eR®%etsiy € [0,27], alors Arg(e?) = y = Im(z).
Sia,beR,ona

€™ (cos bx +isinbx) = e“t*  pour tout x € R.

La fonction x > @b egt définie sur R et a valeurs dans C. Nous
allons définir et calculer sa dérivée.

Définition. Soit 7 un intervalle ouvert et f : I — C une fonction.
Pour tout x € I, écrivons f(x) = u(x) +iv(x), ou u: I — R et
v : I — R sont des fonctions a valeurs réelles. Si u et v sont dériva-
bles, on définit la dérivée de f en posant: f’'(x) = u'(x) + iv'(x),
pour tout x € I.

On vérifie que si f et g sont dérivables et si A € C, alors

(f+ =148 . QAN =X et (fe)=/fg+[fg.
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Posons
f(x) = et pourtoutx € R,

et calculons la dérivée de f. Puisque f (x) = e“*cos bx +ie“*sinbx, il
vient

f(x) = ae®cos bx — be™sinbx + i(ae™*sin bx + be*cos bx)

= (a + ib)(e™cos bx + i e™sinbx) = (a + ib)e @b

Enoncons ce qu’on vient de montrer.

Proposition. Si \ € C, la fonction x — e a pour dérivée x > \e™™.

Ax

On dérive donc la fonction x — e comme I’exponentielle réelle.

Application

Utilisons ce résultat pour calculer une primitive de e“*cosbx et de
e sin bx, ou a et b sont des réels non nuls.

La fonction x > ﬁe(‘”ib)" a pour dérivée e“t¥ = f(x).Ona

1 . —1ib
We(““b)x = %(e”xcos bx +ie*sinbx) = U(x) +iV(x)
a+i a
avec
a .
Ux) = me”cos bx + me‘”smbx
a a
b
V(x) = We‘”sinbx — We‘”‘cosbx
a a

Puisque (U +iV) = f,il vient U'(x) = e**cosbx, V'(x) = e sinbx
et par suite

Y __acosbx +bsinbx
U(x)_fe coshtdt = e e

* —b cosbx + a sinbx
Vix)=

ax

e sinbt dt =
a’ + b?
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7.8 INTEGRALE DE P(x)e“* OU P EST UN POLYNOME

Le plus simple est de chercher une primitive F de la forme

F(x) = /X P(x)e™ dt = Q(x)e™

ou @ est un polynome de méme degré que P.

p Exemple. Calcul de/ (2 = e ' dt.
0

Cherchons le polynéme Q(x) = ax? + bx + ¢ pour que la fonction
x = Q(x)e™* soit une primitive de (x> — x)e ™.
On doit avoir Q' (x)e™ — Q(x)e ™ = (x> — x)e™*, C'est-a-dire

Q'(x) — Q(x) = x> — x pourtout x € R. (%)
Puisqu’on a posé Q(x) = ax? + bx + c, il vient

0'(x)— Q) =2ax+b—ax*—bx —c
=—ax’+Qa—-b)x+b—c

et I'éqalité (x) équivauta —a =1,2a —b = —1letb —c =0.

On en déduit @ = —1,puis b = ¢ = —1.Par suite

/a(rz —e ' dt =[(—x" —x = De |y =1— (@’ +a+ e
0

Remarque : on peut calculer de méme

X

A= / P(t)e“'cosbtdt et B = [ P(t)e"sin bt dt
Pour cela, on applique la méthode précédente a l'intégrale

X

A+1iB :/ P(t)e™ (cos bt + i sinbr)dt :f P(t)e" e dr

= /X P(t)e*'dt

oU o = a + ib, puis I'on sépare partie réelle et partie imaginaire.
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EXERCICES

7.1 Soit f : [—a,a] — R une fonction continue.
a
a) Faire le changement de variable u = —t dans ’intégrale / f@) dr.
0

b) Montrer que

a a
(i) si f est une fonction paire, alors f@)dt =2 / f@)de
0

—a

(i) si f est impaire, alors f@®)dt=0.

—a

7.2 Soit f : R — R une fonction continue et périodique de période T
(donc f(x + T) = f(x) quel que soit x € R).

Soit a € R.
a+T

a) Montrer que /
T

variableu =t — T).

a+T T
b) En déduire que/ f@)dt = f f@)d:t.
a 0

f@)dt = / f(@)dt (faire le changement de
0

/4
7.3 Le but de cet exercice est de calculer/ = / In(1 +tan ) dt.
0

a) Montrer que pour tout ¢ € [0,7/4], on a

in(r + /4
1+tanr:ﬁw, sin(t +7/4) >0 et cost >0
COS

b) En utilisant le changement de variable ¢t = (7/4) — u, montrer que

/4 /4
f In(sin(t + 7/4)) dt = / In(cos t) dt
0 0

¢) En déduire la valeur de 1.

7.4 a) Calculer / In 7 dt en intégrant par parties.
1

b) Calculer / par le changement de variable u = 4/t — 1.

dt
t/t — 1
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¢) Calculer la primitive F de x — telle que F(1/e) = 0. Quel

xInx
est I’intervalle de définition de F ?

7.5 Calculer les intégrales suivantes

1 x
(i)/ 21 +13dt (ii)/ Arcsin 7 dt
0 0

(iii) / t Arcsin t dt (iv) / t*(Int) dt
0 1
1 dt X eZt
(v) (vi) / dt
0o 1242 0 V1+e
Pour (iv), séparer le cas o= —1 et intégrer par parties lorsque
a#+ —1.

Pour (vi), faire le changement de variable u = /1 + ¢’.

7.6 Calculer les primitives suivantes :

(ot o [ dt
0 / z 3 (i) / G+ —4)
x 0
) / L (iv) / e
12(12 +2)2 222 +2t+ 1)

7.7 Soit F la primitive de x — telle que (1) = 0. Notons

X
V2x —x2
I I'intervalle de définition de F'.

a) Quelles sont les bornes de 1 ?

b) Montrer que la fonction F est croissante et que la courbe de F n’a pas
de point d’inflexion.

¢) Comment sont les tangentes a la courbe de F aux bornes de I ?
d) Calculer F(x) pour tout x € 1.

e) Calculer les limites de F aux bornes de I et dessiner 1’allure de la
courbe de F.

7.8 Calculer les intégrales suivantes :

™
(i)/ sinat sinbt dt, ot a > 0 et b > 0 ; étudier le cas a,b € N*.
0
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(iii)

(s1nt)3 o [ (cOst)?
(i )_/ (cost)2 2+sintdt

. * sin ¢ roo _
(|v)/ (cost)z(sint-i—cost)dt (v)/ t(sin2t)e™" dt

7.9 Soitf : R — R la fonction définie par

. 2
f0) = (%) Six£0et £(0)=1.

a) Montrer que la fonction f est continue.

YA
Pour tout x € R, posons F(x) = / <T> dt.
0

b) Quel est le sens de variation de F ?

¢) Montrer que pour tout x € R,ona0 < f(x) < ——.
1+ x2

d) En déduire que F(x) a une limite finie quand x tend vers +oco0.

e) Montrer que la fonction F est impaire et dessiner sa représentation
graphique.

7.10 Soient a,b des nombres réels tels que a > b > 0.

a) Montrer que pour tout f € R, on a a + b cost #* 0. En déduire que
* dt
la fonction F telle que F(x) = / ———— est définie et continue
o a-+bcost

sur R.

b) On suppose 0 < x < 7. Montrer qu’on peut faire le changement de
variable u =tan(¢#/2) dans [D’intégrale F(x) et qu’en posant
tan(x/2) du
=«/a+betq=\/a—b,onaF(x)=2v/. >
0 p°+qcu
dt _ s
a+bcost JaZ—_p2

™
¢) En déduire 1’égalité /
0
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SOLUTIONS

7.1 @) Pourt=0,onau=0; pourt=a, on au=—a. Puisque
du = —dt, il vient

—a

f foydi= | feu) (—du) = — f  f(-w)du
0 0 0

b) (i) Supposons que la fonction f est paire. Alors

—a

a 0
/ f@)ydt =— f(—w)ydu= | f(—u)du
0 0 —a
0

= fw)du car f(—u) = f(u) quel que soit u.

—a

a 0 a a
Par suite, f@)dt = f(u)du +/ f@)dt = 2/ f@)dr.
—a 0 0

—a
b) (ii) Supposons que la fonction f est impaire. Alors

a 0 0
| rwar= [ rewai=- [ rwan

0 —a —a

car f (—u) = — f (1) quel que soit u.

a 0 a
Par suite, f@)dt = f(u)du + / f(@)dt =0. Ces résul-
0

—a —a
tats ont déja été obtenus dans I’exercice 6.1 page 108 en considérant
une primitive de f.

72 @ Quand r =T,onau=0 ;quandt =a+T,onau=a.ll
vient donc

a+T a a
/ f(t)dt:/ f(u—l—T)du:/ f(u)du,
0 0

T
car f(x +T) = f(x) pour tout x.

b)
a+T T a+T
/ f(t)dt:/ f(t)dt—l—/ f@)dt
a a T

T a
:/ f(t)dt+f f()dr dapres (a)
a 0

T
= / f@t)dt
0
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Cela montre que I'intégrale de f est la méme sur n’importe quel inter-
valle de longueur 7.

7.3 a)On a
sin (t + ) = sint cos I 4 sin% coss = [(cost +sinz), d’ob

3 sin(t+ %) _cost + sint

= =1+ tant.
cost cost

b) Par le changement de variable u = (w/4) — t, il vient

0

/Ow/“ In [sin (t + %)] dt = /ﬂ/4 In [sin (g — u)] (—du)
- / " In(eos ) ()
/4

in(5-u)
carsin (= —u) = cosu
2
/4
=/ In(cos u) du
0

. T
¢) D’apres (a), on a In(1 4+ tan¢) = Ina/2 + Insin (t + Z> —Incost,

donc

/4
1 =/ In(1 + tant) dt
0

/4 /4 T /4
:/ ln\/idt—l—f lnsin<t—|——> dt—/ Incost dt
0 0 4 0

/4 In2
=/ Inv2di = Sinvz2 = 122
0 4 8

X X 1
7.4a)0na/(1nt)dt=[tlnt])1c—/ t;dt:xlnx—x—kl.
1 1

b) La fonction sous le signe intégrale est continue sur / =]1,4-o00[,

donc la fonction x +— / est définie sur /. Faisons le change-

t«/—
ment de variable u =/t — 1 : cela est possible car la fonction
@ :]1,+00[—]0,4+00[ définie par @(t) = V1 =1 est bijective et sa
dérivée ne s’annule pas sur /. Onau?> =t — 1, donc t = 1 + u?.
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o
tNi—1 (14 uu
dt 2udu 2du

t t—1=(1+u2)u:1+u2

et dt =2udu

du
./ 1/t 1+u2

d’ou

*oodt
f : = 2 Arctanvx — 1, pour tout x €]1,+o00][.
/1T —

¢)La fonction f : x est continue sur |0, 1[. Puisque 1/¢ €]0,1[,

1
xInx
il existe une unique primitive F :]0,1[— R de f telle que F(1/e) = 0.
Pour tout x € ]0,1[,on a

*odt u(t
F(x):/ —=/ u() dt enposantu(t) =Int
e tIne Jye u(r)

= [Infu®|]},, = In|inx|| — In[in(1/¢)|

Puisque In(1/e) = —lne=—1, on a F(x) = ln|lnx| pour tout
x € 10,1].

7.5 (i) Posons u(t) = 1 + 3. On a u/(¢t) = 3t%, donc
1 1 1
/ AT+ = / (u () () dt
0 0

1

Une primitive de (u(t))l/zu’(t) est m (u (t))3/2, donc

2/ 3 3/2 2 3

1+83dt = (1+t) = -2 =1)
0 9

! 42 -2

ou encore / P21+ 3dr = \/—T
0

(ii) On integre par parties : la dérivée de Arcsin x est donc

1
V=22’
t

X X
/ Arcsint dt = x Arcsin x — / —dt
0 0 V1 —1¢2
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Enposantu(t) = 1 —t>,onau’(t) = —2¢ et la derniére intégrale s’écrit

X ¢ B __1 X “12
/0 ﬁdt = 3 / (u(t)) u (f) dt
—1 x N
-5 [gale)?| =-vi=e;
/2 0

Ainsi [ Arcsintdt = x Arcsinx +v/1 —x2 — 1.
(i) On integre par parties :

X t2 X 1 X t2
t Arcsint dt = | —Arcsint | — =J ,ouJ :/ ———=dt (%)
/0 |:2 i|() 2 0 1 —1¢2

On a

J = x(l_tz)_ldz—/x\m 2 dt fx di
—Jo V1 =12 —Jo 0 1 —1¢2

=/ V1 —1t2dt — Arcsin x
0

Intégrons par parties dans la derniere intégrale :

x\/l—t2dt= V1— 2—/ ——dt=xy1—-x2+1J
/0 g ! 0 2\/1—t2 * !

On en déduit I’égalité —J = x+/1 —x2 + J — Arcsin x, d’ol
—2J =xv/1 — x% — Arcsin x
1 1 1
—J =-xv1—x%— - Arcsinx.
2 4 4
En reportant dans (), on obtient finalement

x 2 1 1
/ t Arcsint dt = %Arcsinx + Zx\/l —x2 - ZArcsinx
0

(iv) Supposons o = — 1. En intégrant par parties, on a pour tout

X ta+1 x X toHrl 1
/ t“(nt)dt = In ¢ —/ —dt
1 a+1 1 1 a+1 ¢
xa+1 1 X
= Inx — / 1 dt
o+ 1 o+ 1 1

xa+1 1 s+l ]x
= Inx —
a+1 a+1[at+1],

x>0:
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d’ou
X a+1 a+1 1
/ O eydt = ——Inx — —— + .
| a+1 (a+1D?  (a+1)?
Supposons maintenant o« = —1. L’intégrale s’écrit

Int
/—dt /u(t)u’(t)dt,oﬁu(t):lnt.

Pour tout x > 0, on a donc

[ Lane2] = Lanap?
—dt = | =(In =—(Inx
‘ 2 2

1 1

(v) Par le changement de variable u = t/\/i, on a t242=
2 +2=2?+1) etdt =2du,d ot

/1 d1 _/l/ﬁ ﬁdu f/l/f du
0 t2+2_ 0 2(”2
1/f \/_

ﬁ [Arctan ] Ar(:taln—2
2 2

(vi) Par le changement de variable u = +/1 4+ ¢/, on a ¢’ = u—1,

2udu o
e' dt =2udu, donc dt = R et il vient

u2_
/x eZt g /«/l+e~‘ (u2 _ 1)2 2udu
o VT+e )i u u? —1
Jiter
:2/ u? — 1 du
V2
u3 Viter
=2 [—} —2[VT+e* — V2]
31
2 2(v/2)3
= §(v1 +er)’ — 7({) —2JT+ e +22
e 2 22

Finalement / dt = 3(\/1 + e’C)3 —2J1+e" + =3
0

V14 el
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7.6 1l s’agit de primitives de fonctions rationnelles : la méthode géné-
rale est donc de décomposer en éléments simples, puis d’intégrer
chaque élément simple.
(i) Puisque le degré du numérateur est supérieur a celui du dénominateur,
calculons d’abord la partie entiere de la fraction en faisant la division
euclidienne de 1 par 1> — 4 :on at* = (1> — 4)(t> + 4) + 16, donc
4 5 16
=t"4+4
?—4 Tt ey
B 1
24 -2 -2
1 a b
= +
t—-2)t+2) -2 t+2

(D

La décomposition de ; est de la forme :

1
— multiplions par t — 2 et faisons t = 2 : on trouve 7-¢ ;

1
— multiplions par ¢ + 2 et faisons t = —2 : on trouve — = b.

16 4 4
2—4 =2 142
En intégrant (1) et (2), on en déduit

2)

X l‘4 x3
/ t2_4dt=?+4x+4ln|x—2|—4ln|x+2|

1 1

(T8 -G agoe Stdela

(i) La décomposition de

forme :

1 _a n b n c
=20 +22 =2 142 (+2)?2

1
— multiplions par t — 2 et faisons t = 2 : on trouve yriaks ;

1
— multiplions par (¢ 4 2)? et faisons t = —2 : on trouve S =c ;

— multiplions par ¢ et prenons la limite quand ¢ tend vers 400 : on
trouve I’égalitt 0 =a + b+ 0,d’ o0 b = —a.
1 /16  1/16 1/4
(+2@—4) -2 142 (+2)
Par suite /XL = ilnl)c — 2|—iln|x + 2|+¥.
(t+2)>—4) 16 16 4(x +2)
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(iii) La fonction a intégrer est une fonction rationnelle en #2, donc on
décompose

1 _a n b n c
X(X+22 X X+2 (X+2)2
En procédant comme ci-dessus, on obtient : a = 1/4, ¢ = —1/2, puis
b = —a. En faisant X = 72, il vient alors
1 _1/4 1/4 1/2 )
2(24+2)2 2 242 (1242)2
Pour inté 1 cerit
our intégrer ————, on écri
SRS TEN D
2 2 +2 t? 1 t?

(t2+2)2 (2+2)2  (2+2)2 242 (2422
X4t 1 x x g2
g Jaeen (E) | we @

, X2 o t
Ecri —  dt = ——  _ _dtetinté rti
Crivons / (t2 n 2)2 / (t2 n 2)2 ) et itegrons par partie

1

— 1l
242

2t t
en posant u'(t) = 122 et v(t) = > Puisque u(t) = —
vient :

x 2 -1 x -1 1
/(t2+2)2dt=x2+25_/ t2+2§dt
1 x 1 [ dt
=_§x2+2+§/ 242
1 X 1 X
:—Em—i—z—ﬁArctan(E)

D’apres (2), on en déduit

/)‘ dt 1At X +1 X
= rctan ( — - =
@22 T aa s \VR) T a2

et en intégrant dans (1), on obtient

/" dt 1 X 3 Arct X
_ = - — rcran | —
12(12 +2)2 4 8(x*+2) 82 V2
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(iv) La décomposition en éléments simples est de la forme :

1 a b ct+d

oY Yo vy IR NP R YO P

— multiplions par 2 et faisons # = 0 : on trouve b = 1;

—une racine de 2t>+2t4+1 est a= —% + %i ; multiplions par
212+ 2t +1 et faisons 7 =« : on trouve ca+d=1/a®=2i,
c’est-a-dire _76 +d+ %i =2i,d’ouc =4 etd =2 puisque c et d
sont réels.

— multiplions par ¢ et faisons tendre ¢ vers 400 : on obtient I’égalité

0=a+0+c¢/2,donc a = —2.
La décomposition est donc

1 2 1 4t +2

N — + =4+ —
P22Qt24+2t+1) tot2 0 2242t +1

__ 742 4142w () g0 N
En posant u(1) =21~ + 2t + 1, on a 5522~ = 775, d’ou

* dt 1
O x| — =4I+ 241
/t2(2t2—i—2t—i—1) nf| = 7+ @24 )

7.7 a)On a2x — x? = x(2 — x), donc I’ensemble de définition de la

A 2x—x2

primitive F est définie sur I =]0,2[.

fonction f : x > est ]0,2[. Puisque f est continue sur ]0,2[, sa

b) On a F'(x) = ——=%— > 0 pour tout x € I, donc F est strictement

N 2x—x2

croissante. Ona F”(x) = f'(x) = "2)3/2 > 0 pour tout x € I, donc

(2x—x
F” ne s’annule pas : il s’ensuit que la courbe de F n’a pas de point
d’inflexion.

c¢)Ona lim2 F'(x) = lim2 f(x) = 400, donc la courbe de F a une tan-
xX— xX—

gente verticale au point d’abscisse 2. De méme, on a

lim f(x) = lim = = 0, donc la courbe de F a une tangente hori-

x—0 x—0 /2—x

zontale au point d’abscisse 0.
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*or—1 *oodt
d) ECI’IVOHS/ =/ 7dt+/ _—
\/21—t2 1 A2t —12 1 A2t — 12

En posant u(t) = 2t — 2, il vient

or—1 ol —t *u(t)
1 A2t — 12 ! 1 V2t —12 : / 2/u(t) !
= [\/u(t ] —V2x —x2+1

Ona?2r—t>=1—(t —1)?, donc

/x dt _/" dt
1 V2t —12 1 1= (@ —1)2
x—1 du
= ——— par le changement de variable u =1 — 1
1 A1 —u? P £
=Arcsin (x — 1)
Finalement F(x) = Arcsin (x — 1) —+/2x —x2+1, pour tout
x € ]0,1[.
e) Puisque Arcsin (—1) = —n/2 et Arcsin (1) = 7/2, on en déduit

lim F(x) = 1 — = et lim F(x) = 1 + —
=Ty e =1 s

On a F(1) = 0. Puisque F'(x) = la tangente a la courbe de F

X
N/ 2x—x2 ’

au point (1,0) a pour pente F’(1) = 1. Voici le dessin de la courbe
de F :
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7.8 (i) On utilise la formule

sin psing = % cos(p —q) — % cos(p+q) :
g ) ) 1 m 1 g
f sinat sinbt dt = —/ cos(a — b)t dt — —/ cos(a + b)t dt
0 2 Jo 2 Jo

* Supposons a # b. Alors

/Wcos(a byrdi— [sin(a — b)t]’ _ sin(a — b)w
0

a—=b 0 a—>b

" i bt i b
/ cos(a + byt dt = sina +b)t 1" _ sin(a + b)w

0 a+b 0 a+b

sin(a — b)mw B sin(a + b)mw
2(a — b) 2(a +b)

s
donc/ sinat sinbt dt =
0

* Supposons a = b. Alors

/cos(a—b)tdt:/ dt =7
0 0

4 in2at " in?2
f cos(a + b)tdt = |:s1n 4 :| = S cam
0 2a |, 2a

T 7 sin2am
donc/ (smat)2 dt = — —
0 2 4a
» Supposons a et b entiers positifs. Alors a + b et a — b sont entiers.

Puisque sin km = 0 quel que soit k € Z, on en déduit

/ sinat sin bt dt = {0 sia # b
0

w/2 sia=b

- . (sinr)’ o
(i) L’expression 5 dt est invariante quand on change t en —¢ et dt

(cost)
en —dt : en effet
(sin(—t))3 (—dt) = (—sint)? (—dt) = (sint)’ dt et cos(—t) = cost.
On fait donc le changement de variable u = cos? :

du = —(sint)dt et (sint)*dt = [1 — (cost)?]sint dt = (u*> — D)du

X (sint)3 COS X u2 -1 Cos X cosx /_q
dt = du = du + — | du
(cost)? u? u2
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et finalement

X (sint)? 1
( ) dt =cosx + .
(cost)? cos x

(iii) Les expressions (cost)’dt et sint sont invariantes quand on
change f en ™ — f et dt en —dt. Faisons donc le changement de variable
u =sint. On a

du = (cost)dt et (cost)>dt = [1 — (sint)z] costdt = (1 — u?)du

du

X (COSt)3d _/sinx 1_u2
2 4 sint 24u

Pour calculer cette dernieére intégrale, divisons 1 — u? par 2 + u : il vient
1—u?=Q+u)@2—u)—3,don

sin x 1 — u2 sinx sinx du
du = 2 —u)du -3
/ 24 u ! / (2 = u)du / 24u

* (cost)? . (sin x)?
(e 2

—dt =2sinx —
2+ sint

-3 1n(2 + sinx)

(iv) Quand on change 7 en 7+ f, chacune des expressions sint et
(cos1)2(sint + cost) change de signe, donc la fraction est inchangée.
On fait donc le changement de variable u =tant. On a du =

[1 + (tan t)2] dt = 5 En divisant par cost le numérateur et le

d
(cost)

dénominateur de la fraction, il vient

sin ¢ _ tan ¢
(cos?)2(sint +cost)  (cost)2(1 + tan 1)

donc

X sint tan x u
/ - dt :/ du
(cost)2(sint + cos t) 14u

X sint tan x 1
/ - dt :/ 1 - du
(cost)2(sint + cost) 1+u

=tanx—ln’1+tanx]
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X

(v) Posons A(x) =/ t(cos2t)e " dt et B(x) =/ t(sin2t)e”" dt
On a

X

A(x)+B(x)i=/ t(cos2t+isin2t)e_’dt=/ te¥ e di

X
:f te(—1+21)1 dt

Posons a = —142i et cherchons une primitive de la forme
F(x) = (ax + b)e™, ot a,b € C. En dérivant cette fonction, on a

F'(x) = ae™ + aax + b)e™* = ((a + ba) + aax)e“x

et comme F’'(x) = x e™*, prenons a et b tels que

ac=1leta+ba=0

1 1 —1—2i
a = — = T =
a —1+42i 5
po 4 _ 142 (42)(-1-2) 34
a S5(=1+42) 25 25
Ainsi

—1-2 3—-4i .
Fx) = (—142i)x
(x) ( 5 X+ 23 ) e

—1-2i +3—4i (cos 2x +i sin 2x)e~
= cos isin
s ¥ %5 X X)e

Puisque B(x) est la partie imaginaire de F (x), on trouve ainsi :

/xt(s1n2t) “dt= x4 ~Ycos2x+ + 3 ~¥sin 2
e =(-—=———)e x+(-= e x
5 25 5 25

L’intégrale f “t(cos2t)e™" dt est la partie réelle de F(x).

7.9 a) On sait que linéﬁ% =1, donc lilr(l) f(x)=1= f(0). Cela
X—> X—>

montre que f est continue en 0. Puisque f est continue sur R*, f est
continue. La primitive F est donc bien définie.
b) Ona F'(x) = f(x) > 0, donc F est croissante.

¢) On sait que pour tout x, on a |smx\ < |x] (exemple page 6), donc

(sinx)? < x%. D’autre part,on a0 < (sinx)? < 1 pour tout x. Il s’ensuit

(1 4+ x?)(sinx)? = (sinx)? + x%(sinx)? < x% + x? = 2x?
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Si x=# 0, on peut diviser par x>(1+x%) >0, et il vient
(sinx)? 2

X2 T 1 4x?
0 < f(0) <2, ce qui est vrai.

d) Soit x > 0. D’apres (c), on a f(r) < ]ftz pour tout ¢ € [0,x], donc

Si x =0, I’encadrement demandé s’écrit

X X 2
/ f®)dt < f ———dt =2 Arctan x
0 o 1412

Puisque Arctan x < 7/2 pour tout x, on en déduit F(x) < 7 pour tout
x > 0. Ainsi F' est croissante et majorée sur [0,-+o00o[, donc F'(x) a une
limite finie quand x tend vers +oco (théoréme page 4).

Si ’on pose £ = }1_1)1(1) F(x), alors la droite horizontale d’équation

y = £ est asymptote a la courbe de F' en +o00. Puisque 0 < F(x) < 7
pour tout x > 0, on a0 < £ < 7 (on peut montrer que £ = 7/2).

e) La fonction f est paire et F est la primitive de f telle que F(0) = 0.
D’apres ’exercice 6.1 page 108, la fonction F est impaire : sa courbe
représentative est symétrique par rapport a 1’origne, donc la droite
horizontale d’équation y = —£ est asymptote en —o0.

La tangente a I’origine a pour pente F'(0) = f(0) = 1.

2

4 T
1

X

S o ] -¢
X
Courbe de f Courbe de F
etdex —> —2

1422

7.10 a) Pour tout #, on a —b < bcost < b, donc a+bcost >

a — b > 0. Par suite, la fonction ¢ est définie et continue

1
a+b cos t
sur R, donc elle a des primitives sur R.

b) La fonction ¢ :t+> tan(z/2) est une bijection dérivable
[0,7] ——> [0,4-00[ et ') =(1/2)[1+ (tan(t/2))2] = 0 pour tout
t € [0,7[ : puisqu’on a supposé [0,x] C [0,7[, on peut faire le chan-
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gement de variable u = tan(¢/2) dans F(x). En utilisant les formules
du = (1/2)(1 + u?)dt et cost = L‘L—Zi il vient

- )_/tan(x/2) 2du _2/ta.n(x/2) du
= ad+ud)+b(—ud) " Jy P2+ q2u?

X du 1 (% du 1 p q
C) On a ﬁ:_Z 72=—2—Arctan =X ,
p*+qu®  p , Pra P

q
1+ —=u
2

X du 1 q
ORI = —Arctan | — X
P +qcu prq p

D’apres (b), on en déduit

d’ou

2
F(x) = —Arctan (ztan(x/Z)) pour tout x tel que 0 < x < 7.
P4q p

Puisque F est continue sur R, on peut passer a la limite quand x tend

vers 7 par valeurs inférieures :

on a limtan(x/2)=+occ et lim Arctanv =7/2, donc
x=>T v—>—+00

x<T

. 27 T
Fr)=lim F(x) = — ~ = = _
X—T Pq 2
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parameétrée

Quand les coordonnées d'un point du plan sont fonctions d'une variable
réelle, le lieu de ces points est en général une courbe : on dit que c'est une
courbe paramétrée. Nous allons apprendre a représenter une courbe para-
métrée. Dans cette étude, les développements limités jouent a nouveau un
role primordial.

v
—
-
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Dans ce chapitre, le plan 7P est muni d’un repére orthonormé

(0; 7, j ). Sauf mention contraire, points et vecteurs ont leurs coor-
données dans ce repere.

8.1 NOTION DE COURBE PARAMETREE PLANE

Définition. Une courbe paramétrée (plane) est une fonction
f : D — R2, ol D est une partie de R. Pour tout 7 € D, on a

f@) = (x@®.y®),

oux:tr x(t)ety:t > y() sontdes fonctions de D dans R. Les
fonctions x et y sont les fonctions coordonnées de f.

Soit f : D — R? une courbe paramétrée, t — x(1) et t — y(t) ses
fonctions coordonnées.

» L’ensemble C des points M € P de coordonnées (x (t),y(t)) dans le

repere (0; _1)7) s’appelle la courbe géométrique de f -

— — —
C=(MeP|OM=x®t)i +y#) ] .te D}
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» Pour tout # € D, on notera M, € P le point de coordonnées
(x(t), y(t)) ; le point M, s’appelle le point de parameétre t sur la
courbe.

» Dessiner la courbe paramétrée, c’est représenter I’ensemble C dans le
N rdiare
repere (0; i, j ).
Dans de nombreuses applications, le parametre # représente le temps : on

dit que M, est un point mobile ; la courbe géométrique est la trajectoire
parcourue par ce point et f est la loi horaire du point mobile.

p Exemple 1. Soitf : R — R? la courbe paramétrée définie par
f(t) = (cost,sin 1)

L'ensemble C des points M, de coordonnées Y M (COS t)

Quand ¢ parcourt un intervalle de longueur
27, le point M, décrit le cercle exactement
une fois, dans le sens trigonométrique.
Quand ¢ parcourt R, le cercle est parcouru
une infinité de fois.

1
t
(cos 1, sin t) est le cercle de centre 0 et de
rayon 1 : c'est la courbe géométrique de f. t

p Exemple 2. Soitf : R — R? la courbe paramétrée définie par
f() = (x(t),y()) = (2 cos t, sin 1)
et soit £ la courbe géométrique de f.

Pour tout 7, on a (%)2 + (y(t))2 = (cos 1)? + (sin1)> = 1, donc les

coordonnées (x (), y(t)) satisfont I'équation

2

22+y2=1 m

Réciproquement, si un point a des coordonnées (a,b) vérifiant I'équation
(1), alors on a (a/2)> +b* =1, donc il existe t € [0,27] tel que
al2 =cost etb =sint ;alors a = x(t) et b = y(t), donc le point de
coordonnées (a,b) est sur la courbe .

Ainsi la courbe £ a pour équation (1).

La courbe £ est une ellipse ayant pour axes Ox et Oy (figure ci-dessous) ;
ses sommets sont les points de coordonnées (+2,0) et (0,%1).

En effet, pour tout point P : (2 cos t,sin t) de &, considérons le projeté H
de P sur I'axe des abscisses et le point P : (2 cos 7,2 sin t). L'ensemble
des points P’ est le cercle (C) de rayon 2 centré a I'origine. Comme on a

_— —_
HP = (1/2)HP’, la courbe £ se déduit du cercle (C) par la transforma-
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tion P’ — P qui est une affinité de rap-
port 1/2. Quand ¢ parcourt un intervalle
de longueur 27, le point M, de coordon-
nées (2 cos t,sin t) décrit l'ellipse une
fois.

La courbe représentative de u (ou graphe
de u) est I'ensemble des points de coor-

p Exemple 3. Soit : D — R une fonction. -1

données (x,u(x)),oux € D.
Soit f : D — R” la courbe paramétrée définie par f (1) = (f,u(r)) : la
courbe représentative de u est aussi la courbe de f.

Symétries

Supposons que I’ensemble de définition D est une partie de R ayant
pour centre de symétrie 0.

Supposons de plus, par exemple, que la fonction ¢ — x(¢) est paire et
que la fonction # > y(¢) est impaire.

Pour tout t € D, on a (x(—t),y(—t)) = (x(t),—y(t)), donc le point
M_,; a pour coordonnées (x(t),—y(t)). Le point M_, est donc symé-
trique de M, par rapport a Ox : il suffit de dessiner la partie de la courbe
correspondant a ¢ > 0 et I’autre partie s’en déduit en faisant la symétrie
par rapport a Ox.

De méme, si ¢t — x(t) est impaire et — y(t) est paire, les points M_,
et M, sont symétriques par rapport a Oy : il suffit de dessiner la partie de
la courbe correspondant a ¢ > 0 et I’autre partie s’en déduit en faisant la
symétrie par rapport a OYy.

t—>x(t) paire |t—>x(t) impaire |t—x () impaire

Symétries tH>y(t) impaire | t+>y(r) paire |ty () impaire

C est symétrique

par rapport a Ox Oy 0

8.2 VECTEUR DERIVE, TANGENTE

Soit f : D — R? une courbe paramétrée et t — x(t), t — y(t) ses
fonctions coordonnées.
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Définition. Soit 7y € D. Si les fonctions ¢ — x(t) et t — y(z) sont
dérivables en f#p, on dit que f est dérivable en ty. Le vecteur
(x(10),y' (1)) s’appelle le vecteur dérivé de f en ty et se note f”(fo).

Si I’on pense que ¢ représente le temps, le vecteur f'(fy) est le vecteur
vitesse du point mobile M, a I’instant .

8.2.1 Sens de variation

Supposons que f est dérivable sur D (c’est-a-dire en tout fy € D).
Six’(t) et y'(t) gardent un signe constant sur un intervalle J C D, alors
on connait le sens de variation des coordonnées du point M;. On sait
alors quelle direction prend globalement la courbe quand ¢ € J.

Le tableau ci-dessous résume les différentes possibilités :

x'() >0 x'(t) >0 x'(t) <0 x'(t) <0
y'i(t) >0 y'i(t) <0 y'i(t) >0 y'i() <0
S N\ N v/

p Exemple. Prenons la courbe paramétrée f dont les fonctions coordonnées
sont

) =1+ ! () =1+ 4
X = — N == - .
t Y t+1

L'ensemble de définition de t > x(¢) est R \ {0}, celui de # > y(t) est
R\ {—1}, donc I'ensemble de définition de f est D = R\ {—1,0}. Pour
toutt € D,ona

1 —D(+1
¢ =1 L 2 €D

4 kD)’ =4 =D+
a+D> @+ +1)?

Y =1

Ainsi

«t +— x(t) est croissante sur |—oo0,—1[, décroissante sur |—1,0[ et ]0,1[,
et croissante sur |1,400].

«t > y(t) estcroissante sur ]—oo,—3[,décroissante sur |—3,—1[,]—1,0[
et ]0,1[, et croissante sur |1,+o00].

Calculons les limites de x (7) et de y(¢) aux bornes des intervalles de défi-
nition :
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lim x(t) = —o0 11—13111 X0 =-2 t1—1>1111 xX(0) = -2
—>—00 r<—1 t>—1

lim y(t) = —o0 lim y(t) = —o0 lim y(t) = 400
t—>—00 t ::ll t’z:II

Hm x(f) = —oo jm x(#) = +00 lim x(1) = 400

<0 >0 t—>+00

lim y(t) =4 lim y(t) =4 lim y(t) = 400

20 20 e

Regroupons en un tableau tous ces renseignements : c’est le tableau de varia-
tion de la courbe.

t —00 -3 —1 0 1 ~+00
x'(1) + + - - +
y'(t) + - - - +

X0 |_oo /-2 T2 N TN 2
oY I I SN N

8.2.2 Tangente

Nous allons voir que le vecteur dérivé en un point de la courbe permet
souvent de connaitre précisément la direction de la courbe en ce point.
Soit M,, le point de parametre fy sur la courbe. Pour tout point M, diffé-
rent de M,,, considérons la droite D, passant par M,, et M,.
Intuitivement, si la droite D; a une position
limite quand M, tend vers M,,, alors cette
position limite est une droite tangente en
M,, ala courbe.

Puisque M; #+ M,,onat # ty. Le vecteur D,
1
t—1ty
droite D;. Ses coordonnées sont

y

M’O

M,

% .
M, M, est un vecteur directeur de la

1 X()=x(to)
— t—1o

—t | y0-y)
t—1p
Quand r tend vers fy, ce vecteur tend vers le vecteur dérivé
() = (x’(to),y/(to)). Le vecteur f'(fo), s’il n’est pas nul, est donc un
vecteur directeur de la tangente en M,,.
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Définition. Supposons que la courbe paramétrée f est dérivable en
et que le vecteur dérivé f'(fy) n’est pas nul. La tangente a la courbe
au point M, est la droite passant par M, et dirigée par le vecteur

f'(to).

Equation de la tangente. La tangente en M,, est formée des points P
—_— . P
tels que M, P est colinéaire au vecteur dérivé (x’(to), y’(to)). En notant

—
(x,y) les coordonnées de P, les coordonnées de M, P sont
(x—x(t9),y—y(f)). On sait que deux vecteurs du plan sont colinéaires

si et seulement si le déterminant de leurs coordonnées est nul. L’ équation
de la tangente en M, a la courbe est donc

x—x(ty) x'(ty)
y—y(to) y'(to)

¢’est-a-dire (x — x(to))y’(to) — (y — y(to))x’(to) =0.

p Exemples

1) Considérons le cercle défini par la courbe paramétrée
f () = (cos t,sin t) (exemple 1 page 150).
Le vecteur dérivé en t est f'(t) = (—sin t,cos t). Puisque (sint)>
+(cos 1)> = 1, le vecteur f'(¢) n'est pas nul. Le produit scalaire des vec-
teurs f (¢) etf'(z) est

(cos t)(—sin t) + (sin t)[cos t) =0,
donc le vecteur f'(¢) est orthogonal af (z).

Puisquef (1) = m ,on retrouve ainsi qu’en tout point d’'un cercle, la tan-
gente est perpendiculaire au rayon.

2) Considérons lellipse & définie par la courbe paramétrée
f () = (2 cos t,sin t) (exemple 2, page 150).En tout point M,, € &,le vec-
teur dérivé est f'(ty) = (—2 sin fy,cos ty) ;ce vecteur n'est pas nul.La tan-
gente a l'ellipse £ au point M,, est donc la droite d’équation

x—2costy —2sinty|
y—sin £, costy |

C'est-a-dire (x — 2 cos 1) cos tp + (y — sin £y)2 sin 1y = 0.
3) Soitu : D — R une fonction.
La courbe représentative de u est aussi la courbe de f : D — R? définie

par (1) = (t,u(t)).On a f'(t) = (1,u’(1)), un vecteur qui est toujours
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non nul. Le vecteur f'(z) est donc un
vecteur directeur de la tangente en M,.
La pente de «ce vecteur est
u'(t)/1 = u'(t) et I'on retouve bien
qu’au point d'abscisse 7, la pente de la
tangente est u/(¢).

Tangente horizontale ou verticale

Un vecteur U : (a,b) est parallele a Ox si et seulement sib = 0 ;
U est parallele a Oy si et seulement si @ = 0. On en déduit :

» Six'(tp) # 0 et y'(fp) = 0, alors la tangente en M,, est horizontale.
» Six'(ty) =0 ety'(t) # 0, alors la tangente en M, est verticale.

p Exemple. Reprenons la courbe de I'exemple -10/3 Y
page 152. X
Ona (x'(=3),y'(—3)) = (8/9,0) :la tan-

gente a la courbe au point
M _5 : (—10/3,-5) est donc horizontale.

Le tableau de variation montre que la fonc- ; ;

tion — y(t) a un maximum local en —3.

-5

Il peut exister des points de la courbe ot le vecteur dérivé est nul : en un
tel point, I’étude précédente n’apporte pas de renseignement. Cette siua-
tion sera examinée au paragraphe suivant.

8.3 ETUDEEN UN POINT SINGULIER

Soit f : D — R? une courbe paramétrée et soit fy € D.

Définition. Si f’(7p) = 0, on dit que le point M, est un point singu-
lier de la courbe paramétrée f.

p Exemple 1.Prenons la courbe paramétrée f définie par

f@) = @0
Onaf'(t) = (2t,3t?),doncf'(0) = (0,0) :l'origine My = O est un point
singulier.
Posons x(¢) = t> et y(t) =t>.Pourt > 0,0n at = /x(1) et y(t) =1
= (x(t))3/2: le point M, appartient donc au graphe de la fonction

X x3/2 , X > 0.Réciproquement,si les coordonnées (a,b) d’un point P
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satisfont les conditions a > 0 et b = a*/?,alors en posant t = /a, il vient
(a,b) = (*,t3),donc P = M,.

La partie de la courbe correspondantat > 0 est donc le graphe de la fonc-
tion puissance x X2 L x>0.

Puisque t > x(t) est paire ett — y(t) impaire, la courbe est symétrique
par rapport a Ox (page 151).Voici le dessin de la courbe :

On dit que le point O est un point de rebrousse-
ment.

y

t>0
Les deux branches de la courbe sont de part et
d’autre de la tangente en O.
X
Quand ¢ parcourt R, le point M, parcourt la
t<0

courbe de bas en haut : en effet, r > x(¢) est
décroissante sur |]—o00,0] et croissante sur ) = (2, 13)
[0,40c0[,ett > y(t) est croissante sur R.

p Exemple 2. Prenons la courbe paramétrée f définie par

f@) = (x(0),y(1) = (%' +1%)

Onaf'(t) = (2t,43+5t*), donc f'(0) = (0,0) :l'origine My = O est un
point singulier.On a

x| _ afl 4,50 _ 21 4 0
|:y(t)]_t [O]Jr(t +t)[1]_t [0]+t(l+t)[1]

ce qui se traduit par 'égalité vectorielle

OM, =1* 7 +1*(141) ]

LA T 2 =
Pour tout ¢ # 0, le vecteur ,—zOMz = i +1t-(14t) j est un vecteur

e
directeur de la droite (O M,) .Quand ¢ tend vers 0, ce vecteur tend vers i ,
donc la courbe est tangente a I'axe O x au point O.

« Puisqu’'on a x(z) > 0 quel que soit 7, la courbe est située dans le demi-
planx > 0.

+ Pour tout t # 0 assez proche de 0,on a 14+¢ > 0,donc y(t) > 0 : cela
veut dire gu’au voisinage de l'origine, la
courbe est située dans le demi-plan
y=0. y

fi) = (21419

Voici le dessin de la courbe au voisinage

de O: t>0

Le point O est un point de rebroussement.

Au voisinage de O, les deux branches de la

courbe sont du méme coté de la tangente. x

t<0
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Méthode générale pour étudier un point singulier

Supposons que M;, est un point singulier. Puisque le vecteur dérivé en
ce point ne donne pas de renseignement, faisons un développement
limité en 7o des coordonnées x(¢) et y(t), c’est-a-dire un développement
de x(to+u) etde y(to+u) enu = 0.

Le coefficient de # dans chacun de ces développements est €gal a 0, car
x'(t9) = y'(to) = 0 par hypothese.

Premier cas. Supposons par exemple

x(to+u) = x(to) + ay u®> + by v’ + o1 (u)
y(to+u) = y(to) + az u® + by u® + 02(u?)

ot 01 (u?) et 0 (u®) désignent comme d’habitude des fonctions néglige-
ables devant u> quand u tend vers O (page 45). On a

x(totu) —x(to) | _ 2| @ 3| b o1 (u?)
|:)’(lo+u)—y(to)}_u [az]” [bz]+[oz(u3>]
Ou encore

_— —
2— 33— 3
MMy =u”ef +u’ e; +o(u)

oul'onaposé ef =a;i +ayj,e =bi +byj,

—_—
et ot o(u’) désigne une fonction a valeurs dans R? dont les coordon-

nées sont toutes deux négligeables devant 1> quand u tend vers 0.

Supposons de plus que les vecteurs o1 et e sont indépendants.
Quand u tend vers 0, le vecteur 5 M, M, ., = e{ +u e tend
uand u tend vers 0, le vecteur -5 M;, My ., = ei +u e; +o(u) ten
— - o .. £ 1:
vers ej # 0 . En utilisant la proposition page 83 on en déduit que

pour tout u # 0 assez proche de 0, u%m est non nul : ce
vecteur est donc un vecteur directeur de la droite (M, M, 4,,).

Par conséquent, la tangente a la courbe au point M, est la droite
passant par M, et dirigée par er.

Pour voir comment se comportent les points M; quand ¢ est assez pro-
che de 1y, considérons le repere (M,,; e_f,?z)) (d’origine M,)).

Les coordonnées de M, dans ce repere sont (u2+0(u3),u3+0(u3)).
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Pour tout u # 0 assez proche de 0, u>+o(u?) ale signe de u? (proposi-
tion page 84), donc est positif ; de méme, pour tout u assez proche de 0,
u+o(u?) ale signe de u?, c’est-a-dire le signe de u.
On en déduit (figure ci-dessous) que pour tout ¢ assez proche de 1y :
¢ les points M, sont dans le demi-plan limité par I’axe (M,; 25 ) et dans
lequel pointe ?1) ;
*sit > ty, alors M, est dans le quart de plan limité par les demi-droites
— —
(M5 er) et (My; e2) ;
*sit < ty, alors M, est dans le quart de plan limité par les demi-droites
— —>
(Ml(); €] ) et (Mt(); _62)'

Pour ¢ assez proche de #y, La courbe a la méme allure que dans I’exem-
ple 1.

Deuxiéme cas. Supposons par exemple

x(to+u) = x(t0) + ar u* + by u* + o1 (u*)
y(to+u) = y(to) + az u* + by ut + 02(u4)

On a comme ci-dessus
x(totu) —x(t0) | _ 2| a1 4| b1 o1 (u*)
[Y(to-i-u) - y(to)] - [az} T [bz T o)
- —_—
MMy = u*ei +u'e; +o(u®)

N—— e 7 — e re
ou e =aji +tayj,e;=byi +byj .

Supposons que les vecteurs el et & sont indépendants.

En raisonnant comme dans le premier cas, on montre que la courbe est
tangente en M;, a la droite dirigée par er.

Dans le repere (M,,; e_l) , e_2>), les coordonnées du point M;,,, sont
(u2+0(u4),u4+0(u4)). On sait que, pour tout # % 0 assez proche de 0,
u>+ou®) et u*+o(u*) sont positifs (page 84).
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On en déduit que pour tout ¢ assez proche de fy, les points M, sont dans
le quart de plan limité par les demi-droites (M,; er) et (M,,; ?2)).
Pour ¢ assez proche de #y, la courbe a la méme allure que dans I’exem-
ple 2.

62 e

.- MZO\ .

Cas général. On fait si possible un développement limité en 7 de x ()
et de y(¢) a un ordre suffisant pour pouvoir écrire un développement
limité vectoriel de la forme

— —
MtoMt(H—u = (”p + O(MP)) e—l) +uf 6—2) + O(Mq)

| N - — s g
ou g > p > 2 etoules vecteurs ej et e; sont indépendants.
En raisonnant comme dans les cas particuliers précédents, on montre que

la courbe est tangente en M, a la droite dirigée par er.
Pour ¢ assez proche de 1y, la position de M, par rapport aux demi-droi-

tes (My,; ?1)) et (My,; ) dépend du signe de u et de la parité de p et g.

p Exemple 3. Etudions I'allure locale en t = O de la courbe paramétrée
x)=14+3+21 | yo)=—-+17
Les coordonnées de M sont (1,0).0n écrit

x(t) 1 ,[ 1 A2 o1 (1*)
= t t
[y(t)] [0] LT o] T Loaet)
N —
MoM, = 3¢} +1*es + oY)
7 et ?2) = 2?. Ces vecteurs ?1) et e_2> sont indépen-
« La courbe est tangente en M a la droite dirigée par er.
«Pourtouts > 0 assez petit,r> + o(t*) ett* + o(t*) sont positifs,donc M,
est dans le quart de plan limité par les demi-droites (My; er) et

(Mo; @3).
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«Pour tout t < 0 assez petit,ona > + o(t*) < 0 ett* + o(t*) > 0,donc
M, est dans le quart de plan limité par les demi-droites (My; —e;) et

(My; &3).

Voici I'allure de la courbe enr = 0 :le point M est singulier, mais ce n’est

pas un point de rebroussement.

p Exemple 4. Poursuivons I'étude de la courbe paramétrée

1 4
)=t+-,yt) =14 — | 152).
x=t+-,y0)=1+ | (exemple page 152)

Onax’(1) = y'(1) = 0,donc le point M, : (2,3) est un point singulier.

En posant ¢ = 14u, il vient
1
1 =1 —_— 1 =1 —
x(1+u) = 14u + T+ y4u) = 14u + Y

et les développements limités
x(14u) = 1+u+(1 —u+u2—u3+0(u3))

=24+u* =P+ o)

1
y(+u) =1+u+2—7
H—E

= trur2 (1= (3) - (42) +ow)

1 1
=3+ Euz — Zu3 + o)

Ecrivons ces développements limités sous la forme vectorielle :
x(I+u) =27 5[ 1 ;[ —1 01 ()
|:y(1—|—u)—3 Sl T s | T

MMy, =u*el +u’ e +o?)

ou l'on a posé
- 1=

=i += et =—i —=
i 2] €) i 4]

ey =

02(143)
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Les vecteurs e_1> et e_2> sont indépendants. Comme dans le premier cas
page 157,0n en déduit I'allure de la courbe au voisinage du point M : c’est

un point de rebroussement et la tangente est dirigée par er.

On vérifie que cette allure est compatible avec les variations de M, pour ¢
proche de 1 (tableau page 153).

8.4 ASYMPTOTES

Soit f : D — R? une courbe paramétrée et x(¢),y(¢) ses coordonnées.
Désignons par o un élément de D, ou bien une borne (éventuellement
infinie) de I’un des intervalles inclus dans D.

On dit que la courbe a une branche infinie quand t tend vers « si I'une
au moins des coordonnées x(¢) ou y(¢) tend vers I’infini quant ¢ tend
Vers «.

t
Dans ce cas, formons le rapport % pente de la droite (O M,).
X

- ()
» Si thm ™ = 400, alors quand ¢ tend vers «, la courbe prend globa-
—Q x(t)

lement la direction de 1’axe des ordonnées.

t
» Si tlim % =a et a € R, alors quand ¢ tend vers «, la courbe prend
—a X

globalement une direction de pente a.

Asympote horizontale ou verticale

Définition
» Si tlim x(t) = o0 et tlim y() =4, ou £ € R, alors la droite

d’équation y = £ est une asymptote horizontale a la courbe f.
> Si tlimx(t) =/{,oul eR, et si tlim y(t) = £o0, alors la droite
—q —

d’équation x = ¢ est une asymptote verticale a la courbe f.
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Définition. Supposons que x(¢) et y(¢) tendent vers 1’infini quand ¢
tend vers «v. S’il existe des nombres a = 0 et b tels que

lim[y() - (ax(t) +b)] =

alors la droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a la
courbe f.

Supposons que la droite d’équation y = ax 4+ b est asymptote oblique a

la courbe f quand ¢ tend vers «. Alors (% — a) x(t) =y() —ax(t)

tend vers b quand ¢ tend vers o ; comme x(¢) tend vers I'infini, on en

y(x)

aXx@®) "

déduit lim (}((f)) ) = 0, et par suite a = hm
t—a

D’ou la méthode pour chercher une asymptote oblique :

Recherche d’une asymptote oblique

On considere les cas ou x(¢) et y(¢#) tendent tous deux vers I’infini,
disons quand ¢ tend vers a.

t
* On calcule la limite de % quand ¢ tend vers a.

x(r

t
e Ensuite, si lim & =a,ouacR,

t—a x(t)

on cherche la limite de y(¢#)—ax(¢#) quand ¢ tend vers « :

si

€S

lim [y(t)—ax(1)] = betb € R, alors la droite d’équation y = ax + b

t asymptote a la courbe f.

Position de la courbe par rapport a une asymptote

N

La position de la courbe par rapport a 1’asymptote d’équation
y = ax + b s’obtient en étudiant le signe de y(t)—(ax (t)-i-b) :

si y(t)—(ax (t)—|—b) est positive, le point M; est au dessus
de I’asymptote ; sinon, il est en dessous.

En général, on se contente de chercher le signe pour ¢ assez proche de «,
au moyen d’un développement limité.
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p Exemple. erminons |'étude de la courbe définie par
) =t+ ! (t) =t + —— (exemple page 152)
X N exe e page
; y T g

1) Cherchons les asymptotes horizontales ou verticales.
*Ona lim x(z) = —2 et lim y(#) = oo :la droite d'équation x=—2
t——1 t——1
est donc asymptote verticale.
-lirr(l)x(t) =00 et 1irr(1) y(t) = 4 :la droite d'équation y = 4 est donc
— —
asymptote horizontale.
2) Cherchons les asymptotes obliques.
Quand 7 tend vers £00, x(¢) et y(¢) tendent vers =00.0n a

y(®) . t+D+4
im — = lim ———— =
t>%00 x(1) t—oe 41 1241

li 1 =1 4 ! =0
Jim [yO-1x0]= lim (7-7)=

La droite d'équation y = x est donc asymptote a la courbe quand ¢ tend
vers +00 et quand ¢ tend vers —oo.

3=l
1(1+1)
tout # < —1 :la courbe est donc au dessus de I'asymptote en +00, et en
dessous en —o0.

Remarquons que pourt = 1/3,0n a y(t) = x(t) : la courbe coupe donc
I'asymptote au point M3 : (10/3,10/3).

Onay(t) —x(t) = > 0 pourtouts > 1/3 ety(r) — x(t) < 0 pour

3) Dessinons la courbe en tenant compte du tableau de variation (page
153) et des résultats obtenus dans I'exemple page 155 et dans I'exemple 4
page 160.

-2 2 X
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8.5 PLAN D’ETUDE D'UNE COURBE PARAMETREE PLANE

Pour étudier la courbe paramétrée f : ¢ — (x(t),y(t)) :

* Chercher I’ensemble de définition D de f : il est formé des nombres qui
appartiennent a la fois a I’ensemble de définition de ¢ — x(¢) et de
t— y(1).

e Calculer x'(7) et y'(¢) et dresser le tableau de variation de la courbe en
y mentionnant les limites de x(¢) et de y(¢) aux bornes des intervalles
constituant D.

* Chercher les points ou la tangente est verticale ou horizontale, et les
représenter sur un méme dessin.

* Chercher les points singuliers en résolvant le systeme d’équations

(x'(t)=0ety'(t) =0)

Faire une étude en chaque point singulier (au moyen de développements

limités) et représenter sur le dessin I’allure de la courbe au voisinage de

chacun de ces points.

* Chercher les asymptotes et la position de la courbe par rapport a cel-
les-ci ; ajouter ces asymptotes au dessin précédent.

* Dessiner la courbe en suivant le point M; quand ¢ parcourt chacun des
intervalles constituant D. On peut s’aider de quelques points remar-
quables (comme les intersections avec les axes) et des tangentes en ces

points.
CONSEILS

» Si la courbe a des symétries ou si les fonctions coordonnées ont une
méme période, réduisez I'intervalle d’étude.

» Faites les calculs méthodiquement et disposez clairement les résultats.

» Des que vous avez le tableau de variation, commencez le dessin : points
a tangente horizontale ou verticale, asymptotes horizontales ou vertica-
les ; dessinez de petits morceaux de courbe pour visualiser la position
par rapport a la tangente ou I’asymptote.

» Pour le dessin final, vous raccorderez tous ces petits morceaux de courbe
en tenant compte du sens de variation.

» Toutes vos informations doivent étre compatibles !

» Si vous constatez une impossibilité graphique, vérifiez votre tableau ;
n’avez-vous pas oublié une valeur interdite pour 7 ?
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8.6 UN EXEMPLE DE COURBE PARAMETREE DANS L'ESPACE

Repérons les points de 1’espace par leurs coordonnées dans un repere
R e
orthonormé (O; i, j, k).
Soit f : R — R la fonction définie par f(t) = (cos 7,sin 11).
Quand 7 parcourt R, le point M; de coordonnées
x(t) =cost, y(t) =sint, z(t) =t
décrit une courbe paramétrée dans I’espace. Notons-la .

* Le projeté de M, sur le plan x Oy a pour coordonnées (cos ¢,sin ¢) dans
ce plan, donc il décrit le cercle (C) de rayon 1 centré a I’origine :

la projection de la courbe sur le plan
x Oy est le cercle trigonométrique (C).

Cela veut dire que la courbe £ est tracée sur le cylindre d’axe Oz et
de base (C).

e Le vecteur dérivé en t est f/(¢) = (—sin t, cost, 1). Onaf'(r) # 0, et
en raisonnant comme pour une courbe plane, on en déduit qu’au point
M,, la courbe a une tangente de vecteur directeur f”(¢).

 Le produit scalaire j”(t).? est (—sint) x 04+ (cost) x 0+ 1x1

= 1. L’angle des vecteurs f'(z) et —k) a donc pour mesure 6 tel que

L= £ % =11f/OINK cos 0

Or [/l = /(—sint)2+(cos )2 + 12 =~2 et | k|l =1, donc
cos § = 1/4/2 = cos (r/4). En tout point de la courbe &, la tangente
fait donc I’angle 7/4 avec Oz.

Mon

£(0)

My
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L —_—>
* Pour tout ¢ € R, les coordonnées du vecteur M, M, ,, sont

_
MM, > -

(cos (t4+2m),sin (t—|—27r),t—|—27r) — (cos t,sin t,t) = (0,0,2m)

—_— — .
donc M, M,>, =27 k quel que soit 7.

Les points M, et M, sont ainsi sur une méme génératrice (droite ver-
ticale) du cylindre, le point M, est au dessus de M, et la distance entre
M, et M, est toujours 27. Entre ces deux points, la courbe £ a fait un
tour sur le cylindre.

On voit ainsi que la courbe £ est une hélice circulaire d’axe Oz.

. H ~ ~
La translation de vecteur 2 k amene £ sur elle-méme.

EXERCICES

8.1 a) Etudier la courbe paramétrée définie par
x(t)=t+1> ., yt)=13-3t

En particulier, touver les points ou la tangente est horizontale et les
points ou la tangente est verticale.

b) La courbe coupe I’axe O.x en trois points : calculer les coordonnées de
ces points. Quelle est I’équation de la tangente en chacun de ces points ?
¢) Trouver tous les nombres ¢ et t' tels que r # t' et M; = M,. En
déduire que la courbe se recoupe elle-méme en un unique point A (on dit
que A est un point double). Quelles sont les coordonnées de A et les pen-
tes des tangentes en A ?

d) Dessiner la courbe.
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8.2 Dessiner I’allure locale des courbes suivantes au voisinage du point
dont on indique le parametre.

)
a)x() = T y(t) =cost ent =0.
t2+1 2t—1
b)x(t) = 5 y(t) = 3 ent = 1.

Qx(r) =2t —*—t In(14+1%) , y(t) = > In(142f) ent =0.

8.3 Ftudier et dessiner les courbes paramétrées définies par :
a) x(t) =2cost —cos (2t), y(t) = 2sint — sin (2¢)
b 1 1 1 1

)X(f)=H_—1+;,Y(f)=t_—l+;
(montrez que les points M; et M_, sont toujours symétriques par rapport
aladroite y = —x.)
1

y(®)

te'

|

e
Q) x(1) = 1

8.4 On considere la courbe paramétrée définie dans le repere ortho-

normé (0; 7,7)) par:x(t) = cht, y(t) = sht. (Les fonctions hyper-
boliques sont étudiées page 12.)
Notons H I’ensemble des points de la courbe.

a) Etudier la courbe et dessiner H.

— N ardiiiasd — 1 (7
b)Onposeu:E(z—])etv=ﬁ(z+]).
(i) Montrer que (O; 7_1))) est un repére orthonormé.

(ii) Soit P un point du plan, (x,y) les coordonnées de P dans le repere
(0; 77) et (X,Y) les coordonnées de P dans le repere (0; 7_1)))
Montrer que "ona v/2X = x—y et /2Y = x+y.

¢) Montrer que dans le repere (O; o, 7), la courbe H a pour équation

XY =1/2, X > 0. Comment s’appelle cette courbe ?

8.5 On veut étudier la courbe S d’équation x3 + y? — 3xy = 0.

a) Montrer que pour tout point M : (x,y) appartenant a S\ {0}, il
existe un unique nombre ¢ € R tel que y = ¢x. Calculer x et y en fonc-
tion de 7.
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b) On considere la courbe paramétrée définie par

312

t = .
*() 1423

_ 3t ) =
TR

Calculer x(1/¢) et y(1/t) pour t € R\{0,—1}. En déduire que la droite
d’équation y = x est un axe de symétrie de la courbe. Etudier la courbe.
¢) Dessiner la courbe S.

SOLUTIONS

8.1 a) Le domaine de définition est R. On a x'(r) = 142r et
y'(t) = 3(t>—1), d’oil le tableau de variations de la courbe :

t —00 -1 -1/2 0 1 +o0o
x' (1) - - 0+ + +
v/ (1) + 0o - - - 0 +
—+00
N 2/t
x(1) 0 N o o /
2\ +0o0
y(7) 11/8
o Ny N L 7

Il n’y a pas de point singulier. La tangente est horizontale aux points
M_y:(0,2) et M;:(2,—2). La tangente est verticale au point
M_yp: (=1/4,11/8).

b) Les points d’intersection de la courbe avec I’axe Ox sont donnés
par y(t) =t(t*~3) =0 : on trouve les points My : (0,0), M s
(3++/3.0) et M_ 5 : (3—+/3,0).

— En (0,0), le vecteur dérivé est (x’ 0), y’(O)) = (1,-3), donc la tan-
gente a pour équation y = —3x.

— Au point M N le vecteur dérivé est (1—|—2«/§,6), donc la tangente a

x — (3+4/3) 14243
6

y =0 =0, c’est-a-dire

pour équation

6x — (142v/3)y — 6(3++/3) = 0.
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— De méme, au point M_ N le vecteur dérivé est (1 —2J3 ,0) et la tan-

gente a pour équation 6x — (1—2+/3)y — 6(3—+/3) = 0.
c) Soitzett' telsquet #+ t'.On a

2 1 72 ’ 72 2
t+1° =t t t—t =t°—1t
M[:Ml’<:>{ + + t/<:>{

=3t =17-3 3¢ —1t) =13 =1
Puisque ¢ = ¢/, on peut simplifier par ¢'—7 et il vient

—1 =47

Mt:Mt’<:>{ 3 =244t 412

Puisque 1>+1"> = (t+1")> — 2t¢’, on obtient

-1 = / = —1
M,:M,«i){ r+t /@{tﬂ

3 = (=122t + 1t = =2

On sait que si deux nombres ont pour somme s et pour produit p, ce
sont les racines du polyndme X2 — sX + p. Ainsi ¢ et ¢’ sont les raci-

nes de I’équation X?> + X —2 =0, c’est-a-dire les nombres let —2.
Les coordonnées du point double A  sont donc

(r(D.y(1) = (x(=2),3(-2)) = 2.-2).

Au point A, il y a deux tangentes : I'une est dirigée par le vecteur
(x/(l),y’(l)) = (3,0) et a pour équation y = —2 ; ’autre tangente en
A est dirigée par le vecteur (x’(—2),y’(—2)) = (—3,9) et a pour équa-
tion y+2 = —3(x—2).

d) La courbe n’a aucune asymptote. Voici le dessin :

N /
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8.2 a) On a les développements limités en O :
x(t) = >+ o(th

1 1
H=1— 1>+ —1* *
y() 5 +24 +o(t)

x() [ _ |0 2| 1 4 O —

[y(t)} = [1} +1 [_1/2] +1t [1/24] +o(t)
Le point My = (0,1) est un point de rebroussement ; la tangente est diri-
gée par le vecteur e = (1,—1/2) et, au voisinage de M, les deux

branches de la courbe sont dans le quart de plan limité par (M, er) et
(M. e3) (figure 1).

b) En posant ¢t = 1+4u, on a les développements limités :

1, 14 3
x(1+u)=1+§u — 54 +o(u’)

y(I+u)=1—u>+2u’ + o)
x(14+u)| |1 2| 1/2 3| —1/2 3.
|:y(1+u)]_|:l]+u [_1}+u |: 5 | Tow)
Au point M| = (1,1), il y a un rebroussement ; la tangente est dirigée

par le vecteur e =1 /2,—1) et les deux branches de la courbe sont de
part et d’autre de la tangente (figure 2).

¢) On a les développements limités :
x(t) = =203+ 2t + %ts + o(r)
y(t) =205 —2* + 2:5 +o(17)
1] [ )21
Do l= oy | 7] e a4
Au point My = (0,0), la tangente est dirigée par e = (—2,2). Pour ¢

assez proche de 0, les deux branches sont dans des quart de plan oppo-
sés en My : il n’y a pas rebroussement (figure 3).
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€2 Y] ,e

€]

Figure 1 Figure 2 Figure 3

8.3 a) Les fonctions x(¢) et y(¢) sont périodiques de période 27. On res-
treint donc 1’étude a [—m,7]. Puisque x (¢) est paire et y(¢) impaire, étu-
dions la courbe seulement sur [0, 7] ; on completera le dessin en faisant
la symétrie par rapport a Ox. Les dérivées de x () et y(¢) sont
x'(t) = =2sint 4+ 2sin (2t) = 2(sint)(—1 4+ 2 cost)
y'(t) = 2cost —2cos (2t) = 2cost — 2(2( cost)? — 1)
= 2(—2(cost)* + cost + 1)

* Pour tout ¢ € ]0,7[, on a sint > 0 ; de plus,

—1+2cost >0si0<t <m/3 et —1+2cost <O0sim/3 <t <

* Les racines du polynéme —2X? + X + 1 sont —1/2 et 1.

Si0 <t < 2n/3,alors cost > —1/2, donc y'(t) > 0.

Si2w/3 <t < m,alors cost < —1/2, donc y'(t) < 0.

On en déduit les signes de x(¢) et de y'(¢), puis le tableau de variation :

t 0 /3 27/3 T
x'(t) 0 + 0 — _
y' () 0 + + 0 _
3 1
x(1) 1 S 2 N —3 N 3
y(@) ﬁ 4 ¥
0 7 2 N
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La courbe a une tangente verticale aux points M3 : (%?) et

M : (=3,0). Iy a une tangente horizontale au point My /3 : (— %, %) .

Le point My : (1,0) est singulier.
Pour étudier ce point singulier, écrivons les développements limités O :

x(t)=1+1>+o(?) ety(t) =o(t?) ;

x() | |1 1 -
o) =lo) o]+

Au point (1,0), la courbe est donc tangente a ’axe Ox.
La figure 1 ci-dessous montre la demi-courbe étudiée dans le tableau. La
courbe entiere est représentée figure 2 : il y a un rebroussement en (1,0).

y
y 2
L2
-3
1 x

Figure 1 Figure 2

b) Le domaine de définition est D =R\ {-1,0,1}. On a
x(—t) = —y() et y(—t) = —x(¢). Or le symétrique d’un point
M : (a,b) par rapport a la droite y = —x est le point de coordonnées
(—b,—a). Cela montre que pour tout t € D, les points M, et M_, sont
symétriques par rapport a cette droite : il suffit d’étudier la courbe sur
[0,400[ et de compléter le dessin par symétrie.

Les fonctions x(¢) et y(¢) sont décroissantes sur ]0,1[ et sur ]1,4o00[,
d’ou le tableau de variation :

3

t 0 1/2 1 +00
+o0 8
x(1) o~ 3 3
3 e
™~ 2 ™~ 0
_l’_
yo | 70T S h ~~. 0
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La droite d’équation x = 3/2 est asymptote verticale. Cherchons s’il y
) ) @@=+
a une asymptote oblique quand ¢ tend vers O : on a AL —
x(t)  24D)@-1)
y)
t—0 x (1)

-2

1 et tli_r)l(l)[y(f) —x(t)] = ,h_r)% 21

donc la droite d’équation y = x — 2 est asymptote quand ¢ tend vers O.
s 2’ L
La différence y — (x —2) = —— est négative pour 0 <7 < I, donc
-1

quand ¢ parcourt ]0, 1[, le point M; est sous I’asymptote.
Quand 7 tend vers 400, le point M, tend vers I’origine (I’origine est un

. .. . (1)
« point limite »). On a lim A 1 : quand 7 tend vers 400, M, tend
1=+00 x(1)

vers ’origine dans la direction de la droite y = x.
La figure 1 ci-dessous montre la demi-courbe étudiée dans le tableau. La
courbe entiere est représentée figure 2 :

y y
v
&
3 N
2
8 X X
3
-2
Figure 1 Figure 2
¢) Le domaine de définition est R \ {—1}. On a
t 2+ +1
X(t)=——=¢€ e Yy = Le’
(t+1)2 (t+1)?

donc x'(¢) a le signe de . Puisque > 4 ¢ 4+ 1 > 0 quel que soit 7, y'(¢)
est toujours positif. Voici le tableau de variation :

t —00 —1 0 1 +00
x(t) 0 ~. . oo ~ , 7 % T
yo| o 400 0 P g o too
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(1) (1)
On a 0y Quand 7 tend vers +00, 7 tend vers 400, donc la courbe
x(1) x(1)

prend la direction Oy sans qu’il y ait de droite asymptote.

On a lim igg —1 et lim [y(t) +x(1)] = lim e’ = 1/e, donc la
t—— t——1 t——1

droite d’équation y = —x + (1/e) est asymptote quand ¢ tend vers —1.

Quand ¢ tend vers —oo, le point M, tend vers ’origine. Puisqu’on a

lim % , le point M, tend vers I’origine dans la direction de
—>—00
I’axe Oy, quand ¢ tend vers —oo.

Voici le dessin de la courbe :

8.4 a) La fonction ch est paire et la fonction sh est impaire. Etudions
donc la courbe seulement sur [0,+0o0[ : on completera le dessin en fai-
sant la symétrie par rapport a Ox.

Les fonctions ch et sh sont croissantes sur [0,+o0[. Le vecteur dérivé
(x'(),y'(t)) = (sht,ch ) n’est jamais nul car ch 7 > 1 quel que soit 7,
donc il n’y a pas de point singulier.

On a (x’(O),y/(O)) = (0,1), donc la tangente au point My = (1,0) est
verticale.

Quand ¢ tend vers 400, la courbe a une branche infinie. On a

lim 22 = lim the=1

t—>+00 x(t) t—>+400
et lim [y(t) —x()] = lim (—e™) =0
t——+00 t——+00
donc la droite d’équation y = x est asymptote a la courbe quand ¢ tend

vers +oo. La courbe est toute entiere sous cette asymptote, car
y(t) — x(t) < 0 quel que soit . Voici le dessin de la courbe H :
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N
N
sl

- —
% etde v dans le repere (0; i, ] ) sont

b) (i) Les coordonnées de u

— . 1 (11 . . - =

[T <%_ﬁ) et v (T 7§>.Le produit scalaire de # et v est
(%)

X — — | x —= =

V2 V2] W2

sont orthogonaux. De plus, par le théoreme

1

S s

donc les vecteurs i et
de Pythagore, on a

kdk ( 1 >2+( 1 )2
u = — —_— =
V2 V2

donc les vecteurs & et v sont de norme 1.
— — — —

=letdeméme | T2 =1

[\S)

N =
+
N =

(i) On a par définition OP =x i +y j =Xu +Y v ,d o
_->+ e X — X—.>+ Y—,>+ Y —
X 1 = — 1] — — [ J—
YA NN ﬁj

<X+Y)—_>+< X+Y>—>

= — —_— ) _ —_
NI NNV

On en déduit x = %(X Y) et y= f( X +7Y) et les égalités
demandées.

¢) Dans le repére (0; 7,_1))), les coordonnées d’un point M; € ‘H sont
1

X(1) = 7(x(z) —y(@) = %(cht —shr) = %e_'
Y(t) = L(x(z) +y(@) = L(chz+sh 1) = Ly
A W= "2
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i (Lot (Let)=1
Quel que soit ¢, on a donc X (¢) > OetX(t)Y(t)_(ﬁe ) (ﬁe >_2.
Réciproquement, soit X et Y tels que X > 0 et XY = 1/2. Posons
e’ 11 1 e
t=—In(v/2X).AlorsonaX = —etY = - — = —/2¢ = —.
V2 2X 2 V2
Les nombres X et Y sont donc les coordonnées de M, dans le repere

(O; 7,_11)). Cela montre que dans le repere (0; 7,7), la courbe H

a pour équation (XY =1/2et X > 0).
1
Or la courbe d’équation Y = X est une hyperbole (ses asymptotes sont

les axes O X et OY dirigés par i et U). La courbe H est donc la bran-
che de cette hyperbole contenue dans le quart de plan X > 0,Y > 0.

8.5 a) Si M : (x,y) estun point de S, alors on a x> + y* —3xy =0 et
donc les équivalences : x =04 (x =0ety=0) < M = 0.

Soit M : (x,y) un point de S différent de O. D’apres les équivalences
ci-dessus, on a alors x # 0 et en posant t = y/x, il vient y = tx.
L unicité de ¢ est évidente.

En reportant la relation y = tx dans 1’équation de S, on obtient

x4y —3xy =0 1} + %7 - 3x(tx) =0
= U+ -3 =0
— x(1+1)—=3t=0, carx 0.

Remarquons que 1’égalité ci-dessus implique 1+ ¢> = 0, sinon on

aurait t = —1 et aussi 3¢t = 0, ce qui est impossible. On en déduit
3t 312
X = — [ —
1413 R s

b) Le domaine de définition est D = R\ {—1}. Pour tout r € D\{0},
ona

308 ®
; =Yy

3 1
x(l/t):?1 BB EYE

1
3

et donc aussi y(1/1) = x(t). Ces égalités signifient que les points M; et
M, ; sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x. Comme

le point My = (0,0) est son propre symétrique, la courbe a pour axe de
symétrie la droite d’équation y = x.
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Puisque ¢+ 1/t définit des bijections ]0,1] — [1,4o00[ et
1—1,0[—] —oo,—1[, il suffit d’étudier la courbe sur [I’intervalle
] — 1,1] et de compléter le dessin en faisant la symétrie par rapport a la
droite d’équation y = x.

, 3(1-2:3) , 3i-})
Onax'(t) = ety (t) = , d’ou le tableau :
(1+1%)? (1+1%)?
t —1 0 12 1
x'(t) + + 0 -
v/ (1) - 0 + +
(V2)?
x(0) 0 .
—00 3/2
400 s _ 3/2
V2
0 ~ V2

Il y a une tangente verticale en Ml/% = ((%)2 ’ yj) .

Au point My = (0,0), la tangente est horizontale.

La tangente en M; = (3/2,3/2) est dirigée par le vecteur
(x’(l),y’(l)) = (—=3/4,3/4) :1e point M est sur I’axe de symétrie et la
tangente en M, est orthogonale a cet axe.

Etudions la branche infinie quand 7 tend vers —1 : on a

y) .oy
— =t , lim — =
x(1) t——1x(t)

3+ 3

t ) = =
y() + x(1) P PR

et tlirgl[y(t) +x(@®)]=-1

La droite d’équation y = —x — 1 est donc asymptote quand ¢ tend
vers —1.
La figure 1 montre le morceau de courbe correspondanta ¢t € | — 1,1].
La courbe complete est représentée figure 2. L'axe de symétrie est en
pointillé.
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Figure 1 Figure 2

¢) D’apres (a), on a I’égalité d’ensembles :

S={(M:(x,y); x> +y>—3xy=0)

3t 312
—IM [, =) teR\[-1
{ t<1+t3’1+t3>’te M }}

La figure 2 représente donc la courbe S.
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Equations
différentielles

Ce chapitre montre comment résoudre une équation différentielle du
premier ordre y’ = a(x)y + b(x), une équation du second ordre

a coefficients constants y” + py’ + gy = 0 et certaines équations

vy + py’ + qy = b(x) avec second membre.Toutes ces équations
différentielles ont de nombreuses applications.

OBJECTIFS

9.1 EQUATION DIFFERENTIELLE y' = a(x)y

Soit I un intervalle et a : I — R une fonction continue.

Définition. Une solution de I’équation différenticlle y’ = a(x)y est
une fonction dérivable s: /71 — R telle que, pour tout x € I,
s'(x) = a(x)s(x).

Remarquons que la fonction nulle est solution.

Propriétés des solutions.

» Si s est une solution, alors pour tout A\ € R, la fonction

As : x = As(x) est solution.
» Si sy et sy sont solutions, alors la fonction si+s; :

X > s1(x)+s2(x) est solution.

Ces propriétés signifient que les solutions de 1’équation différen-
tielle y" = a(x)y forment un sous-espace vectoriel de I’espace
de toutes les fonctions 7 — R.

L’équation y’ = a(x)y s’appelle une équation différentielle linéaire du
premier ordre
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Démonstration. Si s est une solution de 1’équation y' = a(x)y, alors pour
tout L € R,ona

(As) (x) = As'(x) = da(x)s(x) = a(x) ()\s(x)) pour tout x € 1,
donc la fonction As est solution. Si s; et s, sont des solutions, alors

(s1+52) (x) = s{(X)+55(x) = a(x)s1(x)+a(x)s:(x) = a(x)(s1(x)+s2(x))

donc la fonction s;-+s, est solution. |

Résolution de y’ = a(x)y
Soit A : I — R une primitive de la fonction a. Les solutions de
I’équation y' = a(x)y sont les fonctions s : I — R définies par

s(x) =Xet™ ou X eR

Notons u : I — R la fonction définie par u(x) = eA™. D’aprés
I”énoncé ci-dessus, toutes les solutions de 1’équation y' = a(x)y sont de
la forme Au, ou A € R. La fonction u est donc une base de 1’espace vec-

toriel des solutions.

L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle
y' = a(x)y est un espace vectoriel de dimension 1.

Démonstration. La fonction x — a(x) étant par hypothése continue, elle a
une primitive A sur 1. Soit u : I — R la fonction définie par u(x) = e*™. La
fonction u est dérivable et puisque A’ =a, on a u'(x) = A'(x)e?™ =
a(x)u(x) : la fonction u est donc une solution.

Remarquons que toute fonction s : I — R est de la forme x +> c(x)e*™ :en

effet, il suffit de poser c(x) = s(x)e~*™ pour tout x € I. Si s est dérivable,

alors ¢ est le produit de deux fonctions dérivables, donc est dérivable

Soit s une solution. Ecrivons s sous la forme s(x) = ¢(x)e?™.

Alors d’apres la reégle pour dériver un produit, il vient :
s'(x) = /()™ + c(x) (A'(x)e*™) = ¢ (x)e™ + c(x)a(x)e™
car A'(x) = a(x). Puisque c(x)a(x)e?™ = a(x)s(x), on en déduit

0=s"(x) —ax)s(x) = (x)e*™  pour tout x € I.
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Comme e4™ ne prend jamais la valeur 0 (car e’ # 0 quel que soit ¢ € R), il
s’ensuit ¢’(x) = 0 pour tout x € I. Puisque / est un intervalle, on en déduit que
la fonction x > c¢(x) est constante : il existe A € R tel que, quel que soitx € 1,
c(x) = . Par conséquent, s(x) = X e*™) pour tout x € 1. |

Cas particulier : équation y’ = my, ou m € R. Pour cette équation, la
fonction x + a(x) est constante : pour tout x € I, a(x) = m. Une pri-
mitive de la fonction a est x — mx, donc on retrouve les solutions
X = ™,

Xy
14x2"

p Exemple. Résolvons I'équation différentielle y' =
Il s'agit bien d'une équation différentielle linéaire puisqu’elle s'écrit

v =a(x)y,ola:R — R estdéfinie par a(x) =

X
14x2
Yot
* Calculons une primitive A(x) = | —— dt.
P @) /1 g

En posant i (t) = 1+t%,0onah’(t) = 2t,donc

ot 1 [ 2t 1 " W@t
Y R - S R
1412 2 1+12 2 h(t)

Ax) = %1n|h(x)| = Iny/ 14x2

+On a et = /1+4x2 pour tout x € R, donc les solutions de I'équation
sont les fonctions s : R — R définies par

s(x) =M 1+x2, ou MeR.

9.2 EQUATION y’ = a(x)y + b(x)

Soita : I — R eth: I — R des fonctions continues.

Définition. Une solution de [1’équation différentielle
y =a(x)y+b(x) est une fonction s:I — R telle que
§'(x) = a(x)s(x) + b(x) quel que soit x € I.

e L’équation y’ = a(x)y + b(x) s’appelle une équation différentielle
linéaire avec second membre b(x) .
e DL’équation y' = a(x)y est dite sans second membre ou homogene.

9.2.1 Propriétés des solutions

Supposons que sy est une solution de [’équation différentielle
Y =a(x)y + b(x). Alors les solutions de cette équation sont les fonc-
tions s = so + f, o f est solution de y' = a(x)y.
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Démonstration. Soit s : / — R une fonction dérivable. Pour toutx € I, on a
[(a(x)s(x)+b(x)] — [a(x)so(x)+b(x)] = a(x)[s(x)—so(x)]. Puisqu’on a
par hypothese s,(x) = a(x)so(x)+b(x), on en déduit les équivalences :

s est solution de y'=a(x)y+b(x)
= 5'(x) = a(x)s(x) + b(x) pour tout x € I
< s'(x)—sH(x) = a(x) [s(x)—so(x)] pour tout x € [

< la fonction x > s(x)—so(x) est solution de y’ = a(x)y.

Ainsi la fonction s est solution de y' = a(x)y+b(x) si et seulement si la fonc-

tion f = s—so est solution de I’équation homogene y' = a(x)y. Il reste a
remarquer que 'ona f = s—sy) <= s = so+f. a

Voici une autre fagon d’énoncer la propriété précédente.

Si so est une solution particuliére de I’équation différentielle
y = a(x)y + b(x), alors les solutions de cette équation s’ob-
tiennent en ajoutant a so une solution quelconque de I’équa-
tion homogéne y' = a(x)y.

Pour trouver une solution particuliere de 1’équation avec second mem-
bre, on utilise la méthode suivante.

9.2.2 Méthode de variation de la constante

Soit A une primitive de la fonction x +— a(x).

Soit s : I — R une fonction dérivable. Nous avons déja remarqué que
I’on peut poser s(x) = c(x)e*™, ot ¢ est une fonction dérivable (voir
dans une démonstration page 180).

Cherchons la fonction x +— ¢(x) pour que s soit solution de 1’équation
y =a(x)y+ b(x).Ona

s'(x) = ¢ () + c(x) (A'(0)e ™) = /()™ + c(x)a(x))e™

a(x)s(x)+b(x) = a(x)c(x)er™ + b(x)
s'(x) = (a(x)s(x) + b(x)) = /()™ — b(x)

donc :

s est solution <= ¢/(x)e?™ = b(x) pour tout x € I

—A®x)

& (x) =b(x)e pour tout x € I

X
— c(x) :/ b(t)e 4D dt pour tout x € /
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I suffit de calculer I'intégrale pour obtenir une solution particuliere
50(x) = c(x)eA™ de I’équation y' = a(x)y + b(x).

La fonction s : I — R définie par :
so(x) = eA™ / b(t)e 4D dt

est une solution de I’équation y’ = a(x)y + b(x).

Ne retenez pas cette formule. Au contraire, refaites dans chaque exercice
le calcul de la variation de la constante.

9.2.3 Résolution de I'équationy’ = a(x)y + b(x)

* On résout I’équation homogene y' = a(x)y en calculant une pri-
mitive x — A(x) de la fonction x — a(x).

* On cherche une solution particuliecre sy de 1’équation
y =a(x) + b(x) (en général) par la méthode de variation de la
constante, en posant

s0(x) = c(x)ed™ .

* Les solutions de y' = a(x) + b(x) sont les fonctions

s(x) = Xe™@ 4 59(x), ou AeR.

xy
1+x2

p Exemple. Résolvons I'équation différentielle y' = +x.

Dans I'exemple page 181, nous avons vu que les solutions de I'équation

homogene y' = 132 sont les fonctions x — A +/+x2,00 \ € R.

Pratiquons la méthode de variation de la constante en cherchant une solu-
tion so de I'équation avec second membre, de la forme

so(x) = c¢(x)v/ 1+x2,0ux — c(x) esta déterminer.

X
La fonction so est solution si et seulement si s;(x) = m So(x) + x,
X
c'est-a-dire
X X
' (X)V 14+x2 + ¢(x) = ——c@)VI+x2+x
Vi4x2 o 14x?
On simplifie cette égalité par le terme commun a chaque membre, et il vient
X
' (x)v/14+x2 =x.0nac'(x) = ———, donc

V1+x2
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c(x) = /X ! dt =/ 1+x2

1412
et par suite
so(x) = c(x)vV1+x2 =1+ x>
Les solutions de I'équation différentielle y = iz + x sont les fonctions

1+4+x
s : R — R définies par

s)=MW14+x2+14+x%, ou AeR.

9.2.4 Détermination d’'une solution

Dans les applications, la solution a laquelle on s’intéresse est souvent
déterminée par la valeur yo qu’elle prend en un certain xo € /. On dit que
Xo et yo sont les conditions initiales de la solution.

La proposition suivante montre qu’une solution est enticrement détermi-
née par ses conditions initiales.

Proposition. Soit xo € I et yo € R. Il existe une unique solution s
de I’équation y' = a(x)y + b(x) telle que s(xp) = Yo.

Démonstration. Soit s, une solution de I’équation. Alors les solutions sont
définies par s(x) = Ae?™ 4 50(x), olt A € R. Cherchons le nombre A pour

que s(xg) = yo : cette égalité s’écrit

A e+ 55(x0) = yo

d’olt A = (yo — s0(x0))e" ™. 1l 'y a une seule valeur de A qui convient, donc

une seule solution s telle que s(xo) = yo. |

Exemple. Reprenons I'équation de I'exemple précédent et cherchons la solu-
tion s telle que s (0) = 0.

Onas(x) = AW1+x2 + 1+ x2,d'ous(0) = A + 1.Pour que s(0) = 0, il
faut et il suffit que A = —1. La solution cherchée est donc la fonction

x> —/14+x2 + 1+ x%

9.3 EQUATION y’ +py +qy =0

Dans cette équation, p et g sont des constantes réelles. Il s’agit d’une
équation du second ordre (car y figure la dérivée seconde), linéaire, a
coefficients constants.
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Rappelons que nous avons défini (page 129) la notion de fonction

Aol est

R — C dérivable, ainsi que la fonction exponentielle x > e
un nombre complexe.
Les régles pour dériver une fonction R — C sont les mémes que pour

une fonction a valeurs réelles.

En particulier, si A € C, la dérivée de x — eMest x > e,

Définition. Une solution de 1’équation différentielle
y" + py' + gy = 0 est une fonction s : R — C deux fois dérivable
telle que, pour tout x € R, on a s”(x) + ps’(x) + gs(x) = 0.

Si s est a valeurs dans R, on dit que c’est une solution réelle

Le qualificatif « linéaire » se justifie par les propriétés suivantes.

Propriétés des solutions. Si 51 et s, sont des solutions et si \| et \»
sont des nombres complexes, alors la fonction \1s; + \ps7 est solu-
tion.

Démonstration. Soient s; et s, des solutions. On a donc pour toutx € R :

s7(x) + psj(x) + gsi1(x) =0
55(x) + psh(x) + gs2(x) =0

Multiplions la premiere égalité par A, la seconde par A, et ajoutons :
st () + A psp (o) + Xigsi(x) + Xasy (x) + Aapsy (x) + Aagsa(x) =0
[Ais] )25 ()] + p[Aisi () +Xasy () ] + g [Ars1 () +das2(x) ] = 0
Ainsi pour tout x € R, on a
(/\1si/+/\zs§/) (x) + p(>\1si+>\2sé)(x) + q()\151+)\2S2) (x)=0

donc la fonction (Alsi’—{—)\zsé/) + p(/\ls{—l—)\zsé) + q()\ls1+)\2s2) est nulle. On
a(A1s1+2282)" + p(Ars1+A282) + g(As1+A2s2) = 0 et cela veut dire que la
fonction A;s1+M\2s, est une solution. |

Remarquons que la fonction nulle est solution de 1’équation.

Les propriétés précédentes montrent que 1’ensemble des solu-
tions de 1’équation différentielle y” + py’ 4+ gy =0 est un
sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel (sur C) des fonc-
tions R — C.
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9.3.1 Alarecherche de solutions

Définition. Le polynome X2 + pX + ¢ s’apelle le polynéme carac-
téristique de 1’équation différentielle y” + py’ + gy = 0.

Théoreme. Si « est une racine du polynéme caractéristique, alors
la fonction x + €™ est une solution de I’équation différentielle.

Démonstration. Soit @ une racine du polyndme caractéristique, donc
a® + pa +q = 0. Posons s(x) = e**. Alors pour tout x € R,

aZeotx _+_paeax +qeax

= (&> + pa +q)e™ =0.

5" () + ps’(¥) + gs(x)

La fonction s est donc solution de I’équation y” + py’ + gy = 0. a

Si le polyndme caractéristique a deux racines « et 8, on a déja les deux
solutions x + e** et x > ¢#* : dans ce cas, pour tous nombres com-
plexes A et u, la fonction x +— A e®* +  ef* est solution.

Un résultat préliminaire. Soient s et s, des solutions de I’équation
différentielle y" + py' 4+ qy = 0. Alors il existe une constante

c € C telle que s{(x)s2(x) — s1(x)s5(x) = ce™P* pour tout x € R.

Démonstration. Posons w = s{s, — s155. Alors

4

A ro "
W =88+ 855, — 515,

" "
§18, = §182 — 8515,
Puisque s, et s, sont solutions de I’équation, on a

s{+ps;+qsi =0
55+ pss+qsr =0

Multiplions la premiere égalité par s,, la seconde par s, et soustrayons.
Les termes gs;s, = gs,s; se simplifient et il reste :

4 " ’ !’
5182 — 818y + p(s;s2 —5185) =0

w4+ pw=0 ©)

La relation () montre que la fonction w est solution de I’équation différentielle
y" = —py qui est du premier ordre a coefficient constant. Il y a donc un nom-
bre c tel que, pour tout x € R, w(x) = ce 7. |
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9.3.2 Résolution de I'équationy” +py’ +qy =0

Proposition.
» Si le polynéme caractéristique a deux racines distinctes o et f3,
alors les solutions de I’équation y" + py' + qy =0 sont les

N

fonctions s : R — C définies par s(x) = Xe™ + pe™ | on
A p e C

» Si le polynéme caractéristique a une racine double r, alors les
solutions de I’équation y" + py' +qy =0 sont les fonctions
s : R — C définies par s(x) = Xe"™ + pxe™, ou A\, € C.

Posons u(x) = e™ et v(x) = ™. Si « =+ [3, les vecteurs u et v sont
indépendants dans I’espace vectoriel sur C des fonctions R — C (tome
d’ Algebre, chapitre : Espace vectoriel).

Il n’est pas difficile de montrer de méme que les fonctions x +— e’ et
x > xe’* sont aussi des vecteurs indépendants dans cet espace vecto-
riel. On en déduit :

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle
Y+ py +qy =0 est un espace vectoriel sur C de
dimension 2.

Démonstration de la proposition

«  Supposons d’abord que le polyndme X? + pX + ¢ a deux racines distinc-
tes o et B (réelles ou complexes). Posons u(x) = e** et v(x) = e#*. On sait
déja que pour tous nombres complexes A et i, la fonction Au + pv est solu-
tion. Montrons que toute solution est de cette forme.
Soit s une solution. Appliquons le résultat préliminaire aux solutions s; = u
et s, = s : il existe un nombre ¢; € C tel que

w' (x)s(x) —u(x)s'(x) =cre ?* (1)
De méme, en appliquant aux solutions v et s, il existe ¢; € C tel que
V' (x)s(x) —v(x)s'(x) =cpe P* 2)
Multiplions (1) par v(x), (2) par u(x), et soustrayons. Apres simplification,
il reste
[u/(x)v(x) — u(x)v/(x)]s(x) = [clv(x) — czu(x)]eﬁ” 3)

Or u' (x)v(x) — u(x)v'(x) = (@ — e ef* = (@ — B)e@TP*  donc

W ()(x) — u()' (x) = (o — fe " @)
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car la somme des racines est @ + 8 = —p. De (3) et (4), on déduit
(@ — B)e " s(x) = [c1v(x) — coulx)]e ™,

d’ou en simplifiant par e ¥ # 0 :

c ’ c ,
s(x) = L o 22 , pourtoutx € R
a—p a—p
¢ Supposons que le polyndme caractéristique a une racine double r. On sait
que r = —p/2 (donc r est réel) et que la fonction u(x) = e’ est solution.

Montrons que la fonction v(x) = x e’* est aussi solution. En effet, on a
V(X)) = (rx + De™, v (x) = (r2x 4+ 2r)e™ et

v (x) 4+ pv'(x) + qu(x) = [P + pr 4+ @)x + 2r + p)]e =0

carr’+pr+q=0et2r+p=0.
On raisonne comme dans le cas précédent : cette fois, on a

W (D)v(xX) —u(x)v'(x) = —e¥* = —eP* )
L’égalité (3) étant encore vraie, on conclut comme ci-dessus. |

Tres souvent, on s’intéresse plutot aux solutions réelles. Le tableau
ci-dessous résume les résultats a connaitre.

Solutions réellesde y” +py +qy =0

Soit v et 3 les racines du polyndme caractéristique.

« et 3 réels a=r-+iw

a#p = w#0

e 4 e Ae™ + puxe™ | e ()\ cos wx + f sin wx)
ApeR ApeR ApeR

Solutions

Démonstration. Comme toute solution réelle est aussi une solution & valeurs
complexes, il suffit de chercher, parmi les solutions données par la proposition
précédente, lesquelles sont réelles. Les deux premiers cas sont évidents. Dans le
cas o =r +iw et w# 0, posons u(x) = e et v(x) = e™. Les solutions
complexes sont les fonctions s = Au + pv, ot A, € C. Remarquons que pour
toutx € R,ona

U(x) = e = ¥ eio¥ = ¢/ 7Y = % = y(x)

Supposons que la solution s est a valeurs réelles. Alors pour tout x, on a
s(x) = s(x), c’est-a-dire

Au(x) + po(x) = Au(x) + fiv(x) = Av(x) + fiux)
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11 vient

O\ = Wu(x) + (u — Mv(x) = 0, quel que soit x € R
A=+ (= Xv =0 ()
Puisque o # «, on sait que les fonctions u et v sont des vecteurs indépendants
dans I’espace vectoriel sur C des fonctions R — C (tome d’ Algebre, chapitre :
Espace vectoriel). Dans I’égalité (), les scalaires A — ji et s — A sont donc tous
deux nuls, autrement dit ;1 = \. Puisque s = Au + g, il s’ensuit

s(x) = Xe™ + e = )\ e 4+ de™ =2Re [)\eax]
Posons A = a +ib, o a,b € R. Alors

Ae™ = (a +ib) ™ (coswx + isinwx)
Re[Xe™] = e [acoswx — bsinwx]|

s(x) =2Re[Ae™] = ¢*[2acoswx — 2bsinwx]

d’ou le résultat. d
Comme pour les solutions complexes, on peut montrer que 1’ensemble
des solutions réelles de I’équation y” + py’ 4+ gy = 0 est un espace
vectoriel sur R de dimension 2.

p Exemple 1. Prenons I'équation y” — a’y = 0,0u a € R*.
Le polyndme caractéristique est X2 — a?,ses racines sont a et —a, donc les
solutions réelles sont les fonctions

s(x) =Xe™ +pe ™™, ou A\uelR.

p Exemple 2. Prenons I'équation y” + w?y = 0,00 w € R*.
Le polynéme caractéristique est X2 + w?, ses racines sont i w et —iw, donc
les solutions réelles sont les fonctions

s(x) = Acoswx 4+ psinwx, ou A,pu € R.

Exemple 3. Soit I'équation différentielle y” — 4y’ + 4y = 0.
p Le polyndme caractéristique est X> — 4X 4+ 4 = (X — 2)2,il a une racine
double 2, donc les solutions réelles de I'équation différentielle sont les
fonctions

s(x) = A+ px)e*, ot \pueRR.

9.4 EQUATION y” +py’ + qy = b(x)

La fonction x — b(x), appelée second membre de I’équation, est sup-
posée continue sur un intervalle /.
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Une solution de I’équation différentielle y” + py’ 4+ gy = b(x) est une
fonction s : I — R deux fois dérivable telle que, pour tout x € I, on a
s"(x) + ps'(x) + gs(x) = b(x).

On dit que ’équation différentielle y” + py' + qy = b(x) est linéaire
du second ordre avec second membre.

L’équation y” 4+ py’ + gy = 0 est dite homogene.

Comme pour une équation linéaire du premier ordre, on a le résultat sui-
vant.

Supposons que s est une solution de I’équation y" + py’ + qy = b(x).
Alors les solutions de cette équation sont les fonctions s = so + f, ou f
est solution de I’équation homogéne y" + py’ + gy = 0.

On en déduit une méthode pour trouver toutes les solutions.
Méthode pour résoudre I'équationy” + py’ + qy = b(x)

1) On résout 1’équation homogene y” + py’ + gy =0,

2) on cherche une solution particuliere so de I’équation avec second
membre,

3) puis on ajoute s a toutes les solutions de I’équation homogene.

Nous ne chercherons pas, dans le cas général, a calculer une solution

particuliere de I’équation y” + py’ + qy = b(x). Traitons seulement le

cas (fréquent dans les applications) d’un second membre de la forme

P(x)e™*, ou P est une fonction polyndme.

9.4.1 Cas b(x) = P(x)e™*, P fonction polynome

Soit P un polynéme de degré n et soit m € C. On cherche une solution
particuliere de la forme so(x) = Q(x)e™, o Q est un polynome
* de degré n si m n’est pas racine du polynéme caractéristique ;
e de degré n + 1 et sans terme constant, si m est racine simple du
polyndome caractéristique ;
* de degré n + 2, sans terme constant ni monome de degré 1, si m
est racine double du polyndéme caractéristique.

Quand le second membre est simplement un polyndme, on applique ces
résultats avec m = 0.

Exemple. Résolvons I'équation (x) y” + w?y = cosax , (w > 0,a > 0).
Puisque cosax = Re (ei‘”‘) ,on cherche une solution de I'équation

y// + wa — eiax (**)

et on en prendra la partie réelle.



9.4 s Equation y" = py’ + qy = b(x) 191

Le polyndme caractéristique est X + w?, ses racines sontiw et — iw.
Premier cas : a # w.Le nombre m = ia n'est pas racine du polynéme
caractéristique, donc on cherche une solution de («x) de la forme

so(x) = ke'™, ouk € C.Pourtoutx € R,ona
50 (x) + Wso(x) = —ka? &+ ke = k(W — a?)e'

1 1 .
eten prenantk = —— la fonction so(x) = ————€'** est une solu-
—a

2 2 — a2
tion de (xx).
1

La fonction x —— cosax est donc une solution de ().

w>—a
Second cas : a = w. Cette fois, le nombre ia est racine simple du polynéme
caractéristique, donc on cherche une solution de («x) de la forme
so(x) = kx ¢, ouk € C.
Ona s)(x) = k(iax + 1)ei")‘,s6’(x) = k(—a%x + 2ia)e et

50(x) + whso(x) = k(—azx + 2ia + wzx)ei“x = k(2ia ei‘”‘)

= 3, onaRe (5! x ) = s_xsinax et la fonction
2a 2a 2a

_ 1
En prenant k = 5~

1 . .
X > —X sinwx est solution de (x).
2w

On peut maintenant exprimer les solutions de I'équation (x).

+Si a # w, les solutions réelles sont les fonctions

. 1
X > Acoswx + psinwx + —— cosax, ol \ i€ R.
w

*Si a = w, les solutions réelles sont les fonctions

. 1 . N
X > Acoswx + psinwx + —x sinwx, o A\, u € R.
2w

9.4.2 Principe de superposition

Supposons que le second membre de 1’équation différentielle est une
somme de deux fonctions :

Y+ py +qy = bi(x) + ba(x) ()

Considérons les deux équations différentielles
Y'+py +qy =bi(x) (¢p)
Y+ py +qy =ba(x) ()

Si 51 est une solution de () et si s> est une solution de (,), alors la

fonction s; + s, est une solution de (*).
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"

En effet, si 'on a s 4 ps| + gs; = by et sy + ps; + qs> = by, alors

(s) +53) + p(sy +53) +q(s1 +52) =
(s{ + ps| +qs1) + (s3 + pss+qs2) = bi + by,
On en déduit la regle suivante (principe de superposition).

Supposons que le second membre d’une équation différentielle linéaire
d’ordre 2 est une somme by + b, + - - - + b,,. Pour avoir une solution,
il suffit de calculer une solution de chaque équation de second membre
b;, et d’en faire la somme.

p Exemple. Résolvons 'équation () y” — 3y’ 4+ 2y = chx.
Puisquechx = %e" + %e’”,on considére les équations

1 1
() =32y =t et () V=3 42y =S

Le polyndme caractéristique est X> — 3X + 2, ses racines sont 1 et 2.

+ Puisque 1 est racine du polyndme caractéristique, cherchons une solu-
tion de () de la forme s;(x) =kxe*. On a s(x) = k(1 4 x)e",
s7(x) = k@2 +x)e* et

s{(x) = 3s7(x) + 2s1(x) = —ke*
En prenant k= — % la fonction sy (x) = — %x e est solution de (x,).

* Puisque —1 n’est pas racine du polynéme caractéristique, cherchons une
solution de (x,) de laforme s, (x) = ke™".Ona

55 (x) = 3s55(x) + 252(x) = 6ke™,

donc la fonction 5,(x) = ;5e™* est solution de (x,).

1 1
On en déduit que la fonction x > — Ex e’ + Ee’x est solution de ().

Les solutions réelles de I'équation () sont donc les fonctions

1 1
x> Aet 4 pe® — Exe" + Ee_x, ou A\u€R.
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EXERCICES

9.1 Soit I’équation différentielle y’ = 1 + x.

—x2
a) Résoudre cette équation sur I'intervalle I =] — 1, 1[.

b) Quelle est la solution f telle que f(0) =0 ?

9.2 On considere I’équation différentielle y’ = (tanx)y + sinx sur
Iintervalle [ =] — 7/2,7/2].

a) Résoudre cette équation. Montrer que toutes les solutions sont des
fonctions paires.

b) Montrer qu’il existe une unique solution « : I — R ayant une limite
finie en /2. Quelle est cette limite ?

9.3 Pour tout A € R, on définit la fonction s), : ]J0,+o00[— R en posant
sx(x) =x 4+ Anx.

Trouver une équation différentielle linéaire du premier ordre ayant pour
solutions toutes les fonctions s.

9.4 Soit p,q € R et soit s une solution de I’équation différentielle
y'+ py + gy =0 (¥). Montrer que la fonction dérivée s’ est deux fois
dérivable et que s’ est une solution de ().

9.5 On considere I’équation différentielle y” + 2y" + 2y = sinx.
a) Trouver les solutions réelles de cette équation.

b) Montrer qu’il existe une unique solution ayant pour période 27 et
expliciter cette solution.

9.6 a) Trouver les solutions réelles de I’équation y” 4+ y = (cos x)°.
Montrer que toutes les solutions ont pour période 2.

b) Trouver les solutions réelles de 1’équation y” — 4y" + 4y = sh 2x.

9.7 Soit p,q € R. On considere 1’équation différentielle

V'+py +qy=0 ()

et I’on suppose que le polyndme caractéristique a deux racines réelles
distinctes. Soit xg,x1,ap et a; des nombres réels tels que xo # x;.
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Montrer qu’il existe une unique solution s de () telle que s(xg) = ag et
s(x1) =ay.

9.8 Soit le polyndme P = X*> + pX 4+ g, ou p,q € R.

Notons « et [ les racines (réelles ou complexes) de P.

Rappelons que 'ona oo+ = —p et aff = gq.

a) Supposons que les racines de P sont réelles. Démontrer 1I’équiva-
lence: (o < Oet3 < 0)<(p > 0etg > 0).

b) Supposons que les racines de P sont complexes non réelles. Montrer
que 'ona g > 0 et ’équivalence : (Rea < 0) <= (p > 0).

¢) On considere I’équation différentielle (x) y” + py’ +qy =0.
Montrer que toutes les solutions réelles de (*) tendent vers O quand x

tend vers 400 si et seulement sip > 0 et g > 0.

(Utiliser les questions précédentes sans oublier le cas ou P a une racine
double.)

SOLUTIONS

9.1 a) L’équation s’écrit y' =

1 5y +x @ c’est bien une équation
—X

linéaire avec second membre.

Résolution de 1’équation homogene. Pour tout x € 7, on a

2 1 1

1—x2_1—x+1+x
* 2 *odt *odt
dt = — —
_/1—:2 l—tJr 14¢

=—In(l —x)+In(14+x)=1In

1+x
1 —x

carpourtoutx € [,onal+x >0etl —x > 0.

2
1—x2

Les solutions de 1’équation homogene y’ = y sont les fonctions

|
X AR,
1—x

Recherche d’une solution particuliere. On cherche une solution sy de

. . 14+x
I’équation sous la forme so(x) = c(x) 1
—Xx

I — R définies par x — A

. La méthode de variation de
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. N oz e / 2 1
la constante consiste a €crire que 1’on a s;(x) = mso(x) + x, ce qui

conduit a I’égalité

c'(x)

14+ x
= x,pour tout x € /.
—Xx

1
On en déduit

1—x Tt(l—1)
c(x) 1+xx et c(x) / 1

[(-n_, 2

141t t+1

On a la décomposition en éléments simples
d’ou
1,
c(x) =2x — Ex —2In(x + 1), pour tout x € I.

Une solution de 1’équation est donc

1+ x
1 —x

so(x) = [2x — %xz —21In(x + 1)}

Résolution. Les solutions de 1’équation sont les fonctions s : I — R

1 1 1
définies par s(x) =\ o +l2x —=x>=2In(x+ 1) +x’
1—x 2 1—x
ou A € R.
b) On a s(0) = A, donc la solution telle que s(0) = 0 est la fonction

1
f : I — R définie par f (x) = [2x — %xz —2In(x + 1)] lﬂ

s es __ sinx __ _ cos'x
9.2 a) Une primitive de tanx = - & = —- =

L les solutions de I’équation
COS x

sur I'intervalle I est

Xx > —Incosx. Puisque —Incosx = In
homogene sont les fonctions

A

COS x

X = ,ou ) eRR.
Cherchons une solution particuliere sg de I’équation avec second mem-
bre. La méthode de variation de la constante consiste a poser

c(x) c'(x)

so(x) = ——. En écrivant que s est solution, il vient
cos x

= sinx,

donc
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1 1
¢'(x) = sinx cosx = 3 sin2x et c(x)=—=cos2x.

o . 1 cos2x
Ainsi la fonction so(x) = ~2

Les solutions de 1’équation sont les fonctions s : I — R définies par

est solution.

A 1 2
s(x) = ——Cosx,oﬁ)\eR.
cosx 4 cosx

Puisque la fonction cosinus est paire, toutes ces solutions sont des fonc-
tions paires sur I’intervalle /.

A — COS 2x

4
b) Onas(x) = pour tout x € ] —7/2,7/2[. Quand x tend

4cosx
vers 7/2, le dénominateur tend vers O et le numérateur vers 4\ + 1.

Pour que s(x) ait une limite finie quand x tend vers /2, il faut donc que
I'on ait 4\ 41 =0, c’est-a-dire A = —1/4.Réciproquement, si
A = —1/4, alors 4\ — cos 2x = —(1 + cos2x) = —2(cosx)? et 'on a

) . —2(cosx)? ) cosx
lim s(x) = lim — = lim —

=0
x—7/2 x—71/2  4cosx x—7/2 2

La seule solution ayant une limite finie en /2 est donc définie par
—1 —cos2x .
u(x)= —etl’ona lim u(x)=0.
4cosx x—>7/2
Si s est une solution différente de u, alors 4\ 4+ 1 £ 0 et la limite de s

enm/2 est+0osidA+1>0,—cosidA+1<0.

9.3 Si les fonctions s), sont solutions d’une équation y’ = a(x)y + b(x),
alors la différence de deux quelconques de ces fonctions est solution de
y' = a(x)y. Ainsi par exemple, la fonction s; — s¢ : x — Inx doit étre

solution de y' = a(x)y, ce qui se traduit par% = a(x)Inx, donc

1
a(x) = ——, pourtoutx > 0.
xInx

De plus, la fonction so : x > x doit vérifier s;(x) = a(x)so(x) + b(x)

pour tout x > 0, ce qui s’écrit | = X 4 b(x). On en déduit

X nx



Solutions 197

b(x)=1-— , pour tout x > 0.

Inx

La seule équation différentielle linéaire du premier ordre ayant pour
solutions les fonctions s) est donc I’équation
/ y 1

y = +1-—. ()
xInx Inx

Réciproquement, les solutions de () sont bien les fonctions s.

9.4 Puisque s est solutionde y” + py’ + gy = 0,onas” = —ps’ — gs.
Les fonctions s et s’ étant dérivables, la fonction —ps’ — gs est dériva-

ble. On en déduit que s” est dérivable, autrement dit s’ est deux fois déri-
vable.
Posons u = s’. Alors on a

u”—{—pu’—{—qu:(s”—l—ps’—i—qs)’:O

donc la fonction u est solution de I’équation y” 4+ py’ + gy = 0.

9.5 a) Le polyndme caractéristique est X2 + 2X + 2, ses racines sont
—1+41i et —1 —i. Les solutions de I’équation homogene sont donc les
fonctions

x> e ¥ (Acosx + psinx), ou A, pueR.
. . _ 1 iX 1 7ix ope . . ..
Puisque sinx = 5; e — 5; ¢, utilisons le principe de superposition
pour chercher une solution particuliere.

Solution particuliere de y” 4+ 2y’ 4+ 2y = % e,

Puisque i n’est pas racine du polyndme caractéristique, on cherche une
telle solution sous la forme s1(x) =keé™, ou ke C. Il vient

sl (x) = kie™, s](x) = —k e et

s7(x) 4 28] (x) + 251 (x) = (—k + 2ik + 2k) €™ = k(1 + 2i) €™

11 1—2i—i —i-2
T~ 5 2 10 ¢
—i-2
10

On prend donc k =

s1(x) = e
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Solution particuliere de y” + 2y" 4+ 2y = —% e™. De méme, —i

n’étant pas racine du polyndme caractéristique, on cherche une telle

solution sous la forme s,(x) = k e™™*, ot k € C. On trouve k = %,

donc
i—2
10
Résolution. La fonction s1 + s, est solution de y” + 2y’ + 2y = sinx.
On a

sr(x) = e

s1(x) + s2(x) = _li() (eix — e—iX) _ % (eix I e—ix)

i, .. 1
= _E(Zl smx) — 5(2cosx)
= 1 inx — g
= 5s X 5cosx

Ainsi les solutions de y” 4 2y’ 4+ 2y = sinx sont les fonctions

1 2
s(x) = e_x()\cosx + ,usinx) + 3 sinx — 5 cosx,ou A\, e R.

b) La fonction # : R — R définie par u(x) = % sinx — %cosx est une

solution qui a pour période 27. Supposons que A et x sont tels que la
solution s a pour période 27. Alors la fonction s — u a aussi pour période
2r.0na

(s—u)(x)=e* (/\ cosXx + p sinx) , pour tout x € R.

Puisque (s — u)(0) = X et (s — u)(2m) = e~ 27\, il vient A = e 72"\,
ce qui implique A=0 car e > # 1. De méme, I'égalité
(s —u)(w/2) = (s —u)(2m + m/2) conduit a ;4 = 0O et finalement, on a
s —u = 0. La seule solution ayant pour période 27 est donc la fonc-
tion u.

9.6 a) Le polyndme caractéristique X> + 1 a pour racines i et —i.
Puisque
1 1 I 1 5 |
2 2ix —2ix
= - - 2 = - - - N

(cosx) 2-|—zcosx 2-|—4e +4e

utilisons le principe de superposition pour calculer une solution particu-
liere de I’équation.
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Solution particuliere de y” + y = % La fonction constante s1(x) = %

est évidemment solution de cette équation.

Solution particuliere de y” + y = i %, Puisque 2i n’est pas racine du

polyndme caractéristique, cherchons cette solution sous la forme

s2(x) = k €%* ot k € C. En écrivant que I'on a s (x) + s2(x) = }1 e2ix

1

— 15, donc s (x) = — L olix,

pour tout x, on obtient k = v

Solution particuliere de y” + y = % e~ %% En procédant de méme, on

1 ,—2ix

trouve que la fonction s3(x) = — 35 ¢ est solution de cette équation.

Résolution. Une solution particuliere de 1’équation y” 4 y = (cos x)?
est donc la fonction définie par
1 1 2ix 1 —2ix 1 1
=-—-— - — =— ——cos2
s1(x) 4+ s2(x) + 53(x) 5 126 12e 77§ X

Puisque les solutions de 1’équation homogeéne y” 4+ y = 0 sont les
fonctions x + Acosx + usinx, les solutions de 1’équation y” + y
= (cos x)? sont les fonctions

1 1
X )\cosx—l-,usinx%—i — gcos2x.

Chaque solution est une somme de fonctions ayant pour période 27 : les
solutions ont donc pour période 27.

b) Le polynéme caractéristique est X> — 4X + 4 = (X — 2)%. Puisque

sh2x = %ezx

— % e~2*, cherchons une solution particuliére en utilisant
le principe de superposition.

Solution particuliere de y” — 4y’ +4y = % e?*. Puisque 2 est racine

double du polyndme caractéristique, on cherche une telle solution sous
la forme s;(x) = kx?>e*,ouk € R.Ona

s1(x) = kQ2x 4+ 2x%)e™ et s](x) = k(24 8x +4xHe* , don
s{(x) —4sy(x) +4s1(x) =

k[(2+ 8x +4x?) — 4(2x + 2x%) + 4x*]e™ =2k ™

. 2
1l vient 2k = % ets;(x) =7 e,
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Solution particuliere de y” — 4y’ + 4y = % e~2*. Puisque —2 n’est pas

racine du polyndme caractéristique, cherchons k € R pour que la fonc-
tion s2(x) = k e~ * soit solution. On a

sy (x) — 4sh(x) + 45y (x) = [4k — 4(—2k) + 4k] e * = % e,
d’ou k = 3% et sr(x) = 3% e,
Résolution. Les solutions de 1’équation homogene y” —4y" +4y =0
sont les fonctions x > (A 4 px)e™.
Une solution particuliere de 1’équation avec second membre sh 2x est
s1(x) + 5(x) = % e + 3% e~2*. Les solutions de 1’équation sont
donc les fonctions

2
1
X — (/\—{—ux)ez"—i—%ezx—3—26_2x,0i1)\,u€R.

9.7 Soit « et (§ les racines du polyndme caractéristique. Par hypothese,
« et 3 sont des nombres réels différents. Les solutions réelles de () sont

donc les fonctions s(x) = Xe®™ + pe™, ou \,u € R.
Les égalités s(xg) = ap et s(x;) = a; s’écrivent

(D

e 4 #eﬁxo = qp
et 4 pe™ = aq;

C’est un systeme d’équations linéaires aux inconnues A et p. Le déter-
minant est

o eﬁxo

eﬁxl

— ™0 eﬁxl _ eﬁxo e — eaxo+ﬁx1 _ eﬁ’xo+ax1

D =

ax
e 1

On a

(axo + Bx1) — (Bxo + axy) = (v — Bxo — (o — B)x;
=(a—BRFxo—x1) #0

car o # 3 et x9 #* x;. Ainsi, les deux nombres réels axy+ [Gx; et

Bxo + ax; sont différents. On en déduit e®X 01 o4 eMotaxi et par suite
D+ 0.



Solutions 201

1l s’ensuit que le systeme (1) a une unique solution (A1) € R x R. 1l
existe donc une unique solution de (%) telle que s(xp) =ap et
s(x1) =ay.
Remarque :si I'on omet I'hypothese que les racines du polyndme caractéris-
tique sont des nombres réels distincts, ce résultat n'est plus vrai.
Montrons par exemple que pour I'équation y” + y = 0, il n'existe pas de solu-
tion réelle s telle que s(0) = 0 et s(m) = 1.
En effet, une telle fonction serait de la forme s(x) = Acosx + psinx et les
conditions imposent 0 = s(0) = A et I = s(7m) = — A\, ce qui est impossible.

9.8 a) Supposons a <0 et f<0.Alorsona —p=a+/3<0 et
q = af > 0,doncp > 0 et g > 0. Réciproquement, supposons p > 0
et g > 0. Alors les racines de P ont méme signe car leur produit g est
positif ; ce signe est celui de leur somme —p < 0, donc les racines sont
négatives.
b) Posons r = Re a.. Alors par hypothese, les racines de P sont
a=r+iw et f=a=r—iw, ot weR* Leur produit est
g=af=af=r’4+w?>>0, car w#0. On a —p=a+a=
2r =2 Re «, d’ou I’équivalence (p > 0 <= Rea < 0).
¢) * Supposons « et 3 réels et « % (3. Alors les solutions réelles de (x)
sont les fonctions s(x) = A e 4+ u ™, on A€ R,
Sia < Oetf3 < 0, alors e™ et ¢ tendent vers 0 quand x tend vers 400,
donc lim s(x) =0.

xX— 400
Réciproquement, si toutes les solutions tendent vers 0 en 4-00, alors en
particulier, les solutions x +— e“* et x ™ tendent vers 0 en +00, ce
qui implique o < O et 3 < 0.
D’apres (a), on en déduit que toutes les solutions de () tendent vers O en
o0 si et seulementsip > 0 et g > 0.
* Supposons o« = 3. Alors les solutions réelles de () sont les fonctions
s(x) =Ae™ 4+ uxe™, ot A\, € R.

Sia <0, alors lim ™ = lim xe* =0, donc lim s(x)=0.
X—+00 x—+00 x—+00

Réciproquement, si toutes les solutions de (*) tendent vers 0 en +oo,
alors en particulier, la solution x + ¢™* (obtenue en prenant A = 1 et
1 =0) tend vers 0 en +o0, ce qui implique v < 0.

D’apres (a), on en déduit que toutes les solutions de () tendent vers 0 en
400 si et seulementsip > 0 et ¢ > 0.
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* Supposons « et J complexes et non réels. Appelons « la racine de par-
tie imaginaire positive : o =r +iwetw > 0.0Onar =Rea = —p/2
et les solutions de () sont les fonctions

s(x) = e~ P/D¥(\coswx + psinwx), ou A\ pu € R.

Sip>0,alors ona—p/2 <0, donc lim e ?/?* =0. Comme la
xX—> 400

fonction x > Acoswx + psinwx est bornée, cela implique
lim s(x) =0.
X—>—+00

Réciproquement, si toutes les solutions de (+) tendent vers 0 en +o0,

alors en particulier lim e~ P/PD¥coswx = 0. Considérons la suite (x,,)
X—>+00

définie par x,, = 2% de sorte que cos (wx,) = 1 pour tout n. Puisque

w>0, on a lim x,=+00 et donc lim e P/2% cos (wx,) =
n——4oo n—-4o00o

. _ —prn —pm\" .

lim e /2% — (. Onae P/ —e—w = (e m ) , donc la suite

n—-+00

de terme général e~ (P/2*r est géométrique de raison e=5". Comme elle
a pour limite 0, on en déduit e%m < 1, donc —pr < 0,doncp > 0.
Cela montre que toutes les solutions de (*) tendent vers 0 en 400 si et
seulement si p > 0. Puisqu’on a g > 0 d’apres (b), cette condition
équivauta (p >0etg > 0).



' Exemples
d'études
de surfaces

HAPITRE

Nous abordons I'étude des fonctions de deux variables (x,y) — f(x,y).
Leur représentation dans l'espace est une surface dont les coupes par des
plans horizontaux font apparaitre les lignes de niveau.

Nous définissons aussi les dérivées de f par rapport a I'une des variables
(dérivées partielles) et la notion de plan tangent a une surface.

OBJECTIFS

Dans ce chapitre, ’espace £ est muni d’un repére orthonormé

rdiardiag . Loz £
O; i, j, k) etles points de £ sont repérés par leurs coordonnées
(x,y,2).

10.1 LES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

Définition. Une fonction de deux variables est une fonction
f : D — R, ou D est une partic de R?. On la note (x,y) — f(x,y).
L’ensemble D est le domaine de définition de f.

p Exemples
1) Les fonctions f; et f, définies par fi(x,y) = xy et fo(x,y) = m

sont des fonctions de deux variables définies surR?.

xz-:—yz'

Onal'équivalence x>4+y? = 0 < (x = 0 et y = 0),donc lafonction g est
définie sur R? \ {(0,0)} ;cet ensemble est le plan x Oy privé de l'origine.
3) Posons g(x,y) = xIny. La fonction g est définie sur I'ensemble

2) Posons g(x,y) =

{(x,y) € R? | y > 0} qui est un demi-plan limité par I'axe Ox.

4) Posons h(x,y) = /1—x2—y?2. La fonction & est définie sur I'ensemble
D formé des (x,y) € R? tels que 1—x2—y? > 0, c'est-a-dire x2+y? < 1.
Dans le plan euclidien, x>4y? est le carré de la distance du point M : (x,y)
a l'origine, donc I'ensemble D est le disque de rayon 1 centré a I'origine.
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Alors que les fonctions d’une variable sont en général définies sur un

intervalle ou une réunion d’intervalles, on voit que dans R2, les domai-

nes de définition « naturels » sont beaucoup plus variés.

» Sif:D— Retg:D — R sont des fonctions de deux variables
définies sur le méme ensemble D, leur somme et leur produit sont
définies sur D :

frg:(x,y) = fx,y)+glx,y) et fg:(x,y) = f(x,y)gx,y).

» Si A € R, on définit aussi la fonction A f : (x,y) = Af(x,y).

10.2 SURFACE D’EQUATION z = f(x.y)

Pour représenter une fonction d’une variable x +— £ (x), on dessine la
courbe d’équation y = h(x) : elle est formée des points M : (x,h(x)).
De méme, pour une fonction de deux variables f : D — R, on peut
considérer I’ensemble des points M € £ de coordonnées (x, v, f(x, y)),
ou (x,y) € D.

Pour chaque point m: (x,y) appartenant au domaine D du plan x Oy, il
y a un unique point M : (x,y,z) tel que z = f(x,y) ; le point M se pro-
jette en m sur x Oy.

L’ensemble des points M:(x,y,z) tels
que z=f(x,y) est une surface S étalée
au dessus de D.

S={M:(x,y,2)|z= f(x,y)}

S est la surface d’équation z = f(x,y). |

p Exemple 1. Soit S la surface d'équation z = x%+y°.

Puisque la fonction (x,y) — x2+y? est définie sur R?, la surface S est éta-
|ée au dessus du plan x Oy tout entier.

Le point O appartient & S et comme x24y? > 0 pour tout (x, ), la surfa-
ce est toute entiére située dans le demi-espacez > 0.

Pour visualiser la surface, coupons-la par des plans et regardons les courbes
obtenues.

Coupe par un plan horizontal. Soit 2 > 0. L'intersection de S et du plan
d'équation z =h est I'ensemble des points M:(x,y,h) tels que
X242 =h.
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7

Sih = 0, 0n trouve seulement le point O.

Si h > 0, l'intersection est le cercle C;, d’axe Oz, de rayon VI, centré au
point de coordonnées (0,0,4) sur Oz (figure 10.1).

En empilant tous ces cercles, on reconstitue la surface.

Chaque cercle C;, reste globalement invariant par rotation d'axe Oz :il en
va donc de méme de S.On dit que S est une surface de révolution d'axe Oz.
Coupe par un plan vertical. Une telle coupe permet de visualiser le profil de
S.

Coupons S par le plan x O z, dont I'équation est y = 0.La courbe d'intersec-
tion a pour équations (z = x>+ y%>,y=0), cest-a-dire (z=x2,
y = 0).Dans le plan x Oz, la courbe d’équation z = x? est une parabole de
sommet O (figure 10.1). Puisque S est de révolution, on reconstitue la surfa-
ce en faisant tourner cette parabole autour de Oz :la surface S s'appelle un
paraboloide (figure 10.2).

¢ z=x2
h h
y
o X
Figure 10.1 Figure 10.2

Exemple 2. Considérons la surface S d'équation z = xy2.

- Coupons cette surface par le plan vertical d’équation x = a.La section est

la courbe I', d’équations (x =a , z = ay2 ).

Regardons la courbe d’équation z = ay? dans le plan yOz.

-Si a # 0,c’est une parabole de sommet l'origine ; les branches sont diri-
gées vers le haut sia > 0, verslebassia < 0.
Plus |a| est grand, plus les branches de la parabole sont resserrées.
La courbe I', s'obtient par translation, en amenant le sommet de cette
parabole au point (a,0,0) de lI'axe Ox.

-Si a =0, le plan de coupe est yOz et la courbe d'intersection a pour
équation z = 0 :le plan y Oz coupe donc S selon Oy.

En dessinant les paraboles I';,on a une vue de S.

« Coupons S parle planx Oy (d'équationz = 0):onaxy> =0 < (x =0
ouy = 0), donc l'intersection de S et du plan x Oy est la réunion des
deux axes Ox et Oy.(Voir figures ci-aprés)
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‘<\

Des paraboles I, La surface S

Lignes de niveau

Définition. Soit S une surface d’équation z = f(x,y). Pour tout
nombre réel k, I’ensemble {(x,y); f(x,y) = k} s’appelle la ligne de
niveau k de la surface S.

Un pointm : (x,y) estsur la ligne de niveau k si et seulement si le point
M : (x,y, f(x,y)) est dans le plan horizontal d’équation z = k.

La ligne de niveau k de la surface S s’obtient donc en cou-
pant la surface par le plan d’équation 7 = k et en projetant
cette section sur le plan x Oy.

Sur une carte topométrique, on voit des lignes de niveau de la fonction
altitude. Sur une carte marine, figurent des lignes de niveau de la fonc-
tion profondeur. Une carte météo montre des isobares : ce sont des lignes
de niveau de la pression athmosphérique.

p Exemples

1) Pour le paraboloide d’équation z = x24+y? (exemple 1), la ligne de
niveau k > 0 est le cercle C; d'équation x>+y? = k, centré a I'origine et
de rayon Vk.
Pour visualiser la surface a partir de ses lignes de niveau, il suffit de placer
chaque cercle Cy. dans le plan horizontal d'équation z = k (figures 10.1 et
10.2 page 205).
2) Considérons la surface d'équation z = xy. La ligne de niveau k a pour
équation xy = k.
* Si k # 0, cette ligne de niveau est une hyperbole centrée a l'origine et
ayant les axes comme asymptotes.
+ La ligne de niveau 0 est I'ensemble {(x,y) ; x = 0 ouy = 0}, c'est-a-dire
la réunion des axes Ox et Oy.
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Des lignes de niveau xy = k. La surface d'équation z = xy.

Pour visualiser une surface a partir des lignes de niveau, placer cha-
cune de ces lignes dans le plan horizontal correspondant a son niveau.

Des lignes de niveau qui se resserrent indiquent une zone de la surface
ou la plus grande pente est plus forte.

10.3 SURFACE DE REVOLUTION D’AXE 07

Une surface de révolution d’axe Oz s’obtient en faisant tourner autour
de Oz une courbe L située dans un plan vertical : L est le profil (ou la
méridienne) de la surface.

Equation d’une surface de révolution

Donnons-nous un profil dans le plan x Oz sous forme d’une courbe L
d’équation z = p(x), ot p: I — R est une fonction définie sur un
intervalle I C [0,+o00].

Soit S la surface de révolution d’axe Oz et de profil L (figures ci-des-
sous). Cherchons I’équation de S.

Soit A € L. Puisque L est dans le plan x Oz, les coordonnées de A sont
(r,O,p(r)), ou r € I. Soit C le cercle d’axe Oz passant par A : le cercle
C est dans le plan horizontal d’équation z = p(r) et puisque la surface
est de révolution, C est inclus dans S. Le rayon de C est la distance de
A a Oz, c’est-a-dire . On en déduit

C={M:(x,y,2) | Vx?+y2=retz=pQr)}

Pour tout point M:(x,y,z) appartenant a C, on a donc

z=p(\/m>-
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L:z=p(x)

Proposition. Soit p : I — R une fonction, o I un intervalle inclus
dans [0,400l, et soit L la courbe d’équation z = p(x) dans le plan
x Oz. La surface de révolution d’axe Oz et de profil L a pour équa-

tionz = p (\/x2+y2>.

Réciproquement, considérons une surface d’équation z = g (\/ x2+ yz) )
ou g est une fonction / — R. Sa section par un plan horizontal d’équa-

tion z = k est formée des points M : (x,y,k) tels que g <\/x2+y2) =k,
c’est-a-dire x>+y? = r2, ol r est une solution de I’équation g(t)=k

d’inconnue ¢ € I : cette section est donc une réunion de cercles d’axe Oz.
Il s’ensuit que la surface d’équation z = g (w/x2+y2> est de révolution
d’axe Oz. Son profil dans le demi-plan xOz,x > 0 a pour équation

1=g ( x2+02), c’est-a-dire z = g(x), car vx2 = x pour tout x > 0.

Une surface est de révolution si son équation est de la forme
z = g(x?>+y?), ol g est une fonction.

p Exemple 1. Prenons comme profil dans x Oz la demi-parabole d’équation

7z =x2, x > 0.Ce profil étant défini par la fonctionp : x > x?2,I'équation

deSestz =p (\/x2+y2) — <\/x2+y2)2 = x24y2,

On retrouve bien le paraboloide de I'exemple 1 page 204.

p Exemple 2

La surface représentée ci-contre est de révolu-
tion : son profil est une « courbe en U ».Chaque
ligne de niveau est la réunion de deux cercles
concentriques, sauf celle de niveau le plus infé-
rieur qui est formée d'un seul cercle.
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10.4 DERIVEES PARTIELLES

Soit f : D — R une fonction de deux variables et soit (a,b) € D.

Supposons qu’il existe un nombre o > 0 assez petit pour que le carré de
centre (a,b) et de coté 2« soit contenu dans D. Pour tout (x,y), on a
donc 'implication : (|x—a| < a et |[y—b| < o) = (x,y) € D.

En particulier, f (x,b) est défini pour tout x € la—a,a+af.

De méme, f (a,y) est défini pour tout y € |Jb—a,b+af.

Définition. Si la fonction x — f(x,b) est dérivable en a, sa dérivée

d
en a se note B_f (a,b) et s’appelle la dérivée partielle de f par rapport
X

a x au point (a,b).
De méme, si la fonction y — f(a,y) est dérivable en b, sa dérivée en

a
b se note a—f(a,b) et s’appelle la dérivée partielle de f par rapport a
y

y au point (a,b).

Si f a des dérivées partielles en tout point de D, les fonctions
(a,b) — %(a,b) et (a,b) — %(a,b) s’appellent simplement les déri-

vées partielles de f.

)
Pour calculer 8_f on bloque y et I’on dérive la fonction de x obtenue.
X

0
Pour calculer 8_f’ on bloque x et I’on dérive la fonction de y obtenue.
y
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p Exemples
1) La fonction f : R? — R définie par f (x,y) = xy a pour dérivées par-
o Of of
tielles — : (x,y) >y et — : (x,y) > x
0x oy
2) Soit g : R? — IR lafonction définie par g(x,y) = x2—2y.Les dérivées

: g | og 2
partielles de g sont el (x,y) > 2x et 3y (x,y) > —6y~.
X y

La notion de continuité se généralise de maniere naturelle aux fonctions
de deux variables : en voici la définition.

Définition. Une fonction de deux variables f : D — R est continue
en (a,b) € D si pour tout nombre € > 0, il existe un carré K de cen-
tre (a,b) et de coté v > 0 assez petit pour que

KCD et ((x,y)eK=|f(x,y)—f(a,b)|<e¢)

On montre facilement les propriétés suivantes.

» Si h est une fonction d’une variable continue en r, alors la fonction
(x,y) > h(x) est continue en tout point (r,y) et la fonction
(x,y) = h(y) est continue en tout point (x,r).

» Si fet g sont continues en (a,b) et si A € R, alors les fonctions A f,
f+g etfg sont contines en (a,b).

» Si f est continue en (a,b) et si f(a,b) #+ 0, alors la fonction

(x,y) — m est continue en (a,b).

Définition. Soit f : D — R une fonction de deux variables. Si f a des
dérivées partielles continues en tout point de D, on dit que f est conti-
nument dérivable.

Voici un résultat-clef tres utile. Nous 1’admettons.

Théoréme de dérivation. Soit f : D — R? une fonction continu-
ment dérivable. Soit u :t +—> (x(t),y(t)) une fonction a valeurs
dans D.

Sit — x(t) ett — y(t) sont des fonctions dérivables en ty, alors la
fonction composée fou:t+> f (x(t), y(t)) est dérivable en 1y et
sa dérivée est
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)
(f ou)(to) = f(x(to) y(t0))x' (o) + f(x(fo),y(to))yl(lo)

Pour retenir la formule ci-dessus, pensez a la régle de dérivation en
chaine pour une fonction composée : ¢ intervient dans f (x 1), y(t))

—via x(t) et f, d’oi le terme 2 (x (1), y(to))x’(to)

— et aussi via y(¢t) et f, d’ou le terme 2L (x (t0), y(to)) "(19).

p Exemple. Prenons la fonction f : (x,y) > x Iny définie sur le demi-plan

={(x,y) € R? | y > 0}.Les dérivées partielles de f sont

af

of X
™ t(x,y) > Iny et —:(x,y) > —
y

oy

Soitu : R — R la fonction définie paru(t) = (x(1),y(1)) = (21,1+31%).

Puisque 14312 > 0 quel que soit #, la fonction composée f o u est définie
surR.Ona (f ou)(t) =2t In(1+3¢?) etil vient

(fouw)(t) =2 In(1431%) + 2t ——— 30

= (Iny(n) x x'(t) + % x y'(t)

_of L of ,
=3 (x(0),y®)x'(t) + % (x(),y®)y' (@)

Vecteur Gradient

Définition. Soit f : D — R? une fonction ayant des dérivées partiel-
les sur D et soit (a,b) € D. Le vecteur < (a, b), 3y (a b)) se note
Grad f (a,b) et s’appelle le vecteur gradient de f en (a,b).

Rappelons que si u(t) = (x (1), y(t)) est une fonction dérivable a valeurs
dans R?, le vecteur dérivé (page 152) est u’(t) = (x’(t),y’(t)).
En notant - le produit scalaire, on a

0x

9 9
—f(x(t),y(t))x’(t) + %(x(t)’y(r))y’(r) = [Grad f (x(1),y(1))] - u' (1)
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Si f est continument dérivable, la formule pour dériver f o u s’écrit

(f ow)(t) = [Grad f (x(1).y(®))] - /(1)

10.5 PLANS TANGENTS A UNE SURFACE

Dans la suite, f : D — R est une fonction continument dérivable et S
est la surface d’équation z = f(x,y).

Courbe tracée sur une surface

Rappelons qu’on a défini la notion de courbe paramétrée dans 1’espace
page 165.

Définition. Soit ¢ : I — R? une courbe paramétrée dans 1’espace.
On dit que la courbe ¢ est tracée sur S si pour tout ¢ € I, on a
c(t) e S.

Si I’on pose c(t) = (x (t),y(t),z(t)), alors la courbe c est tracée sur S
si et seulement si

pourtouts € I, z(t) = f(x(t),y(t)).

Courbes passant par un point donné de S

Soit A : (xg,Y0,20) un point de S et soit ¢ : ¢t — c(¢) une courbe dériva-
ble, tracée sur S et passant par A : il existe 7 € I tel que

(x0.Y0.20) = (x(10).y(t0).2(t0)) = c(t0) -

Si le vecteur dérivé ¢’ (tp) = (x/ (t0),y' (t0),7 (to)) n’est pas nul, il dirige
la tangente en A a la courbe ¢ (page 165). Puisque z(7) = f(x (t),y(t)) ,
on a d’apres le théoréme de dérivation page 210 :

J 0
c'(ty) = (X’(lo) Y (1), %(Xo,yo)x/(lo) + %(xo,)’o)y’(fo)>

Cette égalité vectorielle s’écrit encore :
(1o) = x'(to) U + y'(t0) V (D

ou I’on a posé
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1 0
— 0 _ 1
— (X0, - 5
ax 0,0 3y 0,)0

Faisons deux observations importantes sur ce résultat.

e Les vecteurs U et V sont indépendants (en raison de leurs deux pre-
mieres coordonnées).

e [Is ne dépendent que de f et de A, mais ni de #y, ni de la courbe c.

Soit P le plan vectoriel engendré par U et V. Considérons toutes les
courbes dérivable tracées sur S et passant par A. Si une telle courbe a, au
point A, un vecteur dérivé non nul, alors sa tangente en A est dirigée par
un vecteur combinaison linéaire de U et V, donc appartenant a P.

Plan tangent en un point

Définitions. Soit A € S le point de coordonnées (xg, yo,20) et soit U
et V les vecteurs définis ci-dessus.

Le plan de I’espace ayant comme repere (A; U, V) s’appelle le plan
tangent en A a la surface S.

La droite passant par A et orthogonale au plan tangent s’appelle la
normale a S en A.

Cherchons un vecteur directeur N de la normale 2 S en A : on dit que N
estun vecteur normalenA a S.

Il suffit de calculer le produit vectoriel de U et V (voir le tome
d’Algebre) :

af
1 0 ™ (x0,0)
1 X
N=UAV =], 0 Al g —

of
%(xo&’o) %(Xo,)’o) dy (x0.50)

1
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Proposition. Le plan tangent en A: (xo,Y0,20) a la surface S est le
plan passant par A et orthogonal au vecteur

0 %)
N = (—a—f(xo,yo), ——f(xo,yo) , 1)
X dy

La normale a S en A est dirigée par N.

On en déduit que I’équation du plan tangent & S en A est

(_g_f(xo’y())> (x — Xo0) + (—%(xoyo)> (y —y0) +(z—=20) =0
X dy

L’équation du plan tangent au point A : (xg, yp,20) de S est

b} J
Z2—20= 8—f(xo,yo) (x — x0) + —f(xo,)’o) Oy —yo0)
X ay

p Exemple. Soit S la surface d’équation z = xy>. Les dérivées partielles de f
sont

of

2 of
a—:(x,y)n—)y et — :(x,y) > 2xy
X

oy

Pour tout (a,b) € R?, le plan tangent a S en A: (a, b, ab*) a donc pour
équation :z — ab? = b*(x — a) + 2ab(y — b).

En un point (a,0,0), I'équation du plan tangent est z = 0, donc ce plan est
x0y.

10.6 EXTREMUM

Définitions. Soit f : D — R une fonction de deux variables et soit

(x0,y0) € D.

» f a un maximum en (xo,yo) sil’on a f(x,y) < f(x0,y0) quel que
soit (x,y) € D.

» faun maximum local en (xg,yp) s’il existe un nombre o > 0 assez
petit pour que le carré K de centre (xg, yp)et de coté « soit inclus
dans D et qu’on ait f(x,y) < f(x0,y0) quel que soit (x,y) € K.

On définit de méme un minimum et un minimum local.
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Théoreme. Soit f une fonction continument dérivable. Si f a un
extremum local en (xo,yo), alors Grad f (xg,yo) = 0.

Démonstration. Supposons par exemple que f a un maximum local en
(x0,y0). Alors la fonction dérivable x +— f(x,yo) a un maximum local en x,

PIREL 0 N .
donc sa dérivée en x( est nulle : on a %(xo, o) = 0. De méme, la fonction

y = f(x0,y) aun maximum local en yy, donc % (x0,y0) = 0. Ainsi le vecteur

gradient en (xg, yo)a ses deux coordonnées nulles. |

Les points ou f a un extremum sont a chercher parmi les solutions du
systeme d’équations

d 3
%(x,y) = %(x,y) =0

11 se peut fort bien que les dérivées partielles de f soient nulles en (xg, yo)
mais que la fonction n’ait pas d’extremun local en ce point (exemple 1
ci-apres). Vous avez déja rencontré cette situation dans le cas d’une fonc-
tion d’une variable : la dérivée peut s’annuler en a sans qu’il y ait d’ex-
tremum local en a (pensez & la fonction x — x> qui est strictement
croissante et dont la dérivée en 0 est nulle).

En un point ou le vecteur gradient s’annule, il n’est pas toujours facile
de décider si la surface présente effectivement un maximum ou un mini-
mum (exemple 2 ci-apres).

Corollaire. Soit S la surface d’équation z = f(x,y), ou f est conti-
nument dérivable. Soit A : (xg,Y0,20) un point de S.

» Le plan tangent a S au point A est horizontal si et seulement si
Grad f (x9,y0) = 0.

» Si f a un extremum local en (xq, o), alors au point A, le plan tan-
gent a S est horizontal.

» S’il y a un maximum local en A, alors tous les points de S assez
proches de A sont en dessous du plan tangent. S’il y a un mini-

mum local, tous les points de S assez proches de A sont au des-
sus du plan tangent.
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Démonstration. Le plan tangent en A est horizontal si et seulement si le vec-

—
teur normal en A est colinéaire au vecteur directeur k de Oz, ¢’est-a-dire si et

. of )
seulement si %(xo,yo) = %(xo,yo) =0.

Si f a un extremum local en (xg, y), alors d’apres le théoréme précédent, les

dérivées partielles de f en (xg,yo) sont nulles, donc le plan tangent en A est
horizontal. 4

7

7

un maximum

un minimum local

Exemple 1. Soit la fonction f : (x,y) — xy.

Ona% =y et aa—§ = x,donc (Grad f(x,y) =0 < x =y =0).

+Si x et y sont de méme signes, alors f (x,y) > 0 = £(0,0).Six et y sont
de signes contraires, alors f(x,y) < 0 = f(0,0). La fonction f n"a donc
pas d’extremum local en (0,0).

« Soit S la surface d'équation z = xy.Au point O : (0,0,0),le plan tangent
a S est le plan horizontal x Oy, mais aussi prés qu’on veut de O, il y a des
points de S qui sont au dessus de x Oy et des points de S qui sont en des-
sous (la surface est représentée page 207).

Exemple 2.Soit la fonction f : (x,y) — 2x + 4y — x? — y*.

a) En quels points la fonction f peut-elle avoir un extremum local ?
On résout :

o

ox 2—-2x=0 x=1
o _, ‘:){4—4y3=0 ‘:’{y=1
oy

C'est seulement en (1, 1) que f peut avoir un extremum local.
b) La fonction f a-t-elle un extremum local en (1,1) ?

Posonsx =1+ uety=14v.0naf(1,1) =4 et par un simple calcul,
on montre I'égalité :

fx,y)=4—u?> — v} 6+4v+0?)
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Pour tout v € R, on a l'égalité 6 + 4v 4+ v> = (v +2)2 +2 > 0, donc
v2(6 + 4v 4+ v?) > 0.0n en déduit

—w? =6 +4v+02) <0 pour tout u et v
donc f(x,y) <4 = f(1,1) pourtout (x,y) € R%.

La fonction fa donc un maximum en (1, 1) et ce maximum vaut 4.

) Soit S la surface d'équation z = f(x,y).Quelle est la position de S par
rapport a son plan tangent au point A : (1,1,4) ?

Le plan tangent en A est horizontal et comme f'a un maximumen (1,1),la
surface S est entierement située en dessous de ce plan tangent.Voici I'allu-
re locale de la surface au point A.

Y 72oa SO NN

\\\
’q’&:&\\ TN

EXERCICES
2
10.1 a) Dessiner le graphe de la fonction p : x +— T sur [0, +o0][.
X
. . . x2 4 y?
b) En déduire un dessin de la surface d’équation z = —————.
14+ x2+y2

10.2 Pour chacune des surfaces suivantes, dessiner des lignes de niveau,
puis représenter la surface.

a) z = 4 4+ x + y ; reconnaitre cette surface.
b) z =e*

Cc)z= \/m ; reconnaitre cette surface.
dz=1-—x>—)2

10.3 Associer a chaque dessin de lignes de niveau (@), (b), (), ou (d) la
surface correspondante (i), (ii), (iii) ou (iv). Dans chaque cas, les lignes
représentées correspondent a des niveaux régulicrement espacés.
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10.4 Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes :

y . y
f(x,y)=; ;o glx,y)=ye” 5 h(x,y) =xeX

Xy

k(x,y) = ———
&y =57 =

10.5 Soit S la surface d’équation z = 1 — x? — 2y?.

a) Calculer le vecteur normal en un pointA € S de coordonnées (a,b,c).

Quelle est I’équation du plan tangenta S en A ?
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b) Existe-t-il des points de S ou le plan tangent est orthogonal au vec-

- = =
teur i + j + k ?

10.6 Soitf : (x,y) > 2x + 4y — x> — 2y? et soit S la surface d’équa-
tionz = f(x,y).

a) En quel point de S le plan tangent est-il horizontal ?

b) On coupe S par le plan d’équation x = 1 : dessiner la courbe d’in-
tersection. Méme question quand on coupe S par le plan d’équation
y=1.

¢) Calculer f(1 4+ u,1 + v). En déduire que la fonction f a un maxi-
mum ; quelle est la valeur de ce maximum ?

10.7 Les fonctions f suivantes ont-elles un extremum local en (0,0) ?

Pensez a calculer le vecteur gradient en (0,0) et a couper la surface cor-
respondante par des plans verticaux passant par I’origine.

a) (x,y) > x2 —y? b) (x,y) = x>+ 3
A,y > 1—x2—y* d)(x,y) > x+x>+)>
e) (x,y) > eX f) (x,y) = xy(x + )

10.8 Soit f : (x,y) — x> + y® + 2xy et soit S la surface d’équation
2= f(x.y).

a) En quels points de S le plan tangent est-il horizontal ?

b) On coupe la surface par le plan d’équation y = 0 : dessiner la courbe
obtenue. Méme question quand on coupe la surface par le plan d’équa-
tion x = 0. La fonction f a-t-elle un extremum local a I’origine ?

¢) Montrer que f(—% —{—u,% —l—v)—{—% =w+v)>+v>(1+v). En

déduire que la fonction f a un minimum local en (—% %) )

10.9 On consideére ’ensemble S = {M : (x,y,2) | x> + y*> — 2> = 1}.
a) Montrer que S est la réunion de deux surfaces de révolution d’axe Oz
symétriques par rapport au plan x Oy. Dessiner S.

b) Montrer que I'intersection de S et du plan d’équation x = 1 est la
réunion de deux droites D et D’ perpendiculaires.

¢) En déduire qu’on obtient la surface S en faisant tourner la droite D
(ou la droite D’) par rotation d’axe Oz.
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SOLUTIONS

10.1 a) Graphe de p sur [0,+00] :

b) L’équation de la surface est
7z = p(x* + y?), donc c’est une
surface de révolution d’axe Oz et
de profil la courbe ci-dessus : on
obtient la surface en faisant tour-
ner cette courbe par rotation
d’axe Oz.

~

10.2 a) La surface est un plan (non horizontal), donc les lignes de niveau
sont des droites paralleles : la ligne de niveau k est la droite d’équation
x+y=k—4.

y
e —
X
k=6
k=5 /\
k=3 k=4
Des lignes de niveau Pland'équationz =4 +x + y

b) La ligne de niveau k > 0 est la droite d’équation x = Ink, parallele a
Oy. Ces lignes de niveau sont d’autant plus rapprochées que leur niveau
est grand : sur la surface, la plus grande pente augmente avec le niveau.
La surface est constituée de droites horizontales paralleles a Oy. Pour la
visualiser, on dessine la courbe z = ¢* dans le plan xOz et I’on pose
dessus des droites paralleles a Oy.
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y k=3

k=03 k=05 k=1 k=2 k=4

x

Des lignes de niveau Surface d'équation z = &*

¢) C’est une surface de révolution d’axe Oz, de profil la demi-droite
d’équation y = x ,x > 0 : il s’agit donc d’un cone d’axe Oz, de sommet
O et d’angle 7/4. La ligne de niveau k > O est le cercle centré a I’ori-
gine et de rayon k. Sur la figure de gauche ci-dessous, on voit des lignes
de niveau correspondant a des niveaux régulicrement espacés : les
rayons sont en progression arithmétique. Cela correspond au fait que, sur
le cone, la plus grande pente est celle d’une génératrice, donc est cons-
tante.

7
&)

X

Des lignes de niveau Cone d'équation z = /x? + y?

d) Partons de la surface d’équation z = x* + y? (exemple 1, page 204) :
par symétrie par rapport xOy, on obtient la surface d’équation

7=—x?— y2, et il suffit ensuite de faire la translation de vecteur 7
pour obtenir la surface demandée. La ligne de niveau k < 1 est le cercle
centré a I’origine et de rayon /1 — k.La figure de gauche montre des
lignes de niveau correspondant a des niveaux régulierement espacés : ils
sont de plus en plus rapprochés a mesure que le niveau diminue, ce qui
correspond au fait que, sur le paraboloide, la plus grande pente augmente
a mesure qu’on s’éloigne de I’axe.
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@
Y

Des lignes de niveau Paraboloide d'équationz = 1 — x? — y?

10.3 (@)-(ii) ; (b)-(iv) ; (c)-(i) ; (d)-(iii)

of __y ¥ _ 1

ox x2 9y x

'8_g 2 0%y 98

104 -

=y eV |, = =eV4xye”.
ax Y dy Y
oh Yy oy oh Y
¢ — —eX — —ex |, — =ex
ax X ay

Ok oy —xh) 9k x(?—y?)

dx 2y Ty (24

10.5 a) Posons f(x,y) = 1 — x> —2y?. On a% = —2x et% = —4y,

donc le vecteur normal en A est

af
——2 (a,b
0x (@) 2a
= a =
N ——f(a,b) 4b
0x 1
1

Le plan tangent en A a pour équation
z—c=—2a(x —a) —4b(y —b), ot ¢ = f(a,b) =1 —a® — 2

c’est-a-dire 2ax +4by +z —a®> —2b* —1=0.
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1
b) Le plan tangent en A est orthogonal au vecteur U = |: 1 i| si et seu-
1
lement si le vecteur normal N est colinéaire a U. Cela équivauta2a = 1
et 4b=1, ou encore a=1/2 et b=1/4. On a alors

c=1—-a>-2>=1- le — 1 =23 Le seul point solution est
A (1/2,1/4,5/8).

1
8 — 8

10.6 a) On Gradf(x,y) = |:i : i;i i| Le seul point de S ou le plan
tangent est horizontal est donc le point A de coordonnées (1, 1, f(1, 1))
= (1,1,3).

b) La courbe d’intersection de S et du plan d’équation x = 1 a pour
équation z = 1 + 4y — 2y?. C’est une parabole dans un plan parallele &
yOz. Notons-la P;.

Lintersection de S et du plan d’équation y =1 a pour équation
7 =24 2x — x2. C’est une parabole P, dans un plan paralléle 2 x Oz.

4

;

Parabole P; Parabole P,

¢) On af(l+4u,1+v)=23—u>—2v% Puisque u> + 2v> > 0 pour
tout (#,v), on en déduit f (x,y) < 3 = f(1,1) quel que soit (x,y) € R?.
La fonction f a pour maximum 3 et ce maximum est atteint en (1,1).
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a) Si ’on coupe la surface d’équation z = x> — y? par le plan
d’équation x = 0, on obtient la parabole d’équation z = —y? du plan
yOz : ses branches sont dirigées vers le bas. Si I’on coupe par le plan
d’équation y = 0, on obtient la parabole d’équation z = x> du plan
x Oz : ses branches sont dirigées vers le haut. La fonction n’a donc pas
d’extremum local en (0,0).

Il revient au méme de remarquer que I'on a f(0,y) = —y> <0 =
£(0,0) pour tout y # 0 et f(x,0) = x> > 0 = £(0,0) pour tout x = 0.
b) Si I’on coupe la surface d’équation z = x> + y> par le plan d’équa-
tion x = 0, on obtient la courbe d’équation z = y* du plan yOz. Ainsi,
pour tout y # 0, f(0,y) ale signe de y, donc il n’y a ni maximum local,
ni minimum local en (0,0).

¢) Puisque x% + y* > 0 pour tout (x,y), on a f(x,y) < 1= £(0,0)
pour tout (x,y) € R? : 1a fonction f a donc un maximum en (0,0).
d)Onaf(x,0) =x 4+ x> =x(14+x).Pourtoutx € ] — I,1[, f(x,0) a
donc le signe de x. Il s’ensuit que f n’a pas d’extremum local en (0,0).
e)Onaf(x,y) = oy >l =1 quel que soit (x,y) € R? : la fonc-
tion f a donc un minimum en (0,0).

f)Onaf(x,x) = 2x3, donc pour tout x # 0, f(x,x) ale signe de x. On
en déduit que f n’a pas d’extremum local en (0,0).

a) On a Grad f (x,y) = [ 2x +2y } don

3y? 4+ 2x
y=—X y=-X
Grad =0
rad f (x,y) {:>{3x2—|—2x=0 {x(3x+2)=0

< (x=y=0) oubien (x=-2/3,y=2/3)

Onaf(0,0) =0etf(—2/3,2/3) = —4/27. Il y a deux points de S ou
le plan tangent est horizontal : le point A : (0,0,0) et le point
B :(=2/3,2/3,—4/27).

b) Si I’on coupe la surface par le plan d’équation y = 0, on obtient la
parabole d’équation z = x?dans le plan x Oz. Si’on coupe par x = 0,
on obtient la courbe d’équation z = y>du plan yOz. Puisque

£(0,y) =y> a le signe de y, la fonction n’a pas d’extremum local
en (0,0).
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¢) L’ égalité demandée se vérifie par simple calcul. Pour toutv > —1, on
al+wv>0,doncf (—% + u,% + v) + % > 0. Puisqu’on a I’équiva-

lence (v >—-1<2/34v> —1/3), on en déduit que pour tout (x,y)

tels que y > —1/3, on a f(x,y) > —5 = f (—3,3). La fonction f a

donc un minimum local en (—2/3,2/3) et la valeur de ce minimum est
—4/27.

10.9 a) Léquation de S équivaut a (z=,x>+y2—1 ou
z=—yx2+y2—1).
Notons Sy la surface d’équation z = /x> + y? — 1 et S_ la surface

d’équation z = —/x2 + y2 — 1. Alors S = S; US_. Les surfaces S,
et S_ sont symétriques par rapport au plan x Oy et ce sont des surfaces
de révolution.

Le profil de S, est la courbe d’équation z = +/x2 — 1, x > 1 dans le
plan x Oz : ¢’est une demi-branche d’hyperbole ayant comme asymptote
la droite d’équation z = x.

Pour visualiser S, on complete ce profil par symétrie pour avoir une
branche complete d’hyperbole, puis on fait tourner la branche d’hyper-
bole par rotation d’axe Oz. On obtient un hyperboloide de révolution.

KRN

Demi-branche et branche de I'hyperbole z = ++4/x2 — 1 S

b) L’intersection de S et du plan d’équation x = 1 est constitué des
points M : (1,y,z) tels que y*>—2z?>=0, c’est-a-dire z = +y.
L’ensemble des points tels que x = 1 et z = y est la droite D passant
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par A : (1,0,0) et dirigée par le vecteur U = (0,1,1). L’ensemble des
points tels que x = 1 etz = —y est la droite D’ passant par A : (1,0,0)
et dirigée par le vecteur U = (0,1,—1). Le produit scalaire U - U’ est
nul, donc les droites D et D’ sont perpendiculaires en A.

¢) Les droites D et D’ sont incluses dans S et sur ces droites, il y a des
points de tout niveau. Puisque S est de révolution, on en déduit que S
s’obtient en faisant tourner D, ou D', par rotation d’axe Oz.

Les droites D et D’
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négligeable, 45
fonctions
hyperboliques, 12-15
trigonométriques, 8-12
formule de Taylor, 32-35

G
gradient, 211

intégrale, 101
intégration par parties, 106

L
ligne de niveau, 206
limite, 1
calcul, 69

M

maximum, minimum, 3, 214
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Index

notation o, 45, 63

plan tangent, 213
point fixe, 7
point singulier, 155
polyndme caractéristique, 186
primitives, 103
calcul, 105-107, 117
usuelles, 107

suite
convergente, 1
itérative, 7
limite, 1
monotone, 4

surface, 204
de révolution, 207

T

tangente a une courbe, 86, 87, 154, 165
théoreme

de I’extremum, 3

de L’Hospital, 31

de la bijection, 5

de Rolle, 29

des accroissements finis, 30

des valeurs intermédiaires, 2

Vv

variation de la constante, 182
vecteur

dérivé, 151, 165

normal, 213
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