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Concours d’acces a.la formation de troisieme cycle Doctorat LMD, le 22/10/2015

Intitulé du Doctorat : Mathématiques pures et applications Option : Analyse fonctionnelle

Examen: Calcul fonctionnel et théorie de la sommabilité ~ (Durée: 2h)
Exercice 1 (10pts)

1. Rappeler le théoréme de Calderén-Zygmund
2. Dérnontrer que I’on définit une distribution 7' € D'(R) en posant

R e

o || 2
<pf 1§,<p>
|z|?

2.1. Construire une fonction g € D(R) telle que suppg C ]0,3[, 0 < g < 1et
g = 1 sur [1,2]. Justifier la réponse. Indication. Utiliser le fait qu'il existe
urne fonction croissante § € C (R) telle que

22 P’ oo

0 si 2<0.
<pfjg,gs>
et C > 0.

2.3. Déduire d’ordre de cette distribution.
3. Soient f et g deux fonctions de L*(R™). Prouver que supp(f * g) C

supp(J) + supp(g).

et de plus que

Yo € D(R)

< Aot I+ ] A0

> —%, pour tout 0 < € < 1, avec g = g(:)
[
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Concours d’accés a la formation de troisiéme cycle Doctorat LMD, le 22/10/2015

Intitulé du Doctorat : Mathématiques pures et applications Option : Analyse fonctionnelle

Examen: Calcul fonctionnel et théorie de la sommabilité  (Durée: 2h)
Exercice 2.

Soient 1 < p,q,r < co et p% = % + 1. Soient X, Y deux espaces de Banach et
T € L(X;Y). On dira que T est fortement (p, ¢, 7)-sommant, s'il existe une
constante positive C' telle que pour tous 71, ..., z, € X, et tous Y1) Vi €YH,
on a

(LT )P <O 1D sup (Sl
On note D, o, (X,Y) = {T : X — Y linéaires fortement (p, ¢, 7)-sommants}
et

dpgr (T) = inf {C vérifiant (1)} .

Montrer que:
1. si T € qu, (X,Y), alors.T est continu et ||T|| < dp 4. (T),
2.si 2> 241, 0na D, (X Y)={0},
3. Dpgnr (X Y) est un sous-espace vectoriel de £(X,Y) et que d, ., (.) est
une norme sur cet espace,
4. tout opérateur de rang fini est fortement (p, ¢, r)-sommant,
5. dpgrm (idg : K — K:idg (z) = z) = 1,
6. s’il existe une probabilité . sur By.. et une consta.nt
que pour tout z € X et y* € Y* ;

(T @)% < C el / (€, 5)" du ()

Byt-

alors T € Dy 4.+ (X,Y).

[ %]
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Concours d’accés a la formation de troisiéme cycle Doctorat LMD, le 22/10/2015

Intitulé du qoctorat : Mathématiques pures et applications Option : Analyse fonctionnelle

Examen: Calcul fonctionnel et théorie de la sommabilité (Durée: 2h)

Exercice 1 (10pts).
Soie{nt 1 <qg<p< et XY deux espaces de Banach. On dira que
T € L(X;Y) est (p, g)-sommant, il existe une constante positive C' telle
que pour tous zy,...,z, € X on a

OIT @)IP)F < C sup (3 [(m:, 0)[9)5 (1)

i=1 $EBxr

On I‘lOte [(X,Y)={T: X — Y linéaires (p, ¢)-sommants} et
Tpig (I') = inf {C vérifiant (1)} .

Montrer que:
1. 5i T € I, ,(X,Y), alors T est continu et 1Tl < mpiq (T7),
3.sig>p,onall,(X,Y)={0},
4. 11, ,(X,Y) est un sous-espace vectoriel de £(X,Y) et que mp,, (T) est une
norme sur cet espace,
5. tout opérateur de rang fini est (p, ¢)-sommant,
6. T, (idg : K — K : idg (z) = z) = 1,
7. sil existe une probabilité y sur By.. et une constante positive C, telle
que jpour tout = € X,

IT (@)l < C( / (2, o) F dus (i) (@)

th

alors T € I, ,(X,Y).
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Concours d’accés a la formation de troisiéme cycle Doctorat LMD, le 22/10/2015
Intitulé du Doctorat : Mathématiques pures et applications Option : Analyse fonctionnelle

Examen: Calcul fonctionnel et théorie de la sommabilité  (Durée: 2h)

E}cercice 2. 10 points

O.1po’seA={f:R—-><C, dc> 0, telle que
|f(22 - ) = 2f(2) + fW) S e = 9], ¥(z,9) R},

Sqlt ¢ € D(R) une fonction telle que suppy C [— 33, 0<o(z)<1sizel-33,
(\x) =1siz €] —1,1]. On pose ¥(z) = ¢(z) — v(3z).
Soient les fonctions

J

si =0 2]

g(x>={ clloglal)” sl 220 ) pia)gle) et u(e) -

j=1

(1) Soit f € A. Que représente ( sup lz —y|7Yf(2z — y) — 2f(z) + f(y)| ? Justifier.
z,y)ER? z7y

(2) Est-ce que g € A7 Justifier. Montrer que h € A.

(3> Est-ce qu'il existe une constante C > 0 telle que Vz €]0,1] on a [u(z)| < Cz?

Indication : On pourra calculer u(2~¥) pour N € N*.
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Concours_d’accés a la formation de troisiéme cycle Doctorat LIVID, le 22/10/2015

Intitulé du Doctorat : Mathématiques pures et applications Option : Analyse fonctionnelle
Examen: Calcul fonctionnel et théorie de la sommabilité (Durée: 2h)
Exercice 1 (10pts).
Soient X,Y deux espaces de Banach et T € £(X;Y). On dira que T est

Cohen p-nucléaire, 1 < p < oo §’il existe une constante positive C telle que
pour tous zy, ..., T, € X, et tous y7,...,y* € Y*, on a

LT (2:),49)] < C sup (O |dw, z:)[P)> sup (Zl BT T AN ¢)
=1 WEB x« 1 PYEBy»» i=1

On note Np(X,Y) = {T : X — Y linéaires Cohen p-nucléaires} et
np (T') = inf {C vérifiant (1)}.
Montrer que:

.siT € N (X,Y), alors T est continu et |T|| < n, (T),
2 N, (X, Y) est un sous-espace vectoriel de £(X,Y) et que n, (T) est une
norme sur cet espace,
3. tout opérateur de rang fini est Cohen p-nucléaire,
4. N,(X,Y) est un idéal linéaire,
5. n, (idg : K — K:idg (z) =7) =1, _
6. s'il existe des probabilités u, A sur By et By.. respectivement et une
constante positive C, telle que pour tout z € X et y* € Y*,

(T @),y |<c/n<,o, P (P ( [ [,y )" dr )

th Byto

alors T € M, (X,Y).
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Concours d’accés 4 la formation de troisieme cycle Doctorat LMD, le 22/10/2015

Intitulé du Doctorat : Mathématiques pures et applications Option : Analyse fonctionnelle

Examen: Calcul fonctionnel et théorie de la sommabilité (Durée: 2h)
Exercice 2. (10pts)

1. Rappeler le théoréme de Calder6n-Zygmund.

2. Construire une fonction w € D(R) telle que suppw = [—1,1] et w > 0 sur
[-1,1] et fw(z)dz = 1. '
3. On pose x.(z) = flzlsl w(=5)% zeR,0<e< 1.

3.1. Prouver que suppx. C {z € R:|z| <1+¢} et x.(z) = 1 pour tout
re{yeR: |y <1-¢}.

3.2. Deéduire que [|x.[l, < 21/p (1 4 €)?, (Ill, la norme de 'espace de
Lebesgue LP(R), 1 < p < 00).

3.3. On suppose que |h| < e. Prouver que Alx, (z) = 0 pour tout = €
lyeR:|yl<1—2e}U{yeR: |yl >1+2}. Avec Alx.(z) =x.(z+h)—
X(2)-

3.4. On suppose que ¢ < |h| < ;. Prouver que Ajx.(z) = 0 pour tout
re{yeR: |y <1-2|h}U{yeR: |y >1+2]hl}.
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Concours d’acceés a la formation de troisiéme cycle Doctorat LMD, le 22/10/2015

Intitulé¢ du Doctorat : Mathématiques pures et applications Option : EDPs et Optimisation/Analyse fonctionnelle

Examen: Introduction a l’analyse fonctionnelle (Durée: 2h)

iﬁ\‘ Exercice 01. (& pts)

0 +1
Soit &£ = (C([-1,+1};R) ,||.l..), pour f € E, on pose ¢ (f) = /f(t) dt—/f(t)dt

1) Montrer que ¢ est une forme linéaire et continue sur £.

2) Déterminer ¢ g -
Exercice 02. (6 pts)

Soit H = C*([0,1],R) l’espace des fonctions continiments dérivables de [0, 1] dans R. On
définit 'application :

u: Hx H—-R:(f g —u(fg) = / f'(t)g'(t)] dt.
0

a) Montrer que u est un produit scalaire sur H.
b) On définit une suite (fn), par :

i) Montrer que f, € 4,V n > 0.

ii) Montrer que (fy)» est de Cauchy.

iii) H est-il de Hilbert?

Exercice 03. (9 pts)

Soit 2 un ouvert de R™, n € N.

1) Rappeler les espaces de Sobolev H! (Q2) et H] (12).

2) Montrer que toute fonction de C!([~a,+al) est dans H'(| — «, +af).

4) Soit v une fonction continue sur [—c, +¢] satisfaisant u € C* ([~ 0]) et u e CH{[0,al).

Montrer que u € H' (|-, +al).

3) Fixons f € L?(Q) et w € H'(Q). Montrer qu'il y a équivalence entre les deux affirma-
tions suivantes :

§) pAu+ (1+ k%) u =0 dans D’ ().

I, — Ou v 2
11)2—;1/5%5;611: (1+k /uvdz-OVUEHO(Q)
= Q Q

W
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Concours d’acces a la formation de troisieme cycle Doctorat LMD, le 22/10/2015

Intitulé du Doctorat : Mathématiques pures et applications Option : EDPs et Optimisation/Analyse fonctionnelle

Examen: Introduction a I’analyse fonctionnelle (Durée: 2h)

Exercice 01. (5pts)

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie n; on considére une base (€1)1eien, de E.
=7 T

Donc pour tout z € F, on écrit z = Zziei, avec z; € R. On munit £ par application, pour

i=1

toutz € E: ||z||_, = max |z ].

a) Montrer que ||.||_, est une norme sur E.

b) Pour f' € E'(I'ensemble des formes linéaires continues sur E), on pose f; = f(e).
Déterminer explicitement (en fonction de f,) la norme dual || f|| z, d’un élément de f € E',
Exercice 02. (6pts)

Soit E' 'ensemble des fonctions continues de [0,1] dans R et A ensemble des fonctions f de
E telles que f(0) = 0 et
1

/f(:r)d:c > 1. On munit £ de la norme de la convergence uniforme : | f||_, = sup |f(z)).
z€(0,1)
0

1
1. Montrer que les applications f — f(0) et f — /f(z:)d:z: sont des formes linéaires
0

continues sur £.
2. En déduire que A est un fermé de E.
3. Montrer que || f||_, > 1 pour tout f € A.
Exercice 03. (9 pts). Soit Q2 un ouvert de R", n € N.
1) Rappeler les espaces de Sobolev H™ (), (m > 0) et H} (Q).
2) Posons 2 =] — a, a] (avec a un réel positif) est un ouvert de R.

. o ]2 siz >0, .
a) Soit u définie sur Q par u(z) = { | siz <0 - Montrer que u ¢ H'(} —a, a[).

”» ; L t+ |t i :
b) Vérifier que la fonction v définie par v (t) = appartient & H'(] - a, a[), mais

2
qu'elle n’appartient pas & H? (| — a,a).
3) Fixons f € L? () et u € H' (Q).
Mentrer I'équivalence entre les deux affirmations suivantes :
i) Au—u=f dans D' ().

n .—)} : " \
i) Z -/‘5"& — dz + /'?a"f_-'-tl’-l‘ + /_,fvd:c =0,vv € Hj ().
=14 : ¢

oz, %;

0 1
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Concours d’accés a la formation de troisiéme cycle Doctorat LMD, le 22/10/2015

Intitulé du Doctorat : Mathématiques pures et applications Option : EDPs et Optimisation/Analyse fonctionnelle

Examen: Introduction a ’analyse fonctionnelle  (Durée: 2h)

Exercice 01. (10 pts). Soit 2 un ouvert de R®, n € N.
1) Rappeler les espaces de Sobolev H* () et H} (R).
2) Posons §2 =] — 1, 3[ est un ouvert de R.

a) Soit u définie sur 2 par u(z) = { 1 siz >0,

0 siz <0.
Montrer que v ¢ H'(] — 1, 3]).
: t— It
b) Vérifier que la fonction v définie par v (t) = ad ]

= appartient & H! (] -1, 3[), mais

qu’elle n’appartient pas & H* (] — 1, 3[).
3) Fixons f € L2(Q) et ue H' ().

Montrer ’équivalence entre les deux affirmations suivantes
),uAu+f = (0 dans D' (2

11)2/ 8“6” /f z)dz = 0,Yv € H} (Q).

E xerc1ce 02 (10 pts) 801ent (H,(.;.)) un espace de Hilbert sur R , et
+00

C(R) =<&=(&)n>1 ta: Z €.° < +oo} I’espace de Hilbert sur R muni par le produit

n=1

scalaire : oo
VE = (§nlnz1,€ = (En)nz1 € €21 (£ 6) = anﬁw

1) Soient (z,), et (y»), deux suites de H, montrer que si z, — = et y, — y alors
o (Tn;0) — (z;0) , YV € H et (za;9) — (z;9).
e Déduire que z,, — z implique que ||z.|| — ||z|.

2) Soit (un)n>1 est une base orthonormée dans H.
+0o0

i) Montrer que pour toute suite (£, )n>1 € £%, la série Z €, u, converge dans H.

n=1

i1) Soit 'application :

S: H-— i
z+— S (CC) = (($5un))n

- Montrer que S est linéaire borné.
- Montrer que S est bijectif.
- Montrer que Vz,y € H : (S(2),S (y)e = (T;¥) g
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27/10/2016 |
Examen 2 : Mesure et intégration (Durée : 2h)

Exercice 1 (7pts). '

Soit X un ensemble. On appelle o-filtre sur X toute collection F # 0
de parties de X vérifiant les conditions:

cl) 0 ¢ F,
c2)VAe]-‘,VBeJ-':AcB:BeJ-',

¢3) ¥(An)n C F: :rj: AveF.

Pour tout o-filtre F sur X on pose
Br ={BC X :B€FouB®c F}.
1) Soit F un o-filtre sur X,
1-a) Montrer que B# est une tribu sur X.
1-b) On définit 'application uyr sur Bx par
w0={0 5 5ix

Montrer que uy est une mesure.

2) Soit B une tribu sur X et soit 4 une mesure non nulle sur (X, B), a
valeurs dans {0, 1}. Montrer que F = {4 € B: u(A) = 1} est un o-filtre
sur X.

3) Soit X un ensemble non dénombrable. On considére

F={ACX:A°dénombrable}.

Montrer que F est un o-filtre sur X. Trouver Bx et uy.

Exercice 2 (8pts).
Soit (X, M, 1) un espace mesuré.

1) Montrer que si la fonction f : X — R est intégrable, alors elle est
finie presque par tout.

2) Soit (f») une suite de fonctions réelles mesurables définies sur X telle

+o0
que Z/ |fal dp < oo
n=1



+
Montrer que ) _f, converge presque par tout vers une fonction intégrable

n=

x{ (§f> du = /X fap= :2; /X fad.

Dans la suite R est muni de sa tribu borélienne B(R) et de la mesure de
Lebesgue.

fetona

3) Soit f : R —- R une fonction mesurable positive telle que la fonction
+o00 2

T — Z f(z + n) est intégrable.

n=1
Montrer que f = 0 presque par tout.

4) Pour n € N* et s € R, on pose f,(z) = Xrs (%) z*"le™™, ol Xws, est
la fonction indicatrice de 'ensemble RY,.
On définit les fonctions I', ¥ : R — R par

+o0 too
Mo = [ ety 50 o w(e)=3 0 0> 1
n=1

s—1

+o00
4-a) Montrer que / = ld.'z: =T'(s)¥(s) pour tout s > 1.
A =

8—1

et —1

+00

4-b) En déduire que / dz = 400 pour tout s €]0, 1].
0
Exercice 3 (5pts).

R est muni de sa tribu borélienne B(R).
Soient (X, M) un espace mesurable et f une fonction de X dans R.
Montrer que la fonction f est mesurable si et seulement si

VreQ:{zeX: f(z)<r}eM.
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Option : Analyse Fonctionnelle

27/10/2016 _
Examen 2 : Mesure et intégration (Durée : 2h)

i

Exericie 1 (7pts).

Soit (X, M, 1) un espace measuré et 0 < p < oo.
1) Rappeler l'inégalité de Holder dans LP(X,u),1<p< 0.

2) Montrer que ”f+g”LP(X,#) < ”f“LP(X,p) + Hglle(x,p), pour toute
frg € LP(X, u) avec 1 <p < 0.

3) Soit 0 <p<ooetw: X — [0 oo[ une fonction mesurable. On pose

1/p
IP(X, ) = {f K =Rl = (117 wiu) " < oo} .

3-a) Prouver que
”fg“LT(X,p,w) S “fHLP(X,y,,w) ||g“LQ(X,#,w) ’ f € LP(X) K ’U)), g € Lq(X)/u‘i ’LU)

avec 1 =%+%, 0<pqr<oco.
3-b) Prouver quesi f € IP(X, p,w)NLI(X, p,w), alors f € L™(X, p,w)
avecp<r<qget
6 -6

AN 2y S N0 2o,y 1 2t ) »
o&%=§+%",0<9<1.
4) On suppose que f : X —]0,00[ une fonction mesurable et [ €
L' X, u,w). On suppose que u(E) < 1 avec E C X. Prouver que
limp_g ”fXE”LP(X,p,) =0.
5) On suppose que 1 < p < ¢ < +oo. Prouver que L"(X,u) C
LP(X, 1) + LU(X, ). |

6) On suppose que u(X) = 1. Soient f,g: X — [0, 0o[ deux fonctions
mesurables avec fg > 1. Prouver que 1 < Il 22 e,y 191122 xc -

Exercice 2 (7pts).

Soit X un ensemble. On appelle o-filtre sur X toute collection F # 0
de parties de X vérifiant les conditions:



cl) B¢ F,
c2)VAe F,YBeF:ACB= Be€F,

¢3) V(An)a C F: N An€E F.
Pour tout o-filtre  sur X on pose
Br={BCX:BeFouB°cF}.
1) Soit F un o-filtre sur X.

1-a) Montrer que Bz est une tribu sur X.
1-b) On définit I'application px sur Br par

_f1 8 BeF
kr(B) = {0 si B¢F.
Montrer que uz est une mesure.

2) Soit B une tribu sur X et soit 4 une mesure non nulle sur (X, B), &
valeurs dans {0, 1}. Montrer que F = {A € B: u(4) = 1} est un o-filtre
sur X.

3) Soit X un ensemble non dénombrable. On considére

F ={A C X : A° dénombrable} .
Montrer que F est un o-filtre sur X. Trouver Br et pug.

Exercice 3 (6pts).

Soit E un ensemble mesurable de R. Soit f : E — C une fonction telle
que /lf(:r:)|da: < +00. On pose
E

1
g(t,z) = ﬂ(u +2tf(z)| - 1) . Vt>0,Yz€E.
1) Calculer lim g(t, z).

2) Calculer lim / g(t, ) dz.
i—0 /g

3) Pour a > 0, on pose

1
ga(t,z) = ﬁ(|a+2tf(ac)| - a) . Vt>0,Yz€E.

On suppose que / de=1et / f(z)dz =0.
E E

Monter que / ga(t,z)dz > 0.
E
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Examen 2 : Mesure et intégration (Durée : 2h)

Exercice 1 (6pts). ‘

Soit K > 0. Soit f une fonction mesurable sur R & valeurs dans C, telle
que

flz+K) = f(z), Vz e R, et B=/K|f(:1;)[dsc<+oo.
0

1) Montrer que Z ﬁ/ |f(nz)|dz < 4oc0.
n=1 0

T |
2) Déduire nHEloo — f(nz).

3) Application: On pose f(z) = (log|cosz])*.

Calculer Iirf | cos(nz) I n,

Exercice 2 (7pts).

Soit (X, M, 1) un espace measuré et 0 < p < oo.
1) Rappeler 'inégalité de Hélder dans LP(X, k), 1 <p<oo.

2) Montrer que || f +9”LP(X,;¢) < “f”z,p(x,#) =i ”9“1,»()(,,,)) pour toute
[r9€ LP(X,u) avec 1 < p < 0.

3) Soit 0 < p < oo et w: X — [0, co[ une fonction mesurable. On pose

: 1/p
LP(XHU’ 'UJ) = {f X >R ||f“LP(X,;L,w) = (A lflpu)d/u'> < OO} '

3-a) Prouver que
19 e x ) S WFllzowy 190 sax sy € LP(X, g w), g € L(X, pyw)

| =y gl
avec;=—+3,0<p,q,r<oo.

P
3-b) Prouver que si f € LP(X, pu, w)NLI(X, u, w), alors f € L'(X, p,w) -
avecp<r<qet T

2] 1-6
”f”L"(X,p,w) 8 ”f”LP(X,p.,w) ”f”L‘I(X,p,w) )

1



oﬁ%=g+1%9,0<€<1.

4) On suppose que f : X —]0, 00[ une fonction mesurable et f ¢
LY (X, u,w). On Suppose que u(E) < 1 avec E C X, Prouver que

limy_ || f X&llLox, = 0.

5) On suppose qQue 1 < p < g < +oo. Prouver que L"(X,u) C
LP(X, ) + LO(X, p).

6) On suppose que #(X) = 1. Soient f,9: X — [0, 00[ deux fonctions
mesurables avec fg > 1. Prouver que 1 < || £l x, 9]l L (X"

Exercice 3 (7pts).

Soit X un ensemble. Op appelle o-filtre sur X toute collection F#0
de parties de X vérifiant les conditions:

cl)d ¢ F,
c2)VAe.7-‘,VBef:AcB=>Be}',

¢3) V(A4n), Cf::fj:A,, € F.

Pour tout o-filtre F sur X on pose
B;={BcX:BefouB°eJ~"}.

1) Soit F un o-filtre sur X,
1-a) Montrer que B est une tribu sur X,
1-b) On définit I'application Kx Sur Br par

1 s BerF
#r(B) = {o si B¢ F.
Montrer que - est une mesure,

2) Soit B une tribu sur X et soit 4 une mesure non nulle sur (X, B), 4
valeurs dans {0, 1} . Montrer que F' = {A € B: u(A) = 1} est un o-filtre
sur X.

3) Soit X un ensemble non dénombrable. On considere

F={ACX: 4 dénombrable}

Montrer que F est un o-filtre sur X, Trouver Br et py.
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Option : Analyse Fonctionnelle

27/10/2016
Examen 1 : Topologie (Durée : 2h)

Exercice 1 (7 pts)
Soient f, g deux applications continues d’un espace topologique X dans un espace topologique
séparé Y.

1. Montrer que la diagonal A = {(y,1):y € Y} est fermée dans lespace topologique
produit ¥ x Y. )

2. Montrer que I'ensemble F = {z € X; f(z) = 9(z)} est fermé dans X,

3. a- Montrer que le graphe G (f) de f est fermé dans X x Y.

b- Donner un exemple montrant que la réciproque dans (a) n’est pas toujours vraie
_ ul
(consicérer f : R — Rdéfinie par f(z) = - si z # 0, f(0) = 0).

x

Exercice 2.(5 pts) .
Soit E = C([0,1]; R) P’espace vectoriel des applications continues de [0, 1] dans R. Pour tout
f € E, on pose

1
N(f) = / EF(E)]dt et | £l = sup |£(6)].
g © te€l0,1]

1. Montrer que N est une norme sur E.

2. Pour tout n > 1, on pose

l—-nt si te 0,71—1,
f”(t)‘{o si te{%,l}

Calculer ||f]l,, et N(f). En déduire que les deux normes ne sont pas équivalentes.



Exercice 3.(8 pts)

On définit pour (z,y) € R?

&

N(x,y) = max{|w|, |2.’D + yl}

. Montrer que N est une norme sur R?. Décrire la boule ouverte de centre (0,0) et de

rayon 1.

Montrer que N est équivalente 3 la norme ||-||; (||(z,%)|l; = |z| + |y|) et trouver des
constantes strictement positives o et § telles que
al-l, <N LB ,-

Décrire I'intérieur et 'adhérence de A = {(z,y) € R? : |2z — y| < 1}.

I’adhérence de A est-il compact ? Est-il connexe?
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Examen 1 : Topologie (Durée : 2h)

Exercice 1 (5 pts)
Soit E = C([0,1],C) muni de la norme
11l = Jy 1/ (=)|da.
Pour f € E, on pose
T(f) = [y f(2)e™" +=dz
1. Montrer que T est une forme linéaire continue.

2. Calculer la norme de T' (considérer f, définie par f,(z) = go(z)e™™", ga(z) = 4 i
z€[0,1- 1], galz) =0size[l-11]).
Exercice 2 (5 pts)
Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normeé (E, ||.|)).

1. Montrer que F (la fermeture de F) est un sous-espace vectoriel de E.
2. Montrer que si F est distinct de E (F # E), alors F' est d’intérieur vide.

3. Déterminer le sous espace vectoriel de E engendré par la boule ouverte de centre 0 et
de rayon 1.



Exercice 3 (10 pts)

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. On dit qu’une partie A de E est symétrique si
Vz e A -z € A
I. Montrer que la boule unité ouverte B(0,1) de E est un ensemble convexe, ouvert, symétrique

et borné.

IL.

1. Soit A C E un ensemble convexe, ouvert, symétrique, borné et 0 € A. Pour tout z € E,
on considére le sous-ensemble I(z) de R* défini par

I(z) = {a €]0,+00[: Lz € A}
et on note sa borne inférieure

N(z) inf I(z)

inf {a € ]0, +oo-[ : tz € A}

I

a) Détreminer 1(0) et N(0).

b) Scit r > 0 tel que B(0,r) C A.

bl. Vérifier que pour tout z # 0, mm € A.
b2. En déduire que I(z) n’est pas vide °

2. Soit M > 0 tel que pour tout z € A, [lz|| < M.
a) Montrer que pour z # 0, N (z) > JJA_ZL[ et en déduire que
Nz)=0<=z=0.

b) Montrer que N(—z) = N(z).
c) Montrer que

N(fz) = BN (z)
pour tout 8 > 0 et tout = € E.
3. On suppose que I(z) =|N(z), +oo].
a) En déduire que
Wi)-,_—em €EAet my € A,

pour tout z,y € E — {0} et tout € > 0.
Niz)+

b) Oﬂ pose 8 = mﬁ%@-ﬁg

Montrer que

VaraEn (@ +Y) € A
¢) Montrer que N(z +y) < N(z) + N(y).
4. Que peut-on déduire de N(.)?
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Examen 1 : Topologie (Durée : 2h)

Exercice 1 (5 pts)

Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé (E, ||.[}).
1. Montrer que F' ( la fermeture de F) est un sous-espace vectoriel de E.
2. Montrer que si F est distinct de E (F # E), alors F' est d’intérieur vide.

3. Déterminer le sous espace vectoriel de F engendré par la boule ouverte de centre 0 et
de rayon 1.

Exercice 2 (5 pts)
Soit £ = C([0,1],R). On définit pour f € E

M) = folf@)ds,
N(f) = ([ alf(@)Pde)

1. Vérifier que'N; et N, définissent des normes sur E.

2. Montrer que pour tout f € E, Ni(f) < %Nz(f) (ie., que N domine Ny).

3. Montrer qu'en revanche N; ne domine pas N3, et donc que ces deux normes ne sont
pas équivalentes (considérer f, définie par fn(z) =n —n’z siz € [0,2], fa(z) = 0si
z € [3,1]).



Exercice 3 (5 pts)

Soit (E,d) un espace vectoriel muni d’une distance vérifiant
1. Pour tous z,y € E et A€ R, d()z, \y) = |N\d(z,y).
2. Pour tous z,y,2 € E, d(z+ 2,y + 2) =d(z,y).

Montrer que d provient d’une norme, i.e., qu’il existe une norme N sur F telle que pour tous
z,Y € 'E) d(xay) = N(.’L' - y)

Exercice 4 (5 pts)

Soient (E, d) un espace métrique et F' une partie non vide de E. Pour z € E, on pose
d(z, F) = zuelzfrd(m’z)
1. Montrer que
V:z:,y € Ea |d(:L', F) - d(y) F)I < d(a:,y).

2. En déduire que la fonction f(z) = d(z, F) est continue et que F' est fermé dans (E, d)
si, et seulement si, F = f~1({0}).

3. On suppose F' fermé dans (E, d) et zo ¢ F'. En utilisant f, construire deux ouverts U
et Vitelsquezge Uet FCVavee UNV =0
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Concour.s d’accés a la formation de troisigme cycle ’ Doctorat L e M\)j
Intitulé du doctorat : Mathématiques pures et applications '
Le 21/10/2017

Examen : Mathématiques générales. Coefficient 1 (13h :00 - 14h :30)

Exercice 1(6pts)

a) Soit [ un espace vectoriel sur un corps k et u ef v deux vecteurs
differents de Og

Démontrer u el v sont linéairement indépendants si et seulement ku N
ke = {Ob}

b) Déemontrer que le résultat ne s’étend pas & une famille de trois vecteurs ,
ou plus. !

Indication : Si (u,v) cst un couple de vecteurs libre, alors les couples |
(n, w) et (v, w) sont également libres et que kuNkv = kv Nkw = kwNku =
{0f} cependant la famille (1, v,w) est lieé.

¢) On suppose que (i, j, k) en est une base E. Démontrer qu ‘il en est de
méme de (i,1+ 7,1+ J + k).

Donner les formules de changement de coordonnées. i

Exercice 2(7pts) I.

Soit (X.d) un cspace métrique.

1. Montrer que toute boule ouverte est un ouvert.

2, Montrer que toute boule fermée est un ferme.

3. Soit & # y deux points distincts de X. Montrer q'll existe un voisinage
V, de x et un voisinage V5 de y tels que Vi A Vy = 0.

4. Soit (U,,), une suite d’éléments de X qui converge vers une limite a. :
Montrer que lensemble 4 = {U,,n > 0} U {a} est compact.



Exercice 3 :(7pts)

On considére I'EDP suivante -

02u(xt) . . u(xt 2 8%u(x,t)
58 T 2a-—_(-—)—cz~—*{—.—":o, 0<x<m,
at? at dx?

Avec u(0,t) = 0, u(m,t) =0 et u(x,0) = o (%), du;:.OJ =0

1) De quel type de cette €quation ?

2) On suppose que la solution du probléme peut s'écrire u(x, t) =
différenticlles ordinaires que satisfont f et g.
3) Déterminer f et g.

f(x)g(t). Trouver les équations

4) Sia=0,c=1lete(x)=sin5x + sin 10y » trouver la solution u(x, t).

Bonne chance



) Bl gl By 0 S 2y g
RépubiiqueAigérienneDémocratique et Populaire
h,,..l.dsd.;;._..n_”',J'm.n,»,..I...::.!li‘nj‘,

Ministére de I’EnseignementSupérieur et de la RechercheScientifique
f—bpall il g dans Aaly
Université Mohamed Boudiaf- M’sila
= — eIV el g Qg AL ¢
Tl it e s Faculté des Mathér'naflques et de PInformatique
Unirersilé Mohamed Boudiaf - Myily H‘*‘H‘)n pd
Département de Mathématiques

o, o
2 Magpgmat

Concour:s d’accés a la formation de troisiéme cycle “ Doctorat LMD
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Le 21/10/2017

Examen : Mathématiques générales. Coefficient 1 (13h :00 - 14h :30)

Exercice 1(7pts)

1. On considére l'espace vectoriel R et E,. E, les espaces vectoriels en-
gendrés respectivement par les systémes

Sy =1{(1,-1.2.-3).(1.1.2.0) .{3. ~1.6.—6)} :

Sy ={(0,-2.0,-3).(1.0.1,0)}
Trouver les dimensions de Ey. Ey. By + E5. By N E,.

2. Supposons que Fy et F5 soeint deux sous-espaces distincts de dimension
2 d’un espace I de diniension 3: montrer que leur intersection F; N F,
est de dimension 1.

3. Qu'est-ce que cela signifie géométriquement (pour F = R?)?
Exercice 2(6pts)
On considére I'application
d: NxN —=R.

i g | RETE . )__ OglJJ:U
(r.y)  —dley) = L& ety
1. Montrer que d est une distance sur N.

2. Décrire en fonction du rayon 7 la boule ouverte B(n,r).

3. Quelles sont ses suites de Cauchy ?. Est-il complet ?.



Exercice 3 :(7pts)
eme aux limites suivant :

{ w'(x) + clulx) = f(x), 0<x<1
w0y =u1)=0

On considére le probl

Les fonctions f et ¢ sont continues et données sur [0 ; 1). On éupp‘dse c(x) = 0,pour x € [0,1]

intervalle [0; 1] en N + 1 sous- -intervalles [x;;
I>approximation de la solution en X

bleme vérifie

Xi41) @VEC X{ = ihpouri = 0,...N +1
= xet f(x) = firclx) = ci:

On subdivise 1’1

ou h = ——etonnotera u;
N+ 1

Le schéma d’approximation du pro

Uy 2 Yim
Bt Sl N

h'ﬁ +Ciu['::fi,l':=1,..,

ug = 0, Un+1 = 0
d’un systéme linéaire Au=Db

1) Ecrirele probleme approché sous la forme
Ouu = (Uy, Uz, auy)t b= h*(f1 f2r - Sink

2) Montrer que

N-1
viAv = 1y +UN2+h 2cv +Z(vl+1—v) s Vv = (V1 V2 o

i=1

'UN) € ]RN

que le systeme linéaire admet une solution unique.

N, On pose
(Zu(x) — u(xi- 1)~ u(xl+1)) + c(x

3) Endéduire
4) Pour i = 1,2 ..
Ri =73

du(x) — fOx)

Ce qu'on appelle R;? MOI‘I[ICI que
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Exa_’men : Mathématiques générales. Coefficient 1 (13h :00 - 14h :30)

Exercice 1 (7pts)

Soit B = (e1,¢5,€3) la base canonique de R3, et soit f : R3— — R3
'application linéaire définie pour tout u = (z,y, 2) € R® par :

flu) = (62 —4dy — 4z, 5z — éy —dz,z—y)

1. Montrer qu'il existe un vectew a € R® non nul, tel que ker f = vect (a),
déterminer un vecteur qui convient

2 Soitb=e) +eget c=ry—e3
a. Calculer f(h) et f(c)

b. En déduire que {a.b} est une base de Im(f) (On admet que {b,c} est
génératrice de Im ( f)).

3. Déterminer une ou plusieurs équations caractérisant Im (f).
4. A-t-on ker f @ Im (f) = R®?
Exercice 2(7pts)

1. Soit E' = C([0.1], R) I'espace des fonctions réelles continues sur l'intervalle
[0,1). On munit des distances fondamentales

1
ol f.9) = sp (1) = gfo). dilf0) = [ 1) = g(w)]ds
0<a<] /
1.1. Prouver que (E, d.) est complet.
nr 0
1 L
1.2, Calculer di(f,. f.n). m > n et en déduire que (f,)n>o0 €st une suite d
Cauchy de (E.d,). Est- elle convergente dans (E,d;)?. Conclure ?.

Soit la suite des fonctions ( f,,),so définie par f,(x) =

—



2. On considére la fonction T déﬁnie sur le c.omplet (E, dw)pa.r

T: (Bdeo) — (B doo)
f —  T(f),

1

X - T(f)x) =2+ %/f(t) cos(xmt)dt.
0

2.1. Montrer que T est lipschitzienne.
2.2. On déduire qu'il existe un et un seul element f de E tel que T(f) = f.

Exercice 3 : (6pts)

On considére le probléme suivant :

azu i = { 0 1 @ 1
= < <y <
ax? dv“ ’ 25 Y
uley) = =y:, surx=0y=0y=1
du(l,y)
1  a =3—-¥, <y<l1
u(l,y) F y 0<y

On se donne une grille de points (x;,y;),00 x; = ih; y; = jk,i=01,...,netj=01,..,m
Avech——et k—4 nm>1.
- Ecrire le 3Ch€md aux dlfferences finies du probléme. en utilisant le schéma centré pour construire
du(1y)
dx

une solution approchée de probléme. Pour le terme utiliser un schéma décentre a gauche.

2- Ecrire le systéme sous forme matricielle pour m = n = 2. Calculer la solution.

Banne chance
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Examen : Analyse Fonctionnelle. Coefficient 3 (15h :00 - 17h :00)\,

Exercice 1 (10 points)

Soit (X, |[.l) un espace vectoriel normé et 7' : X — R une forme linéaire
non nulle. On veut montrer I’équivalence suivante.

T est continue <= ker T est fermé dans E.

Noyaude T'=kerT = {z € X : T(z) = 0} .
(1) Montrer que si T est continue. alors son noyau est fermé.
Supposons maintenaint que ker 7° est ferme.
(2) Montrer qu'il existe un élément = € X tel que T{z) = 1.
On se donne une suite (&,), qui tend vers 0
(3) Montrer que T'(z,) tend vers 0.
(4) En déduire que T est continue.
(5) Montrer que si T n’est pas continue, alors ker T est dense dans X.
Pour cela on doit
(a) Montrer que

dry € kerT etz g ker: T (z,) =1
(b) Verifier que X = ker T

Exercice 2 (10 points)

Notations: 9¢ f(£ 1) = ng ,/A’(g:) = ‘[éaze'ilsf(ar)dzn, LAR™) = {f:
1fllre = (fgo If(2)?d2)'? < oo} et S(R™) est I'ensemble des distributions
tempérées.  D(

D(R?) es1 Pensewnble des fouctions C> 4 support compact.

(1) (a) Dans R*, quel est le support de 6?855 7 0 est la distrubition
de Dirac en (0,0).



(b) Soient g,(z,y) = z™ et 92(z,y) = z™ e, avec m € N. Calculer

§1 (57 77)'
(2) Soit ¢ € D(R?). telle que (1,0) € suppf et (0,0) ¢ suppé.

E={/e SR tel que ||flr =6 Fll2 < oo},

(a) Est-ce que g, € £ 7 et 92 € E7 8i oui, calculer ||g, |, calculer
92115

(b) Démontrer que L*R*) CE.

(c) Démontrer que ||f|| = I/ + Pllz, ot P est un polynome quel- °
conque.

(d) Démontrer que l’opér'ateur de dérivation D : f — Oz0Bf est
linéaire et continue de F dans E.

(e) Soit f; € E une fonction donnée. Trouver f; telle que f, — f, = 0
dans E. Donner supp(f, — fa).

B2
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Option : Analyse Fonctionnelie.
Examen : Analyse Fonctionnelle. Coefficient 3 (15h :00 - 17h :00)

Exercice 1 (10 points)

Soit (X, ||.|{) un espace de Banach quelconque. . '
(1) Montrer qu’un sous espace E de X est complet si et seulment si E
est fermé.

(2) En déduire que tout sous-espace vectoriel de X de dimension finie est
fermé dans X.

(3) Montrer que tout sous-espace vectoriel strict E de X est d’intérieur
vide.

Exercice 2 (10 points)
Notations:  f(¢) = [z €77 f(z)dz. S'(R?) est 'ensemble des distri-

butions tempeérées. D(R?) est I'ensemble des fonctions C™ & support com-
pact. '

(1) (a) Soit P(z,y) = z°y? tel que (z,y) € R? et (e, B) € N2. Démontrer
que P € S'(R?).

(b) Calculer P(¢, 7).
(2) Soit f(z,y) = (z* + y?)*? tel que (z,y) € R? et s € R.

(a) Pour quelles valeurs de s, la fonction f est localement intégrable.



(b) Si s € 2N, calculer f({,n).
(c) Si s ¢ 2N, calculer f(f,r/).

(d) Soient ¢ € D(R?) et ¢ € D(R?), telle que (0,0) ¢ suppyp et (0,0) €
suppy. Soit s = -2, i.e., f(z; y) = ——— 5 Etudier la convergence de

T o (3, y) e |y (2,9)
// :c?+9dd // z2+2ddy
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Option : Analyse Fonctionnelle
Examen : Analyse Fonctionnelle. Coefficient 3 (15h :00 - 17h :00)

Exercice 1 (10 points)

I. Soit B = C([0,1],R). Soit I'application T' : £ — E définie par
T (f(z) = 2*f(z).

(a). Montrer que T est linéaire et bornée.
(

b). Sil: E — E dénote 'application identité (i. e., I(f) = f), montrer
que || + T = 1+ T
II. On définit pour f € E

N = g alf(@)lde.
Na(7) = (Jy wld (@) Pda)

1. Vérifier que \| et Ny définissent des normes sur E.

2. Montrer que pour tout f € E. N (f) < ﬁ_‘\/’g(f) (i. e., que Ny domine
Ny).

3. Montrer qu'en revanche N, ne domine pas Nj, et donc que ces deux
normes ne sont pas équivalentes (considérer f,, définie par f,(z) =n — nz

si z € [0, ;11—], folz)=0siz € [%, 1]).

1/2

Exercice 2 (10 points)

Notations:  f(€) = fye " f(&)de, Flliow = U F(@)Pda)"2, 1]

supess|f(z)], S'(R) est 'ensemble des distributions tempérées.
z€R

Lo =

Soient a < 3 et g : R — R dans L*(R). On pose

w(e) = / oD g)dy,  zeR



(1) Trouver f une fonction positive et intégrable telle que
“+oo

Y(z) = f(z—y)g(y) dy.

(2) Calculer J72 f(z) dz. Démontrer que || fllz= <

-

(3) Démontrer que lell2 < cllg]|2, ]

a constante ¢ > () ne dépend pas de 9
et g.

(4) Soit 2 R - R, telle que g(z) = (-} p(er).
(2) Démontrer que

+oo 3] 2 ook o
/ ple (l h(t]df) dv < c/ (t*h(t))? dt.
0 B Jo

(b) On pose ¢(v) = h(v) — 1 [V h(t) dt. Démontrer que

o

“Foo . 5 +o0  ptoo , dw
/0 (v (v)) dec/O /0 (At +w) = h(t))® ———dt

wl=20"7"





