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Concours.d'accès à.la formation de troisième cycle Doctorat LMD, le22170/2015

Intitulé du Doctorat : Mathématiques pures et applications Option : Analyse fonctionnelle

Examen: Calcul fonctionnel et théorie de la sommabilité (Durée: 2h)

Exercice 1 (10pts)

1. Rappeler le théorème de Calderdn-Zygmund
2. Dérnontrer que I'on définit une distribution ? e 2'(R) en posant

lt\
Yp e 2(R) ( pf jz,ç )\ lzl' /

et de plus que

ç (n)

lnl'

Vrp e D(R)

2.1. Construire unefonctiong € 2(R) telle que suppg c ]0,3[,0 < 9 S 1et
g : I sur [1,2]. Justifier Ia réponse. Indication. Utiliser le fait qu'il ociste

nne fo:nction croi.bsante 0 e C- (R) telle que

p(") = { â

I '' \l
(pTj:t,,p)l</(llell""+ ll.pttrll-+ lle(')11.") , A> 0.

\ l"l' ll

/ \l
(oi #, n,)la $, Ro* tout 0 < e < 1, avec g": e(;)

si r)L
si r(0.

2.2. Prouver que

etC>'0.
2.3. [)éduire d'ordre de cette distribution'
3. Soient / et g d,eux fonctions de .Lt(R"). Prouver que supp( f * g) c
supp(/) * supp(e).
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Concours.d'accès à la formation de troisième cycle Doctorat LMD, le22ll0l}0ls
lntitulé du Doctorat : Mathématiques pures et applications Option ; Analyse fonctionnelle

Examen: Calculfonctionnel et théorie cle la sommabitité (Durée: 2h)

Exercice 2.

Soient L 1 p,e,r l oo et I < I + 1. Soient X, y deux espaces de Banach et
T e L(x;Y). on aitu q,-,âf *t iorr"^"nt (p,q,r)-sommant, s,il existe *ne
constante positive C telle que pour tous 11, ..., tn € X, et tous glf , ..., Uî € y*,
ona

É Kr @n),ai)lo)* sc(Dllrnllo)à,:*o ri-t<,t,,uilni. (1)i:1 i:t n!eBy*, ;=t

On. note Do,o,,(X,Y) : {T : X ----+ Y linéaires fortement (p, q, r)-sornmants}
et

dr,o, (T) : inf {C vérifiant (1)} .

Montrer que:
1. si 7 € Po't(X,Y), alors T est continu et llfll < do,oo(T),
2. si lr à + *, on a Do,n,,(X,Y) : {0},
3. Do,o,,(X,Y) est un sous-espace vectoriel de L(X,Y) et que dp,q," (.) ot
une norme sur cet espace,
4. tout opérateur de rang fini est fortement (p, q, r)-sornrnant,
5. dp,s,ù(idn6 : K + K : id,s(r) : r) : 1,

6. s'il existe une probabilité p sur By.. et une
que pour tout z € X et A* e Y* 

|:]

lQ@),v.)l < cllrll( | l(€,s.)l
BY".

alors ? e D!,q,q.(X,Y).
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Concours.d'accès à la formation de troisième cycle Doctoraf LMD, leZ2ll0/201s
Intitulé du loctorat : Mathérnatiques pufes et applications Option : Analyse fonctionnelle

Exa.]men : Calcul fonctionnel et théorie cle la sommabilité (Durée: 2h)

llxercice I (10pts).
soie]nt 1 < q 1 p < oo et X,Y deux espaces de Banach. on dira que
T e L(x;Y) est (p, q)-sommant, s'il existe une constante positive c tele
que pour tous 11, ...,rn € X on a

(I ilr (uc)ll,) à < c 
9,1p 

(t l(rn,p)lo)ï (1)
i:t geBx* 

-'-1
On lrote fro,n(X,Y) : {T : X --. Y linéaires (p, q)-sommants} et

noto (T): in-f {C vérifiant (1)} .

\flontrer que:
1. si 7 € flp,q(X, Y), alors ? est continu et ll"ll 3 no,o(T) ,

,o(X,Y): {o},
sous-espace vectoriel de L(X,Y) et qve,rpiq (?) est une

C€t

de rang fini est (p, q)-sommant,
6. nb,o(idnç : K --+ K : ids(r) : n) : L,

7. s'il existe une probabilité p sur By.. sf, une constante positive C, telle
que lrour tout u € X,

llr (")ll < (2)

a]tors ? € fIp,(X,Y).

"( I @, ç) o ap @))i
Bx.
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Concours id'accès à la formation de troisième cycle Doctorat LMD, le22ll0l20t5

Intitulé du Doctorat : Mathématiques pures et applications Option : Analyse fonctionnelle

Exal z Catcut fonctionnel et théorie de la somntabilité @urée: 2h)

Efrercice 2. I0 points

(
O]r pose A: t/:JR -+ C, 3c > 0, telle que

lTQ" - a) -2f @) + f @)1 3 "l* - sl, V(r,a) € R2])'

SQit rp € 2(R) une fonction telle que supp,pç[-l,l], 0 < V@) ( 1si's € [-;,;],
p(r) :1 si z €l - 1,1[. On pose ,h@) : v@) - p(3r).

Sdient les fonctions

( -qogo,l)z si x + o ^/-\ ^L -.t^\ 
oo o-i

g(") :1;'\ si ,:J h@):,1'(")g(r) et u(r):t1çQin\.lu sI r:u fr J "

(1) Soit T e A. Que représente 
(,,s)s€18,,+v 

l, - al-'lf Q" - a) - zf (") + l(a)l ? Justifier.

(2) Est-ce que 9 € A? Justifier. Montrer que h e ,4,.

(3)r Est-ce qu'il existe une constante C > 0 telle que Vz €]0, i] on a lu(r)l < Cr?

Inflication : On pourra calculer' u(z-N) pour .Iy' € N*.

6
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Concours.d'accès à.la formation de troisième cycle Doctorat LMD, le Z2ll0i20l5
Intitulé du Doctorat : Mathématiqr_res pufes er applications Option : Analyse fonctionnelle

Exa;men: Calcul fonctionnel et théorie cle lu sommabilité (Durée: 2h)

IDxercice 1 (10pts)

soient x,Y detsx espaces de Banach et T e. L(x;y). on dira que ? est
Coh,zn ynucléa'ire, L I p < oo s'il existe une constante positive C telle que
poru tous rL,...,tn €. X, et tous Ui,...,gl e Y*, on a

t't fl

;Ë l(" (ro),yîll s c g'-p (f Kp,rn\r)à sun (É tt,.l, aî)lo')# (1i
i.:7 v€82ç* j geBy,, i=1

On rrote Nr(X,Y) : {T : X -----+ Y linéaires Cohen pnucléaires} et

no (T) - inf {C vérifiant (1)} .

I\{ontrer que:

1. gi 
" 

€ No(X, Y) , alors 7 est continu et ll"ll S "o 
(T),

2. h'o(X,Y) est un sous-espace vectoriel de L(X,Y) et que rùe(?) est rure
norllre sur cet espace)
3. tout opérateur de rang fini est Cohen pnucléaire,
4. N'.(X,Y) est un idéal linéaire,
5. nr, (idnç : K -+ K : i,d6(r): r) : 1,

6. s'il existe des probabilites p, ) sur By. et By.. r€spectivement et une
const;a,nte positive C, telle que pour tout z € X et A* €Y*,

l(? (") , s.)l l@t,A.)lo- d^ (lùF

alors T e Np(X,Y).

.t(l (p,r)odt,(p))t( IBx* By,.
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Concours d'accès à la formation de troisième cycle Doctorat LMD, le 22ll0lZ0ls
Intitulé du Doctorat : MathématiqLres pures et applications Option ; Analyse fonctionnelle

Exa:rnen: Calcut fonctionnel et théorie de la sommabitité (Durée: 2h)

Exercice 2. (10pts)

1. .Rappeler le théorème de Caldefin-Zygrnund.

2. Construire une fonction cu e D(R) telle que suppûr : [-1,1] et u ) 0 sur

[-1,1] et I u(n)dr: r.

3. On pose 1.(r) : Ïpstr(T)*,, eR, 0 ( e < f,.

3.1. Prouver que suppx" C {x €lR.: lrl < 1+e} et X"@): 1 pour tout
,e{AeR:lgl <1-e}.
3.2. Déduire que llx,ll, S z'to(L+e)r/e, (ll.ll" Iu noûne de l'espace de

Letresgue //(R), 7 < p < oo).

3.3. On suppose que lhl S r. Prouver que A11.(z) : 0 pour tout o €
{g e R: lyl < L-2e}U{a eR'lg'l > 1+2e}. Avec Ltnx,(r):X,(t+h)-
x,@).

3.4. On suppose que â < lhl S â. Prouver que Alx.(r) :0 pour tout
r e {ae R : lsl < 1 - zltl)u{s e R' lsl > 1 +2lhl}.
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Concours d'accès à la formation de troisième cycle Doctorat I-MD,le27ll0l2015

Intitulé du Doctorat: MathérnatiqLres pLrres et applications Option ; EDPs er Optirrisatiorr/Arralyse fbnctionnelle

Exameni Introduction à I'unalysefonctionnelle (Durée: 2h)

Exerrcice 01. (5 pts)
0 +1t'flioitE:(C ([-1,+t] ;R) ,li ll-),pour f e E, onpose eU): lf (t)dt- lf (t)dt.

lr{
l) lVlontrer oue (, est rrne forme linéaire et continue sur.E..L I !tLvLtuL

1Z) Déterminer llpll'
Exerrcice 02. (6 pts)

Iioit l/ : C'([0, 1] ,lR) I'espace des fonctioris contintments dérivabies de [0, 1] dans IR. On
défi:rit I'application :

u..HxH_R,(,f,9)_
1

r
uff g) : I lf (t) s(t) + T'(t)g'(ùld,t

J
0

uit scalaire sur l/.
par :

I n, si r€
:1 s 3 r .

| àri-ç. sr r€

a)
h)

I\/[nnfror î\rê 1t ocf rrn rrrrrÀlYr\JlrutEt q(rç É çùu urr lJtvu

On définit une suite (/,.),,

f"(r) [0,#]
| 1 rl
L;A' 'J

i) Montrer que Â e. H,V n > 0.

ii) lvlontrer que (/,,)" est de Cauchy,

iii) l/ est-il de Hilbert?
.Exercice 03. (9 pts)
lioit 0 un ouvert de IR', n € N.
L) Rappeler les espaces de Sobolev Hr(A) et Hd (A)
lZ) Montrer que toute fonction de C1([-4,+ci]) est dans l/t(l - a,+a[)
4) Soit u une fonction continue sr.u [-a, -l-ct] sat,isfaisaut u e C1 ([-n, 0]) et u € Ct

.Vlontrer que u € Ht (]- a, +o[)
l3) Fixons f e L' (0) et u e Hl(Q). Ivlontrer qu'il y a équivalence entre les deux

tions suivantes :

ii) pAz + (1 + k2) u :0 dans 2' (A).
Tl ^n' ^tt âtt f

:ii) t - p | ??ar+ (1 + k2) | uudr: 0,Vu € Hô (0)
.l or, oT.t Ji:tnA

l[u, cr],/.

^Æ..-^alu lrro-
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concours. d'accès à la formation de troisième cycle Doctorat LMD, le 2211012015

Intitulé du Doctorat: Mathématiques pures et applications Option : EDPs et Optirnisation/Arralyse fonctionnelle

Elxamen i Introcluction à I'analyse fonctionnelle (Durée: 2h)

Exer,:ice 01. (5pts)
Soit fl ltn esnâ.ce vectoriel suLr IR de djmensiorr finic zl!\ uu uralrLrrJrutl tIllf ç , t,

1=TL

Donc por-rr tout z € E. on ê.crit. r - \-
= -Dl UII eerl[ Z : LI.;€x, à,YQC I; e

i=1

on corstdère une base (e1)r.,.,, de -E

IR., On munit E par l'application) pour

A l'ensemble des fonct.ions / <le

uniforme, ll/ll_ : 
"?TlI,l/(r)l

toute; €E: ll"ll.":pca:1 lrdl

a) Montrer que ll.ll." est une norme sur E.
b) Pour f' e E' (l'enselnble des formes linéâires continues sur E), on pose fn : f (e,,).

Déternriner explicitement (en fonction de /,) la norme dual ll/ll' d'un élément de f < 8,.
Exercice 02, (6pts)
Soit Él l'ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans IR et
E tell:s que /(0) : 0 et

1

[ ^, \ '| .f (r)dr > L On mtrntt E de Ia lrorme de la ,-nnvcrÉrencê

0

1. Viontrer que les appiications .f 
- 

/(0) et f 
-

sont des formes linéaires

continues sur E.
2. En déduire que -4 est un fermé de E.
3, Montrer que ll/ll_ ) I pour tout / € A.

Exercice 03. (9 pts). Soit O un ouvert de IR", n € N.
1) Rappeler les espaces de Sobolev H^ (A) , (- > 0) et Hd (A)
2) Posors 0 :] - a, al (avec a un réel positif) est un ouvert de R..

a) Soit u défrme sur o par r(r) : { ? "t.' l 9' . Montrer que u (| 1 siz <0.\-
l/'(l - o,o[).

rr1 /1 ' ,t/1' (J - 4, a[J, ma$

l

I l(-\,1 -I l r*1**
0

b) par u(t) : t+ 
appartient à

qu'elle
a\

lVIc a.flÊrmations suivantes :

i) ,

ii) udr :0, Vu € ffd (A)
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Concours.d'accès à la formation de troisième cycle Doctorat LMD, le22ll0l20l5
Intitulé du Doctorat: Mathénratiqrres pLu'es et applicatiorr.s Option : EDPs et Optimisatiorr/Analyse fonctionnelle

Examen z Introduction à l'analysefonctionnelle (Durée: 2h)

Exe,rcice 01. (10 pts). Soit 0 un ouvert de IR', TL € N.
1)Rappeler les espaces de Sobotev f/1 (f)) et f/o1 (CI).

!l) Posons f):] - 1,3[ est un ouvert de ]R.

a) soirudéfrn-iesuroparu(r) :{l :i ; i3
llontrerqueu#H'0-1,3[). + r+r

b) Vérifier que la fonction u défrnie par u (t) : "+ appartient à Ht (] - 1,3[), rnais

qu'elle n'appartient pas à H2 (] - 1,3[)
3;) Fixons T e L'(fl) et u e J/t (0) .

Montrer l'équivalence entre les deux affirrnations suivantes
i) p,Lu +^f : 

^O 

d1^ D' (A).

ii) i [ - ,y?0, * fXr)u (r) d"r:o,vu € ï/01 (cl) .

*", I -or;ôx; 
lr\*/-\*'/

Ilxercice 02 (10 pfs). Soient (I/, (.; )) r" espace de Hilbert sur IR , et

l'(R) : {t : (€,,),,>r tq, Ë l€,1' < *"" } l'espace de Hilbert sru R muni par te pro<tuit
l. '=t )

scalzûre 
' too

\/(: ({,),)1,t: (r*)n>, e 12 : (€,t) : f €,t,.
ru: I

'f ii:T,' !,i,ly:'eËï ï'(ï :i:':iffil que si rn - r et un + u arors

o Déduire que un -------+ r implique que llr,ll - ll"ll
2) Soit (u.)n>t est une base orthonormée dans 11, 

+oo

i) Montrer que pour toute suite ({,),,>r €12,la série l€,u^ converge dand //.
n=7

i:L) Soit l'application :

's: I: s (r) : 
u(|(r,u;)^

- IVlontrer que ^9 est linéaire borné.
- Montrer que S est bijectif.
- Montrer que Vz, A € H : (S (r) ,5 (A)) p : @;A),
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Examen 2 : Mesure et intégraflon (Durée : 2h)

Exercice 1 (7pts). ,

soit x nn ensemble. on appelle a-filtre sur x toute collection r # a
de parties de X vérifiant les conditions:

clA(.f,
c2)VA e f,VB e F : Aq B =+ B e F.
c3)Y(A*)^cF:frroneF.

Pour tout a-filtre f sur X on pose

BF:{BCX:Be F ouB" e F}.
1) Soit F'un o-fiItre sur X,

1-a) Montrer gue Bç est une tribu sur X.
,L-b) On définit l'application /.rf,.sru Br pat

p"@):{! si BeF
r_Jp\_,t 

L0 si B4F.
lMontrer eue pr est une mesure.

:l) Soit 6 une tribu sur X et soit p une mesure non nulle sur (X,6), à

'raleurs dans {0,1}. Montrer que .F : {A e B : p,(A): 1} est un o-fiItre
siur X.
:|) Soit X un ensemble non dénombrable, On considère

F : {A C X :4" dénombrable}.

lvlontrer que f est un a-filtre sur X. Trouver By et p,s.

Exercice 2 (8pts).

lioit (X, M, p) un espace mesuré.

1-) Montrer que si Ia fonction f , x --+ IR est intégrable, alors elle est
finie presque par tout.

2?) soit (/") une suite de fonctions réelles mesurables définies sur x telle
+oo

-/queL lV"ldp<*.
n:lJ



Montrer que

/etona

+op
SF"
Lrï. converge presque pax tout vers une fonction intégrable
n=[.

t (Ër) o, : I*tdr,:Ë1.,^or
Dans Ia suite $ est muni de sa tribu borélienne B(lR) et de la mesure de
Lebesgue.

) soit / : IR -r+ IR.. une fonction mesurable positive telle que la fonction
+oo

,-\l{" * ru) est intégrable.
tt:L

que 
"f tr 0 presque par tout.

) Pour n € N* et s € lR, on pose /,(r) : Xni (r) r"-Ls-n,, où 1p. est
r, fonction indicatrice de I'ensemble Ri.

définit les fonctions l, ilr : IR 
-> 

IR par

f+oo +oo

JO rÈL

1*oo ,rs-1
) Montrer que /^ fua* = f(s)iû(s) pour tout s > 1.

JO
7*æ -e-L

b) En déduire q* /o fuar: *oo pour tout I €10,1].

Exercice 3 (5pts).

est muni de sa tribu borélienne B(R).
(X,M) un espace mesurable et / une fonction de X dans IR.

que la fonction / est mesurable si et seulement si

Vr€Q:{ueX:f(a)<r}eM.
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Examen 2 : Mesure et intégraflon (Durée : 2h)

Exericie 1 (7pts). I

Soit (X, M, p) un espace measuré et 0 ( p S æ.
L) Rappeler I'inégalité de Holder dans If (i, p), L <p ( oo.
,?) M"ll:l que llf + 01",r*,r1 s llTl|o(x,p) * llgll",6,rt, pour toute
,f ,g € U(X,p,) avec t Sp i 6o,
8) Soit 0 < p < oo et tl : X --+ [0, -[ une fonction mesurable.

Lo(x, t-r,w) : 
{, ' 

** rR : Ilf llr,6,r,-7: (l.lflr rdr) '

On pose

.*)

i|-a) Prouver que

ll|gll",6,r,.l l lf l*w,r,-TllTllrol*,r,.1, f e Le(X, H,w), g e Lq(X, p,w)

euvec | : i + *, o. p,Q,r I 6,
[t-b) Prouver que si f e U(X, p.w)nLo(X, pt.,w), alots f e L,(X, pr,w)
alrecplrlqet

ll T ll r, 6, *,-1 3 W llt", 
t r, r,-1 ll I llLi(*, u,.1,

oùr:i*#,0<d<1.
4,) On suppose que ,f : X --r]0, oo[ une fonction mesurable et / €
LT(X,p,,w). On suppose que p(E) < 1 avec E c X. prouver que
limo-o llf x"ll",6,r,) : o,

5) On suppose que 1 1 p < Ç ( *oo. prouver que Lr(X,pt) C
IP(X,Q+U(X,p1.
6) On suppose que p(X) :1. Soient 1,g: X -, [0,oo[ deux fonctioos
nresurables avec f g ) 1. Prouver que 1 3lf ltfx,,rl111ll",6,11.

Exercice 2 (7pts).
s,rit X nn ensemble. on appelle a-frrtre sur x toute collection F # a
d,: parties de X vérifiant les conditions:



cL)açF,
cz)VA e F,VB e F : A c B + B e f,
c3) V(,4',)* c f :f^e", r.

Pour tout o-filtre .F sur X on Pose

Bs:{BCX:BefouB"eF}.
1) Soit f un a-filtre sur X.

1-a) Montrer gue Bç est urre tribu sur X'
f-U) On définit I'application /rr sur Br pai

,n\ (t si Be.F
Fr\a):lO si BçF.

Montrer gûe Pr est une mesure..

2) soit 6 une tribu sur X et soit p une mesure non nulle sur (X,6), à

É"*. dans {0, 1}. Montrer que .F : {A e B : p'(A): 1} est un o-fi1tre

sur X.
3) Soit X un ensemble non dénombrable' On considère

F : {A C X :4" dénombrable} '

Montrer que f est un o-filtre sur X' Tbouver Bç et' p'7'

Exercice 3 (6Pts).

Soit E un ensemble mesurable de ]R,. Soit / : E + C rrne fonction telle
f^

que / l/(")ldr < *oo' On Pose
JE

g(t,n): *('t+ztl(r)l - r), vt > o,vr e E'

L) Calculer ft+O(t, ")'f
2) Calculer tin 

Jrs(t,æ)dt.
3) Pour a) 0, on Pose

s"(t,n) : *(P + ztf(r)l - a), vt > o,vn e E'

f dn:!"t I f@)dr=o'On suppose qu" J, J E
r

Monter que / go(t,t) dr > 0'
JE
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Exercice L (6pts). '

soit K > 0. soit ,f ,n" fonction mesurable sur IR à valeurs dans c, telle
oue

l@ + K) : /(r), Vz e IR, et u: 
lo* l/(r)ldz<*oo.

r.) Monrrer q,r" Ë : [" ff@x)ldz < *oo.
'-' 

'tb' Jo

2) Déduire -I* )tf"r.l.n++æ n
3) Application: On pose /(z) : (log lcosal)n.

Calculer,I1; 
I 
cos(nr) 11i",

Exercice 2 (7pts).

Soit (X, M, p) un espace measuré et 0 ( p < oo.
1) Rappeler I'inégalité de Hôlder dans I?(X, p),I <p ( oo.

2) Montrer que lll + gll",rx,rl s ll/l[,o6,t") t lloll",6,*1, pour toure
Ï,9 e U(X,p,) avec 1Sp S oo.
3) Soit 0 <p < ooet æ:X -- [0,-[ unefonctionmesurable. Onpose

( v h .?, / f . .^ \1/p lLo(X,F,w):\l,x --tR:llfll",w,r,_t= | | lflputdp,) .*),t \/x'" / )
3-a) Prouver que

llf olln"6,r,4 < llTIlz,6,u,qll9ll"n6,u,-1, f e Lp(x, F,,w), g e Lq(X, p,,w)

avec | :ï+ à,0. p,Q,r 1æ.
3-b) Prouver que si f < Lo(X, LL,w)nLr(X,lr,w), alorsr / e L, (X, p,,w)
avecp<rSqet ..:

ll 1 ll 

", 
6, u,-1 < W llt", <x, u,-1 ll I llï(*, u,-'1,

1



où*:ur*#,0<p<1,
a) On suppose q::_{ I x -J9,_Tt une fonction mesurable er / ELL(x,F,u). On suppose gue p@)'a l avec p c i. prouver quelimo-o llrxnil*6,u1 l- o. 'l r\-/

il(f,îiïiîî,îï 7<p (q< +oo. prouver queL,(x,p) c
6) on suppose que p.(x) = 1. soient f,g, x -, [0,oo[ deux fonctionsmesurables avec f g ) 1. prouver qu. i.illf ll"rr*,,^,llrli;,r,.

Exercice B (Zpts).

soit x un ensemble. on appelle o-firtre sur x toute collec tion F # ade parties de X vérifiant les.o"aiiio*,
clA(F,
c2) VA e f,VB € F : Aq fi _1 B e F.
û) vQa)" C f :f,+, r.

Pour tout a-û"ltre .F sur X on pose

87: {B c X : B e F ou g" e F}.
1) Soit F un o-frltre sur X,

1-:) Y"*rer que Bs est une tribu sur X.1-b) On déûnit I'application p" ,u, frp*
si BeF
si B çF.

Montrer eue Fr est une mesure.

2) Soit 6 une tribu sur X et soit p une mesure non nulle sur (X,B), à

H"î: 
dans {0, 1} . Montre. qr" f +, . B , ,@l :î; un o_filtre

3) Soit X rur ensemble non dénombrable. On considère

F : {A C X :.r{" dénombrable},

Montrer que .F est un a-filtre sur X. Tlouver By et p,s,

,rfar: 
{â
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Examen 1 : Topologie (Durée : 2h)

Exercice 1 (7 pts)
Soient /,9 deux applications continues d'un espace topologique X dans un espace topologique
séparé Y.

1' I{ontrer oue l-a diagonal a : {(g, ù : a € y} est fermée dans l,espace toporogiqueproduit Y x Y,

2. lrlontrer que I'ensemble F : {n e x; r@) :9(r)} est fermê dans X,

3. a,- Montrer que le graphe G(/) de y' est fermé dans X x )2.

b- Donner un exemple montrant que la réciproque dans (a) n,est pas toujours waie
(consii.érer /: IR--. iRdéfinie par f (r):1si r*0,/(0):0).

Exerciice 2.(b pts)
Soit E : C([0, l] ;R) I'espace vectoriel des appiications continues de [0, 1] dans lR. pour tout
ïe E,onpose tt )

1
I'

r/(/) : ItVAydr et ll/ll* - sup l/(t)l,( te 1olr1

1. Nlontrer que l/ est une norme sur .8,

2, Pour tout n ) 1, on pose

t(+\_lt_nt si r€lo,*l ,,zr"r-\o si re lj,i] .

Calculer ll/li- "t lr(/). En déduire que les d.eux normes ne sont pas équivalentes.



3.(8 pts)

pour (r, g) e IR2

N(u,ù: max {lrl,l2n + gli .

que .l/ est une norme sur IR2. Décrire la boule ouverte de centre (0,0) et de

ontrer que.ô/ est équivalente à la norme ll.ll, (ll(",g)llr : l"l+lyl) et trouver des
strictement positives a et p telles que

'll.lh <N<pll'll,

I'intérieur et I'adhérence de,4.: {(2,g,) e lR, :l2r - gl < 1}.

'adhérence de .4 est-il compact ? Est-il connexe?
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Exerc:ice 1 (5 pts)

Soit E : C([0,1], C) muni de la norme

ll/ll : 1] 17çn11ac,

Pour / € .8, on pose

T(il: Ii r@)"0,,*,d,,

1. Nlontrer que ? est une forme linéaire continue.

2, Calculer la norme de ? (considérer_ fi définie par f*(r) - gn(r)e-i,,,6n(r): ô si
z e [0, t - *], 9,(r):0 si r € [1 - *, r]).

Exercice 2 (5 pts)

Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel normé (.E, Il,ll).

1, IV[ontrer que.F (-la fermeture de F) est un sous-espace vectoriel de E.

2. M.ontrer que si F est distinct de E (F + E), alors F est d'intérieur vide.

3. Déterminer Ie sous espace vectoriel de E engendré par Ia boule ouverte de centre 0 et
de ravon 1.



I.
et

II.

a)r
b)s
b1.
b2.

2,

3 (10 pts)

' ll'll) 
un espace vectoriel normé. On dit qu'une pa^rtie A de E est symétrique si

VneA,-n€A.
que la boule unité ouverte B(0, 1) de.E est un ensemble convexe, ouvert, symétrique

t A c E'n ensemble convexe, ouvert, symétrique, borné et 0 € .4. pour tout c € .8,
considère le sous-ensemble /(u) de IR+ défini pa^r

I(æ) : {a e 10, *oo[ : lr e A]
sa borne inférieure

N(") :

iner /(0) et Ir(0).
r ) 0 tel que B(0, r) c A.

inf /(r)
inf{a€10,+oo[ : teA]

pourtout æ*0,ffi"e1.
que /(c) n,est pas vide

it M > 0 tel que pour tout n €. A,ll*ll < M.

que pour r l\,lf(r) > S "t 
en déduire que

N(r) :0 r:0.
que /V(-c) : ry(r).
que

N(\x): pN(æ)

p>0 ettout reE.
suppose que /(r) :]ru(r), +oo[.

a) En que

b)
c)

pour

3.

ffi" € Aet ffia e.1,,

æ,UQE-{0}ettoute)0,

r6rfuE@+s) e A.

que lù(o + s) < lr(r) + N(s),

peut-on déduire de ..nf (,)?
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Exercice 1 (5 pts)

Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel normé (.E, ll'll)'

1, Montrer que F ( la fermeture de F) est un sous-espace vectoriel de E.

2. Montrer que si F est distinct de.E (F + E), alors F est d'intérieur vide.

3. Driterminer le sous espace vectoriel de .E engendré par la boule ouverte de centre 0 et

de rayon 1,

Exercir:e 2 (5 pts)

Soit E== C([0,1],R). On définit pour ./ e E

r/'(/) [] rlf (r)ld,r,
/ ^t ^ \r/zr/r(/) == \Ji nlÏ(ùl'ar1

1. VSrifier que'lû et l/2 définissent des normes sur ,8,

2. Montrer que pour tout / € E, lfl(/) < hwrO (i.e., que l/z domine Àâ).

3. M,ontrer qu'en revanche .n[ ne domine pæ À/2, et donc que ces deux normes ne sont

pas équivàlentes (considérer /, définie par f,(n):n-n2n si r e [0, *), T"@):0 si

r € [*,1]).



3 (5 pts)

, d) un espaÆe vectoriel muni d'une distance vêrifiant

tous r, A € E et ) € IR., d,(),r,\g):l\ld(x,g).

tous z, y, z Ç E, d(x + z,U * z) : d(r,y).

que d provient d'une norme, i.e., qu'il existe une norme .lù sur .E telle que pour tous
ûrU Q , d(r,ù : N(r - g).

a (5 pts)

Soit (

1.

2.

Soient E, d) un espace métrique et F une partie non vide de E.

d'(r,F): inf d(n,z),

que

Væ,y e E, lil(r,F) - d(a,r')l < d(r,g),

déduire que la fonction f @) : d,(x, F) est continue et que -F est fermé dars (E,d)
et seulement si, f.: /-t({0i).
suppose tr' fermé dans (8, d,) et æs ( F, En utilisant /, construire derx ouverts LI

7 tels eue us e U et F cV avec U lV :4.

Pour r € E, on pose
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Examen : Mathématiques générales. Coefficient 1 (1gh l00 - 14h

Exercice 1(6pls)

ar) Soit ,E urr

difiér'ent,s de 0p
Dêrnont,r'er u

lku: {Osi
b) Démontrer

ou plus.

Indication : Si (u, tr) est un couple de vecteurs

(rr,, ur) et (u.u) sont également libres et que ktr,[lû<u:

espirce vect,oriel sur un corps k el tr e1, u deux vecteuts

ei, u sont, linéailement iridépendants si et seulenenl kz O

qr-re le résuitat ne s'étencl pas à une famille de trois uu"t"r..,

{06} cependant la famille (tL.u,ut) est lieé.

c) On suppose que (i, j,k) en est une base E' Démontrer qu'il en est de

rrrènre de (r,z + J, L +J + À')

Donuer les forntules de changement de coordonnêes'

Iibre, alors les couples

[<r.,fl lk'u.r : kzr O [<z :

un volsrnage

une limite a.

Exercice 2(7pt,s)

Soit (-X. cl) r-rn cspacc ntôtriqucr'

l, \'lorrlt'el qtte toule lloltle ottver[e esl lln ollverl'

2, \,'lortt,r'er cllle toule l.lclule fert'lt(-le e"st tllr [el'nré

3, Soit r I A clcux poin[s dislincts de '{' \zlontrer q'i} exisle

!'l tle rl et, r:n voisitrage V2 de g lels que yr âVr: lX'

4. Soit (ti,,),, ttue suile d'êléments de X qui converg€) vors

Mor-rlr-er que I'eusetuble A: {U,,,n > 0} U {a} est compa;ct'



Exercice 3 :(7

0n considère I'

Avec

r)
2)

))
4)

On su

differen

)

DP suivante :

pe de cette équation ?

0, u(n, t) = 0 et u(x,O) = ç(x), : 0
u(0, t) =

De quel

Détermi

Si a=0

: que la solution du problème peut s,écrire u(x, t)
les ordinaires que satisfont f et g.
r f et g.

c = 'J_ et g(x) = sin 5x * sin 10.r , trouver la solutio nu(x,t).

- f (x)g(t). Trouver Ies équations

lJonno chan&
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Examen : Mathématiques générares. coefficient 1 (13h :00 - 14h :30)

Exercice 1(7pts)

1. orr corrsidèr'e 1'c-spa.cc'ecroricl Fi'1 et E1 .82 les espaces vectoriels en-
ger-rdr'(:s r eslt cc t ivenl ell pat I es,qvst ènes

S',r: {(1,-1 2.-3) .(i r.2.0).(3._1.6._6)i;

^9, 
: { (0, -2,0, -3) . (1.0. 1 0)}

Trouver les dimensions de Et.Ez.Ey + E2. Etn 82.

2. Supposons clue 4 et, F: soeinL deux sous-espaces distincts de climension
2 d'u' espace F de cliurension 3: ûro.t'e' que reur intersection n a F2
est de dimension 1.

3. Qu'est-ce clue cela signrfie géoLnétriquenrent (pour F : IR3)?

Exercice 2(6'pt,s)

On considère I'apltlication

d,: Nxl\l -R-
(,, .y) ---' ,l(.r:. y) : Iosi,

I l-sr r
1.

2.

3.

:u
1,,TY

Montrer que cl esl, une distance sur N.
Déclire en fonction du i'ayon r la boule ouvelte B(n.r).
Qr-reiles sont ses suites de Caucl-rr, ? Esr-il cornplet ?.



Exercice 3 :(7Pts)

On considère le

Les fonctions f et

On subdivise l'i

oùh = ;l.,on
Le schéma d'

t) Ecrire le

Oùu=(

2) Montret

))
4)

En

Pour

ème aux linrites suivant :

(-u" (x) + c(x)u(x) = f(x)' 0 < x 1 1

I u(o) : u(1)'= o

sont cotrtinues et données sur [0 ; Ll' On suppose c(x) > }'pour x E

alle[0;llerrN*]-sous-intervalles[x1;ri+rlà\?CXi=hpouri
)tera ui l'approximation de la solution en I = xi et f (x) f i ' c(xi)

[0,11

= 0, ...., N +1

ximation du Problème vérifre

que le système linéaire admet une solution unique'

Ce qu'o appelle Ri ? Montrer qLre

Av = vrz *vr,tz * h'f c.viz *!,',., -vt)'ivv = (1)1'"t)z'"''u") € IR'N

;-1 l=l

!,2 ... ...N , n pose
''' ""';," '$"[^rxi) 

_ u(xi_r) - u(xi*r)) + c(x1)u(x) - f (x)

tRil s 5;;51"'-'l

blème approché sous Ia fbrnle d'un systèmé linéaire Au = b

,.u2, ..., r/,v)t '. b - h2 (fr, fr' "'"f'u)t
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Exainen : Mathématiques générales, coefficient 1 (13h :00 - 14h :30)

Exercice 7 (7pts)

Soil B : (er,ez,ez) la base cauonique de IR3, et soit I , IR3- --- lR3
I'application Iinéaile cléfinie porir tout u: (:t,y, z) € IR3 par :

,l @): (Gl - 4t1 - 42.5r _ 3y _ 4z,r _ y)

I Nlo^t'er qu'il exis[e u1r'ectelrf n € LR3'on.ul, teJ que ker/ : uect(a),
dételminel urr vecleur clui convier-rt

2 Soit b : et*e2 et . : (2- e,3

a. Calculer' ./ (ô) et I (r,)

b. En déduire que {a. ù} esr r.ure base cle Inr (.1') (o" ad'ret que {ô,c} est
génératrice de hn ( /)).

3. Dêterminer urre ou plusier.rls équations caractérisant I- (/)

4. -A-t-on ker / G lrn (/) : R3?

Exercice 2(7pts)

1' Soit E : C([0.1] , R) I'espace cles fonctions réelles continues sur I'intervalle
[0, 1]. On nurrit cles clista,ui.es fonclanrentales

d'*(J . !t) : sLrp i/ (rr) - 9(,r;)l
0(r'( l

1.1. Prour,'(-)r que (E, d *) esr, cornplcrf,.

Soit la suite cles fbrLc[ions (.1,,),,r0 défir-rie par /,,(r) : i î't , i: : i
1.2. Calculer d1(J',, ..1,,,). nt ) n et eri cléduire que (,f),),>o ert .i* suite cle

Cauchy de (E.d1) Est- elle convergente dans (8,d1)?. Conclure ?.

I
t'

r\(J s): I J0)-s(r) d,r
J
0



Exercice 3 : (6p

On considère le

Onsed

Avec h

2-

l- Ecrire le

une sol

Ecrire le

' "- : ....
On considère la fbnction ? dêfinie sur.le complet (E' d-) pa'r

ru)

T .. (8, d-)
.f

io. 1l - IR

.ri .- T(l')(:t)

-r (E, d-)
T(T),

. t ...
= 2 t + | f (t)cos(:rrt)dt.

0

2.1. Montrer que T est lipschitzieune'

2,2. On décluire qu'il existe ttn et uu seul élénrent f de E tel que TU) : f '

)

roblème suivant :

une grille de points (xi,y), où xi : ih; fj - jk, i = 0,t,....,netj = 0,I,...,m

et k= ,n,m)L.
aux différences finies du problème. en utilisant le schéma centré pour constnrire

on approchée de problème. Pour le terme utiliser un schéma décentre à gauche.

vstème sous forme matricielle Dour m = n = 2. Calculer la solution.

ISonnc,chm&
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Option : Analyse Fonctionnelle
Examen : Anaryse Fonctionneile. coefficient 3 (15h :00 - 17h :oo

Exercice 1 (10 points)

soit (x, ll.ll) u" espace vectoriel no'lé er,T : x -- R une forme linéaire
non nulle, On veut montrer l'équivalence survante.

? est continue ++ ker T est fermé dans E.

Noyaude?:kerZ: {re X:T(r) -0}.
(1) Mont,rer que sr 7 esi continue. zrlors son noyau est felmé.

,Supposons n'ràintelraur que ker ?- est feutré.
(2) Nlont,r'er qr.r'iL o-xisfe r,rn êléurt'rri.r: e X rel que I(.r.) :1.

'Cn se donne une sui ltr (.f ,.),, qr-Li rerrcl r.er.s 0

(3) Montrel que T(r,) tend vers 0.

( ) En déduire que ? est continue.
/<\ I\r^-r-^- ^"^ ci 7 n)ecf nns nnntinlle a.lors kerT pst denSe danS X.\U/ lYfUllUM qtlË or I rr eou pæ uwrrL-..*

.Pour cela on doit
(a) Montrer que

3r1 € l<er? et r'1 f ker:7(2,) :1
f à) Vérifipl atrc \ : k'er T.

Exercice 2 (10 points)

Not,ations: Aï t(\ ,t) = ?/ tLçl : [,,€-'"€.f(t:)d.:c. ,'(R') : {,f ,

lfllr.r: (./o, l/(,.)12rltltiz < ocI et 5'(iR") esi I'ensenrble cles distributions
i,enrpér'ées. D(R') t.r:r I'cnseurble rles fttrrc[ions C* à support compact,

(t) (u) Dans IR2. qLLel esr, le sr-rpporr de ôr*ôf,5 ? à est Ia distrubition
,le Dirac en (0,0).



(b) Soient qt(z,,y): t* et, gz(r,y1 : t^ê",,avec rn € N.î,G,ù,

(2) Soir É e D(R2;. relle qr-re (1,0) e srrppÉ er (0,0) f suppd.

.t : { / e s'(R2) teL q,ue ll/llr : ll0 î11,,, < oo}.
(a) Est-ce Que.9r € E'l et,9z e E ? si oui. calculer ll.qrllE,, calculer

llg,ll,.

(b) Démonrrer-que 1,2(R2) c E.

(c) Démontrer que li/llu: llT +pllu, où p est un polynôme quel_lonque.

(d) Démontrer que I'opérareur de dérivation D : T * 0i0f| estinéaire et continue de .B dans .8.

(e) Soit h Ç E une fbnction donnée. Trouver ./2 r.elle que Â _ fz: 0lans.E. Donner supp(.Â - lrl

Calculer
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Option : Analyse Fonctionnelle
Examen : Anaryse Fonctionneile. coefficient 3 (1sh :00 - 1zh :00)

Exercice 1 (10 points)

Soit (X, ll ll) "" espace de Bariach quelconque.
(1) Montrer qu'un sous espace E de X est complet si et seuiment si .E

est fermé.
(2) En déduire que tout sous-espace vectoriel de x de dimension frnie est

fermé dans X.
(3) Montrer que tou[ sous-espace vectoriel strict .O de X est d'intérieur

vide.

Exercice 2 (10 points)

Notations: .i(e) : .l',rre-i'''t .f (r)d.t. S'(Rr) est I'ensemble des distri-
bubions tempérées. D(R') est I'enseurble des fonc[ions Cn à support com-
pact.

(r) (u) Soit P(r,'!t): r"yÈ tel que (r,A) e IR2 et (cr,B) € N'. Démontrer
que P € .9'(lR2).

(b) Calculer f Q,r).

(2) Soit T@,y) : (r2 + A2)"/2 ftlque (z,g) € R' et s e lR.

(a) Pour quelles valeurs de s, la fonction / est localement intégrable.



(b) Si s € 2N, calculer ,TG,rù.

(c) Si s É 2N, catcuter |G,rù

(d) Soient p e D(R2) et r! e A(Rr)iteile que (0,0) É suppp et (0,0)
supp/. Soit s - -2 , i.e., "f (r;y): ATæ Etudier Ia convergence de

f* f* E$4o,ar, [** f* Ft'(',ù1,
J -* J -* r'2 t a2 J-* J-* ,ffdraY'
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Option : Analyse Fonctionnelle

Examen : Analyse Fonctionnelle. coefficient 3 (15h :00 - 17h :00)

Exercice 1 (10 points)

I. Soit E : C(i0,1],R). Soit I'application T : E ------+ E définie par
r (f @)) : 12 .f (r).

(n.\ Montrer atte T est linéait'e et bornée.
(ô). Si I'. E 

- 
E dénotel'applicationidentité (i. e., /(/) : /), montrer

quelll+?ll :1+ll"ll.
//. On définit pouL / e E

rl
.\', ( /) = lo :r:l [ ( t)'ar .

n-/.\ /,r xI/2
,\z(f ) : lli ,tT@l'a') '

1. Vériflelque.\'r et ,\! définissent cles normes sur E.
2 Monr.rpr(-ilrp r)()Lu lollr / € E .\r(./) < 

--L 
\i(/) (i. e., que l/z domineril\J / 

- v"2- 
z\J / \' -'!

Nr)
3. Montrer qu'en revanche ,Ày'q ne domine pas r\r2, et donc que ces deux

normes ne sont pas équivalentes (considérer fi définie par f^(r) : n - n2r
11

si r € [0, :1, .f,(r) :0 si r € [:, 1l)'n--n

Exercice 2 (lO points)

Notations: Â{) : J* r-'" c f (r)ctr, ll./llr,rnt : (.Â l/(r)l'd"7'/', ll/llr.-
supessl/(r)1, S'(lR) est I'ensemble des distributions tempérées.
1Ê tK

Soient a < | et g :R -- IR dans r'(R). On pose

rir(r') :
"(a-l)('-.u) 

g(ùdy. ,, € R.



(1) Tlouver / une fonction positive et intégrable

.,1,@) : l** ,r, - y)s(a) da.
.J *@

(2) Calculer /Ï f @)d,r. Démonrrer que ll llr_
(3) Démonrr-er que llv,ll, < cllgllz,la consranre c >

9.

( ) Soit h:lR -, IR, [el]e que g(a) - "k,+1.)t: 
h(",,).

(a) Démontrer que

telle que

<J-

0 ne dépend pas de ,r/

(b) on pose e(z) : h(u) i lJ h(t)dt. Démonrrer que

f o'** 
{u-r{u))2 d.u , 

" /'o** ,f o** tn| + w) _ h(t)), ffit,




