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Département de Mathématiques 12 Septembre 201
Faculté des sciences Durée 3h
Université de Batna

Controle final Méthodes variationnelles pour les EDP

Exercicel
Soit € un ouvert borné Lipshitzien de RV et f; € L2(Q) et gz € H1(0Q), A € R*. Soit le
probleme
~divAVu, + Auy = fa  dans D'(Q)
Gu gy dans H™2 (3Q) .

aV,;

Les dérivée considérées sont au sens des distributions, 4 € M(a, §,Q), et By~ AVuy.n,

2
i 6”
avec n le vecteur normal & 9 dirigé vers I'extérieur de Q
Soit le probléme variationnel suivant

Trouver uy € H'(Q) tel que b

= R ; l
aui,v) = | favds+ (), o0 b Vv e H'(Q)

avec
a(w,v) = I AVw. Vvdx + l_[ wvdx
Q Q
(4points)1/ Montrer que le probléme variationnel (5) admet une solution unique. Montrer
que cette solution vérifie

luall iy < Crlfall 2y + C2liga "‘H‘%(aﬂ(/ ‘ ’

ou C, et C; sont des constantes indépendantes de A.
(3pts)2/ Montrer que si u; est solution de (&) alors elle est solution de (a).
(4pts)3/ Montrer que si

fa = f dans L2(Q2) et
gr —~ g. dans H'%(BQ), quand A - 0
alors la suite (x#3) posséde une sous suite encore notée (u) telle que
u, = udans H'(Q) quand A - 0.

avec u solution du probléme

— . |
jﬂAw. Vvds = | PG WY e HI(Q).

Est ce que cette solution est unique? justifier votre réponse.

Exercice 2 (4points)
Soit
e My

, un(x,y) = €~ et Q= (la,b))’, 0<a<b.
(1pt)1/ Montrer que

u, - 0 dans L*(Q2).
(1pt)2/ Montrer que (Vu, ), est bornée dans (LZ(Q))Z-
(1p)3/ En déduire qu’il existe une sous suite (4, ) CONVErg
HY(Q). t
(1p)4/ Déduire que toute la suite (u,) converge faiblement vers 0 dans H'(Q).

ente faiblement vers 0 dans

)

Scanned by CamScanhér




Exercice 3. 3points)

Soit Q ;= {(x,y) e R, JJ:‘E—U-/Z < 1}

o
i
4 Montrer que P'application u(x,y) = (——‘— = est dans (/(Q))*
E = W=\ e
: (Indication: passer aux coordonnées polaires dans les intégrales).
. ; ;
" Exercice 4(3points)
‘ Soit Q un ouvert borné de R”. o ' [
» etp e [l,+of. soit F e CH(R)est & dérivé -
‘ L o Lo pe| [ C'(R) est a dérivée bornée dans R,
|7 IFCOI < cifx] + 2, avece) et ¢a dex constantes positives,
é (2p)2/ En déduire I"implicaton suivante
E | - ue We Q)= Flu) € W'»(Q).
| £ fcalion : Admettre que sous les conditions de Iexercice (F(u))' = F'(u) u' au sens des
distributions, '
g
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Département de Mathématiques 15 Mai 2012

Faculté des sciences

Université de Batna

Série d’Exercices n°2 Méthodes variationnelles pour les EDP

Exercice 11

Tout au long de cet exercice O désigne un ouvert de RV,

1/Soit xo € R", on définit I’application 6,,(¢) = p(xo) Vo € D(R"
une distribution.

2/ Soit f € L},.(0). Soit T(p) = j Of(pdx, Vo € D(0), montrer que T, est une distribution.

3/ Montrer que si (T;) < D'(0) et T € D'(0),

). Montrer que Oy, €st

{T, » Tdans D'(0)} = {STT,: + gTY; dans D'(0), Vk € {T,M})}.

4/ Montrer que si a; - g dans O alors 84, = 64 dans D'(0).

Exercice 12,
i/Montrer que si u € L},.(O) tel que IO updx = 0 Vo € D(0) vérifiant Io @dx = 0, alors

u= cpp 0.
ii/ Montrer que si O =]a, b[, etsiu € L},.(a,b) est tel que Ib up'dx = 0 Vo € D(a,b) alors
u est une constante pp dans Ja, b[.

Exercice 13
Les applications suivantes sont-elle des distributions ? \

al T(p) = |p(0)],
b T(p) = [ K°o@)dx, a > -1.

Exercice 14
On veut montrer que la distribution de Dirac n’est pas réguliére (ie: il n’existe pas

g € L, (R) tel que
[ godx = 9(0), V. D).

On considére la fonction

e I-m? x| < +
Pnlx) = <
0 sinon

‘ 1/ Montrer que ¢, € D(R)
| 2/ En déduire le resulat.

Exercice 15

Soit / un intervalle ouvert de R.

1/ Montrer que si la distribution u € D'(J) vérifit u' = O a]or’s uestconstante. ;

2/ Montrer que pour tout v € D'([), I’équation diffé.rentlelle U=y a'dmet une solution _?ir:/se
D'(I) unique 4 une constante additive prés (autrement dit: toute distribution admet une primitive,
et deux primitives d’une méme distribution différent d’une constante).

Exercice 16
Soit la fonction
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