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Chapitre 1 Happels d'algébre

Ce premier chapitre est un résumé de ce qu'il est indispensable de bien avoir compris et
retenu du cours d'algébre et d'algébre linéaire de premiére année. Mais attention, cela ne
signifie pas qu'il faut se contenter de ce qui est résumé dans ces quelques pages ! En par-
ticulier, il n'y a ici aucune démonstration, seulement des rappels et éventuellement quel-
ques exemples.

On ne parlera ici que de famille contenant un nombre fini de vecteurs. Les espaces vec-
toriels seront donc de dimension finie. La lettre K désigne B ou C indifféremment.

1. Applications injectives, surjectives,
bijectives

Soit E et F deux ensembles quelconques non vides, et fune application de E dans F.

1.1 Image directe d'une partie de E

Etant donnée une partic . de E, l'image directe de A par fest le sous-ensemble de F
formé des éléments fla) lorsque a déerit A :

AA) = {ye F:Jae 4, y=fla)}.

1.2 Image réciproque par f d’'une partie de F

Soit B une partie de #. On appelle image réciproque de B par f; et on note f~1(B),
'ensemble des éléments x € E dont I'image par fest dans B :

fUB)Y = {xe E:flx)e B}.

On fera attention & la notation f~1(B) qui préte i confusion avec l'idée que fpourrait étre
bijective, Il n'en est rien |
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1.3 Injection de E dans F

On dit que fest injective de £ dans F lorsque deux éléments distincts de I'ensemble £
ont toujours deux images distinctes dans F':

(Vxl, x2 € E) (xl E X2 =$f(xl) #ﬂxz)).
Par contraposée, cela équivaut a dire que I'égalité f{x,) = flx,) implique x; = x,.

Cela signifie aussi que pour tout y € F, I'équation y= f{x) a au maximum une solution
xe E.

1.4 Surjection de E sur F

On dit que fest surjective de E sur F lorsque tout élément de 'ensemble d'arrivée F est
I'image d'au moins un élément de I'ensemble de départ E :

(Vye F)(3xe E) (y=flx)

Cela signifie que pour tout y € F, I'équation y = f{x) admet toujours au moins une solu-
tion x€ E.

1.5 Bijection de E sur F

On dit que fest bijective lorsque tout élément de F est image d'un ct d'un seul élément
de E.

Cela équivaut donc a dire que fest 2 la fois injective et surjective.
L'application qui a chaque y € F associe I'unique élément x € E tel que f{x) =y est une
bijection de F sur E. On I'appelle bijection réciproque de £, et on la note /1.

2. Espaces vectoriels sur K

2.1 Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels

On ne démontre que trés rarement qu'un ensemble E est un espace vectoriel en démon-
trant toutes les propriétés de la définition. On démontre toujours que £ est un sous-
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espace vectoriel d'un ensemble vectoriel connu. Pour cela, on démontre que E est stable
pour Paddition et pour la multiplication par un scalaire, 1.¢. :

® (Ve,ye E)(x+ye E)
s (Yxe E)(VAe K)(Axe E).

2.2 Combinaisons linéaires de vecteurs

Une combinaison linéaire des vecteurs &, #5, ..., 4, de E est un vecteur de la forme
Aquy + ﬁqu3'+ e lpup ol les A, ..., ﬂ? sont des 3cz£aires appartenant i K. Il s'agit évi-
demment d'un vecteur appartenant i l'espace vectoriel £,

2.3 Famille génératrice

Une famille {#;, #5, ..., P} de vecteurs de E est dite génératrice de E lorsque tout vec-
teur de £ est une combinaison linéaire des vecteurs wy, u, ..., g

@ Remargue En pratique, pour démontrer que {uy, 43, ..., HP} est une famille

génératrice de E, on se donne un vecteur quelconque x € £ et l'on montre quiil
existe des scalaires Ay, ..., A, tels que x = Ayuy + Ayug + - + Lou,,

Démontrer que la famille « = G), 7 = [_;): w = (;] est un

. . X . . A,
énérateur de B se fait en montrant que pour tout e B2, il existe trois réels a, &, ¢
E que p ¥

tels que (;] - a(;) + &[_;] + c[i] , ce qui est un systéme de deux équations a trois

INCONMNUES,

{x = a—4b+2¢
y= 2a+ 2h+5¢.

I est facile de voir que ce systéme admet des solutions a, &, ¢ quels que soient x et y.

Attention La scule chose importante est l'existence des scalaires 4y, ..., 4,
Ils peuvent étre uniques ou non, cela est un autre probléme.
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2.4 Sous-espace vectoriel engendré

par une famille de vecteurs

Soit une famille donnée {#;, 45, ..., .i"'} de vecteurs de E. L'ensemble de toutes les com-
binaisons linéaires de ces vecteurs est un sous-espace vectoriel de E. On l'appelle sous-
espace vectoriel engendré par les vecteurs {uy, 5, ..., HF}.

Exemple Dans R[.X], la famille de polynémes {3, X — 1, X2 — 4X + 9} engen-
dre le sous-espace vectoriel [{,[X] des polyndmes de degré inférieur

ou égal a 2.
Dire que {y, uy, ..., u,} est une famille génératrice de l'espace vectoriel £ signifie done
que le sous-espace vectoriel engendré par cette famille est égal i E tout entier.

2.5 Famille libre de vecteurs

On dit qu'une famille {#y, %5, ..., HF.I‘ de p vecteurs de E est libre lorsque :
|:.-FL]I|I'] + -1.2#2 o Pl APHF: 0) = {.(ll = ,3,2 == A_P: .

Cela signifie qu'aucun des vecteurs wy, uy, .. n'est une combinaison linéaire des

autres.

an H'P

St un vecteur x de E est une combinaison linéaire des vecteurs uy, wy, ..., y formant une
famille libre, alors I'écriture

X= :111.:1 + "12‘1"'!2 b i AP"P

est unique.

Quand une famille de vecteurs n'est pas libre, on dit qu'elle est liée. L'un au moins des
vecteurs est combinaison linéaire des autres.

2.6 Espace vectoriel de dimension finie sur K

On dit que £ est de dimension finie sur K quand il existe une famille {uq, #,, ..., HPI-
(avec un nombre fini de vecteurs) qui engendre E,

Tout vecteur de £ est donc une combinaison linéaire des vecteurs uy, uy, ..., lhgye
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3. Bases d'un espace vectoriel
de dimension finie

3.1 Base de E

On appelle base d'un espace vectoriel E toute famille {e, e,, ..., ¢} qui est i la fois libre
et génératrice de 'espace vectoriel E.

Tout vecteur x de £ s'écrit donc de fagon unique sous la forme :
x = .'-'.‘-'14.‘-’1 + J.'EEE 2 s o ‘T::En
ol les xy, x4, ..., x, sont des scalaires appelés composantes (ou coordonnées) de x sur la

base.

Exemple L'espace " est souvent rapporté i sa base dite « canonique », formée
par les vecteurs

ey = (1,0,0,...,0,0), & =(0,1,0,...,0,0), ..., ¢, = (0,0,0,...,0,1).

3.2 Theoreme fondamental et définition

Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les bases ont le méme nombre » de
vecteurs. Cet entier » s'appelle la dimension de E sur K.

3.3 Caractérisation des bases

Une base est une famille libre et génératrice de I'espace vectoriel E. On doit donc @ priorf
vénfier ces deux conditions.

Mais on peut aussi montrer qu'un vecteur quelcongque de E s'écrit de fagon unique
comme combinaison linéaire des vecteurs donnés.

Trits souvent, on se trouve dans un espace vectoriel dont on connait @ prisri la dimension
n, et I'on veut montrer qu'une famille de vecteurs {uy, u,, ..., u,} avec le méme nombre
n de vecteurs que la dimension, est une base de £. Le travail est alors simplifié :

® {uy, by, ..., 4, } estune base si et seulement si c'est une famille libre dans £,

® {uy, uy, ..., 4, } est une base si et seulement si c'est une famille génératrice de E.
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On it mnsn qu unc Lase est une {amllle I Lre maxtma]e et une {mm"e g&nératnce
minimale : dés qu'on lui ajoute un vecteur, on n'obtient plus une famille libre. Dés qu'on
lui enléve un vecteur, on n'obtient plus une famille génératrice de 'espace.

Pour démontrer que la famille de polynémes {(X-1)(X-2),
X(X—1), X(X~-2)} est une base de I'espace vectoriel R,[X] des

polynomes de degré inférieur ou égal a 2, espace dont on sait par ailleurs qu'il est de
dimension 3, il suffit de montrer que c'est une famille libre, i.e. que I'égalité :

a(X-1)(X=-2)+sX(X-1)+cX(X-2) = 0 (le polynébme nul)
implique a=b=¢=0.

3.4 Théoréme de la base incompléte

Si I'on se donne une famille libre de p vecteurs {u;, uy, ..., u } d’un espace vectoriel de
dimension 7 > p, il existe des bases de £ dont les p prcmlcrs vcctcurs SONE iy, .oy Uy On
compléte cette famille libre en lui ajoutant » — p vecteurs w,, ,, ..., w,, de fagon quc le
systeme {uy, w, ..oy gy Wy g, o0y Wy} SON libre. Il sagit donc d'une base de E.

Une solution trés 51mplc, dans R”, consiste & prendre les vecteurs w; parmi les vecteurs
de la base canonique de R”.

4. Rang d’'une famille de vecteurs

4.1 Rang

On appelle rang d’une famille de vecteurs {vy, vy, ..., v ph d'un espace vectoriel E la
dimension r du sous-espace vectoriel Fde E engendré par ces vecteurs,

Le rang d'une famille de vecteurs est donc inférieur ou égal au nombre de vecteurs qu'il
compte. Il lui est égal (r= p) si et seulement si c'est une famille libre.

4.2 Calcul du rang

Le calcul n'est pas toujours évident. On utilisera aussi bien des petites considérations
comme celles qui suivent que des gros résultats sur les matrices.
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Dans un espace vectoriel de dimension n, le rang d'une famille de vecteurs est infé-
rieur ou égal 4 cette dimension ».

]

Une famille est de rang 1 si et seulement si tous les vecteurs sont proportionnels, ce
qui est facile & constater,

¢ Une famille est de rang supérieur ou égal 4 2 si et seulement s'il contient deux vecteurs
non proportionnels, Clest facile 4 voir.

e Le rang de la famille uy, u,, ..., ty est égal au rang de la famille
Uy iy F (gl ooy Uy Oty

quels que soient les scalaires L1 ST EP' On peut itérer ce pmr:édé-

Une famille de p vecteurs est de rang p si et seulement si cest une famille libre.

4.3 Représentation d'une famille de vecteurs
sur une base

Dans un espace vectoriel de dimension # muni d'une base B, on peut représenter une
famille {u,, ..., ﬂ‘p} de p vecteurs par la matrice 4 » lignes et p colonnes contenant dans
la premiére colonne les composantes du vecteur &y sur 3, en dewxiéme colonne les com-
posantes du vecteur &5 sur 98 et ainsi de suite :

Ma M2t Hp
W31 ¥33 v N,
Bpi My ' Uy P

en notant u;; la r-iéme composante du vecteur #;. On met traditionnellement les vec-
teurs en colonnes.

4.4 Calcul du rang par échelonnement

La méthode de Gauss, décnite plus bas, et qui permet d'échelonner une matrice, nous
donne le rang d'une famille de vecteurs. Quand on a représenté la famille de vecteurs par
sa matrice ci-dessus sur une base quelconque, on échelonne la matrice. Le rang de la
famille de vecteurs, qui est aussi (par définition) celui de la matrice, est égal au nombre
de lignes non nulles qui restent dans cette matrice échelonnée.



Matrices

Cé réileat st facile A retenir, 1] sora revu d'une facon plus compléte dans ce cours ; Ie
rang d'une matrice, i.e. le nombre maximum de colonnes formant une famille libre est
aussi égal au nombre maximum de lignes formant une famille libre.

5. Matrices

5.1 Matrice a n lignes et p colonnes

Il s'agit d'un tableau de # % p scalaires noté sous la forme ;

o B - S T
e i e ﬂz
s 21,1 :{.1 , ."p
Ayl dy2 7 Apy

et l'on note a; ; I'élément situé i l'intersection de la -iéme ligne et de la /~1éme colenne.

On dit qu'une matrice est nulle lorsque tous ses coefficients sont nuls. Quand elle admet
autant de lignes que de colonnes (n = p), on parle de matrice carrée.

5.2 Matrices particuliéres

o Lamatrice identité d'ordre n est la matrice carrée dont tous les éléments sont nuls sauf
ceux situés sur la diagonale principale — & savoir les a; ; — qui sont égaux 4 un.

. Um: matrice est dite diagonale lorsque tous les éléments hors-diagonale, les a, j avec
i # 7, sont nuls,

e Une matrice est triangulaire supérieure lorsque tous les éléments en dessous de la dia-
gn;}alle. i.e. les a; ;avec i > sont nuls. On a une définition analogue pour triangulaire
INIErieure.

e Une matrice est symétrique lorsque a,  j = d; ; pour tous iet].
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5.3 Addition et produit par un scalaire

» Lasomme §=.4+ B de deux matrices A4 et B ayant le méme nombre n de lignes et le
méme nombre p de colonnes est la matrice de mémes dimensions # et p dont I'élément

situé sur la ligne 7 et la colonne j est la somme 5; ;= a, -+ 4, .

» Le produit d'une matrice A par un scalaire A est la matrice de mémes dimensions
obtenue en multipliant chaque coefficient par ce scalaire.

L'ensemble M, (K) des matrices & n lignes et p colonnes et & coefficients dans K, muni
de ces deux opérations, est un espace vectoriel de dimension » X p sur K.

5.4 Produit de deux matrices

Artention, on ne peut faire le produit ' = A % B de deux matrices que lorsque le nombre
p de colonnes de la matrice A est égal au nombre de lignes de la matrice B. On fait donc
le produit d'une matrice » X p par une matrice p X g pour obtenir une matrice n X g dont

I'élément générique ¢; j st donné par la formule :

P
GiT X il

a=1

s [e pn::duit de matrices n'est pas commutatf. En g&néra] AB = BA.

¢ Le produit de deux matrices non nulles peut étre la matrice nulle.

5.5 Transposée d'une matrice

La transposée de la matrice 4 =a; ;4 n lignes et p colonnes est la matrice notée 24 ayant

p lignes et n colonnes, et dont le terme situé sur la ligne 7 et la colonne j est a; i

On part de A et on remplace les colonnes par les lignes.

La transposée du produit A48 est le produit B4, Une matrice symétrique est une matrice
¢égale i sa transposée.

10
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5.6 Rang d'une matrice

Le rang d'une matrice est égal au nombre maximum de colonnes formant un systéme

libre.

Un théoréme trés important affirme que le rang d’une matrice est égal au rang de sa
transposée.,

Le rang d'une matrice est donc aussi égal au nombre maximum de lignes formant un sys-
téme libre. I1 est inférieur ou égal au nombre de lignes et au nombre de colonnes de la
matrice,

5.7 Inverse d'une matrice carrée

Une matrice carrée est inversible quand il existe une matrice, notée 471, telle que
A 1 =414= I,
Une matrice est inversible si et seulement si [voir ci-dessous] 'application linéaire dont

.elle est la matrice sur une base quelconque est bijective (son noyau est réduit 4 zéro).
L'inverse du produit AB de deux matrices inversible est le produit B-14~1,

5.8 Calcul du rang par la méthode de Gauss

On ne change pas le rang d'une matrice en remplagant chaque ligne L; & partir de la
deuxiéme par une combinaison linéaire £, — ”.é,]"""l.ll'l! ce qui met des zéros dans la
premiére colonne en dessous de la premiére ligne. On peut recommencer, en faisant
apparaitre des zéros dans la deuxiéme colonne en dessous de la dewaéme ligne et ainsi
de suite.

Les coefficients (comme @, ; au départ) par lesquels on divise doivent étre non nuls : on

les appelle pivots.

On finit par obtenir une matrice échelonnée : le nombre de zéros en téte (i gauche) de
chaque ligne est strictement croissant.

Le rang de la matrice initiale est égal au nombre de lignes non idcnﬁqucm:nt nulles dans
la matrice échelonnée finale.

11
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6. Systémes linéaires

Un systéme linéaire de » équatinns ap inconnues est donné sous la forme :
dy Xy dy gxg o+ ay oy = |‘51

o 1 Xy F iy 4 X+ F ey X, = P
| R 2,p%p = 2

I

b

ap 1% tay, gxp+ o ta, xg ;

En notant 4 la matrice # % p des coefficients du systéme et B le vecteur second membre,
on cherche un vecteur X & [R# solution de I'équation AX = B.

6.1 Echelonnement du systéme

Le systéme de n équations E,, E,, ..., E_ est équivalent au systéme :
El' EE e ﬂlll.'rﬂl_lEl. oo E.IT e ﬂ-ﬂ,lfﬂl,'lEl
ol les nouvelles équations, i partir de la deuxiéme, ne contiennent plus l'inconnue x;.

On peut recommencer, de fagon que les équations 4 partir de la troisiéme ne contiennent
plus 'inconnue x4 et ainsi de suite.

En pratique, on échelonne la matrice augmentée du systéme, matrice & n lignes et p+ 1
colonnes :

My g v @, b
a3y A3 v Ay, B

R T b

obtenue en ajoutant la colonne second membre 4 la matrice 4 des coefficients du

systéme.

® 5i cette matrice échelonnée comporte une ou plusieurs lignes avec p zéros suivis d'un
dernier élément non nul, le systéme est impossible.

* Simnon, le rang r du systéme est égal au nombre de lignes non identiquement nulles,
1., au nombre d'équations linéairement indépendantes du systéme mitial, Ce rang est
aussi le rang de la matrice A,

® 5ir<a, cela veur dire qu'il y avait des équarions « en trop » dans le systéme.

12
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* 5i 7> p, ccla veut dirc que p = rinconnucs sont i prendre comme parameétres pour la

résolution du systéme.

¢ On commence la résolution par le bas, ¢t on remonte, en reportant dans chaque équa-
tion les valeurs trouvées précédemment.

¢ Un systéme linéaire admet soit zéro solution, soit une solution unique, soit une infi-
nité de solutions.

6.2 Interprétation en terme de matrice

Si I'on connait une solution X{, du systéme, les autres s'obtiennent en ajoutant & X;; un
vecteur qUClCOﬂqUC appartcnant au noyau de A.

Si A est injective (noyau réduit au vecteur nul), le systéme admet une solution unique Xj,.
Sinon, le nombre d'inconnues parameétres est égal a la dimension du noyau de 4.

(Voir paragraphe 7.3 pour les rappels sur le noyau.)

7. Applications linéaires

7.1 Définition

Une application d'un espace vectoriel £ dans un espace vectoriel Fest dite linéaire quand
elle vérifie :

Ax+y) = Ax)+Ay), AAx) = Ax)
pour tous vecteurs x et y de £ et tout scalaire A.

Si E = F, on dit que fest un endomorphisme de E. L'ensemble des endomorphismes de
E forme lui-méme un espace vectoriel.

Une application linéaire bijective de E sur /7 s'appelle un isomorphisme.

7.2 Comment définir une application linéaire

En dimension finie, une application linéaire de E dans F est parfaitement définie par la
donnée des images des vecteurs d'une base quelconque de E.

13
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De fagon précise, si l'on a une base e, ¢5, ..., £, de E et n vecteurs vy, Uy ...e U, de F il
existe une et une seule application linéaire de E dans Ftelle que :

fle)=vy, flo)=vy ... fle) =0,

Elle est défime sur un vecteur qurlcnnque de E par :

x = xqe .+ xaey++ax e € E— flx) = XUy X+t x, v € F |

7.3 Noyau d'une application linéaire

On appelle noyau d'une application linéaire fde E dans Fl'ensemble /~1(0) des vecteurs
de E qui s'envoient par fsur le vecteur nul de F. C'est un sous-espace vectoriel de E, et
on le note Ker £

* Ker fn'est jamais vide, car il contient toujours le vecteur nul.

® Deux vecteurs x et y de E vérifient f{x) = fly) si et seulement si le vecteur x = y appar-
tient a Ker £

e Lapplication linéaire fest injective si et seulement si son noyau est réduit au vecteur
nul.

7.4 Image de E par une application linéaire

L'image de E par fest le sous-espace vectoriel de F composé des vecteurs f{x) lorsque x
décrit £, On le note Im £

On appelle rang de fla dimension de Im £
* Im fest non vide, car elle contient au moins le vecteur nul.
¢ fest surjective de £ sur F si et seulement si Im /= F.

* Sion appelle {ey. e, ..., e, } une base quelconque de 'espace de départ E, les vecteurs

fe) fleg)s oo fle, ) forment une famille génératrice de 'image Im /.

7.5 Application linéaire et famille libre
ou famille génératrice

® 5iuy, #y, ..., 4, estune famille génératrice de E, alors les images flug), flus), ..., flu,,)
sont une famille génératrice de Im f.

14
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o Siles images fle,), fley), ..., fle,) forment une famille libre dans F, alors les vecteurs
de dépatt o, o,, ..., o fotiment une famille libre dane E.

* Si fest injective, alors I'image d'une famille libre est une famille libre.

7.6 Théoréeme de la dimension

Pour toute application linéaire fde £ dans Fona:

dim Ker f+ dim Im f = dim E

On fera bien attention que c'est la dimension de I'espace de départ qui intervient.

Quand on connait la dimension du noyau, on connait donc immédiatement le rang de £

7.7 Caractérisation des isomorphismes

Supposons que I'on sache a priori que les espaces vectoriels E et F sont bien de méme
dimension.

Alors, pour montrer qu'une application linéaire fde E dans F est un isomorphisme, il
suffit de montrer que fest injective, i.e. que son noyau est réduit au vecteur nul.

Cela équivaut aussi 2 montrer que fest surjective, i.c. que Im f= F.

Ceci est en particulier vrai dans le cas des endomorphismes d'un espace vectoriel de
dimension finie (E = F).

8. Applications linéaires et matrices

8.1 Matrice d'une application linéaire

Soit B = {e, ¢5, ..., ¢, } une base de E et B’ une base de F. La matrice de 'application
linéaire f'sur ces deux bases s'obtient en mettant en premiére colonne le vecteur f{¢,) (i.e.
ses composantes sur la base B’ de ), en mettant en deuxiéme colonne le vecteur f{e,)
ct ainsi de suite.

Si E est de dimension » et F* de dimension p, la matrice A de fest donc une matrice a
p lignes et n colonnes. Attention 4 ne pas se tromper entre 7 et p.

15
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Les colonnes de 4 forment donc une famille génératrice de Im £

Pour obtenir une base de Im £, on extrait donc une famille libre maximale des colon-
nes de la matrice.

Pour trouver le noyau de .4, on résout le systéme A4X =0,

Quand on connait la dimension du noyau ainsi trouvé, on peut en déduire le rang par
le théoréme de la dimension.

8.2 Matrice d'une composée fo g

Si fet g sont deux endomorphismes de E de matrices 4 et B sur une certaine base de E,
alors la matrice de la composée f= g est le produit AB (dans le méme ordre) des matrices
Aet B,

8.3 Matrice de l"isomorphisme réciproque

5i fest un isomorphisme de E sur lui-méme de matrice .4 sur une certaine base 9B, alors
la matrice A est inversible. L'isomorphisme réciproque /1 a pour matrice sur cette
méme base B la matrice inverse 471,

9. Changement de bases

9.1 Matrice de passage

La matrice P de passage d'une base 3 = {¢, e,, ..., ¢, } (appelée « ancienne base ») i une
« nouvelle base » W' = {e;, zﬁ, s a;} est la matrice carrée inversible dont la premiére
colonne est formée des composantes du vecteur ] sur l'ancienne base, dont la dewaéme
colonne est formée des composantes du vecteur ¢5 sur I'ancienne base et ainsi de suite.

La matrice de passage de la nouvelle base i 'ancienne est évidemment P!,
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9.2 Relation entre les composantes d'un méme vecteur

Soit Fles composantes d'un certain vecteur sur l'ancienne base et 7 ses composantes sur

la nouvelle base. En appelant P la matrice de passage de I'ancienne base 4 la nouvelle, on
a la relation fondamentale :

V=PV

que I'on retient en se rappelant que quand on ne fait pas d’erreur, on n'a pas de « PV ».

9.3 Relation entre les matrices
d'un méme endomorphisme

Soit fun endomorphisme de E dont la matrice sur 'ancienne base est A et dont la
matrice sur la nouvelle base est 4”. En appelant toujours P la matrice de passage de
I'ancienne base a la nouvelle, on a la relation :

A" = Pl4P

9.4 Plusieurs changements de bases

Si P est la matrice de passage de la base 2B a la base %’ et si P’ est la matrice de passage
de la base 9B’ a la base ZB”, la matrice de passage de la base 2B a la base B est le produit
PP’ (attention a l'ordre !).

10. Compléments
sur les sous-espaces vectoriels

10.1 Intersection de deux S.E.V.

L'intersection F N G de deux sous-espaces vectoriels Fet G de E est le sous-espace vec-
toriel de £ formé des vecteurs appartenant a Feta G.
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Chapitre 1 Aappels d'algébre

10.2 Somme de deux S.E.V.

La somme F+ G de deux sous-espaces vectoriels Fet G de E est le sous-espace vectoriel
de E formé des vecteurs de £ qui peuvent s'écrire comme somme d'un vecteur de F et
d'un vecteur de G.

On a la relation :

| dim(Fr G) + dim(F+ G) = dim F+dim G

10.3 Somme directe de deux S.E.V.
Sous-espaces supplémentaires

On dit que les deux sous-espaces vectoriels F et G sont en somme directe lorsque tout
vecteur de £ s'écrit de fagon unique comme un vecteur de F et un vecteur de G. On dit
aussi que & et G sont supplémentaires dans F,

Onnote E=F& .
o Cela équivaut a dire que Fn G =(0) et dim E =dim F+ dim G.

» Cela équivaut 4 dire qu'en prenant une base de F et en lui adjoignant une base de G
on obtient une base de E.

Le théoréme de la base incompléte signifie que tout sous espace vectoriel de £ (distinct
de E) admet au moins un supplémentaire.

10.4 Somme directe de p S.E.V.

On dit que les sous-espaces vectoriels Fy, F,, ..., F':Iljr sont en somme directe dans E lors-
que tout vecteur x de E s'écrit de facon unique comme somme x =x; + x5 + = 4+ X, Ol
xy € Fy, x5 € F, et ainsi de suite.

Onnote E=F @ F,& & FP'

Cela équivaut & dire qu'en prenant la réunion d'une base de 7}, d'une base de F,... d'une
base de FP’ on obtient une base de E.
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11. Polynomes a une indéterminée
sur un corps K

11.1 Degré d'un polynome

Un polyndéme est une suite (g, @y, a3, ..., @, ...) d'éléments de K dont seulement un
nombre fini d'entre eux sont non nuls. 51 # est le plus grand entier tel que a,, # 0, on note
de fagon symbolique :

P = uu+a].¥+azfz+---+unﬁ’”

et cet entier n s appelle le degré du polynome P. 5i P est le polynome nul, i.e. que tous
ses coefficients sont nuls, on dit que son degré est égal 4 — ==, par commaodité,

¢ Un polyndme se note indifféremment P tout court ou ALX).

¢ Pour montrer quun polynéme est le polynéme nul, on doit montrer que chacun de
ses cocfhicients est nul. Ne pas confondre avec la résolution d'une équation p(x) =0
qui consiste i trouver les quelques valeurs de x € K annulant le polynime !

* Ledegré de la somme de deux polyndmes est inférieur ou égal au plus grand des deux
degrés,

11.2 L'espace vectoriel K[X]

L'ensemble K[.X] des polynémes sur K, muni de I'addition et de la multiplication par un
scalaire est un espace vectoriel de dimension infinie sur K,

Le sous-espace vectoriel K, [X] formé des polyndmes dont le degré est inférieur ou égal
a n est de dimension n + 1. Sa base « canonique » est la famille :

[1,x X2, ..., X"},

11.3 Produit de deux polynomes

La formule définissant le produit de polyndmes est :

[E “.f‘"f"] [ i f’ﬁ*] - ﬂim[i a'-ﬁp_‘.] Xr.

Ilf=u ,E:[:I Jp:l::l "=|::|
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Le degré du produit est égal i la somme des degrés.

L'ensemble K[.X] muni de l'addition et du produit est un anneau commuratif.,

On dit que le polynéme B divise le polyndme A quand il existe un polyndme C tel que
A=BC.

11.4 Division euclidienne de deux polyndomes

I1 s"agit d'un théoréme fondamental.

Etant donné deux polynomes A et B (avec B# 0), il existe un unique polynéme Q
(appelé quotient) et un unique polyndme R (appelé reste) tels que :

A=HB0+R et degré R<degré B

On dit que l'on a effectué la division euclidienne de A par B.

Interprétation. Soit B # 0 un polyndme fixé. Sil'on appelle Fle sous-espace vectoriel
de K[.X] formé des polyndmes divisibles par B et G le sous-espace vectoriel des polynd-
mes dont le degré est inférieur strictement au degré de B, le théoréme de la division

euclidienne signifie que K]X]=F & G.

11.5 Racines d'un polynome

On appelle racine du polynéme P=ay+ a) X+ 4+ &, X" tout scalaire x € K tel que

Hjx}=ﬂu+ﬂ1x+"'+ﬂﬂru=ﬂ.

# Un polynéme de degré » admet au maximum # racines dans K,

e Le scalaire 2 est racine de P si et seulement s1 P est divisible par X — a.

* On dit que a est une racine simple lorsque P est divisible par X' = 2 sans étre divisible
par (X - a)l.

+ Une racine a est dite double lorsque P est divisible par (X - a)* sans étre divisible par
(X = a)d.

o Elle est dite multiple d'ordre de multip]it‘ih’: m lorsque Pest divisible par (X = )™ sans
étre divisible par (X - ay™tl,
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11,6 PGCD de deux polynomes

Le PGCD de deux polynémes A et B est le polynéme de plus haut degré qui divise i la
fois A et B.

En pratique, il est défini & une constante multiplicative prés.

e Les polynomes divisant & la fois A et B sont donc ceux qui divisent leur PGCD.

¢ On dit que deux polyndomes sont premiers entre eux quand leur PGCD est égal a une
constante.

¢ Dire que le PGCD de A et B est de degré supérieur ou égal a 1 équivaut a dire qu'ils
ont une racine en commun dans les complexes (voir le théoréme de d’Alembert plus
loin).

¢ Dire que Padmet une racine multiple équivaut a dire que le PGCD de Pet de sa déri-
vée P’ est de degré supéricur ou égal a 1.

11.7 Théoreme de Bezout

Soit A et B deux polynémes et D leur PGCD. Alors il existe deux polynomes Uet Vtels

que :

D = AU+ BV |.

Deux polynémes sont donc premiers entre eux si et seulement s'il existe des polynomes

Uet Vtels que AU+ BV =1.

11.8 Formule de Taylor

Si P est de degré n, alors pour tout scalaire aon a :

P(X) = P(a) +’%‘ P'(a) +&;ﬂf P’(a) + - + Q%"-X' P")(a)

Il n'y a pas de reste de Lagrange comme pour une fonction quelconque, mais a condition
que 7 représente bien le degré de P(X).

Le scalaire a est donc racine multiple d’'ordre m de P lorsque :

P(a) = P'(a) = = = Pm-1)(a) = 0, P™(a)#0.
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11.9 Theoreme de d’Alembert

Tout palyndme de degré # 2 1 4 coefficients complexes admet exactement » racines dis-
tinctes ou non dans €,

Il peut done se factoriser de fagon unique sous la forme :
PX) = MX-a) " x(X-ay)"2xx(X-ay™

ol A est un complexe non nul, ol les aq, a5, ..., a; sont des complexes deux 4 deux dis-
tincts et ol les entiers my, my, ..., my vérifient my + my + -+ m=n.

Cas fondamental des polyndmes réels

Un polyndme a coefficient réel peut se considérer comme un élément de CLX] et le
théoréme de d’Alembert sapplique. Les racines complexes sont deux i deux conjuguées.
En regroupant les facteurs (X —a)™ et (X—a)™, on obtient :

(X=a)™ (X=a)" = (X2+pX+q)"

oi1 ce polyndme du second degré est sans racine réelle.
Le théoréme de d'Alembert s'énonce ainsi pour les polyndmes 4 coefficients réels :

Tout polynéme i coefficients réels s'écrit comme produit de polynémes du premier
degré et de polynomes du second degré a discriminant négarif.

Les seuls polyndmes réels irréductibles sur B sont donc ceux du premier degré et ceux
du second degré 4 discriminant négatif.
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Chapitre 2 Détarminants

1. Présentation du probléme

Dans tout ce chapitre, K désigne [ ou C et m un entier naturel supérieur ou égal i 1. Par
simplification, on notera souvent £ = X" On notera Cpyoon G, des vecteurs de E. Un
tel systéme de # vecteurs sera représenté par la matrice carrée d'ordre n de ses COmpo-
santes sur la base canonique : le premier vecteur Cy est mis en premiére colonne, et ainsi
de suite, Cette matrice est aussi celle, sur la base canonique, de 'endomorphisme de E
défini par fle)) =Gy, .., fAe,) = C,.

On se propose de définir une application 4 € M (K) — det(4) € K possédant les pro-

priétés suivantes :.

det(4) # 0 < la matrice A est inversible.
det{*4} =det{A).

det(A x B) = det(A) x det(B).

det(l ) =1.

Cette application, nppclcr: déterminant, nous donnera donc une condition nécessaire et
sutfisante assez pratique (i défaut d’étre réellement simple 4 calculer) pour regarder siun
systéme de # vecteurs de E est libre, ou si un endomorphisme est un automorphisme.

Nous allons procéder de la fagon suivante :

a) Donner la définition de l'application det par récurrence : comment définir le déter-
minant d'une matrice carrée de dimension » quand on sait le faire en dimension n— 1.

b) Enoncer et vérifier un certain nombre de propriétés trés importantes qui vont i la
fois ;

¢ Nous donner des régles pratiques de calcul des déterminants.

* Montrer que le déterminant est ce que l'on appelle une forme multilinéaire alternée

sur F.

¢) Nous montrerons, ce qui est assez pénible 4 défaut d'étre vraiment trés difficile, que
— i une constante multiplicative prés — il ¥ a une seule forme multilinéaire alternée sur
E, le déterminant.

d) Nous en déduirons alors les propriétés ;
det{’A)=det(4) et det(A x B)=det(A) x det( B).

Le point €) pourra étre admis sans état d’ime, méme si nous en donnons la démonstra-
tiomn.

24



Défimition des déterminants

Rappelons enfin que le rang d'unc matrice cst ég-.a.l au nombre maximum de celonnes ou

de lignes de la matrice formant une famille libre ; le rang de la transposée de A est donc
égale au rang de 4. Une démonstration est donnée en exercice, pour rafraichir la
mémoire !

2. Définition des déterminants

MNous allons maintenant donner la définition du déterminant d'une matrice carrée. Elle
se fant par récurrence sur la dimension.

Notations. Soit n =2 un entier et 4 € M (K) une matrice carrée de dimension n.
Pour tous 1 £7/= n et 1 <7< » nous noterons A -la matrice carrée de dimension # — 1

obtenue en supprimant dans A la ligne et la colonne ;.

Rappelons enfin qu'une matrice carrée de dimension 1 est simplement un scalaire.

Définition 1 : On définit par récurrence sur n une application
Ae M (K) > det(A) e K

de la facon suivante

o Pour n=1, det(a) = a.

*» Pourn>1:
det(A) = @y q det( Ay 1) —ay 5 det(A; 5) + (-1 i +1 ay g det(A; )
+ro4 (= 1) g, | det(d; ).
Le scalaire det{Ad) sappelle déterminant de la matrice A et se note
@y dy Ay,

Sy 243 (% T il

7 ) i

r-' - rl.

n.l |:'l.'.'

o

Exemple 1

&
i ‘ = g det{d) — & det(c) = ad - k.
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Chapitre 2 D&terminants

5 2 3

8 9 |=s|"" 7 |-2|? 7 |+3)? F
0 -3 1 -3 1 0

1 0 -3

=5x24-2x(-12-9)+3 x8=186.
Déterminant d'une matrice triangulaire. Soit .4 une matrice triangu-

laire inférieure avec les coefficients dy, dy, ..., d, sur la diagonale
principale. La matrice 4; ; est une matrice triangulaire de dimension » -1 ayant les
coefhcients 5, ..., d, sur la diagonale. Comme &, est le seul coefficient non nul de la
premiére ligne, on obtient simplement det(A4) = ) x du:t{..-fu}. En recommengant, on
voit facilement que det(d) = d % d; % -+ % d, est le produit des éléments diagonaux. Le
raisonnement est légérement différent pour une matrice triangulaire supérieure, mais
conduit au méme résultat. Ce résultat sera évident, dailleurs, quand on aura montré que

det("A) = det(A).

Exemple 4 Comme cas particulier de matrice triangulaire, nous avons la matrice
identité dont les éléments diagonaux valent 1. Son déterminant est

donc égal 4 1.

3. Propriétés fondamentales
des déeterminants

3.1 Proposition

Le déterminant dune matrice carrée de dimension # est une forme » linéaire alternée
sur K, ce qui signifie qu'il vérifie les trois propriétés ;

Proposition 1 :
(1) Pour tour A& Kettourindice 1 <5< nona

det(Cy, .., AC, ., €)= Adet(Cy, .., G, 1 C ).

i H
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Tar

(2} Pour tout 1 << n, si le vecteur C'J- est la somme C'I,-: l!:';-' + {.-J,-
teurs, alors ' i '

de deux vec-

det(Cp G RN G = det(Cisivrn O GOt C RS CRRN )

(3} 5i deux vecteurs C; et C; sont dgaux, alors det(Cy, ... €)= 0.

(4} 51 un vecteur est nul, alors le détermainant est nul,

par un scalaire. Dans la propriété (2}, il ¥ a un et un seul vecteur que l'on
décompose comme une somme de deux vecteurs, On peut résumer les deux
premiéres propriétés en disant que le déterminant est linéaire par rapport i cha-
que colonne.

@ Attention Dans la propriété (1), il y a un er un seul vecteur qui est multiplié

La propriété (4) découle de la premiére en faisant 4 =0,
Nous faisons la démonstration par récurrence, 4 partir de n = 2,

a) Montrons que c'est vral pour n = 2. Nous vérifions successivement les trois propriétés
d'une application bilinéaire alternée, en nous limitant i la premiére colonne,

La démonstration est identique sur la seconde colonne.

Aa & a b
- :.ﬂ,ﬂ'.ﬂl— .IH.-l'."=.IH. 5
i (Aa) a@ — M Ac) .
a+a & a & a b
= NV d - Vé=(ad - b d=5b)= ;
. e ﬂr‘ (a+a) (c+¢) (. )+ (a ol } . g g
a &
™ =gab—abh=1),
a »

b) Montrons que la propriété est héréditaire. Soit # = 3 donné. Supposons que I'appli-
cation déterminant soit multilinéaire alternée sur M__,(K) et montrons que c'est vrai
pour les matrices de dimension #. Comme précédemment, nous faisons les démonstra-
tions sur la premiére colonne, pour simplifier les notations. Elles sont identiques, avec
des notations un peu plus pénibles i gérer, pour les autres colonnes.

*1""1,1 dy g g fyy My v My
Aa a LI a a o dy

* Montrons que _2'] 2"2 . 1'” =1 1:‘] 2_‘2 . I'n .
":I""IJ':.'I L N Ap1 2 7 gy,
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Appelons B la premiére matrice et A4 la seconde. Nous avons, par définition :
det(B) = by det(By 1) = by, det(By 5) + (= 1)** 1 &y, der(B; )
+ok(=1)"* by det(By ).

det(d) = ayy det(dy ) - a5 det(A) )+ (- 1)** 1 a) , det(4, ,)
+ 4+ (- 1)"* L ay | det(d, ).

Comme seule la premiére colonne a été multipliée par A, nous avons & ; = Aday ; mais
by j=ay ;i partir de j = 2.
Les deux matrices By ; et 4 ; sont égales, aprés suppression dans A de la premiére ligne

et de la premiére colonne. Par contre, & partir de £ =2, la matrice B, , s'obtient i partir
de Ay pen multipliant la premiére colonne par A, puisque nous conservons alors la pre-
miére colonne de A. Nous avons donc finalement :

pour £=1, by ;= H.:.iu et dEt[E”} =det{ﬁ]11} .
pour £2 2, b, ,=ay et det(By ;) = A det(4, ;) daprés I'hypothése de récurrence.
En reportant ces relations dans l'expression de det(8), nous avons bien :

det(B) = A det(A).

* Montrons que :

aa*all Mz v 8| (a1 @2t B | |4y @ v dp,

dy1taby 422 v A2 a1 %21 ﬂlnl a2l 92 v Ay,

]
+

Ty,1 +"j|;111 dp2 7y dnl Ty2 0 Ay | g1 #p2 " Wy

Appelons B, 4 et A" les trois matrices intervenant ci-dessus.

Mous avons byy=ayq+ ﬂi.] et By =4, =..-1'.111 . Par contre, & partir de £=2, la
matrice B ; posséde une premigre colonne qui est la somme de la premiére colonne de
Ay g et de ::elh: de A7 ,, les autres colonnes étant celles de A, ; (et dailleurs de A7 ;).
Nous avons donc, d JPTEE I'hypothése de récurrence det(B, ;) = dtr{ﬂ‘u} + dtt{.ﬂ'l j]
Finalement :

pour k=1, 6y =ay |+ ”1.1 et det( By ;) =d:t{..-i"111} -

PULII'.IE‘ 31, ﬁ]..i:':ﬂt.l' ct dct[Eu} = dEt{.ﬁL*] +d:t{"’{{,.&} .
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d:t{ﬂ} 1&1‘1 d“{BI,I}_'&lg dct{.g]j}'F e f_ 1}£+] ﬂ-r?j“{, dﬂt{EL l']

+e k(1) 4 det(By )
= {'E],] + ﬂill } dtt{f’flrl] - ﬁljid‘:ﬂ:ﬂlll} + dﬂ{:‘fi "2}}
+o 4+ (- 1L gy (det(dy Q) + det(d] 4))

bo (- )7 gy (dex(dy )+ dex(d, )

a1 det(Ay 1) —ay 5 det(dy )+ (- DFH1 g det(A,) Q)
+ o4 (= 1] ay qdet(Ad; )
+aj ; det(A] |} - ay 5 det(A] 5) + (- 1)k+1 ay ydet(d] )

+oetk (= 1)+ gy det(A] )
det(A) + det(A).

o Montrons pour finir que si la matrice A posséde deux colonnes égales, par exemple les
deux premiéres, alors son déterminant est nul,
Les matrices A, ; et A4, ; sont égales puisque les deux premiéres colonnes de A sont
identiques. A partir de & = 3, les matrices 4 ; ont leurs deux premiéres colonnes iden-

tiques et ont donc — d'aprés Ihypothése de récurrence — un déterminant nul. Il reste
donc uniquement :

dct{lfj - I'.I1'1 dct{ﬂi,ll—._ﬂl,l dct{ff-l'z:] - I!I-l.-l dct{'jl,]}_ﬂl,l dct{t‘firlj - {}.

c) Conclusion. La propriété est vraie pour # = 2 et hérédirtaire i partir de n = 2 ; elle est
vraie pour une matrice de dimension quelconque.

Ces résultats nous conduisent i énoncer des propriétés encore plus importantes pour les
caleuls.

Théoréme 1 :
(1) Quand on permute deux colonnes C; et Cj, on change le signe du résultar :

det(Cy, ...a Cp cvu Cponv C) = ~ det(Cy. ... Cp et Cponn, ).

frone g

(2) On ne change pas le résultat en ajoutant i une colonne quelcongue une combi-
naison linéare des autres colonnes.
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Cette seconde propriété est pénible i écrire dans le cas général ! Par exemple, pour n =3,
£pI1 LT

det(Cy, €y, C3) = det(Cy, €, + aCy + fC3, Cy)

pour tous vecteurs Cp,C5,Cy de B? et tous réels et f.

On fera attention que I'on peut ajouter & une colonne C; une combinaison linéaire des
autres vecteurs, ce qui exclut d'y ajouter un vecteur proportionnel & C;lui-méme !

Démonstration (1). Faisons la démonstration pour la permutation des deux premiéres
colonnes, pour simplifier les notations. Calculons det(Cy + C,,C, + C;, ..., C), quan-
tité qui vaut zéro d'aprés la troisitme propriété de la proposition 1, en utilisant la linéa-
rité par rapport au premier vecteur :

0 = det(Cy+ 05, Oy 4+ Gy ., C)

= det( Cl, Cl + O ooy I:'n}+d::t{f: . E’1 + Oqy oy Cﬂj.

Utilisons ensuite la linéarité par rapport au second vecteur dans chacune des deux
eXpressions de droite -

0 = det(Cp. €y, ... €, )+ det(Cy, €y ..., C)
+det(Cy, €y, ..., C ) +det(Cy, Cy, ..., C).

Le premier et le dernier terme de cette somme sont nuls puisqu'a chaque fois nous y
avons deux colonnes égales. Il reste donc :

D — El.ElI::C\]f E2.| basg E’T.} + dET{EE, C-l.'. sany C.Fi']

ce qui est bien ce que nous cherchions.

Démeonstration (2). Démontrons maintenant la seconde propniété avec la premiére
colonne, pour simplifier de méme les notations. Nous remplagons done la premiére

L

colonne C; par C, + E @, C, (nous lui ajoutons une combinaison linéaire quelconque

k=1
des autres colonnes). Le fait que l'application X+~ det(X, C,, ..., C,) soit une applica-

tion linéaire de E dans K permet d'écrire :

| "
der[c*1+ Y 2,C.Cy .l cu] = det(Cy, C,, ..., E‘n}+det[ Y ,Cp Cy .. cu]
k=2 k=2

R
= det(C), €y ... C )+ Y aydet(Cy C, .., C,).
k=2

a0




Formes multilindaires alterndes et déterminants

Dans chacun des termes det(Cy, C,, ..., C,), nous avons deux vecteurs égaux (le premier
et le £-iéme). Chaque terme de la somme est done nul. Nous avons done bien

n
dﬂl’[ﬂi k2 Z a.tck' E’Ep namy C.'T] = det{ﬂr ﬂzq 1y ﬂq-] .
k=2

Cette démonstration faite pour =1 est évidemment valable, avec des notations plus
délicates i gérer, pour tout vecteur C;.

4. Formes multilinéaires alternées
et déterminants

Ce paragraphe est 4 sauter en premiére lecture, seul le théoréme 3 affirmant que le déter-
minant d'une matrice est égal 4 celui de sa transposée étant 4 connaitre impérativement.

Définition 2 : On appelle forme n-linéaire alternée sur £ toute application fde
Er=ExEx-xE dans K possédant les propriétés suivantes pour tout
(Cy, ... CJe E™:

(1) Pour tout A€ Ket toutindice 1 €/<mona

T o e = T R

(2) Pour tout 1 <7< n, si le vecteur C; est la somme C:: C! + CI-" de deux vec-
II‘.'I.JI:':-i, H.I':?T!'i . . . .

BB RO e S R e P O e S LS )

4 "

(3) Si deux vecteurs C, et C; sont égaux, alors AC,, ... C)=10.

Attention Dans la propriété (1), il y a un et un seul vecteur qui est multiplié
par un scalaire. Dans la propnété (2), il y a un et un seul vecteur que l'on
décompose comme une somme de deux vecteurs. On peut résumer les deux
premiéres propriétés de la fagon suivante :

Pour tout indice 1 <7< 1 fixé et pour tout choix fixé des # — 1 vecteurs {:.'], U'—l
;:'J,-_'_l,ﬁ.:.., C,, l'application q = fC, ..., %3 ... C,) est une application linéaire dJ:;_ E
ans K.
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Chapitre 2 Détarminants

Théoréme 2 : Soit fune forme multilinéaire alternée sur E= K™, Alors il existe
une constante A telle que pour tous vecteurs Cy, C; ..., C, de E on ait :

ACp €y ey €,) = Adet(Cy, Cyy .., C,)

La notation det(Cy, G, ..., C,) désigne évidemment le déterminant de la matrice done
la premiére colonne est C et ainsi de suite.

En démontrant ce théoréme par récurrence, nous allons montrer en méme temps le
résultat fondamental suivant, qui va permettre d'échanger le role des lignes et des colon-
nes dans la notion de déterminant.

Théoréme 3 : Pour tout entier n2 1, le déterminant d'une matrice carrée de
dimension # est égal au déterminant de sa transposée :

det(A) = det("A).

Diémenstration. Mhous ]‘nl'uud-.{um; par récurrence sur la dimension ». 1.'h1.'1'.|ntl'ul.~c¢: Him
est la suivante, composée de deux affirmations :

* Soit fune forme multilinéaire alternée sur E = K. Alors il existe une constante A telle
que pour tous vecteurs Cy, &y ..., €, de £ on ait:

ﬂ':rp Cz. S0 ER] = id‘:f{ﬂl. C_E"”‘ 't:'"},
* Pour toure matrice carrée de dimension », on a det(A4) = det("A4).

a) Montrons que la propriété est vraie pour n = 2.

Notons ¢; et £, les deux vecteurs de la base canonique de K2, Soit fune forme bilinéaire
alternée sur E = K2. Nous avons :

ﬂ.:ml + ﬁ-fz, cey + ﬂ'EE] — aﬂfl, ceq + .ﬂ’fz] - ﬁlﬂez, ceq + d‘rfz}

= ac fley, eq) + ad fleg, e;) + be fleg, 1) + bd fle,, e5) = (ad = be) fley, ;)

= fley, e5) X det(.-zg] + bey, cey + dey).

. . .. . a &
La constante est donc A = fleq, €3). Par ailleurs, il est évident que les matrices y et
ﬂ L]
sa transposée ont le méme déterminant ad — be.
¢

b) Montrons que la propriété est héréditaire. Supposons-la vraie pour un entier # — 1
donné et montrons qu'elle est vraie pour l'entier suivant ».
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Cette démonstration est trés technique. Faisons-la dans le cas # = 3. Elle se généralise
sans difficulté structurelle, mais avec des notations trés pénibles. Le cas général est
démontré dans 'annexe A, en fin de chapitre avant les exercices : /a démonstration donnée
en annexe remplace le texte placé a partir d'ici jusqu'au c).

a4 az a3
Soit donc f une forme multilinéaire alternée sur E=K3. Soit A= |4, b, b;| la

9 2 9
matrice stockant les trois vecteurs Cy, C,, C3. Nous avons, en utilisant la linéarité par
rapport au premier vecteur Cy = ayeq + bye; +¢pe3:

fld) = flajey + byey + ¢qe5, Gy, C3)
= a]f(el. Cz. C3) + b]j‘(ez. Cz. C3) + fﬂe:;, Cz, C3).

Nous pouvons remplacer, dans le premier de ces trois petits termes le vecteur C, par
C, = ayey et Cy par Cy = ayey, et de méme dans les deux autres pour obtenir :

fAd)=a fl0 by by +bf|1 0 0|+ fl0 & &
0 ¢ o 0 ¢ g 1 0 0
5 1 0 0
e L’application [; c:] > f10 &y &, est une application bilinéaire alternée sur
0 ¢ g

by b

K? et est donc de la forme 4, det [(2 (3) . Pour calculer la constante 4, il suffit de
2 "3

prendre 4, =1, 63=0, ¢, =0, c3 = 1 et I'on obtient 4; = fle;, ¢, €3).

0 ay ag
a, a
e L'application [(2 :‘] —f11 0 0 estune application bilinéaire alternée sur
2 13
0 ¢ ¢

K? et est donc de la forme 4, det [02 “ ] Pour calculer 4,, il suffit de prendre
2 G
ay=1,a3=0, =0, c=1 (ce qui donne un petit déterminant égal a 1) et I'on a

Ay =fley, e, €3) == fley, €3, €3).
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Chapitre 2 Déterminants

0 a3 a
N dy & ) T S .
e L'application Sl fl0 By by | est une application bilinéaire alternée sur

1 0 0

2 '&3

K2 et est donc de la forme A5 det [:2 :1] Pour calculer 45, il suffit de prendre
2 3

ay=1,a;=0, #,=0, &5 =1 (ce qui donne un petit déterminant égal i 1) et I'on a

Ay = fleq, e, e3) = fley, €3, €3).

On a donc :

AA) = fleg, g, e3) % [aydet(*A1,1) - bydet(“da,1) + ¢ det(A; ;)]

= =..|-'f ct =.|"§ .
1.1 2.1 31
[*’:: £3 by By

Utilisons maintenant la seconde moitié¢ de hypothése de récurrence, qui affirme que le
déterminant d'une matrice carrée de dimension 7 — 1 est égal 4 celui de sa transposée :

by &y

iy 3

pulsque

Ad) = fleg, eq, e4) % aydet("d11) — bydet("d2,1) + cydet(“431)].

D'une fagon générale, la matrice ‘A, ; s'obtient en enlevant i A la ligne i et la colonne j,
puis en transposant le résultat. On peut évidemment d'abord transposer et enlever

ensuite la ligne 7 et la colonne £ Nous avons done ‘A ;= (“4); ; et donc :

ﬂ--"f] = ﬁl"]~ £y f’_',']' * lﬂ1d‘=t“rﬁ}l,1] - &1 dml:{rfﬂi,l} + &y dﬂ':l:'rfﬂ],]”
ol le crochet est la détimtion du déterminant de la transposée de A :

fld) = fley. e, 64) % det(’A).

Nous y sommes presque ! Ce que nous venons de montrer pour une forme multilinéaire
quelconque fest en particulier vrai pour le déterminant :

det(A) = det(e,, 5, Ej}xdﬁtliﬁ}.

Comme det(e;, 5, £3) = 1, nous avons det(4) = det(’A) et fld) = fley, €5, ¢9) det(A), ce
qui montre I'hérédité de la propriété (ou du moins, le passage de la dimension 2 i la
dimension 3 pour cette page... Voir 'annexe pour le cas général.).

¢) Nos deux théorémes sont donc vrais pour tout ».
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Reégles de calcul sur les datarminants

C. Raglas da ealeul
sur les déterminants

Les résultats précédents vont nous donner lensemble des régles pour calculer en prati-
que un déterminant. Le fait qu'une matrice et sa transposée aient le méme déterminant
permet de remplacer « colonne » par « ligne » (et vice-versa) dans toutes les régles
énoncées.

5.1 Regles de base

a) Dans le calcul d'un déterminant, on peut ajouter i toute colonne une combinaison
linéaire des autres colonnes.

b) Dans le caleul d'un déterminant, on peut ajouter i toute ligne une combinaison
linéaire des autres lignes.

c) Sil'on permute deux lignes (ou deux colonnes), il faut changer le signe du déter-
minant.

d) On peut développer un déterminant par rapport A toute ligne 1 < /< » suivant la
formule :

det(Ad) = Y (- 1)'*/ a, ;det(d,; )
J=]
formule dans laquelle 4, ; est la matrice obtenue en supprimant la ligne 1 et la colonne
jde A

¢) On peut développer un déterminant par rapport 4 toute colonne 1 <7< » suivant
la formule :

det(A) = z e S T dttf..-'fj-d-l
fml

formule dans laquelle 4; .est la matrice obtenue en supprimant la ligne 7 et la colonne
jded

f) Quand une ligne (ou une colonne) est composée uniquement de 0, le déterminant
est nul.
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Chapitre 2 Daterminants

g) Quand deux lignes (ou deux colonnes) sont égales (ou proportionnelles), le déter-
minant est nul.

h) Le déterminant d'une matrice triangulaire est égal au produit des éléments diago-
A,

La propriété a) a déja éeé énoncée et traduit que le déterminant est une forme multili-
néaire alternée. La seconde vient de I'égalité det(’4) = det(A) qui permet de renverser le
role des lignes et des colonnes. Les propriétés f), g), h) ont déja été énoncées et
démontrées.

Montrons la propriété d) : l'application :

A 2 (= 1)i+J a; ;det(4; ))
j=1

est une forme multilinéaire alternée (méme démonstration que celle faite avec 1= 1 dans
le paragraphe 2). 1l existe donc une constante A (indépendante de la matrice A) telle
l.'.l'.]'.'. §

Z (- 1) %/ a; ; dl:t{.rf”-] = A det(A).

F=1

Quand on prend A = I, seule la matrice A, ; n'a pas de colonne nulle ; c'est la matrice
identité de dimension 7= 1 et son déterminant vaut 1. La somme de gauche se rédut
ainsia(— 12" %x1=A%1.OnadoncA=1.En permutant lignes et colonnes, on obtient
la proposition e).

Ces régles de calcul conduisent i l'idée suivante :
Faire apparaitre un maximum de zéros sur une méme ligne (ou colonne) en faisant

des combinaisons linéaires de lignes ou de colonnes, et développer par rapport i cette
ligne (ou colonne).

R Reprenons le déterminant valant 186 du premier exemple et déve
loppons-le par rapport i la troisiéme ligne qui compte déji un zéro :

5 2 3

2 3 5 2
4 -8 9 |= +-3 = 18 + 24 - 3(— 40 - 8) = 186.
1 0 -3 -8 9 4 =8
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On peut aussi faire apparaitre un deuxiéme zéro sur la deuxiéme colonne en ajoutant

quatre fois la premiére ligne 4 la seconde, et en developipant par rapport i cette seconde

colonne :

5 2 3 =Tl
24 21

4 -8 9 |=|24 0 21 =-{E}‘1 3‘:2:{93:13&.
1 0 =3 1 0 =3
5 4 2 1
2 3 1 =2
e e 6 Calculer d= ;
Exemple £ Lier -5 -7 -3 9
1 -2 -1 4

Nous faisons apparaitre des zéros sur la derniére ligne en a) ajoutant deux fois la
deuxiéme colonne i la quatriéme b) ajoutant la premiére colonne & la troisiéme ¢) ajou-
tant deux fois la premiére colonne i la deuxiéme :

5

2
-5

1

14
7
=17
0

7

3
-8

0

9

4
-5

0

14 7 9
== 7 J 4.
-17 =8 =5

On peut ensuite faire apparaitre un zéro sur la seconde ligne de la premiére colonne en
soustrayant i la premiére colonne la somme des deux autres :

-2 7 9
d=-|0 3 4
-4 -8 -5

On peut multiplier la derniére ligne par — 1 pour arranger les signes :

-2 7 9
d=|1 0 3 4].
4 8 5§

On peut faire apparaitre un zéro en bas de la premiére colonne en ajoutant deux fois la
premiére ligne i la derniére ligne :

-2 7 9
d=|0 3 4
0 22 23
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et I'on développe finalement par rapport i la premiére colonne pour obtenir

3 4
22 23

d=—2‘ = 38.

x+31 =1 1

e | )
b -6 x+4

On ajoute la deuxiéme colonne i la premiére pour mettre un zéro en bas de cette pre-
miére colonne ; ensuite on ajoute la troisiéme colonne i la deuxiéme pour mettre un zéro

en haut de cette dewxiéme colonne :
x+2 0 1
P{x} = x+2 x-2 1
0 x=2 x+4

On peut mettre x+ 2 en facteur dans la premiére colonne et x = 2 en facteur dans la
seconde :

1 0 1
ple)=(x+2)(x—-2) |1 1 1
01 x+4

En soustrayant finalement la premiére colonne i la troisiéme, on obtient :

1 0 0
plx)=(x+2)(x-2) |1 1 0 |=(x+2i{x=-2)(x+4)
0 1 x+4

puisque le déterminant de cette derniére matrice triangulaire est égal au produit des ter-
mes diagunaux.
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5.2 Déterminant d'un produit

Le théoréme sur les formes multilinéaires nous permet aussi d'affirmer que :

Théoréme 4 : Le déterminant du produit de deux matrices carrées est égal au pro-
duit des déterminants de ces deux matrices :

det{Ad % B} = det(A) = det( B).

Sott .4 une matrice carrée donnée de dimension #. L'appl.icatinn :

Be M (K)— det(4 x B)

est une forme multilinéaire alternée. 1l existe donc une constante A {indép:nd‘.mt: de B)
telle que det(4 x B) = A x det(EB). En prenant B =1, on voit que cette constante est
égale a der(A).

Cette relation va nous conduire i la condition nécessaire et suffisante pour qu'un déter-
minant soit non nul.

6. Théoreme fondamental

On va énoncer ce théoréme sous deux formes, mais il s"agit du méme résultat fondamen-

tal.

Théeoreme 5 :

iy 1 iy

i i
Soit = | “'|,... ¥, =| *"| nvecteurs de K", Le systéme (V. V5, ..., V) est

i ﬂ'ﬂ.'] i q,ﬂ".?]

libre s1 et seulement si le dérerminant :

11 Sy vt E g l
Hay #33 " A3,

) i _ _ | est non nul.
‘Tu-l ”m}_‘ o 'ﬂ.r.'.."r |
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Autre énoncé : [Une matrice carrée est inversible si et seulement si son détermi-
nant est non nul.

* Supposons le systéme (F7, F5, ..., F,) lié : cela signifie que 'un des vecteurs — prenons
par exemple Fj — est une combinaison linéaire des autres :

n
dml
Dans le calcul de
M1 M2 T A
ﬂ ﬁ- aaa ﬂ
2l|1 %.2 . 2:'" — dﬁl‘{ F.].‘ .I:'rz, asag Fﬂjp
i1 ﬂn.z T fan

on peut ajouter i la premiére colonne V| la combinaison linéaire — E o V. On

k=2
obtient alors un déterminant dont la premiére colonne est nulle, i.e. un déterminant
nul.
® Montrons la réciproque par sa contraposée: supposons que le systéme
(¥}, V3, ..., V) est libre et montrons que le déterminant der(F7, ..., F) est non nul.

Considérons I'endomorphisme de K™ défini par fley) = F3, ..., fle,) = V. Comme le
systéme ( V], ..., V) est libre, cet endomorphisme est un automorphisme (il est bijec-
tif) de K™, Sa matrice sur la base canonique - i savoir la matrice A4 dont les colonnes
sont les vecteurs F, V5, ..., F, est inversible. Il existe donc une matrice B telle que
Ax B=1,; Cette relation implique que det(A4) x det(B) =1, et donc que le nombre
det(A) est non nul.

Pour montrer qu'un systéme de n vecteurs de K™ est libre ou lié, on fabrique la matrice
carrée de dimension # dont les colonnes sont les vecteurs du systéme et on calcule son
déterminant. Le systéme est libre si et seulement si le déterminant de cette matrice
est non nul,

Ce principe est évidemment (et heureusement) indépendant de la base sur laquelle on
travaille. 5i un vecteur a pour composantes F=(vy,...,v,) sur une base & et
V'=(%,, ..., v, ) sur une autre base %, on sait que l'on a ¥'= PF” ol P est la matrice
de passage de la base 3 i la base B’. Si I'on stocke les composantes d'un systéme de »
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vecteurs dans une matrice carrée A sur la base BB et dans une matrice A" sur ['autre base,

nous avons done 4 = PA” et det(A) = det(4") det(P). Comme P est inversible, son déter-
minant est non nul. Le déterminant de A est nul st et seulement si celul de A" est nul.

Exemple 8 Pour quelles valeurs du paramétre ¢ la matrice

f -6 t+4
A=1r+3 -1 1
5 fF=3 1

est-elle inversible #

Une addition des deux premiéres colonnes suivie d'une soustraction des deux derniéres
lignes conduit i :

f -6 f+4 0 -6 f+4 0 -6 f+4
r+3 -1 1 =|¢t+2 =1 1 — 0 2=1 0
5 =3 1 t+2 -3 1 tr+2 £=-3 1

=(t+2)(r=2)(t+4).
La matrice est inversible si et seulement si £ est différent de — 4, = 2 et 2. On peut s'expri-
mer de plusieurs autres fagons :

e L'endomorphisme d'un espace vectoniel de dimension 3 dont la matrice sur une cer-
taine base est 4 est un automorphisme si et seulement si # est différent de — 4, - 2, 2,

e Lesvecteurs a=(6,¢43,5), é=(—6,—1,#-3) et c=(¢+ 4,1, 1) forment un sys-
teme libre si et seulement si ¢ est différent de — 4, - 2, 2.

o Les vecteurs a=(6, -6, r+4), b=(2+3,-1,1) et ¢ =(5, r— 3, 1) forment un sys-
téme libre si et seulement si ¢ est différent de — 4, — 2, 2 (en urtilisant le fait que
det{*4) = det( A)).

7. Applications des déterminants.
Matrices carrées

Voici maintenant trois applications classiques des déterminants 4 des problémes faisant
intervenir des matrices carrées. On se gardera malgré tout de trop utiliser les détermi-
nants en pratique! Il y a nombre de situations ot la méthode de Gauss (ou méthode du
pivot) est plus rapide. Les risques d'erreurs de calculs sont trés élevés avec les détermi-
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nants. On pensera & utiliser des logiciels comme Maple pour effectuer les caleuls de gros
déterminants...

7.1 Calcul de l'inverse d'une matrice

Rappelons que si A est une matrice carrée d'ordre n, on note A, ;1a matrice carrée d'ordre
n — 1 obtenue en supprimant la ligne i et la colonne ;.

Deéfinition 3 : On appelle comatrice de A la matrice carrée B d'ordre » dont le
terme situé sur la ligne 1 et la colonne 7 est :

lI,I?L-.r_ 1 [_}r'+_.|' ‘.!':t{i'"i,-__,l'] =
Ce scalaire (=)i+J -:I::t{-r‘l',-",-] sappelle cofacteur de @;

Nous allons montrer que

Théoréme 6 : Si la matrice 4 est inversible, alors son inverse est donné par

K 1 ok
det(.4)

Calculons en effet le terme général du produit de 4 par la transposée de la comatrice de
A. Le terme situé 4 I'intersecrion de la ligne ¢ et de la colonne f est égal 4 :
n
- I RTE Y : .
Gi= 3 a =1y det(d; ).
k=1
On reconnait dans cette expression le développement par rapport & la ligne y du déter-
minant d'une matrice obtenue & partir de A4 en remplagant la ligne numéro ; par la ligne
numero i,
* Quand i =, on obtient le déterminant de A.

* (Quand ¢ # /, on ale déterminant d'une matrice ayant les lignes ¢ et/ égales. On obtient
donc zéro.

On a donc ¢; ;= det{4) lorsque 7= et 0 sinon. Il sagit du terme général de la matrice
det(A) = 1, Ql.lﬂ!‘ld la matrice est inversible, i.e. quand son déterminant est non nul, on
obtient le résultat indiqué.
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minants 4; , les changer ou non de signe suivant Ia parit¢ de # + 7 ct les placer
en ligne ; et colonne ¢ d'une matrice ! Notons quand méme que cette histoire
de signes est assez logique. En dimensions 2, 3 et 4, voici le tableau des signes

intervenant en (= 1)/ ;

@ En Pratique Le calcul est assez Périllcux. On doit calculer chacun des déter-

+ - + -
+ - - + - +
- + - .
- - + - + -
- + - +

3 LG En dimension 2, chaque cofacteur est un scalaire lisible immédiate-

ment.

a b

) le cofacteur de a est d, celui de & est = ¢, celui de ¢ est — 4 et celui de 4 est
¢

1 d —b
A1 = ‘
ad - be (—r a)

sia=

a. On obtient donc :

1 2 3
Calculons l'inverse de la matrice 4= | 2 5 4. Calculons systé-
matiquement tous les cofacteurs... -1 0 2
5 4 2 4 2 5
by s = =10; by,= =8; b3= =
11 |o 2 b ‘-1 2| Hol-1 0

Ces trois cofacteurs de la premiére ligne de 4, changés de signe suivant le tableau ci-des-

sus, vont former la premiére colonne de la matrice inverse (i la division prés par le déter-
minant de 4, qui est égal 4 9) :

2 3
0 2

1 3

1 2
-1 2|=5; b23=

b21= -1 0

|=4; b2‘2= }=2

Ces trois cofacteurs de la deuxiéme ligne de A4, changés de signe suivant le tableau ci-
dessus, vont former la deuxiéme colonne de la matrice inverse (i la division prés par le
déterminant de 4, qui est égal 2 9) :

2 3

1 2
"3"=|5 4 -

=-7; 53’2= =—2; b3v3=‘2 5|=1.

2 4

13‘
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Ces trois cofacteurs de la troisiéme ligne de A, changés de signe suivant le tableau ci-
dessus, vont former la troisiéme colonne de la matrice inverse (i la division prés par le
déterminant de A, qui est égala 9) :

10 =4 =7
ﬁ'1=% 8 5 2
5 -2 1

On peut se dire qu'il est tout aussi facile de résoudre le systéme d'équations :

x + 2y + 3z =
2 + 5y + 4z = y

—x + 2z = =z

par la méthode du pivot. Les expressions de x, y et z en fonction de &, y' et 2’ nous don-
nent les coefficients de .4-1.

7.2 Résolution d'un systéme de Cramer

On appelle systéme de Cramer un systéme linéaire de » équations a » inconnues donr la
matrice est inversible et qui se traduit donc par la relation martricielle :

o B I TR B ] b
a a "roodp = b

21.1 E'_.E . Sk _3 =| 2| avec det(d)=0.
dyl dy2 7 lpg ! ol Iﬁ”

Il admet une solution unique.

Théoréme 7 : Les inconnues d'un systéme de Cramer sont données par les
tormules :

.'1{_
o deti A

o A, est le déterminant de la matrice carrée obtenue en remplagant la #-1éme
colonne de .4 par la colonne second membre.

En effet, x; est la £-iéme ligne du produit de la matrice A4~! par le vecteur second mem-
bre. En utilisant lexpression de A-1, on obtient :
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(]
X z 0.’-(- 1}’*‘ dCt(Aj.&)
J=1

1
X = det(A)

ce qui est 'expression du développement par rapport i la £-iéme colonne du déterminant
de la matrice 4 oti 'on a remplacé cette £-iéme colonne par celles du second membre.

Nous ferons la méme remarque que dans le paragraphe précédent : la méthode existe,
mais est trés onéreuse et désagréable... !

7.3 Equation d’un hyperplan

Soit n—1 vecteurs ¥}, ..., ¥,_; de K" formant une famille libre. Ils engendrent un
hyperplan de K. La condition nécessaire et suffisante pour que le vecteur V appartienne
a cet h?rperplarf est que le systén.\c.: iy oens V,{_l, X forme un syst'émc l?c’, Le, que son
déterminant soit nul. Cette condition nécessaire et suffisante est 'équation cartésienne

de I'hyperplan. Elle est donnée par :

a1 %2 T a1 ¥
41 N2 T Qa1 X2 -0
an.l an,Z o an.n—l xn
A LICEEl L'équation cartésienne de T'hyperplan de R* engendré par les
vecteurs :

u=(1,2,-1,3), v=(2,50,49) et w=(3,4,275)
est donnée par :

1 2 3 =x
254y
—102z'0
3 4 5 ¢

soit 9+ 8z + 2y — 23x = 0.
@ Attention Si par malheur la famille donnée n'est pas libre, la méthode ne

marche pas ! le déterminant calculé est identiquement nul.
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8. Rang d’'une famille de vecteurs
ou d’'une matrice.
Matrices quelconques

Le théoréme tondamental 4 nous dit que dans K, une famille de » vecteurs est libre si
et sculement si son déterminant est non nul. Il affirme aussi qu'une matrice carrée est
inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Nous allons généraliser ce
résultat fondamental 4 la notion de rang d'une famille de vecteurs et au rang d'une
matrice.

* Rappelons que le rang d'une famille (Fy, ..., F“:ﬂ} de vecteurs d'un espace vectoriel F
est le nombre maximum de vecteurs de cette famille formant un systéme libre, Clest
aussi la dimension du sous-espace vectoriel de & qu'ils engendrent.

* Rappelons que le rang d'une matrice 4 » lignes et p colonnes est le nombre maximum
de colonnes ou de lignes de cette matrice linéairement indépendantes,

8.1 Rang d'une matrice quelconque

Le théoréme suivant permet de calculer ce rang avec les déterminants.

Théoréme 8 : Le rang d'une matrice quelconque est la dimension du plus E;r-.md
déterminant non nul que I'on peur extraire de cette matrice.

En fait, nous allons démontrer le résultar suivant :

Unie matrice A est de rang supérieur ou égal a q 5t ef seulement st on peut extratre de A un déter-
minant non nul de dimension q.

Le théoréme 8 s'en déduira en prenant la plus grande valeur possible d'un tel entier 4.

a) Montrons que si le rang de . est supérieur ou égal & g, il existe un déterminant extrat
de dimension g non nul.

On appellera # le nombre de lignes de 4 et p son nombre de colonnes. Notre entier g est
donc inférieur ou E'g:a] anerap.

11 existe donc g colonnes de la matrice 4 formant une famille libre. Supposons, pour sim-
plifier les notations, que ce solent les g premiéres Cy, C;, ..., E'?.
La matrice B=(Cy, Gy, ..., F?} an lignes et g colonnes est donc de rang g, puisque ses
g colonnes forment une famille libre.
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La caractérisation du rang de B par ses lignes montre qu'il existe g lignes de cette matrice
B formant une famille libre. Supposons, toujours pour simplifier les notations, que ce
soient les ¢ premiéres. Soit alors £ la matrice carrée de dimension g obtenue en enlevant
de B les n — g derniéres lignes.

Les g lignes de cette matrice carrée / forment une famille libre, ce qui signifie que / est
de rang 4. Elle est inversible et son déterminant est non nul. On a done trouvé dans A4
un déterminant de dimension g qui est non nul.

b) Montrons que si la matrice 4 & n lignes et p colonnes contient un déterminant de
taille g non nul, alors cette matrice est au moins de rang g.

Supposons, pour simplifier les notations, que ce soit celui formé avec les ¢ premiéres
lignes et les gprcmiére:a cnlﬂunnes. Les‘ qillgnes{111, 125 o a.w}, @y gy By 20 oen g )
forment donc une famille libre. Considérons la matrice B2 n lighes et ¢ colonnes formee
par les g premigres colonnes de 4. Ses g premiéres lignes formant une famille libre, elle
est au moins de rang g. Comme elle comporte ¢ colonnes, elle est exactement de rang g,
et les ¢ premiéres colonnes de la matrice de départ A forment une famille libre.

Le rang de A4 est donc au moins égal 4 g.

Le théoréme est donc démontré. Il implique le théoréme final suivant :

Théoréme 9 : Le rang d'un systéme de p vecteurs d'un espace vectoriel de dimen-
sion finie est la dimension madmale d'un déterminant non nul que l'on peut

extraire de la matrice, sur une base quelconque, des composantes de cette famille
de vecteurs.

Trouver dans B* le rang de la famille de vecteurs :
w=(1,2,3,-1), v=(1,1,4,5), w=(57, 18, 14).

On forme la matrice 4 quatre ligncs et trois colonnes des composantes de cette famille :

1 1 5
21 7
ﬁ=3413'
-1 5 14

Le rang du systéme est au maximum égal 3 3 et au minimum égal 4 2 (puisque les vec-
teurs % et v forment manifestement un systéme libre). Pour regarder sil vaut 3, on extrait
des déterminants d'ordre 3 de cette matrice, en espérant en trouver un non nul :
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1 1 5
e Avecleslignes1,2,3: |2 1 7 |=0.Pasde chance!
3 4 18
1 1 5 1 0 5 1 0 0
o Avecleslignes1,2,4: |2 1 7|=(2 -1 7|=|2 -1 =-3|=-1.
-1 5 14 -1 6 14 -1 6 19

Cest bon ! On s'arréte ici : il existe un déterminant d'ordre 3 extrait non nul, ce qui
prouve que la famille de vecteurs est de rang 3.

Trouver dans B4 le rang de la famille de vecteurs :
w=(1,2,3.-1), v=(1,1,4,5), w=(57, 18, 13).

On vénfiera a la main que les quatre déterminants d'ordre 3 que 'on peut extraire de la

1 1 5
. 2 1 .
matrice de la famille sont tous nuls :
3 4 18
-1 5 13
1 5 1 1 5 1 1 5 2 1 7

21 7]l=12 1 71|=13 4 18|=(3 4 18] =0.
3 4 18 -1 5 13 -1 5 13 -1 5 13|

Le systéme n'est donc pas de rang 3. Comme « et © ne sont pas proportionnels, il est au
moins de rang 2 et donc exactement de rang 2.

4 14 1 2

Tmuvcrlcmngdcﬂ': g8 -2 7 2.
18 -12 17 4

Ce rang est au maximum égal a 3 (il y a seulement trois lignes) et au minimum égal a 2,
puisque les deux premiéres colonnes ne sont pas proportionnelles.

Appliquer froidement le théoréme 9 peut conduire & calculer les quatre déterminants
d'ordre 3 que contient cette matrice 4. Mais on va procéder de la fagon suivante
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® On regarde si les trois premiéres colonnes forment un systéme libre, en calculant leur

4 14 1
déterminant | 8 -2 7 |. Manque de chance, il vaut 0. La troisiéme colonne est
18 =12 17

une combinaison linéaire des deux premiéres.
¢ On regarde donc si les colonnes 1, 2 et 4 forment ou non un systéme libre en calculant

4 14 2
leur déterminant [ 8 =2 2. Il vaut aussi 0.
18 =12 4

Les deux derniéres colonnes sont donc des combinaisons linéaires des deux premiéres.
La matrice est sculement de rang 2.

B LICBER Discuter suivant la valeur du réel a le rang de la famille de trois

vecteurs :
u=(al,1,a,-a; v=01,a1,1,-1); w=(1,aa a, -1).
On sait a priori que ce rang est inférieur ou égal a 3.
Formons la matrice de cette famille sur la base canonique

(a 1 1)
1 a a
A=| 1 1 a
a 1 a
\—a -1 —lJ

et calculons UN déterminant extrait d’ordre 3, par exemple celui avec les trois premiéres
lignes :

a 1 1 a-1 1 0
d=1|1 a a|=|1-a a 0 |=@-12@+1).
1 1 a 0 1 a-1

(On a soustrait la deuxiéme colonne aux deux autres pour arriver au résultat.)

Lorsque a est différent de 1 et de — 1, ce déterminant extrait d'ordre 3 est non nul et le
systéme de vecteurs est de rang 3. Actuellement, on ne peut rien dire pour a=% 1. On
peut simplement dire que pour @ = £ 1,la famille est susceptible de ne pas étre de rang 3.
Il faut étudier chacun de ces deux cas particuliers.

® Pour a =1, les trois vecteurs sont égaux et le systéme est de rang 1.
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o Pour 2 =- 1, la matrice de la famille est

(-1 1 1
1 -1 -1
A=] 1 1 =1.
-1 1 -1
L1 -1 -1

La famille peut trés bien étre de rang 3, et il faut regarder les déterminants d'ordre 3
extraits, pour voir s'il y en a un non nul. On trouve effectivement que celui extrait avec
les lignes 1, 3, 4 est non nul :

-1 1 1
1 1 —-1|=4.
-1 1 -1

La famille de vecteurs est encore de rang 3 pour @ =- 1. En conclusion, elle est de
rang 1 pour @ =1 et de rang 3 sinon.

Remarque Les calculs avec ces déterminants extraits risquent d'étre trés
@ longs, surtout si I'on a beaucoup de vecteurs mais que le rang est faible. On va
étre obligé de calculer énormément de déterminants pour arriver 4 la conclu-
sion. On donne en exercice une fagon plus rapide d'y arriver, évitant de calculer
trop de petits déterminants. Ceci dit, il semble que la méthode du pivot soit
plus rapide dans bien des cas pour calculer le rang d'un systéme de vecteurs ou

d'une matrice. .. !

L'application du théoréme 9 n'est donc pas, en pratique, la meilleure fagon de chercher
un rang. On risque de calculer trop de déterminants nuls qui ne prouvent rien. Clest
cependant trés utile dans le cas ol 'on a des paramétres : il est en général facile de trou-
ver un déterminant de taille maximale qui soit une fonction non identiquement nulle du
paramétre. On a ainsi les cas particuliers o le systéme est susceptible de ne pas étre de
rang maximal.

8.2 Systémes d'équations cartésiennes d'un S.E.V.

On se donne un systéme libre de p vecteurs de R, et 'on veut écrire un systéme d'équa-
tions cartésiennes du sous-espace vectoriel qu'ils engendrent. On sait le faire par la
méthode du pivot qui montre qu'il y a exactement # — p équations cartésiennes. On peut
retrouver ces n — p équations avec les déterminants,
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On va le faire sur un exemple, pour avoir des notations simples. Le cas général se traite
suivant le méme principe.

LR Trouver un systéme d'équations cartésiennes du S.E.V. de R3 engen-

dré par les deux vecteurs :
a=(1,2,-1,-2,3) et $=(1,3,5,20).

Il est clair que ce systéme de vecteurs est libre. Trouver un systéme d'équations carté-
siennes du plan engendré par a et 4, c'est trouver les conditions nécessaires et suffisantes
liant les composantes (x, ¥, z, £, ¥) d'un vecteur ve R® pour que le systeme (a, 4, v) soit
lié, i.e. pour que la matrice :

(1 1 «x)
2 3 y
M=|-1 5 =z
-2 2 ¢
3 0 u

soit de rang 2, c'est-a-dire qu'elle ne soit pas de rang 3 (puisque son rang ne peut pas
dépasser 3).

Comme le petit déterminant pris dans les deux premiéres lignes est non nul, dire

que M est de rang 2 équivaut  dire que :

e La troisitme ligne de M est une combinaison linéaire des deux premiéres lignes.

1 1 «x
, 2 3y P
e Lamatrice M3 = 5 2 obtenue en enlevant cette troisieme ligne de M est de

3 0 u
rang 2.

De méme, cette matrice My sera de rang 2 si et seulement si sa troisiéme ligne (qui est
la quatriéme de M) est combinaison linéaire des deux premiéres et si la matrice

1 1 x
3 0 u

obtenue en enlevant cette troisiéme ligne de M, est de rang 2.
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Cette derniére matrice est de rang 2 si et seulement si sa derniére ligne, qui est la cin-
quié¢me ligne de M, est une combinaison linéaire des deux premiéres.

Finalement M est de rang 2 si et seulement si ses lignes 3, 4 et 5 sont combinaisons
hinéaires des deux premméres, ce qua se traduit en écrnivant que les trols petits détermi-
nants suivants sont nuls :

1 1 =x 1 1 =« 1 1 =«
2 3 ¥ =10, 2 3 ¥ =0, 2 3 ¥ ={)
-1 § =z -2 2 ¢ 30 u

Un systéme d'équations du plan engendré est done :
z—b6y+13x =0, s-4y+10x =10, wu+3y—9x=0.

Remarque importante .4 prior, il fallait calculer cing déterminants d'ordre 3
@ pour dire que la matrice (ou le systéme de vecteurs) était de rang 2. En pratique,

cela est donc inutile : 1l sufhit d'écrire que les trois déterminants obtenus en

conservant les lignes 1 et 2 (qui sont indépendantes) et en ajoutant l'une des

trois dermiéres lignes sont nuls.

On a utilisé le fait que le rang d'une matrice est égal au nombre de lignes for-

mant un systéme libre aussi bien qu'au nombre de colonnes formant un systéme

libre.

Ce procédé est général. Il montre que le 5.E.V. posséde bien n — p équations

et donne la fagon de les écrire,

En pratique, il faut connaitre le principe, comme celui donné par la méthode du pivor,
mais il vaut mieux faire faire les calculs par Maple... !

9. Déterminant d’un endomorphisme

Mous avons parlé du déterminant d'un systéme de vecteurs ou d'une matrice. Soit fun
endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension . Si A est la matrice de f'sur une
base B et ' sa matrice sur une autre base ', nous savons que les matrices A4 et ' sont
liées par la relation :

C = Pl4p
ol Pest la matrice de passage de la base 8 i la base '

62



Déterminant d'un endomorphisme

Nouc avons alors '
det(C) = det(P 1) x det(A) x det(P) = det(P 1) x det(P) x det(A) = det(A)

puisque le déterminant de P~ est I'inverse du déterminant de P. Le nombre det(4) ne
dépend donc pas de la base sur laquelle on écrit la matrice de . On l'appelle déterminant
de I'endomorphisme f.

En particulier, pour déterminer si fest ou non bijectif, il suffit de prendre sa matrice sur
une base quelconque et de calculer son déterminant.

Annexe : Preuve des théorémes 2 et 3.
Cas général

Soit donc fune forme multilinéaire alternée sur E = K. Calculons-la sur » vecteurs
Cy, G, ... C,, que nous considérons comme les 7 colonnes d’'une matrice 4 de terme

n
général a, ;. Avec ces notations, nous avons Cy = Y a; 1¢;. Lalinéarité de fpar rap-
k=1
port au premier vecteur nous donne :
n

Ad) = ¥ a3 fleg €y C,).

k=1

Dans chaque fle;, G;, ..., C,), nous pouvons remplacer le vecteur C, par Cy — a5 ¢;
(pour que la composante sur ¢; devienne nulle) et ainsi de suite pour Cj et les suivants.
Nous avons donc :

n

fid) = Y a; | APy(A))

k=1

en appelant ®,(A) la matrice obtenue a partir de A4 en mettant des zéros sur la premiére
colonne et sur la ligne numéro £, sauf le premier coefficient de cette £-i¢me ligne qui
devient 1.

Etant donnée une matrice carrée B de dimension # — 1 et un entier 1 € £ < n, considé-
rons la matrice ‘¥';(B) de dimension 7 obtenue de la fagon suivante :

¢ On ajoute une colonne de zéros en premiére colonne.
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e Entre la ligne £ — 1 et la ligne & on introduit une ligne composée d'un 1 en premiére
position et de zéros ensuite. (Pour £ = 1, on ajoute cette ligne en premiére ligne de la
matrice. )

On a done @A) = ¥yl ).

11 est facile de constater que l'application B — f{"¥(5)) est multilinéaire alternée sur
En-l L’hypothése de récurrence affirme donc qu'il existe une constante 4; (dépendant
seulement de £ et pas de la matrice B) telle que :

S (B)) = A, det(B).
Pour calculer cette constante, il suffit de prendre B=1__, (matrice identité de dimension
n—1). La matrice ¥ (I _,) contient en colonnes les vecteurs
(€4 €10 +o00 €110 €p 410 oo €)-

Cette matrice se déduit de la matrice (¢, 5, ..., &,) en effectuant £ — 1 permutations de
colonnes, et donc :

= - E+1
.1'{_ —ﬂfi,fl,--..‘ E-E—1+E|E'+ll .-.fnj - E_l} + ﬂf11 fz,.“. Eﬂ}'

On en déduit que :
@A) = ¥ Ay ) = (- DT der(dy )
soit fid) = flep on e )% Y (= 15T ay o det(d, ).
k=1

Urlisons maintenant la seconde partic de l'h}rputhizsc de récurrence qui afhrme que le
déterminant d'une matrice carrée de dimension # — 1 est égal 4 celui de sa transposée :

Ad) = fleg, e, ) x Y (=14 ay ) der(‘dy1).
k=1

D'une fagon générale, la matrice ’4, . s'obtient en enlevant 4 . la ligne 7 et la colonne j,
puis en transposant le résultat. On peut évidemment d'abord transposer et enlever
ensuite la ligne 7 et la colonne i. Nous avons donc ‘A, ;= (‘) ; et donc

I
fid) = fleg, .one,) % E (- 1)+ 1 g, der((“A)y, 8) .
E=1
ol la somme est la définition du déterminant de la transposée de A :

AA) = fleq, .o, e ) % det(‘4).
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Nous y sommes presque ! Ce que nous venons de montrer pour une forme multilinéaire
quelconque fest en particulier vrai pour le déterminant :

det(A) = det(ey, ey, ...¢,) x det(“A).

Comme det(ey, ¢, ... ¢,) = 1, nous avons :
det(4) =det("4) et fld)=fley, ey, ... ¢,) det(A),

ce qui montre I'hérédité de la propriété et le résultat voulu.
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Exercices

1. Calculs de déterminants

On rappe]le que la présence d'un coefficient égal 4 un dans une ligne ou dans une

colonne permet de faire apparaitre des zéros sur le restant de cette ligne ou colonne par
combinaisons linéaires. Dans les corrigés, Ly, L. .. désignent les lignes numéros 1, 2, ...
du déterminant, et il en va de méme pour les colonnes Cy, C;, ...

» Exercice 1 Calculer les déterminants suivants, Quand ils dépendent de paramétres,
on les donnera sous forme factorisée,

), & b eng 6 1 1 1 1
a) |-, ® T g ls o4 -4|; ) |a b o
o o 4 !
. -5 1 a2 B o
a b b a 1 -1 sin2¢ sin3¢ sin4¢ 12 6 1
e) |# a &|; £) |1 a 1|; g) |sin3¢ sinds sin5¢|; h) |5 4 -4
b b oa 1 1 a sin 4/ sin5f sin b 0 x 1
Corrige
2 6
a) —2%x-14-5x6=—58.
5 —14
£ sint
b) 1::'!_5 S [P P A e
| —sin# cos¢

¢) On fait apparaitre des zéros en derniére colonne en remplagant L, par L, + 4L, puis
Ly par Ly — L. On développe ensuite par rapport i la derniére colonne :

1l |2
2 5 1 2 6 6 4 e
5 4 -4/=(13 28 0|=|13 28 0|=|"
la -5 1 4 -5 1| |2 -11 0

==11x13=2x28==199.
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d) On fait apparaitre dcs zéros en premigre lisnc €n soustrayant la Prcmiérc colonne aux
deux autres. On voit alors que I'on peut mettre & — @ en facteur dans la nouvelle deuxiéme
colonne, et ¢ — @ dans la troisiéme :

1 1 1 1 0 0 1 0 0
a &b c¢|=la b-a c¢c—a|=(b-a)(c—a)|a 1 1
al b2 2 a? b2-a2 2-52 al b+a c+a

Et on développe ensuite par rapport a la premiére ligne. On obtient finalement
(6~ a) (c—a) (c—b).

e) Chaque ligne (ou colonne) contient les mémes éléments, deux fois 4 et une fois a. Si
‘on additionne les trois lignes (ou les trois colonnes), on va pouvoir mettre a + 24 en fac-

teur dans le déterminant. Remplagons donc Ly par Ly + L, + L :

a b b a+2b a+2b a+ 2 111
b a b= b a b =(a+26) |b a b)|.
b b a b b a b b a

On remplace ensuite C, par C, — C; et C; par C; — Cy, ce qui nous donne le détermi-
nant d'une matrice triangulaire :

a b b 1 0 0
b oa bl=@+2b)|b a-b 0 |=(a+2b)(a-b>
b b a b 0 a-b

f) En remplagant C, par C, + Cj, on fait apparaitre un zéro en premiére ligne, et 'on
peut mettre @ + 1 en facteur dans la deuxiéme nouvelle colonne. On fait apparaitre un
nouveau zéro dans la deuxiéme colonne en remplagant Ly par Ly — L,, et on développe
par rapport a cette deuxiéme colonne :

a 1 -1 a 0 -1 a 0 =1
1l a 1|=@+1|1 1 1 |=@@+])]|1 1 1 |=ala+1)(a-1).
11 a 11 a 0 0 a-1
g) On utilise la formule sin @+ sin & = 2sin ath 52zt pour remplacer C; par
C+Cy: 2 2
sin 2¢sin 3¢sin 4/ 2costsin3¢ sin3¢ sin4¢
sin3¢sin4/sinS5¢| = | 2cosfsin4f sin4f  sin 5¢
sin 4/sin 5¢sin 64 2costsin5¢ sin5¢  sin6f
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sin 3¢F  sin 3¢ sin 4
=2cost |sindf sindsr sin5r)=0
sinSd sin5Sf sinb

puisque ce dernier déterminant a deux colonnes égales, et est donc nul.
h) Pour une fois, on a aussi vite fait de développer directement par rapport a la derniére

ligne :
2 6 1
2 1 2 6
5 4 —4|==x 5 _4 +‘5 " =13x =22,
0 x 1
» Exercice 2 Calculer les déterminants suivants ;
5 4 2 1 gl al a 1
2 3 1 -2 2
2) ) 1 b) 322 22 1 0 ;
-5 =7 -3 9 A s b1
1 =2 -1 4 354 26 1 0

—-x 2m-6 2m -4

i
| o . ) 16; d) 1 5-m-x 2—m :
|~ e 1 2m-5 2m-2-¢
2 1 8 4
2—x -1 -1

'E] -1 2—x m

On fera des combinaisons linéaires de lignes et de colonnes pour aboutir 4 une expres-
sion factorisée des résultats. A quelle condition les matrices correspondantes sont-elles
inversibles *
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Corrigé

a) On peut (par exemple) garder la derniére ligne, et faire apparaitre des zéros en pre-
miére colonne en remplagant Ly par Ly = 5L, Ly par Ly = 2L ct Ly par Ly + 5L, :

5 4 2 1 0 14 7 =19 0O 14 7 =19
2 3 1 =2 2 3 1 -2 0 7 3 =10
-5 -7 =3 9| |-5 -7 =3 9| |-5 -7 -3 9
1 -2 -1 4 1 -2 -1 4 1 -2 -1 4

0 14 7 -19 “ 7 19

IR A T U B I |
0 -17 -8 29 17 -8 29
1 -2 -1 4

On fait apparaitre un zéro en premiére ligne en remplagant L, par L; = 2L,. On peut
ensuite soit sarréter la et faire le calcul de deux déterminants d'ordre deux, soit faire
apparaitre un second zéro en premiére ligne en remplagant Cy par Cy - C, :

14 7 =19 0 1 1 0 1 0
7 3 =-10(=| 7 3 -10|=| 7 3 -13| =-38.
-17 -8 29 -17 -8 29 -17 -8 37

Il ne faut pas oublier le signe moins. Notre déterminant est égal a 38.

b) On remplace Ly par L; — L, pour avoir trois zéros dans la derniére colonne, et on
développe par rapport i cette quatriéme colonne, en mettant @ = 4 en facteur (attention
au signe) :

a3
342
b3

342

a2
2a
52
25

et T e Dy

™

0

as
3a?

362

a2
2a

b3 —ad b2-a2 p-a

25

a 1
1 0

0
1 0

3a2 2¢ 1

=(a=b) |62 +ab+a? b+a 1)|.

352 26 1

On soustrait ensuite la premiére ligne aux deux autres, ce qui permet de mettre & - a en

facteurs deux fois. On obtient :

3a2

(a—b) |62 + ab - 2a2

362 — 3a2

2a
b—a
2b-2a

1
0| =(a-5)>
0

3a2
b+ 2a

22 1
1 0| =(a-5)"
b+a) 2 O

La matrice correspondante est inversible si et seulement si @ # 4.
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€) On fait apparaitre trois zéros en derniére ligne en remplagant €, par C; —20,, G4
par £y —8C; et Cy par Gy — 40,5 :

1 -2 -6 6+ m? 5 =2 10 14+ m2
1 0 m+1 3| |1 0 me+1 3
-3 3 6 m2-16] |-9 3 -18 m2-28
|: 1 8 4 0 1 0 0

5 10 14+ m
=1 m+1 3
-9 —-18 m2-28

On fait apparaitre un zéro en troisiéme colonne en remplagant C; par C; — 3C, ce qui
permet de mettre en facteurs m? = 1. Finalement, on remplace Ly par Ly— L,et on

obtient
5 10 1 5 0 1
(=111 m+1 0|=(m=1| 1 m+1 0|=14m=11 (m+ 1).
-9 -18 1 -14 =28 0

La matrice est inversible s et seulement s1 m est différent de £ 1.

d) Additionner les deux derniéres lignes fait apparaitre un zéro en premiére colonne, et
FIEI'I:I'IET.' I:|.E mettre s — 2 en fﬂEtELI.I!' :

—-x 2m-6 2m— 4 —x 2m-—-6 2m-4
1 S5-m—-x 2-m =|1 S5-m—-x 2-m)]|.

-1 2m-5 2m-2-x 0 m-x m-x

On remplace ensuite C, par C, = Cy et on développe par rapport i la derniére ligne. On

obtient ;
-x 2m-6 2m-4 -x =2 2m-4
m-=x)|1 S5-m-x 2-m|=(m-x|1 3-x 2-m
0 1 1 0 0 1
=(m-x) g 3_1“={m-x][x—2][::—1}.

La matrice est inversible si et seulement si x est différent de m, 1 et 2.
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e) Remplacer C; par C; = C, fait apparaitre un zéro et met m — 2 + x en facteur. On
remplace ensuite L, par L, + Ly :

2-x =1 -1 2-x -1 0
-1 2=-x m |=| -1 2-x m-2+x
-1 m 2-x -1 m 2-x-m
2-x -1 0 2-x -1 0
=m-2+x)| -1 2-x 1|=(m-2+x)| -1 2—-x 1
-1 m =1 -2 m+2-x 0
2—-x -1
=(m-2+x) =(m=24+x) (a2 —x(m+4)+2m+2).
-2 m4+2-x

La matrice est inversible lorsque x# 2 — m et x #

m+4+.Jm2+8
5 )

» Exercice 3 On pose

a+b ab 0 0 0 0

1 a+éb ab 0 0 0

D = 0 1 a+éd ab 0 0
" 0 0 1 a+é 0 0
: : : : a+b ab

0 0 0 0 1 a+é

1. Calculer Dy, D, et Ds.
2. Exprimer D, en fonction de D,,_; et D, _, et en déduire la valeur de D,

Corrigé
1. Un calcul évident donne Dy =a + & et D, = (a+ b)* — ab=a* + ab + . On calcule
D; en développant par rapport 4 la premiére ligne, ce qui donne :

D3=(a+b) Dz“abDl =a3+azb+abz+b3.

On voit apparaitre :
b2 - a2 b - a3

b, = b-a '’ b, = b-a’

b - at
Dy = Ry
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2. On caleule D, en le développant par rapport i la premiére ligne. On a la formule de
récurrence immédiate :

D, = (a+b) D, ,-abD,_,.

&“1 ko1

-

SUpposée vraie jusqu
o PP jusq

En partant de I'hypothése de récurrence D, =
I'ordre n — 1, on obtient :

D = (a+h)

B = g &'&"_]_an_l é’""'l—ﬂ”"'l
b—a h—a - b-a

L'hypothése de récurrence est bien vraie pour tout entier .

» Exercice &4 On sc propose de calculer :

1 iy .ﬂ']""_l

1 a ad-l
May, ag,...,a,) = :2

1 a, .:r;:"‘l

1 a - ::i‘"
. . 1 a; - EE_]

On définit le polyndme P(x) = s i
1 x - a1

2. Quel est le degré maximal de P ? Trouver toutes ses racines.
3. Trouver le coefficient directeur de P, et en déduire 'expression de F.

4. Donner l'expression générale de Fay, ap, ..., a,).

Corrigé

1. Sil'on a deux scalaires égaux a; = a;, le déterminant posséde deux lignes L; et L; éga-
les, et il est nul.

2. Quand on calcule P(x) en développant le déterminant par rapport 4 la derniére ligne,

n
on voit apparaitre une somme de la forme P(x) = z 2= 1"+ det A, poud,;
j=1
est la matrice de dimension n =1 obtenue en supprimant dans la matrice de départ la
dermiére ligne et la colonne ;. Cette petite matnce ne comporte pas de x, et son déter-
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y . )
minant est clnnc un :cn’a{re (‘l(’:pcnclant un:qucmcnt Jcs ay, 4y, ...,.4, 4. CCS* l\lcn lﬁ
définition d’'un polynéme de degré inférieur ou égal a n — 1 en x.

Ce polynome admet donc au maximum # — 1 racines. Quand on remplace x par a; ou

a,... ou a,_y, le déterminant posséde deux lignes égales et est donc nul. Les 7 — 1 sca-

n—1»
laires ay, a,, ..., a,_, (supposés deux a deux distincts) sont donc exactement toutes les

racines de P(x).
Onadonc P(x) = KX (x = a;) (x = ay) ... (x = a,_;), o K est un scalaire dépendant des
al, 02, sesy ﬂn_l.

3. Pour calculer K, il suffit de trouver le coefficient de ¥”1 dans le déterminant. On a

vu ci-dessus que ce coefficient est le déterminant d'ordre 7 = 1 obtenu en supprimant la
derniére ligne et la derniére colonne. Il s'agit donc du déterminant noté

Nay, ay, ...,a, 1):
May, ay, ...;a, 4, x) = Way,ay, ....a, () X(x-ay) (x—a,y)...(x—a, )
ce que 'on peut écrire aussi :
WNay, ay,...,a, y,a,) = Vay,a,,...,a, ()x(a,-a)) (a,-a,)...(a,-a, ,).
4. On a donc une relation de récurrence permettant le calcul.
Sachant que F(ay, a;) = a, — a;, on en déduit :
May, ay, a3) = (a3—-ay) (a3-a,) (ay—ay)

V(al,az. ay ay) = (ag—ay) (ag—a,) (ay—ay) (ay—ay) (a3-ay) (ay-a,)

et plus généralement :
V(al, Ay, ..., a,) = n(aj- a;).

Ce déterminant, appelé déterminant de Vandermonde des scalaires ay, a5, ..., a,, est nul
si et seulement si deux des nombres sont égaux.

2. Applications au rang et aux S.E.V.

» Exercice 5

1. Ecrire un systéme d’équations cartésiennes de la droite @ de R3 engendrée par le vec-
teur = (=2, 5, 7). On donnera une fagon « lycée » de procéder, et une fagon utilisant
les déterminants.
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2. Ecrire I'équation du plan % engendré par les vecteurs = (1, 2, 3)etv=(-4,7, 3).

Corrigé

1. Le vecteur (x, y, z) appartient 4 la droite 2 si et seulement si il est proportionnel au
vecteur u.

e Le plus simple est de dire que deux vecteurs proportionnels ont des composantes

proportionnelles :

X Y2

-2 5 7

ce qui est équivalent aux deux équations {5x+ 2y=0, 7y-5z=0}

x —2
¢ On peut aussi dire que la matrice y 5 |est de rang un, Le. que tous ses détermi-
z 7

nants extraits d'ordre deux sont nuls. En pratique, il en suffit de deux sur les trois
possibles :

y 5
ce qui donne le méme résultat.

2. Les deux vecteurs » et v forment une famille hibre, et ils engendrent bien un plan. Le

vecteur X = (x, y, z) appartient au plan % si et seulement si la famille {X, w, v} est lide,

L.e. 51 et seulement si son déterminant (sur une base quelconque) est nul. L'équation du
plan est donc :

x 1 -4
y 2 7 (=0
z 5 3

a savoir 29 + 23y — 15z =10,

» Exercice 6 On considére dans RB*Y les deux wvecteurs a=(1,1,-3,2),
B=1(=2,0, 3, 1) et soit P le plan qu'ils engendrent. Soit v = (x, y, z, £) un vecteur quel-
conque de B4,

1. Trouver un systeme d'équations cartésiennes de % en unlisant les déterminants,

2. En utilisant la méthode du pivet, trouver un systéme d'équations cartésiennes de 9.
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Corrigé
Quelle que soit la méthode utilisée, nous devons traduire que les trois vecteurs
X=(x,y, 2, 1), a ct b forment un systéme li¢, i.e. que la matrice

1 -2 «x
1 0 y
A= -3 3 =z
2 1 ¢

est de rang deux seulement.

1. Cette matrice est de rang deux si et seulement si les quatre déterminants d'ordre trois
que l'on peut en extraire sont nuls. Cependant, il est inutile de les calculer tous les quatre.

Sachant que le petit déterminant est non nul, il faut et il suffit simplement que

les deux déterminants « bordant » de dimension trois contenant ce petit déterminant
soient nuls :

1 -2 «x 1 -2 «x
1 0 y|/=0, |1 0 y|=0
-3 3 =z 2 1 ¢

ce qui donne les deux équations {3x+3y+2z2=0, x-5y+2r=0}.

2. On échelonne cette matrice par la méthode classique de Gaufl. On obtient successi-
vement les matrices :

1 -2 «x 1 -2 x 1 -2 x
1 0 y _ 0 2 y-x _ 0 2 y-x
-3 3 =z 0 -3 z+3x 0 -0 2z+3x)+3(y-x)

2 1 ¢ 0 5 ¢-2x 0 0 =2(¢-2x)+5(y-x)

Cette matrice est de rang deux si et seulement si les deux derniéres lignes sont identi-
quement nulles, soit 2(z + 3x) + 3(y — x) = — 2(¢ — 2x) + 5(y — x) = 0.

On retrouve les deux équations données par la premiére méthode, mais ce n'est pas tou-
jours le cas. Le plan d'équations {3x+3y+2z=0, x-5y+2¢=0} admet aussi
comme équations :

{p(3x+3y+2z)+g(x-5y+20) =0, p'(3x+3y+2z)+¢'(x-5y+2¢) =0}
du moment que les réels p, p', ¢, ¢ vérifient pg’ — ¢'p # 0.
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» Exercice 7

1. Donner l'équation du sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs
w=(1,3,4.5), v=(12,3.4) et w=(3, 1,4, 2). On donnera deux méthodes diffé-
rentes.

2. Méme question pour le S.E. V. de Rt engendré par k= (1, 3,4,5),v=(1,2, 3, 4) et
w' =(1,0, 1, 2). Que sc passe-t-il ¥ Comment doit-on procéder, si I'on veur utliser les
déterminants ?

Corrige

A priori, on a envie de dire que le vecteur X'= (x, 5, =, £) appartient au sous-espace vec-
toriel engendré par {u, v, w} si et seulement si la famille {#, @, w, X'} est liée. Mais
attention, ceci est vrai uniquement lorsque les trois vecteurs donnés {u, v, w} forment
une famille libre. Si ce n'est pas le cas, la famille { X, &, v, w} est liée quel que soit le vec-
teur X, qu'il soit ou non dans le sous-espace vectoriel engendré ! Regardons les deux
exemples proposés.

1. En dimension quatre, une tamille de quatre vecteurs est liée si et seulement si son
déterminant sur une base quelconque est nul. Calculons donc ce déterminant sur la base

canonique, en remplagant C; par G, — C, puis C; par C; — 30y, puis C, par €y — xC, :

1 1 3 = 1 0 0 0
32 1 3 -1 -8 3 -1 -8 y-3«
- - - =
Y = Y =(=-1 -8 z-4%]|.
4 3 4 = 4 -1 -8 =z-—-4x
-1 =13 ¢-5=%
S 4 2 ¢ 5 -1 —-13 r-5=x

On soustrait ensuite la premiére ligne aux deux autres pour obtenir finalement un déter-
minant valant 5x + 5y - 5z.

Ce déterminant n'est pas identiquement nul, ce qui mentre en premier lieu que la famille
de départ est bien une famille libre, et que I'équation de Thyperplan engendré est
x+y-z=0.

L'échelonnement de la matrice

. Led

3
1
4

Mot K

, qui doit étre de rang trois pour que X

2

4= e ba

2 ¢

soit dans le sous-espace vectoriel engendré par {u, v, w}, conduit au méme résultat, et
est tout aussi désagréable !
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111 «x
. . . 3 2 0 }'
2. Silon procéde de la méme fagon, sans précautions, on voit que 43 1 =0
z
5 4 2 ¢

Cela signifie que la famille {«, v, w"} forme une famille liée. La famille {«, v, w'} est une
famille liée, uniquement de rang deux. La méthode employée dans la question précé-
dente ne marche plus. Nous allons maintenant avoir deux équations cartésiennes pour le
sous-espace vectoriel engendré (c'est un plan).

1 11 x
. . . |3 2 0 y
Nous devons maintenant écrire que la matrice 43 1 est de rang deux.
z
5 4 2 ¢

Il'y a deux fagons de procéder :
¢ On échelonne la matrice par la méthode de Gauf} :

1 11 x 11 1 x 1 1 1 x
320 y| |0 -1 -3 y-3x 0 -1 -3 y-3=x
431 2| [0 -1-3 z-4x| [0 0 0 z-x-y
5 4 2 ¢ 0 -1 -3 ¢-5«x 0 0 0 ¢-2x-y

Cette matrice est de rang deux si et seulement si on a simultanément
{z=x-y=0, ¢t-2x-y=0}
qui sont donc un systéme d'équations cartésiennes du plan cherché.

e Sachant que la famille de départ est liée, et est seulement de rang deux, nous pouvons
garder uniquement les vecteurs v et w’. Le vecteur X = (x, y, z, £) appartient au plan

1 1 x
s : . |2 y
de base {v, w'} si et seulement si la matrice 3 1 est de rang deux.
z
4 2 ¢

11

Comme le petit déterminant est non nul, la matrice est de rang deux si et seu-

lement si les deux déterminants « bordant » sont nuls :
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1 1 =% 1 1 =
20 y/=0, (2 0 y|=0.
J 1 = 4 2 ¢

On retombe en pratiquc sur les mémes équatiuns que par échelonnement,

» Exercice 8 On considére dans B4 les quatre vecteurs :
a=(1,1,-3,2), b=(-2,0.3,1), c=(-6,m+1,6,8), d=(6+m? 3, — 16+ m?, 4

ol m est un paramétre. On utilisera le résultat de lexercice 2 ci-dessus,
1. Discuter suivant la valeur de m le rang de ce systéme de vecteurs.

2. Pour les cas particuliers, donner un systéme d'équations cartésiennes du 5.E.V. qu'ils
engendrent.

Corrigé

1. Lafamille de vecteurs {a, &, ¢, 4} est de rang quatre si et seulement si son déterminant
sur une base quelconque est non nul. On a vu que le déterminant sur la base canonique
vaut 14(m — 1) (m + 1), Il y a donc exactement deux valeurs de  oii la famille est lice,
et donc de rang inférieur ou égal 4 trois.

* Pour m=-1:la matrice des composantes de la famille de vecteurs sur la base cano-
nique est :
1 =2 =6 7
1 0 0 3
-3 3 6 -15|
2 1 8 4

On voit 4 I'ceil nu que le déterminant formé par les trois premiéres colonnes et les trois
derniéres lignes est non nul. La matrice, contenant un déterminant d'ordre trois non
nul, est donc de rang supérieur ou égal i trois. Comme elle n'est pas de rang quatre,
elle est exactement de rang trois.

* Pour m=1:la matrice des composantes de la famille de vecteurs sur la base canoni-
Cll.'lE sl

1 -2 -6 7
1 0 . 3
-3 3 6 -15|
2 1 8 4

A=
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Le fait que m = 1 soit racine double du déterminant (considéré comme polynéme en
m) incite 4 penser que la matrice est peut-étre de rang deux seulement, et qu'il est donc
hasardeux de se lancer 4 chercher un déterminant extrait d'ordre trois non nul...
Soyons donc prudent, et revenons i la méthode du pivot de Gaufl :

1 =2 -6 7 ) 1 -2 -6 7 1 =2 -6 7
1 0 2 3 0 2 8 -4 0 2 8 -4
3 3 6 -15| |0 -3 -12 6| |0 0 0o o
2 1 8 4 | 0 5 20 -10 0 0 0 0

Effectivement, la matrice est de rang deux seulement. Il en va de méme de la famille
de vecteurs.

2. Traitons les deux cas particuliers :

Pour m =~ 1 : nous savons que les vecteurs {a, 4, c} forment une famille libre, puis-
que nous avons trouvé un déterminant extrait de dimension trois non nul parmi les
trois premiéres colonnes de la matrice. Le sous-espace vectoriel de R* engendré par
les quatre vecteurs est un hyperplan, celui engendré par {a, 4, c}. On trouve son équa-
tion cartésienne en écrivant que la famille {a, 4, <X}, ot X = (x, y, 2, #) est liée. On
procéde par déterminant :

1 -2 -6 «x
10 0y 18—10z-6r.
-3 3 6 =z
2 1 8 ¢

Une équation de cet hyperplan est donc 9x + 5z + 3/ =0.

Pour m = 1: le sous-espace vectoriel est maintenant un plan, engendré (par exemple)
par les deux premiers vecteurs a et 4. On obtient ses équations cartésiennes en écrivant

1 -2 x
. 0 y
que la matrice est de rang deux.
-3 3 =z
2 1 ¢

On peut utiliser deux déterminants bordant ou, plus simplement, I'échelonnement :

1 -2 x 1 -2 x

1 0 y _ 0 2 y=x
-3 3 z 0 0 3/2x+3/2y+z|
2 1 ¢ 0 0 «x/2-5/2y+¢
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On ca!culc Sl‘Ol‘B :

4 14 1 4 14 2
dCt(Cl, Cz, C3) =|8 -2 7 ct dCt(Cl, Cz, 04) =|8 -2 2|.
18 -12 17 18 -12 4

Le calcul montre que ces deux déterminants sont nuls.
La matrice 4, est de rang deux seulement. On n'a donc pas eu besoin de calculer les qua-
tre déterminants d’ordre trois qu'elle contient ; deux ont suffi.

Puisque la matrice 4, est sculement de rang deux, cela signifie que ses trois lignes for-
ment une famille liée. Comme on sait que les deux premiéres lignes forment une
famille libre, cela implique que la troisieme ligne de 4, est une combinaison linéaire
des deux premiéres. Cela est vrai aussi pour la matrice 4. Celle-ci a le méme rang que
la matrice 4, obtenue i partir de 4 en supprimant la troisiéme ligne.

3. La matrice A, est au moins de rang deux, car ses deux premiéres lignes (ou colonnes)
sont indépendantes. On utilise le méme principe que pour 4, : elle est de rang deux si
et seulement si ses deux derniéres colonnes sont des combinaisons linéaires des deux pre-
miéres.

On calcule alors :
4 14 1 4 14 2
det(Cy, G, Cy)= (8 -2 7| et det(Cy,C),CY=|(8 -2 2|
7 17 3 7 17 3

Le calcul montre que ces deux déterminants sont nuls.

La matrice 4, est de rang deux, ce qui signifie que ses trois lignes forment une famille
liée. Comme on sait que les deux premiéres lignes sont indépendantes, cela signifie que
la derniére ligne de A4,, a savoir la quatriéme ligne de 4, est une combinaison linéaire des
deux premiéres lignes.

La matrice A est donc de rang deux seulement : on a montré que la troisiéme et la qua-
tri¢gme ligne sont des combinaisons linéaires des deux premiéres.

———— 1 ¢ 1
» Exercice 10 Soit £, I'endomorphisme de R3 de matrice N,= | # 1 1| sur la base
canonique. 1 1 ¢

1. Quelles sont les valeurs de # pour lesquelles N, nest pas de rang 3 ?
2. Pour chacune de ces valeurs, donner une base de Im f; et de Ker f;.
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» Exercice 13 Discuter le systéme linéaire suivant :

ax + y + z = 8-a
2x - y - z = =10,
ax - y + z = 2

On utilisera les déterminants pour déterminer le rang du systéme et trouver les cas par-
ticuliers.

Corrigé

Ecrivons ce systéme sous la forme matricielle :
a 1 1 x 8-a
2 -1 1| |y|=]-10].
a -1 1 z 2

Le déterminant de la matrice du systéme se calcule aisément : il est égal & = 2a ~ 4.

¢ Pour a=-2: la matrice du systéme n'est pas de rang trois (déterminant nul) et pas
non plus de rang un (les lignes ne sont pas toutes proportionnelles). Elle est donc de
rang deux. Le systéme est donc soit impossible, soit indéterminé avec une inconnue
paramétre. En remplagant, on voit que les deux premiéres équations sont identiques.
Le systtme devient {2x—y—-z=-10, -2x-y+z =2} qui se résout aisément
enx=x,y=4,2=6+2x.

o Cas général : la matrice est de rang trois, et le systéme est de Cramer, admettant une
solution unique. Une méthode quelconque (par déterminants ou par échelonnement)
donnex=-1,y=3-a/2,z=5+al2.

» Exercice 14 Soit 7'I'application qui au polynéme P& R;[.X] associe le polynéme :
T(P)=3XP-(X*-1) P".

Montrer que 7 est un automorphisme de R4[X].

Corrigé

La linéarité de 7" comme opérateur de R3[.X] a valeurs dans R[X] est claire.

Il faut cependant vérifier que le degré de 7(p) reste bien inférieur ou égal a trois, lorsque
P € R;[X]. 11 suffit de le vérifier en calculant les images des vecteurs de la base

« canonique » :

A1) =3X, AX) =2X%2+1, AX?) =X+2X, AX’) =3X2.
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2. Les formules permettant de calculer un  déterminant montrent que
fz) =det(P+ zQ) est un polynéme en z, et que son degré est inférieur ou égal 4 la
dimension » des matrices. Comme la matrice §= P+ i est inversible, on a f{7) 20,
Cela signifie que le polyndéme fn'est pas identiquement nul.

Il admet donc au maximum # racines réelles ou complexes. Il y a ainsi au maximum
nombres réels x tels que f{x) = 0, ce qui veut dire qu'il y a au maximum » réels x tels que
P+ xQ) ne soit pas inversible. Pour tous les autres (une grosse majorité 1), la matrice
P+x0Q est inversible, Comme on a alors (P+xQ)B=A(P+x0), on a
B=(P+xQ) ! A(P+ x0Q), et les matrices A et B sont semblables viz une matrice réelle,

» Exercice 17 Cet exercice ne fait pas appel aux déterminants. On y démontre trés
simplement qu'une matrice et sa transposée ont le méme rang. C'est une révision de la
premiére année, mais trouvant bien sa place ici.

1. Soitde M P{K} une matrice quelconque et Pet Q deux matrices carrées inversibles
dont les dimensions sont telles que le produit B= Q1 AP existe. Montrer que A et B
ont le méme rang : on utilisera une application linéaire de K# dans K.

2. Montrer que toute matrice 4 € M, (K) de rang r peut s'écrire sous la forme
A=0I P1loh Pet () sont des matrices inversibles et ol I est la matrice 7 % p ol les
seuls éléments non nuls sont les » premiers coefficients de la diagonale, égaux a 1.

3. Déduire des résultats précédents qu'une matrice et sa transposée ont le méme rang,
i.e. que le nombre maximum de lignes formant une famille libre est égal au nombre
maximum de colonnes formant une famalle libre,

Corrigé

1. Munissons K7 et K" de leurs bases canoniques, et soit fT'application linéaire de K7
dans K™ dont la matrice sur ces deux bases est .A.

Soit maintenant AU la base de KF dont P est la matrice de passage depuis la base canoni-
que de K7 : les composantes du premier vecteur de UL sur la base canonique sont dans la
premiére colonne de P et ainsi de suite. Soit V" la base de K™ dont la matrice de passage
depuis la base canonique est Q. La matrice de fsur la base AU (au départ) et sur la base
V (arrivée) est la matrice B= Q-1 AP, d'aprés la formule de changement de base pour
les applications linéaires. Le rang de fest égal au rang de A et au rang de B. Les deux
matrices ont le méme rang.

2. Dire que la matrice A est de rang r signifie que le noyau de fest de dimension p - r.
Construisons une base de X# et une base de K™ de la fagon survante :

* Partons dunebase {u, ., #, ;3. ..., 4} de Ker £ Nous les numérotons de r + 1a p par
commodité,
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Exercices

e Utilisons le théoréme de la base incompléte pour compléter cette famille libre en une
base de K?. 11 faut lui ajouter r vecteurs, que nous appelons {#y, 4y, ..., #,}.

e La famille {flu)), Aluy), ..., flw,)} est libre (dans K7). En effet, une relation
ay flug) + ay fluy) + - +a, flu,) =0, a savoir flayu; +ayuy+ - +au,) =0 implique
que ayuy +ayuy+ - +au € Ker £ Par construction de la base dans KP?, ceci
demande ayu; + ayuy + - +au,=0,etdoncay=ay=--=a,=0.

» Complétons alors la famille libre {flu,), fluy), ..., flu,)} en une base de K" en lui

ajoutant n — r vecteurs.

¢ La matrice de fsur ces deux nouvelles bases est bien celle demandée, avec I'identité de
dimension r en haut 4 gauche, et des zéros ailleurs.

En appelant Pet Q les deux matrices de passage aux nouvelles bases dans K7 et K*, nous
avons I, = Q-1 AP.

3. La relation 4= QI, P~! nous donne ‘4 = (‘P)"! (‘1) (‘Q), ot “I, est la matrice 2 P
lignes et n colonnes dont tous les éléments sont nuls, sauf les » premiers sur la diagonale.
Cette matrice est donc de rang r comme [,. La matrice ‘A est donc aussi de rang r.

» Exercice 18 Soit D un déterminant de dimension » dont chaque coefficient est une
constante ou un polynéme de degré un en une indéterminée x.

1. Montrer que D est un polynéme de degré inféricur ou égal a 7 en x.

2. Soit £ < n un entier. On suppose en outre que seulement £ coefficients de ce déter-
minant sont véritablement du premier degré en x. Montrer que le degré de D est infé-
rieur ou égal a £,

Corrigé
1. Ce résultat se démontre par récurrence.
a) Il est vrai pour n=2:

ayxtbyy a xt b,
a21.7c+1721 a22x+b22

= (al.lx + bl.l) (02'2.1: + 622) - (al’zx + 61'2) (az’lx + bz,l)

est bien un polynéme de degré inférieur ou égal 4 deux.

b) Montrons que la propriété est héréditaire : supposons-la vraie i 'ordre 7 et montrons
qu'elle est vraie a 'ordre 7 + 1. Soit donc C une matrice carrée de dimension 7 + 1, dont

chaque coefficient ¢; ;est de la forme ¢; ;= a; ;x + 4, ;.
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Chapitre 2. Déterminants

Corrige

1. Le déterminant de M est égal i zéro, quel que soit a. La matrice n'est donc jamais de
rang quatre. Comme les deux premiéres colonnes ne sont pas proportionnelles, elle n'est
pas non plus de rang un. Elle est donc toujours soit de rang deux, soit de rang trois.

2. Prenons la sous-matrice de dimension trois formée des trois premiéres lignes et
colonnes. Son déterminant est égal 4 57(1 - a).

Lorsque a # 1, la matrice M contient une sous matrice inversible de dimension trois, et
elle est donc aussi de dimension trois. Pour a = 1, on ne peut pas conclure i ce stade : la
matrice M contient au total seize sous-matrices d'ordre trois. Mous n'en avons regardé
quune seule, et il est possible que I'une des quinze autres soit inversible, et que M soit
aussi de rang trois,

Nous pouvons seulement dire que @ = 1 est ['unique valeur ot M est peut-étre de rang
deux.

1 -4 14 14
2 2 -2 =2
-1 3 -1 -1y
4 0 8 8

Pour chercher le rang et le noyau de M, le mieux est de résoudre le systéme MX =0 qui
définit le noyau. Maple nous donne x=—2z - 2¢, y=3z+ 3¢, z=2, =1 Il s'agit d'un
plan dont une base est {(= 2, 3, 1, 0), (= 2, 3, 0, 1)}. La matrice est donc de rang deux,
et les deux premiéres colonnes de la matrice forment une base de l'image.

3. Pour a=1, nous avons M =

» Exercice 22

1. En utilisant les déterminants, discuter suivant la valeur du paramétre réel m le rang
de la matrice :

m=1 i -1 1 m

1 -1 1 2

Alm) = |
M= 1 el =2 2 2
1 1 -1 -1 1

2. Résoudre le systeme linéaire A(m) x X = B(m) avec B(m)=(1,m,2m+1,7). On
regardera le cas général et les cas particuliers ; les problémes une fois identifiés, on uti-
lisera directement l'instruction finsefve.
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Exercices

Corrind

1. Cette matrice est au maximum de rang quatre. Prenons {pfar cx:mpl:] la sous-matrice
de dimension quatre formée par ses quatre premiéres colonnes et lignes. Maple donne :

m—1 0 -1 1
0 1 -1 1
-1 m+1 -2 2
1 1 -1 -1

= 2m(2 — m).

La matrice A(m) est de rang quatre lorsque m est différent de 0 et de de 2. Pour ces deux
valeurs particuliéres, on ne sait rien dire pour I'instant. I faut regarder de plus prés :

-1 0 -1 1 0
0 1 -1 1 2
-11 -2 2 2f
1 1 -1 -1 1

e Pourm=0:40)=

La recherche du noyau avec l'instruction linsolve(A(0), [085]) donne :
(e=2t+u, y=—2t-3u, z=—t—u t=1 u=u).

Le noyau est de dimension deux, et la matrice de rang trois.

1 0 -1 1 2

0 1 -1 1 2
o Pourm=2:42)= .

-1 3 -2 2 2

1 1 -1 -1 1

La recherche du noyau donne (x=2¢ y=2¢ z=3¢ #=¢ u=0). Il sagit dune
droite, ce qui implique que la matrice est de rang quatre,

2. Regardons les divers cas possibles :
& Cas m=10:|instruction linsolve (A{D), B(0)) donne :
(x=7+2+u y=—8-2t=3u, z=-8—t—u, t=t,u=u).
Iy a deux paramétres, puisque le systéme est de rang trois seulement.
e (Cas général o m est différent de 0 : Maple donne :

x___—2+#l—3u+un:r. y = u_ ==5m+mz+u—2um—lﬁ
2(2-m)

2—m m—2

f_—ll]m-l-mz-l-:'ru—}!um-l-lﬁ _
= ., NN

2(m-2)
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Chapitre 3 Uiagonalisation et trigonalisation

3. Valeurs et vecteurs propres

La définition que nous donnons est valable pour un espace vectoriel E sur X de dimen-
sion finie ou non. Cea dit, nous passerons trés vite en dimension finie.

Deéfinition 2 : On dit qu'un scalaire 4 est une valeur propre de l'endomorphisme f
de E lorsqu'il existe un vecteur non nul Frel que :
AV = AV,

Un tel vecteur ¥ s'appelle vecteur propre de fassocié 4 la valeur propre 4.

Insistons bien sir le fait que le vecteur propre est non nul ! Sinon, la définition n'a aucun
intérét.

TR Soit E 'espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou égal 4

3 sur R et fTendomorphisme qui associe au polynéme Ple polynéme
AUP) défini par AAP)(X) = 3XP— (X2 - 1)P".
Le calcul montre que fI(X- DX 4+ 1)) == (X- 13X+ 1) L'endomorphisme [
admet donc = 1 comme valeur propre. Un vecteur propre associé i cette valeur propre
est le polynome (X — 120X+ 1).

Exemple 2 Dans E =[R2, prenons pour f la rotation d'angle .F_'L', e lapplication

linéaire qui au vecteur (x, y) associe le vecteur (= y, x).

Pour tout vecteur } non nul, le vecteur f{F) est orthogonal a F': il est donc impossible
qu'ill existe un réel A tel f{F) = AV, Cet endomorphisme de 2 n'admet pas de valeur

propre réelle.

Exemple 3 Drans l'espace vectonel B3, soit f la symétrie orthogonale par rapport
au plan P d'équation x + y+z=0.

Tout vecteur Fappartenant a ce plan P reste invariant dans cette symeétrie ; il vérific done
fIFy = V. Tous les vecteurs (hormis le vecteur nul) du plan P sont donc des vecteurs
propres de f associés 4 la valeur propre A= 1.

Le vecteur W =(1, 1, 1) est perpendiculaire au plan P et est donc transformé en son
opposé @ fI) =— W. Ce vecteur W, et par suite tout vecteur non nul proportionnel 4
W, est un vecteur propre de f associé a la valeur propre A=- 1.

Soit E l'espace vectoriel des fonctions indéfiniment dérivables sur B
et D l'endomorphisme de E qui associe a chaque élément de E sa
dérivée : Dig) = ¢,
Pour tout réel A, nous savons que la dérivée de la fonction g; 1 x — e
x — Ae'®, ie. la fonction Ag;.

Ax est la fonction
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Valeurs et vecteurs propres

Pour tout réel 4, nous avons done D(g;) = Ag;. Tout réel A est valeur propre de Detla
fonction x —» e** est un vecteur propre de D pour cette valeur propre A.

Comme nous allons beaucoup travailler avec les matrices, donnons la définition analo-
gue — et logique — pour une matrice carrée

Définition 3 : On dit qu'un scalaire A est une valeur propre de la matrice carrée A
de dimension » Inr5qu”'i] existe un vecteur non nul Fe K™ el que :

Ax V= AF.
Un tel vecteur I"s'appc]lc vecteur propre de A associé i la valeur propre A.

o Cette définition a bien un sens : s1 .4 est une matrice carrée de dimension n et Fun
vecteur de K™ (et done une matrice colonne de dimensions % 1), le produit A = Fest
bien un vecteur de K™,

® 5i fest un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension finie # et dont la
matrice sur une certaine base B est A, les valeurs propres de f et de A sont identiques.
Ecrnits dans la base 3, les vecteurs propres de f sont exactement les vecteurs propres

de A.

Nous allons maintenant nous intéresser i l'ensemble des vecteurs propres d'un endomor-
phisme f associés 4 une valeur propre A donné.

Théoréme 1 et définition 4 : Quirte 4 ajouter le vecteur nul, 'ensemble des vec-
teurs propres associés i la valeur propre A de I'endomorphisme f de £ est un sous-
espace vectoriel de E.

On l'appelle sous-espace propre associé i la valeur propre 4, et on le note E;.

En effet, dire que f{¥) = AV équivaur a dire que f{F) = AL(F), soit (f — AL N V) = 0.
Nous retombons sur la définition du noyau de l'application linéaire f— AJ,. 1l faut bien
stir ajouter le vecteur nul 4 l'ensemble des vecteurs propres pour avoir un espace-
vectoriel !

Le sous-espace propre associé a la valeur propre 4 est le noyau de 'endomorphisme
prop prop ) [p

.‘Irl - "'L!'-:r"

Dire que A est valeur propre de_f équivaut donc i dire que l'endomorphisme /- Al n'est
pas injectif.
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Chapitre 3 Diagonalisation et trigonalisation

MNous pouvons traduire cect en terme de matrice ;

e Le scalaire A est valeur propre de la matrice 4 si et seulement si la matrice
A— Al n'est pas inversible.

» Le sous-espace propre associé i la valeur propre A de la matrice A est le noyau de
la matrice A - Al

En effet, dire qu’il existe un vecteur non nul V tel que AV = ll’f’équivaur a dire que
(A = AL(F) =0, i.e. que le noyau de la matrice 4 — Al n'est pas réduit au vecteur nul.

On se rappellera qu'une matrice est inversible si et seulement 51 s50n noyau est réduit au
vecteur nul.

Mais on sait aussi quune matrice est inversible si et seulement si son déterminant est
non nul. Cela signifie done que A est valeur propre de la matrice A si et seulement si le

déterminant de la matrice A4 — Al est nul. Cette condition nécessaire et suffisante nous
donne un Moyen trés prﬂtique pour caleuler les valeurs propres d'une matrice.

4. Polynome caractéristique.
Calcul des valeurs propres

4.1 Polynome caractéristique d'une matrice

Définition 5 : 5i .4 est une matrice carrée de dimension »n, P{A) = det(4 - Al) est
un polynome de degré # en A

g~ A @, @, n
il il —.l "T.l.
P{‘l':l — .2.1 ol l M
'”.'1.1 IITrj1:.i_' S ':'il.r.'..'r = ":l'

On l'appelle polyndme caractéristique de A.

Le fait que P(A) soit un polyndme vient de la fagon dont se calcule le déterminant d'une
matrice : on y fait uniquement des sommes et des produits de coefficients intervenant
dans la matrice.

En y regardant de plus prés (développement par rapport 4 la premiére ligne), on peut cons-
tater que le déterminant P(A) contient une fois le terme (a) y — A)az ;- A) ... (a, ,— A),

94



Polyndme caractéristique. Calcul des valeurs propres

qui est un polynome de degré # en A et commengant par (= 1)”A” et la somme d'autres

produits faisant intervenir au maximum n — 2 coefficients contenant A (et donnant donc
naissance 4 des polynomes de degré inféricur strictement a # = 1). On a bien finalement
un polyndome de degré » commengant par (= 1)"A",

Quand on développe le produit (a; ; — A)(ay ,— 4) ... (a,, ,,— A), on constate aussi que le
coefficient de A7~ ! est (ay y +ay, + ... +a,,)(~ 1)""1, qui fait intervenir la trace de la
matrice A.

La constante intervenant dans P(A) est la valeur P(0), i.e. le déterminant de A.
On peut finalement dire que le polyndme caractéristique de A se présente sous la forme :

P(A) = (=1)"A" 4+ (= 1)" 14" 1Tr(A) + ... + det(4.)

0 3 0

Prenons lamatrice A =|1 -2 4.
1 1 1

Calculons son polynome caractéristique :

- A 3 0 3 -4 3 0 1 3 0
PA)=|1 -2-412 4 [=3-4 -2-4 4 |=(3-A -2-4 4
1 1 1-4 [B-4 1 1-4 1 1 1-A
0 0
=(3-Af1 -5-4 4 |=C3-A)A2+44+3)=(3~-A)A+1)(A+3).
1 -2 1-2
0 -1 0
Pmnons lamatrice B=|1 2 -4/,
1 1 -3
-4 -1 0
Calculons son polyndome caractéristique: P(A)=|1 2-4 -4
1 1 -3-2

En ajoutant les deux derniéres colonnes a la premiére, on peut mettre en facteur — 1 - A,
On ajoute ensuite la nouvelle premiére colonne (formée uniquement de 1) a la deuxiéme
et 'on obtient deux zéros en premiére ligne. Le développement par rapport a cette pre-
miére ligne donne finalement :

P(A) = —(A+1)2(A-1).
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Chapitre 3 Diagonalization et trigonalisation

La matrice A = [

P(A) =

1-4
1

1

0
1

-1
0 ] a pour polynéme caractéristique :

1
1-4

1

-1
1 =-A

= A2 +1.

1

1
1-4

1

1
1
1-4

Prenons la matrice C de dimension 4 dont tous les coethcients valent
1. Son polynéme caractéristique est :

On ajoute les trots derniéres colonnes i la premiére pour obtenir 4 = A partout sur cette
j P p 4~ A pa
premiére colonne, on le met en facteur et on soustrait la premiére ligne 4 toutes les

autres ;
1 1 1
1 1-4 1

P(Ay=(4-14)<

(4) = ) 1 1 1-1
1 1 1

1 1

0 -4
0
0

= 234 - 4).

4.2 Polyndme caractéristique d'un endomorphisme

Soit f'un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension finie n. Si 4 et B sont
les matrices de f sur deux bases distinctes, on sait qu'il existe une matrice inversible P
telle que B = P-1AP. Calculons les polyndmes caractéristiques de ces deux matrices :

det( B - Mﬂ,} =

= det(P1) x det(4 - Ald) x det(P) = det(4 - Al)

puisque det(P!) x det(P) = 1.
Le polyndme caractéristique des matrices de f est done indépendant de la base sur
laquelle on a choisi d'écrire la matrice de £ On 'appelle polynéme caractéristique de

I'endomorphisme f.
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Palyndme caractéristique. Calcul des valeurs propres

R:Pn:numi 'I'd:ndumurphismc de Hj[.r?] défini par :

APYX) = 3XP-(X2-1)P.
Prenons comme base de cet espace vectoriel la famille {1, X, X2, X3}. Nous avons :
A =3X; AX)=1+2X%; AX3)=2X+X}; AXH=3Xx2.

(ce qui prouve en passant que f est bien une application linéaire de £ dans £, puisque le
degré ne dépasse pas trois !).

01 0 0O
_ 3020 ) .
La matrice de fsur cette base est A = 02 0 3 et son polyndme caractéristique
]
0010

-4 1 0 0
3 -4 2 0
0 2 -4 3
0 0 1 -4

= (A = 1)(4 + 1}(A = 3)(A + 3).

(On additionne toutes les lignes pour mettre 3 — A en facteur, puis I'on soustrait la pre-
miére colonne 4 toutes les autres,)

4.3 Calcul des valeurs propres

Soit donc A une matrice de dimension . Si l'on part d'un endomorphisme fd'un espace
vectoriel de dimension », on appellera A4 la matrice de f'sur une base quelconque.

Les valeurs propres de A sont les scalaires pour lesquels la matrice A— A, a un noyau
non réduit au vecteur nul, i.e. pour lesquelles A4 — Al n'est pas inversible. Ce sont donc
exactement les racines du polynomes caracténistique de A,

Théoréme 3 : Les valeurs propres d'une matrice A sont les racines de son poly-
nome t'ur;ln;:tériﬁthut:-

Cette affirmation améne instantanément la remarque suivante :

e 51 K'=0L, le polynéme caracténstique de .4 est un polynome de degré » i coefficients
complexes qui admet exactement » racines distinctes ou non dans C. Une matrice car-
rée de dimension # i coefficients complexes admet exactement n valeurs propres dis-
tinctes ou non.
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Chapitre 3 [(Hagonalisation et trigonalisation

* 5i K=R, le polynéme caractéristique de A est un polynome de degré n & coefficients
réels qui admet au maximum # racines réelles distinctes ou non. Il peut trés bien ne
pas en avoir. Considérée comme élément de Mﬂ{lH}, une matrice carrée réelle de
dimension 7 admet au mawamum # valeurs propres ; considérée comme élément de
M_(C), elle admet exactement » valeurs propres distinctes ou non.

0 3 0
Reprenons la matrice A=|1 -2 4| de l'exemple 1 du
paragraphe 3. 1 1 1

Son polynéme caractéristique P(A) = (3 — A)}(A + 1)(A + 3) admet trois racines — 3, — 1
et 3. La matrice A admet donc trois valeurs propres distinctes = 3, - 1 et 3.

0 -1 0
Reprenons la matrice B=|1 2 —-4| de lexemple 2 du
paragraphe 3. 1 1 -3

Nous avons obtenu ci-dessus P(A) = —(A+1)3(A-1).
Cette matrice admet une valeur propre simple égale a 1 et une valeur propre double - 1.

0 -1
Exemple 3 La matrice A = [1 0 ] a pour polynéme caracténstique :
-A -1
P(d) = = AL + 1.
1 -4

qui n'admet pas de racine réelle. Considérée comme matrice sur K elle n'a pas de valeur
propre. Considérée comme matrice sur C, elle a deux valeurs propres distinctes — i et 4.

chmnuns la matrice € de dimension 4 dont tous les coefficients

valent 1. Son polynoéme caractéristique est P(4)= AdA-4) qui

admet une racine simple 4 et une racine triple 0. La matrice a donc une valeur propre
simple et une valeur propre triple réelles.
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aous-espaces propres. Theoréme de dimension. Indépendance

B. Souc-aspacecs propras.
Théoreme de dimension.
Indépendance

5.1 Sous-espaces propres

Si A est une valeur propre de la matrice A, le sous-espace propre associé est le noyau de
la matrice A — Af;. On doit donc résoudre le systéme linéaire (A4 - AL) X =0

Comme ce noyau n'est pas réduit au vecteur nul, le systéme a une infinité de solutions.
la résolution, faite par une méthode ou une autre, nous donne l'ensemble des solutions
et nous donne ainsi une base du sous-espace propre cherché.

Remargue Une valeur propre A est une racine du polynime caractéristique,
@ Elle peut étre une racine simple ou une racine multiple. Rappelons que l'ordre
de multiplicité & d'une racine @ d'un polynéme P(X) est le plus grand entier &
tel que (X'—a)® puisse étre mis en facteur dans P(X). Par exemple, pour
PX)=(X=-1DIX+23X=32X2+X+2), a=1 est racine simple, 2= 13 est

racine d'ordre de multiplicité 2 (racine double) et & = — 2 est racine triple.

Il existe une relation d'inégalité simple entre l'ordre de muleiplicité d'une valeur propre
d'un endomorphisme (ou d'une matrice) et la dimension du sous-espace propre associé :

Théoreme & : La dimension du sous-espace propre [, associé 4 une valeur propre
t d'ordre de multplicité e est inférienre ou égale 4 cet ordre de multiplicité e,

Soit m la dimension du sous-espace propre associé i la valeur propre £ d'ordre de mul-
tiplicité m : il existe donc m vecteurs Vyy +0ep Uy, fOrmant une base de E;. Ces vecteurs
vérifient par définition flw,) = €uy, ..., flv,) = €v_. Complétons ce systéme libre de m
vecteurs en une base de I'espace vectoriel E par des vecteurs v, q..., v,. La matrice de
fsur cette base est de la forme :

0 v 0 by o by
O £ - 0 ir"'24.'e|1:+1 "E'E,n
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Chapitre 3 Diagonzlisation et trigonalisation

Le polynéme caracténstique de £, que l'on peut calculer sur cette nouvelle base, est donc :

-4 0 - 0 bmer 7 by

0 f=Ad 0 e!'2.1'|l.|+1 '&E..u'

Pl:ﬂ,:l = 0 0 SRR | '&m_m+] o jlr:l'|'.r:'
0 0 0 ém+1.m+1 -4 - 'f?m+1..rr
[5’ 0 0 '&n.m+l &n-,n -4

Un développement m fois de suite par rapport 4 la premiére colonne montre que I'on
peut au moins mettre en facteur (£ = A)™ dans ce polynéme. On a donc m < a.

Cas d'une valeur propre simple : si A est une racine simple du polynéme caracténistique,
le sous-espace propre correspondant est nécessairement de dimension 1, Le. est une droite.

Pour une valeur propre double, le sous-espace propre associé sera une droite ou un plan
et ainsi de suite. ..

5.2 Exemples de calculs

Calcul des valeurs et vecteurs propres d'une matrice

a) Former le polynome caracténistique de la matnce,

b) En chercher les racines dans K. On a les valeurs propres de A

c) Pour chaque valeur propre A4 ainsi trouveée, résoudre le systéme linéaire

(A= .-"Lf;.,-} A = (. On obtient amns le SOUS-espace propre associé 4 A,

Ne pas oublier que le sous-espace propre associé i une valeur propre simple est une
droite. 1l suffit done de trouver « un » vecteur propre.

0 3 0

Reprennns la matrice A =1 -2 4],
1 1 1

Nous avons déja calculé son polynome caractéristique P(A) = (3 — ANA+ 1)(4 + 3).
Le polynome caracténstique admet trois racines réelles, La matrice a trois valeurs pro-
pres réelles. Calculons chacun des sous-espaces propres correspondants.
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a) Valeur propre A =~ 3. Le sous-espace propre associé est I'ensemble des solutions du
systéme linéaire AX = - 3.X, ce qui s'écrit :

3x + 3y =0

x + y + 4z = 0=

{x+y=0
x + y + 4z =0

z=0

Le sous-espace propre correspondant est la droite engendrée par le vecteur » = (-1, 1, 0).

b) Valeur propre A =~ 1. Le sous-espace propre associé est I'ensemble des solutions du
systéme linéaire AX =~ X, ce qui s'écrit :
x + 3y = 0
x - y + 4z = 0= {
x + y + 2z =0

x+3y=0
x+3z=0

Le sous-espace propre correspondant est la droite engendrée par le vecteur v= (-3, 1, 1).

¢) Valeur propre A= 3. Le sous-espace propre associé est 'ensemble des solutions du
systéme linéaire AX' = 3X, ce qui s'écrit :
-3x + 3y = 0
x = S5y + 4z = 0= {
x + y -2z =0

x—y=0

x—z2=0

Le sous-espace propre correspondant est la droite engendrée par le vecteur w = (1,1,1).

Anticipation : il est facile de constater que les trois vecteurs u, v, w forment un systéme
libre (il suffit de calculer le déterminant) et donc une base de R3. Si f est 'endomor-
phisme de R? de matrice A sur (par exemple) la base canonique, nous avons f{u) = - 3u,
Sflv)=—v et flw)=3w. L'endomorphisme f est donc diagonalisable. La matrice de
passage de la base canonique 4 la base (#, v, w) est la matrice obtenue en mettant en

-1 -3 1
colonnes les trois vecteurs », v, w, soit P =| 1 1 1.
0 1 1
-3 0 0
Un calcul montre effectivement que P-14P=| 0 -1 0
0 0 3
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Chapitre 3 Diagonalisation et trigonalisation

0 -1 0
Reprenons la matrice B=|1 2 =4,
1 1 -3

Nous avons obtenu ci-dessus P(A) = — (A + 1)2({A-1).

a) Valeur propre simple A= 1. Le sous-espace propre associé est 'ensemble des solu-
tions du systéme linéaire BX = X, ce qui s'écrit ;

-x = ¥ = 0
+ 4z = Qe x+y=0
x - =
4 z =10
x + ¥y - 4z = 0
Le sous-espace propre correspondant est la droite engendrée par le vecteur = (-1, 1, 0).

b) Valeur propre double A = — 1. Le sous-espace propre associé est 'ensemble des solu-
tions du systéme linéaire AX =— X, ce qui s'écrit :

x - ¥ = 0
x=y=10
x + 3y - 4z = Dﬁ{

x + y - 2z = 0

Le sous-espace propre correspondant est la droite cngcndr{ie par le vecteur v=(1, 1, 1).
On remarque que le sous-espace propre associé i la valeur propre double — 1 est seule-
ment de dimension 1.

Anticipation : nous avons trouvé seulement « deux » vecteurs propres pour cette matrice.
Cela ne suffit pas a former une base de B3... La matrice B ne sera pas diagonalisable (pas
plus sur T que sur [£.)

0 -1
La matrice A = [1 0 ] a pour polyndme caractéristique :
-1 -1
P(A) = = A2 +1
W=, _;

qui n‘admet pas de racine réelle. Elle n'admet pas de valeur propre ni de sous-espace pro-
pre sur les réels. Nous pouvons toutefois la considérer comme élément de M,(C). Elle
admet alors deux valeurs propres complexes — ¢ et { et nous pouvons chercher les sous-
espaces propres correspondants.
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Sous-espaces propres. Théoréme de dimension. Indépendance

a) Valeur propre A =i, Le sous-espace propre associé est I'ensemble des solutions du
systéme linéaire AX = iX, ce qui s'écrit :
{- x - y =0

e x = 1y.
x-t:y=0 xry

Le sous-espace propre associé est la droite engendré par le vecteur u = (i, 1).

b) Valeur propre A= - i. Le sous-espace propre associé est I'ensemble des solutions du
systéme linéaire AX = — X, ce qui s'écrit :

. - 0

AR

x + iy =

Le sous-espace propre associé est la droite engendré par le vecteur v=(1, 7).

Anticipation : cette matrice n'est évidemment pas diagonalisable sur &, mais elle le sera

1 0 -1 ¢ 0
. |, on vérifie aisément que : P-1 P= ! .
1 0 0 -1

!

sur C. En posant P = [;

Reprenons la matrice C de dimension 4 dont tous les coefficients
valent 1. Son polynéme caractéristique est P(A) = AA-4).11 ya

une valeur propre simple et une valeur propre triple.

a) Valeur propre simple A = 4. Le sous-espace propre associé est I'ensemble des solu-
tions du systéme linéaire CX = 4.X, ce qui s'écrit :

—3x + y + z + t =0
x -3y + z + ¢t =0
<.\: + y = 3z + ¢t =0
| x + y + z - 3t =0

On sait que I'ensemble des solutions est une droite. Comme le vecteur #=(1,1,1,1)
fait I'affaire, le sous-espace propre associé a la valeur propre 4 est la droite engendrée par
ce vecteur.

b) Valeur propre triple A = 0. Le sous-espace propre associé est 'ensemble des solutions
du systéme linéaire CX = 0, ce qui s'écrit :

r

x + y + z + ¢t =0
x + y + z + ¢t =0
‘x+_y+z+l‘=0
x + y + z + ¢t =0
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