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5.3 Théorème d’Ascoli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204
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7 THÉORÈMES FONDAMENTAUX 293
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7.2 Théorème de Banach-Steinhaus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297
7.3 Somme directe topologique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 299
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INTRODUCTION

C
e livre est le fruit de plusieurs années d’enseignement à l’Université d’Orléans, mais
je suis très endetté envers les livres cités dans la bibliographie. Il est destiné aux

étudiants préparant une Licence ou un Master de Mathématiques. En outre, il sera utile
aux étudiants préparant l’Agrégation ainsi qu’aux futurs chercheurs.

Le livre est organisé en deux grandes parties. La première partie est consacrée à la
Topologie générale qui est utilisée abondamment en plusieurs branches de Mathémati-
ques. Pratiquement, la Topologie générale intervient partout en Analyse. Pour compren-
dre cette partie, le lecteur n’a pas besoin de connaissance préalable. La deuxième partie
concerne les espaces normés. Pour aborder cette partie, on suppose que l’étudiant a un
certain rudiment d’algèbre linéaire.

Ce livre comprend 383 exercices, avec leurs solutions, regroupés dans le dernier paragra-
phe de chaque chapitre. Ces exercices sont de difficulté variable et aideront l’étudiant
à contrôler l’acquis de ses connaissances et à se familiariser avec les différentes notions
présentées dans ce livre. Les solutions des exercices ont été volontairement très détaillées
pour permettre à l’étudiant de bien les assimiler.

Pour éviter de faire un livre très volumineux, je devais faire un choix de ne pas traiter
certains sujets. En fait, j’aurais souhaité inclure un chapitre sur la Topologie algébrique,
un domaine que j’aime beaucoup. J’ai aussi omis un chapitre sur les espaces Lp qui
forment une classe d’espaces de Banach très importante. J’aurais aimé également ajouter
un chapitre détaillé des différentes classes d’opérateurs sur les espaces de Hilbert.

Pour donner certaines démonstrations que j’ai omises et pour plus d’exercices avec
solutions, un Supplément sous forme d’un fichier pdf, associé à ce livre, peut être
téléchargé librement sur le site suivant : www.dunod.com. Le supplément contient aussi
quelques appendices surtout un sur la théorie des ensembles et un autre sur le corps des
nombres réels.

Je tiens à remercier le Laboratoire MAPMO et le département de Mathématiques de
l’Université d’Orléans de m’avoir permis de rédiger ce livre en toute quiétude. Un grand
merci à mon collègue et ami Noureddine El Jaouhari de m’avoir toujours aidé à résoudre
les problèmes que je rencontrais en Latex. Je remercie également le Professeur Georges
Skandalis d’avoir accepté de lire le livre avant d’être publié.
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J’accueillerai avec plaisir et gratitude toutes remarques et suggestions envoyées à l’adresse
électronique suivante : nawfal.elhage-hassan@univ-orleans.fr
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Chapitre 1

ESPACES TOPOLOGIQUES

L
a topologie, ou �� étude des lieux �� est la formalisation mathématique de notions
géométriques intuitives comme proximité, éloignement, voisinage, position limite

d’un point mobile, etc., dans l’espace euclidien de dimension 2 ou 3. Cette formalisation
s’exprime dans un langage axiomatique très général. La généralité du langage introduit a
un avantage, celui de s’appliquer à des situations très variées, par exemple à l’étude des
�� espaces fonctionnels ��. L’inconvénient est que l’on perd un certain nombre de propriétés
intuitivement évidentes dans les cas concrets d’où l’on était parti ; par exemple la possibi-
lité de �� séparer �� deux points par des voisinages disjoints. En fait, dans bien des cas, on
sera amené à restreindre la généralité par des axiomes supplémentaires de manière à se
rapprocher de l’intuition initiale ; étude des espaces séparés, des espaces métriques, etc.
On rappelle que si X est un ensemble, on note P(X) l’ensemble des parties de X .

1.1 Espaces topologiques

Définition 1.1.1. Une topologie sur un ensemble X est la donnée d’un ensemble T de
parties de X , i.e. T ⊂ P(X), vérifiant les propriétés suivantes, appelées axiomes des
ouverts.

(O1) ∅, X ∈ T .

(O2) Si U, V ∈ T , alors U ∩ V ∈ T .

(O3) Si (Ui)i∈I est une famille de parties de X appartenant à T , alors ∪
i∈I

Ui ∈ T .

L’ensemble X , muni de la topologie T , est appelé espace topologique. On notera
quelquefois (X, T ) un tel espace. Les parties de X qui appartiennent à T sont dites
parties ouvertes ou ouverts de X . Les éléments de X sont généralement appelés
points.

Les propriétés (O1), (O2) et (O3) peuvent être reformulées de la manière suivante :

– La partie vide ∅ et l’ensemble X sont des ouverts.

1



2 Chapitre 1. ESPACES TOPOLOGIQUES

– L’intersection de deux ouverts est un ouvert.

– La réunion de toute famille d’ouverts est un ouvert.

Définition 1.1.2. Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique (X, T ). On dit que
A est un fermé ou partie fermée de X si le complémentaire de A dans X est ouvert.
Autrement dit, si l’on a X \A ∈ T .

Construction d’une topologie à partir des axiomes des fermés. La famille F des
fermés d’un espace topologique (X, T ) vérifie les propriétés suivantes, appelées axiomes
des fermés.

(F1) ∅, X ∈ F , i.e. la partie vide ∅ et l’ensemble X sont des fermés.

(F2) Si A,B ∈ F , alors A ∪B ∈ F , i.e. la réunion de deux fermés est un fermé.

(F3) Si (Ai)i∈I est une famille de parties de X appartenant à F , alors ∩
i∈I

Ai ∈ F , i.e.

l’intersection de toute famille de fermés est un fermé.

Réciproquement, on peut définir une topologie à partir des ensembles fermés. De façon
plus précise, si X est un ensemble et si F est un sous-ensemble de P(X) vérifiant (F1),
(F2) et (F3), alors T =

{
X \ A ; A ∈ F

}
est une topologie sur X dont l’ensemble des

fermés est F .

Exemple 1.1.1. 1. Soit X un ensemble. Alors Td = P(X) est une topologie sur X ,
appelée topologie discrète. Un ensemble muni de la topologie discrète est dit
espace discret. Dans un tel espace toute partie est à fois ouverte et fermée.
A l’autre extrême, Tg =

{
∅ , X

}
est une topologie sur X , appelée topologie

grossière ou triviale. Le seul intérêt de ces deux topologies est de donner des
contre-exemples et montrer que certains phénomènes pathologiques peuvent arriver
en topologie.

2. Soit X = {x, y} un ensemble à deux éléments. Alors les topologies sur X sont

T1 =
{
∅, X

}
, T2 =

{
∅, {x}, X

}
, T3 =

{
∅, {y}, X

}
, T3 =

{
∅, {x}, {y}, X

}
.

3. Soit X = {x, y, z} un ensemble à trois éléments. Alors T =
{
∅, {x}, X

}
est une

topologie sur X , par contre
{
∅, {x}, {y}, X

}
n’est pas une topologie sur X .

4. Soit X un ensemble, alors Tcf =
{
∅
}
∪
{
U ⊂ X ; X \ U est fini

}
est une topologie

sur X , appelée topologie cofinie. Si l’ensemble X est fini, alors la topologie cofinie
cöıncide avec la topologie discrète. Si l’ensemble X est infini, alors deux ouverts
quelconques non vides dans (X, Tcf ) ont une intersection non vide.

Définition 1.1.3. Soient (X, T ) un espace topologique et B ⊂ T . On dit que B est une
base d’ouverts de X ou base de la topologie T si tout ouvert non vide de X est
réunion d’ouverts appartenant à B.
Tout espace topologique (X, T ) possède au moins une base d’ouverts, à savoir T elle-
même. La notion de base d’ouverts n’est bien sûr intéressante que lorsque B est plus
petit que T . Comme on le verra, dans de nombreux cas, il est en effet possible de se
limiter à des raisonnements sur les éléments d’une base au lieu de manipuler la totalité
des ouverts. Notons aussi qu’en général il n’y a pas unicité de la base d’ouverts.
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Exemple 1.1.2. Si X est un espace discret, alors B =
{
{x} ; x ∈ X

}
est une base

d’ouverts de X .

Proposition 1.1.1. Soient (X, T ) un espace topologique et B ⊂ T . Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) B est une base d’ouverts de X.

(ii) Pour tout U ∈ T et tout x ∈ U , il existe B ∈ B tel que x ∈ B ⊂ U .

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soient U un ouvert de X et x ∈ U .
Puisque B est une base d’ouverts de X , alors il existe une famille (Bj)j∈J d’éléments de
B telle que U = ∪

j∈J
Bj . Par conséquent, il existe B ∈ B tel que x ∈ B ⊂ U .

Preuve de (ii) =⇒ (i). Soit U un ouvert non vide de X . Par hypothèse, pour tout x ∈ U ,
il existe Bx ∈ B tel que x ∈ Bx ⊂ U . Donc on a U = ∪

x∈U
{x} ⊂ ∪

x∈U
Bx ⊂ U , d’où

U = ∪
x∈U

Bx, avec Bx ∈ B pour tout x ∈ U . Donc B est une base d’ouverts de X . �

En faisant le même raisonnement que ci-dessus, on obtient la remarque suivante :

Remarque 1.1.1. Soient (X, T ) un espace topologique, A un sous-ensemble de X et B
une base d’ouverts de X . Alors A est un ouvert de X si et seulement si pour tout x ∈ A,
il existe B ∈ B tel que x ∈ B ⊂ A.

Construction d’une topologie à partir d’une base d’ouverts. Soient (X, T ) un
espace topologique et B une base de la topologie T . Alors B possède les deux propriétés
suivantes.

(B1) Pour tout x ∈ X , il existe U ∈ B tel que x ∈ U .

(B2) Pour tout U1, U2 ∈ B et tout x ∈ U1 ∩U2, il existe U ∈ B tel que x ∈ U ⊂ U1 ∩U2.

Réciproquement, si X est un ensemble et si B est un sous-ensemble de P(X) vérifiant
(B1) et (B2), alors il existe une unique topologie T sur X pour laquelle B est une base.
En effet, il suffit de prendre :

T =
{
∅
}
∪
{
U ⊂ X ; U soit réunion d’ensembles appartenant à B

}
.

Autrement dit, un sous-ensemble U de X est un ouvert pour T si et seulement si pour
tout x ∈ U , il existe B ∈ B tel que x ∈ B ⊂ U .

Exemple 1.1.3. 1. Topologie de l’ordre. Soit (X, ≤) un ensemble totalement
ordonné, et soit B la partie de P(X) constituée des intervalles ouverts, des demi-
droites ouvertes et de X , voir Appendice A. Alors B vérifie les propriétés (B1) et
(B2). Par conséquent, il existe une unique topologie T sur X pour laquelle B est
une base. La topologie T est appelée la topologie de l’ordre. Un sous-ensemble
U de X est un ouvert pour T si et seulement si pour tout x ∈ U , il existe B ∈ B
tel que x ∈ B ⊂ U .

2. La droite réelle. Le corps des nombres réels R muni de la relation d’ordre usuelle
est totalement ordonné. La topologique de l’ordre sur R est appelée la topologie
euclidienne ou usuelle de R. Le corps R muni de cette topologie est appelé la



4 Chapitre 1. ESPACES TOPOLOGIQUES

droite réelle. Dans la suite, sauf la mention de contraire, R sera muni de sa
topologie usuelle. Notons que pour tout a, b ∈ R tels que a ≤ b, les ensembles
] − ∞, a[, ]a, b[ et ]b, +∞[ sont, par définition, des ouverts de R, d’où ] − ∞, a],
[a, b] et [b, +∞[ sont des fermés de R. Notons aussi qu’un sous-ensemble U de R est
un ouvert si pour tout x ∈ U , il existe ε > 0 tel que ]x− ε, x+ ε[⊂ U . Autrement
dit, les intervalles ouverts ]a, b[ forment aussi une base d’ouverts pour la topologie
usuelle de R.

3. La droite réelle achevée. Soit R = R∪{−∞,+∞} l’ensemble qui est la réunion
de R et de deux nouveaux éléments distincts notés −∞ et +∞ et appelés points
à l’infini. On prolonge à R la relation d’ordre usuelle de R en convenant que tout
x ∈ R vérifie −∞ < x < +∞. Alors R muni de cette relation d’ordre est totalement
ordonné et la topologie de l’ordre sur R est appelée la topologie usuelle de R, et
R muni de cette topologie est appelé la droite réelle achevée. Une partie U de
R est ouverte si

i) pour tout x ∈ U ∩ R, il existe ε > 0 tel que ]x− ε, x+ ε[⊂ U ;

ii) lorsque −∞ ∈ U , il existe α ∈ R tel que [−∞, α[⊂ U ;

iii) lorsque +∞ ∈ U , il existe β ∈ R tel que ]β, +∞] ⊂ U .

Notons que pour tout a ∈ R, les ensembles [−∞, a[ et ]a, +∞] sont des ouverts de
R et que R est un ouvert de R †.

Définition 1.1.4. Soient (X, T ) un espace topologique et x ∈ X . On dit qu’une partie
V de X est un voisinage de x s’il existe un ouvert U de X tel que x ∈ U ⊂ V . Plus
généralement, soit A une partie de X , on appelle voisinage de A toute partie V de X
telle qu’il existe un ouvert U de X vérifiant A ⊂ U ⊂ V .

Exemple 1.1.4. 1. Si R est muni de la topologie usuelle, un sous-ensemble V de
R est un voisinage d’un point x ∈ R si et seulement s’il existe ε > 0 tel que
]x− ε, x+ ε[⊂ V . Par exemple,

]
x− 1

2 , x+ 1
]
∪
{
5
}
est un voisinage de x.

2. Si R est muni de la topologie usuelle, un sous-ensemble V de R est un voisinage du
point −∞ s’il existe α ∈ R tel que [−∞, α[⊂ V . De même, un sous-ensemble W
de R est un voisinage du point +∞ s’il existe β ∈ R tel que ]β, +∞] ⊂ W .

Proposition 1.1.2. Pour qu’une partie d’un espace topologique X soit un ouvert il faut
et il suffit qu’elle soit voisinage de chacun de ses points. En particulier, pour connâıtre
la topologie de X, il suffit de connâıtre les voisinages de tous les points de X.

Démonstration. Il résulte immédiatement de la définition que tout ouvert de X est
voisinage de chacun de ses points. Réciproquement, soit V une partie de X qui est
voisinage de chacun de ses points. Alors pour tout x ∈ V , il existe un ouvert Ux de X
contenant x et contenu dans V . Donc on a V = ∪

x∈V
Ux. C’est une réunion d’ouverts,

donc un ouvert. �

Construction d’une topologie à partir des axiomes des voisinages. Soient (X, T )
un espace topologique et x ∈ X . On note V(x) la famille des voisinages de x. Les familles

†On revient sur ces deux exemples au chapitre 2.
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V(x) de parties de X , x ∈ X , vérifient les propriétés suivantes, appelées axiomes des
voisinages.

(V1) Pour tout x ∈ X , V(x) �= ∅ et pour tout V ∈ V(x), on a x ∈ V .

(V2) Toute partie de X qui contient un élément de V(x) appartient à V(x).

(V3) L’intersection de deux éléments de V(x) est élément de V(x).

(V4) Pour tout x ∈ X et tout V ∈ V(x), il existe W ∈ V(x) tel que pour tout y ∈ W ,
on ait V ∈ V(y).

Notez que dans (V4), il suffit de prendre pour W un ouvert contenant x et contenu dans
V .
Réciproquement, soit X un ensemble quelconque et supposons donnée pour tout x ∈ X ,
une famille V(x) de parties de X vérifiant les propriétés (V1), (V2), (V3) et (V4), alors
il existe une unique topologie T sur X telle que pour tout x ∈ X , V(x) soit la famille
des voisinages de x. En effet, il suffit de prendre :

T =
{
∅
}
∪
{
U ⊂ X ; U ∈ V(x) pour tout x ∈ U

}
.

Définition 1.1.5. Soient (X, T ) un espace topologique et x ∈ X . On appelle système
fondamental de voisinages de x ou base de voisinages de x, toute famille B(x) de
voisinages de x telle que pour tout voisinage V de x, il existe W ∈ B(x) tel que W ⊂ V .

Notez que si B(x) est une base de voisinages de x, alors on a :

V(x) =
{
V ⊂ X ; il existe W ∈ B(x) avec W ⊂ V

}
.

Autrement dit, V(x) est l’ensemble des parties de X contenant un élément de B(x). Ainsi,
on obtient V(x) à partir de B(x).
Comme pour les bases d’ouverts de X , le rôle des systèmes fondamentaux de voisinages
est de simplifier les démonstrations.

Exemple 1.1.5. 1. Soient (X, T ) un espace topologique et x ∈ X . Alors V(x) est
une base de voisinages de x. L’ensemble des ouverts de X contenant x est une base
de voisinages de x. Autrement dit, tout point d’un espace topologique admet une
base de voisinages formée d’ensembles ouverts. Notons aussi que si B(x) et B ′(x)
sont des parties de V(x) telles que B(x) ⊂ B′(x) et si B(x) est une base de voisinages
de x, alors B′(x) est également une base de voisinages de x.

2. Dans un espace discret, l’ensemble {x} constitue à lui seul un système fondamental
de voisinages de x.

3. Si R est muni de la topologie usuelle et x ∈ R, l’ensemble des intervalles de la
forme ]x − 1

n , x + 1
n [, avec n ∈ N∗, est une base de voisinages du point x formée

d’ensembles ouverts. également, l’ensemble des intervalles de la forme [x− 1
n , x+

1
n ],

avec n ∈ N∗, est une base de voisinages du point x formée d’ensembles fermés.

4. Si R est muni de la topologie usuelle, l’ensemble des demi-droites de la forme
[−∞, −n[, avec n ∈ N, est une base de voisinages du point −∞ formée d’ensembles
ouverts. De même, l’ensemble des demi-droites de la forme ]n, +∞], avec n ∈ N,
est une base de voisinages du point +∞ formée d’ensembles ouverts.
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Proposition 1.1.3. Soient (X, T ) un espace topologique et B ⊂ T . Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) B est une base d’ouverts de X.

(ii) Pour tout x ∈ X, la famille
{
U ∈ B ; x ∈ U

}
est une base de voisinages de x.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soient x ∈ X et V un voisinage de
x dans X , alors il existe un ouvert W de X tel que x ∈ W ⊂ V . Comme B est une base
d’ouverts de X , alors il existe une famille (Uj)j∈J d’éléments de B telle que W = ∪

j∈J
Uj.

Par conséquent, il existe Uj ∈ B tel que x ∈ Uj ⊂ V , donc la famille
{
U ∈ B ; x ∈ U

}
est une base de voisinages de x.
Preuve de (ii) =⇒ (i). Soit U un ouvert non vide de X . Puisque U est voisinage de
chacun de ses points, alors pour tout x ∈ U , il existe Ux ∈ B tel que x ∈ Ux ⊂ U . Par
conséquent, on a U = ∪

x∈U
Ux, donc B est une base d’ouverts de X . �

Construction d’une topologie à partir des systèmes fondamentaux de voisi-
nages ouverts. Soient (X, T ) un espace topologique et pour tout x ∈ X , soit B(x) une
base de voisinages de x formée d’ensembles ouverts. Les familles B(x) de parties de X ,
x ∈ X , vérifient les propriétés suivantes, appelées axiomes de Hausdorff.

(H1) Pour tout x ∈ X , B(x) �= ∅ et pour tout U ∈ B(x), on a x ∈ U .

(H2) Pour tout x ∈ X et pour tout U1, U2 ∈ B(x), il existe U3 ∈ B(x) tel que U3 ⊂
U1 ∩ U2.

(H3) Pour tout U ∈ B(x) et pour tout y ∈ U , il existe W ∈ B(y) tel que W ⊂ U .

Réciproquement, soit X un ensemble quelconque et supposons donnée pour tout x ∈ X ,
une famille B(x) de parties de X vérifiant les propriétés (H1), (H2) et (H3), alors il
existe une unique topologie T sur X telle que pour tout x ∈ X , B(x) soit une base de
voisinages de x formée d’ensembles ouverts. En effet, soit B = ∪

x∈X
B(x), alors B vérifie

les propriétés (B1) et (B2). Par conséquent, il existe une unique topologie T sur X pour
laquelle B est une base. En appliquant la proposition précédente et l’axiome (H3), on en
déduit que pour tout x ∈ X , B(x) est une base de voisinages de x formée d’ensembles
ouverts.

1.2 Intérieur, adhérence, frontière d’une partie

Définition 1.2.1. Soient X un espace topologique, x ∈ X et A ⊂ X .

1. On dit que x est intérieur à A lorsque A est un voisinage de x. L’ensemble des

points intérieurs à A s’appelle l’intérieur de A et se note
◦
A.

2. On dit que x est adhérent à A lorsque tout voisinage de x rencontre A. L’ensemble
des points adhérents à A s’appelle l’adhérence de A et se note A.
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3. On dit que x est un point frontière de A, s’il est à la fois adhérent à A et à X \A.
L’ensemble des points frontières de A s’appelle la frontière de A et se note Fr(A).
Autrement dit, on a Fr(A) = A ∩X \A.

4. On dit que x est un point d’accumulation de A si tout voisinage de x dans X
contient un point de A distinct de x lui-même (x n’est pas forcément dans A).
L’ensemble des points d’accumulation de A s’appelle ensemble dérivée de A et
se note A′.

5. On dit qu’un point a ∈ A est un point isolé dans A s’il existe un voisinage V de
a dans X tel que V ∩A = {a}.

Remarque 1.2.1. Soient (X, T ) un espace topologique, x ∈ X et A ⊂ X . Alors on a :

1.
◦
A⊂ A et A ⊂ A.

2. x ∈
◦
A ⇐⇒ il existe un ouvert U de X tel que x ∈ U ⊂ A.

3. x ∈ A ⇐⇒ pour tout voisinage V de x dans X , on a V ∩A �= ∅.

4. x ∈ Fr(A) ⇐⇒ pour tout voisinage V de x dans X , on a V ∩A �= ∅ et V ∩(X\A) �=
∅.

5. x ∈ A′ ⇐⇒ pour tout voisinage V de x dans X , on a (V \ {x})∩A �= ∅. Donc on
a A \ A ⊂ A′ ⊂ A et A = A ∪ A′. Notons aussi que comme on a V ∩ (A \ {x}) =
(V \ {x}) ∩A, alors x ∈ A′ ⇐⇒ x ∈ A \ {x}.

6. Un point x de X est un point isolé dans X si et seulement si le singleton {x} est
un ouvert de X .

7. Si T est la topologie discrète, alors A′ = ∅. Donc en général A �⊂ A′.

Remarque 1.2.2. Soient X un espace topologique, A ⊂ X , x ∈ X et Bx une base de
voisinages de x. Alors on a :

1. x ∈
◦
A si et seulement s’il existe V ∈ Bx tel que V ⊂ A.

2. x ∈ A si et seulement si pour tout V ∈ Bx, on a V ∩A �= ∅.

Proposition 1.2.1. Soient A et B des sous-ensembles d’un espace topologique (X, T ).

1. Si A ⊂ B, alors on a
◦
A⊂

◦
B et A ⊂ B.

2.
◦
A est un ouvert de X et si U est un ouvert de X tel que U ⊂ A, alors on a U ⊂

◦
A.

Donc, l’intérieur de A est le plus grand ouvert de X contenu dans A. Autrement

dit,
◦
A est la réunion des ouverts de X contenus dans A.

3. A est un fermé de X et si F est un fermé de X tel que A ⊂ F , alors on a A ⊂ F .
Donc, l’adhérence de A est le plus petit fermé de X contenant A. Autrement dit,
A est l’intersection des fermés de X contenant A.

4. A est ouvert si et seulement si A =
◦
A.
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5. A est fermé si et seulement si A = A.

Démonstration. 1. Soit x ∈
◦
A, alors il existe un ouvert U de X tel que x ∈ U ⊂ A,

d’où on a x ∈ U ⊂ B, et par conséquent x ∈
◦
B, donc on a

◦
A⊂

◦
B.

Soit x ∈ A, alors pour tout voisinage V de x dans X , on a V ∩A �= ∅. Or on a V ∩A ⊂
V ∩B, donc V ∩B �= ∅, et par conséquent x ∈ B, d’où A ⊂ B.

2. Pour montrer que
◦
A est un ouvert de X , il suffit de montrer que

◦
A est réunion d’une

famille d’ouverts de X . Soit x ∈
◦
A, alors il existe un ouvert Ux de X tel que x ∈ Ux ⊂ A.

Pour tout y ∈ Ux, Ux est un voisinage de y dans X et on a y ∈ Ux ⊂ A, donc y ∈
◦
A, et

par conséquent Ux ⊂
◦
A. Ainsi,

◦
A est voisinage de chacun de ses points. On déduit de la

proposition 1.1.2 que
◦
A est un ouvert de X . Soit U un ouvert de X tel que U ⊂ A. Soit

x ∈ U , alors on a x ∈ U ⊂ A et U est un ouvert de X , donc x ∈
◦
A et par conséquent

U ⊂
◦
A.

3. Pour montrer que A est un fermé de X , on montre que X \ A est un ouvert de X .
Soit x ∈ X \ A, alors il existe un ouvert Vx de X tel que x ∈ Vx et Vx ∩ A = ∅. Pour
tout y ∈ Vx, Vx est un voisinage de y dans X et on a Vx ∩ A = ∅, d’où y �∈ A. Donc on
a Vx ∩ A = ∅ et par conséquent Vx ⊂ X \ A. Ainsi, X \ A est voisinage de chacun de
ses points, donc X \A est un ouvert de X . Par conséquent A est un fermé de X . Soit F
un fermé de X tel que A ⊂ F . Pour montrer que A ⊂ F , il suffit de montrer que l’on a
X \ F ⊂ X \ A. Soit x ∈ X \ F . Puisque X \ F est un ouvert de X , alors X \ F est un
voisinage de x dans X . Or on a (X \ F ) ∩A = ∅, d’où x �∈ A. Donc on a x ∈ X \A. Par
conséquent, on a X \ F ⊂ X \A.
4. Si A =

◦
A, alors d’après 2, A est un ouvert de X . Réciproquement, on suppose que A

est un ouvert de X . Alors il résulte du 2 que l’on a A ⊂
◦
A. Or on a toujours

◦
A⊂ A, donc

on a A =
◦
A.

5. Si A = A, alors d’après 3, A est un fermé de X . Réciproquement, on suppose que
A est un fermé de X , alors d’après 3, on a A ⊂ A. Or on toujours A ⊂ A, donc on a
A = A. �

Proposition 1.2.2. Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique X. Alors on a :

◦︷ ︸︸ ︷
X \A= X \A et X \A = X\

◦
A .

Démonstration. On a A ⊂ A, d’où X \ A ⊂ X \ A. Comme X \ A est un ouvert de X ,

d’après la proposition précédente, on a X \A ⊂
◦︷ ︸︸ ︷

X \A. Réciproquement, soit x ∈
◦︷ ︸︸ ︷

X \A,
alors il existe un ouvert V de X tel que x ∈ V et V ⊂ X \ A, d’où V ∩ A = ∅. Donc

x �∈ A. Autrement dit, on a x ∈ X \ A. Donc on a

◦︷ ︸︸ ︷
X \A⊂ X \ A. Par conséquent,

on a X \ A =

◦︷ ︸︸ ︷
X \A. D’après ce qui précède, on a X \ X \A =

◦︷ ︸︸ ︷
X \ (X \A) =

◦
A, d’où

X\
◦
A= X \A. �

Définition 1.2.2. Soit X un espace topologique. Une famille (Ai)i∈I de parties de X
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est dite localement finie si pour tout x ∈ X , il existe un voisinage V de x dans X tel
que Ai ∩ V = ∅ pour tout i ∈ I, sauf peut-être pour un nombre fini d’indices i ∈ I.

Proposition 1.2.3. Soient X un espace topologique et (Ai)i∈I une famille localement
finie de parties de X.

1. La famille (Ai )i∈I est aussi localement finie.

2. On a ∪
i∈I

Ai = ∪
i∈I

Ai. Par conséquent, la réunion d’une famille localement finie de

parties fermées de X est fermée dans X.

Démonstration. 1. Soit x ∈ X , il existe un voisinage ouvert V de x dans X et un
sous-ensemble fini J de I tel que V ∩ Ai = ∅ pour tout i ∈ I \ J . Comme V est un
ouvert, on en déduit que pour tout i ∈ I \ J , on a V ∩ Ai = ∅. Donc la famille (Ai )i∈I

est localement finie.
2. Pour tout j ∈ I, on a Aj ⊂ ∪

i∈I
Ai, d’où ∪

i∈I
Ai ⊂ ∪

i∈I
Ai. Inversement, soit x ∈ X tel

que x �∈ ∪
i∈I

Ai. Soient V un voisinage de x dans X et J un sous-ensemble fini de I tel

que V ∩ Ai = ∅ pour tout i ∈ I \ J . Pour tout j ∈ J , il existe un voisinage Vj de x
dans X tel que Vj ∩ Aj = ∅. Soit W = ∩

j∈J
V ∩ Vj , alors W est un voisinage de x dans

X et on a W ∩ ∪
i∈I

Ai = ∅, donc x �∈ ∪
i∈I

Ai. Par conséquent, on a ∪
i∈I

Ai ⊂ ∪
i∈I

Ai, d’où

∪
i∈I

Ai = ∪
i∈I

Ai. �

Définition 1.2.3. Soient (X, T ) un espace topologique et A ⊂ X .

1. On dit que A est dense dans X ou partout dense si A = X .

2. On dit que X est séparable s’il existe une partie au plus dénombrable A de X
dense dans X .

Exemple 1.2.1. L’espace R muni de la topologie usuelle est séparable. En effet, les sous-
ensembles Q et R\Q sont denses dans R, voir Appendice C. Comme Q est dénombrable,
alors R est séparable.

Remarque 1.2.3. SoientX un espace topologique et A ⊂ X . On déduit de la proposition
1.2.2 que l’on a :

1. A est dense dans X ⇐⇒
◦︷ ︸︸ ︷

X \A= ∅.

2.
◦
A= ∅ ⇐⇒ X \A est dense dans X .

Proposition 1.2.4. Soient (X, T ) un espace topologique, B une base d’ouverts de X et
A un sous-ensemble de X. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) A est dense dans X.

(ii) Pour tout ouvert non vide U de X, on a A ∩ U �= ∅.

(iii) Pour tout B ∈ B tel que B �= ∅, on a A ∩B �= ∅.
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Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Supposons A dense dans X , i.e.
A = X . Alors pour tout x ∈ X et tout voisinage V de x dans X , on a A∩ V �= ∅. Soit U
un ouvert non vide de X . Comme U est voisinage de chacun de ses points, on en déduit
que A ∩ U �= ∅.
L’implication (ii) =⇒ (iii) est triviale.
Preuve de (iii) =⇒ (i). Supposons que pour tout B ∈ B tel que B �= ∅, on a A ∩ B �= ∅.
Si A �= X , alors X \ A est un ouvert non vide de X et on a

(
X \ A

)
∩ A = ∅. Donc il

existe B ∈ B tel que B �= ∅, B ⊂ X \A et A ∩B = ∅, ce qui contredit l’hypothèse, donc
on a A = X . �

Proposition 1.2.5. Soit X un espace topologique séparable. Alors toute famille d’ouverts
non vides deux à deux disjoints de X est au plus dénombrable.

Démonstration. Soient D = {xn ; n ≥ 0} une partie au plus dénombrable et dense
dans X et (Ui)i∈I une famille d’ouverts non vides deux à deux disjoints de X . D’après
la proposition précédente, pour tout i ∈ I, il existe n ∈ N tel que xn ∈ Ui. Soit ni =
inf
{
n ∈ N ; xn ∈ Ui

}
, alors i �−→ ni est une application injective de I dans N, donc I

est au plus dénombrable. �

Définition 1.2.4. Soit X espace topologique.

1. On dit que X vérifie le premier axiome de dénombrabilité si tout x ∈ X
admet un système fondamental au plus dénombrable de voisinages.

2. On dit que X vérifie le second axiome de dénombrabilité si la topologie de X
admet une base au plus dénombrable d’ouverts.

Tout espace topologique vérifiant le second axiome de dénombrabilité vérifie aussi le
premier axiome de dénombrabilité. La réciproque est en général fausse ; il suffit de
considérer un ensemble X infini non dénombrable et muni de la topologie discrète.

Exemple 1.2.2. L’espace R muni de la topologie usuelle admet une base dénombrable
d’ouverts. En effet, soit B l’ensemble des intervalles ouverts d’extrémités rationnelles,
i.e. B =

{
]a, b[ ; a, b ∈ Q et a < b

}
. Puisque Q est dénombrable, alors B l’est aussi.

Pour montrer que B est une base d’ouverts de R, d’après la proposition 1.1.3, il suffit de
montrer que tout point de R a une base de voisinages constituée par de tels intervalles.
Soit x ∈ R. Puisque Q est dense dans R, pour tout n ≥ 1, il existe pn, qn ∈ Q tels que
x− 1

n < pn < x < qn < x+ 1
n . Alors la famille des intervalles ]pn, qn[ forme une base de

voisinages de x.
De même l’espace R muni de la topologie usuelle admet une base dénombrable d’ouverts.
En effet, la réunion de B et des ensembles

{
[−∞, −n[ ; n ∈ N

}
et
{
]n, +∞] ; n ∈ N

}
est une base dénombrable d’ouverts.

Théorème 1.2.1. Soit (X, T ) un espace topologique admettant une base dénombrable
d’ouverts. Alors X est séparable.

Démonstration. Soit B =
{
Un ; n ≥ 0

}
une base dénombrable d’ouverts de X . On

peut supposer que pour tout n ≥ 0, Un �= ∅, et soit xn ∈ Un. Montrons que l’ensemble
A = {xn ; n ≥ 0} est dense dans X . Soit U un ouvert non vide de X . Puisque B est une
base d’ouverts de X , alors il existe un sous-ensemble non vide J de N tel que U = ∪

n∈J
Un.
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Par conséquent, on a {xn ; n ∈ J} ⊂ U , donc A ∩ U �= ∅. Il résulte de la proposition
précédente que A est dense dans X . Donc X est séparable. �

La réciproque du théorème précédent est en général fausse, voir exercice 1.18. Mais elle
est vraie si par exemple l’espace X est ��métrique ��, voir théorème 2.2.1.

1.3 Applications continues

Définition 1.3.1. Soient X , Y deux espaces topologiques, x0 ∈ X et f : X −→ Y une
application. On dit que f est continue en x0 si elle vérifie l’une des deux conditions
équivalentes suivantes :

(i) Pour tout voisinage W de f(x0) dans Y , f−1(W ) est un voisinage de x0 dans X .

(ii) Pour tout voisinage W de f(x0) dans Y , il existe un voisinage V de x0 dans X tel
que f(V ) ⊂ W .

On peut énoncer cette définition sous la forme plus imagée suivante : dire que f est
continue en x0 signifie que f(x) est aussi voisin qu’on veut de f(x0) dès que x est assez
voisin de x0.

Essayons de traduire la définition de la continuité d’une application en un point dans le
cas où X = Y = R, x0 ∈ R et f : R −→ R une application. Alors f est continue en x0

si pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que pour tout x ∈ R vérifiant |x − x0| < η, on ait
|f(x) − f(x0)| < ε.

Définition 1.3.2. SoientX , Y deux espaces topologiques et f : X −→ Y une application.

1. On dit que f est continue ou continue sur X si elle est continue en tout point
de X .

2. On dit que f est un homéomorphisme de X sur Y si elle est bijective et si f et
f−1 sont continues.

3. On dit que les espaces topologiques X et Y sont homéomorphes s’il existe un
homéomorphisme de X sur Y .

Les propriétés d’un espace topologique qui se conservent par homéomorphisme sont
appelées propriétés topologiques.

Exemple 1.3.1. Soient (X, T ) et (Y, T ′) deux espaces topologiques, on a :

1. L’application identique suivante est continue.

idX : (X, T ) −→ (X, T )
x �−→ x

2. Toute application constante de (X, T ) dans (Y, T ′) est continue.
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Exemple 1.3.2. Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique X . On note par χA

ou 1A la fonction indicatrice ou fonction caractéristique de A. Autrement dit, 1A

est une fonction de X dans R définie par :

1A(x) =

{
1 si x ∈ A ,
0 si x �∈ A .

Pour tout sous-ensemble U de R, on a :

1A
−1(U) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∅ si {0, 1} ∩ U = ∅ ,
A si 1 ∈ U et 0 �∈ U ,
X \A si 0 ∈ U et 1 �∈ U ,
X si {0, 1} ⊂ U .

Par conséquent, la fonction 1A : X −→ R est continue si et seulement si A est à la fois
ouvert et fermé dans X .

Remarque 1.3.1. Soient X et Y deux espaces topologiques, on a :

1. Si Y est muni de la topologie grossière, alors toute application de X dans Y est
continue.

2. Si X est muni de la topologie discrète, alors toute application de X dans Y est
continue.

3. Si X est muni de la topologie grossière, alors pour qu’une application f de X dans
Y soit continue il faut et il suffit que f soit constante.

Remarque 1.3.2. Une application continue bijective n’est pas nécessairement un homéo-
morphisme.
Premier exemple. Si X = Y = R et si T1 = P(R) la topologie discrète de R et si T2 est la
topologie usuelle de R, alors l’application identique idR : (R, T1) −→ (R, T2) est continue
bijective, mais n’est pas un homéomorphisme.
Deuxième exemple. Si X est un ensemble contenant au moins deux points, Td la topologie
discrète sur X et Tg la topologie grossière sur X . Alors l’application identique id :
(X, Td) −→ (X, Tg) est bijective continue, mais elle n’est pas un homéomorphisme.

Proposition 1.3.1. Soient X, Y et Z des espaces topologiques, f : X −→ Y et g :
Y −→ Z des applications.

1. Si f est continue en un point x ∈ X et si g est continue en f(x), alors g ◦ f est
continue en x.

2. Si f et g sont continues, leur composée g ◦ f est continue.

Démonstration. 1. Soit W un voisinage de g ◦ f(x) = g(f(x)) dans Z, on a (g ◦
f)−1(W ) = f−1(g−1(W )). Puisque g est continue en f(x), alors g−1(W ) est un voisinage
de f(x) dans Y et par conséquent f−1(g−1(W )) est un voisinage de x dans X car f est
continue en x. Donc (g ◦ f)−1(W ) est un voisinage de x dans X , d’où la continuité de
g ◦ f en x.
2. Ceci résulte de 1. �
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Proposition 1.3.2. Soient f et g deux applications continues d’un espace topologique
X dans R, alors on a :

1. L’application f + g : x �−→ f(x) + g(x) est continue de X dans R.

2. L’application fg : x �−→ f(x)g(x) est continue de X dans R.

3. Si g ne s’annule pas, l’application
f

g
: x �−→ f(x)

g(x)
est continue de X dans R.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 1 du supplément.

Théorème 1.3.1. Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X −→ Y une application.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est continue.

(ii) Pour tout ouvert U de Y , f−1(U) est un ouvert de X.

(iii) Si B est une base d’ouverts de Y , alors pour tout U ∈ B, f−1(U) est un ouvert de
X.

(iv) Pour toute partie B de Y , on a f−1
( ◦
B
)
⊂

◦︷ ︸︸ ︷
f−1(B).

(v) Pour tout fermé F de Y , f−1(F ) est un fermé de X.

(vi) Pour toute partie A de X, on a f
(
A
)
⊂ f(A).

(vii) Pour toute partie B de Y , on a f−1(B) ⊂ f−1
(
B
)
.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soit U un ouvert de Y . Pour tout
x ∈ f−1(U), U est un voisinage de f(x) dans Y , donc f−1(U) est un voisinage de x dans
X car f est continue en x. Par conséquent, f−1(U) est voisinage de chacun de ses points.
Il résulte de la proposition 1.1.2 que f−1(U) est un ouvert de X .
Preuve de (ii) =⇒ (i). Soient x ∈ X et W un voisinage de f(x) dans Y . Alors il existe
un ouvert U de Y tel que f(x) ∈ U ⊂ W , d’où on a x ∈ f−1(U) ⊂ f−1(W ) et f−1(U)
est un ouvert de X , donc f−1(W ) est un voisinage de x dans X . Donc f est continue en
x. Par conséquent, f est continue.
L’équivalence (ii) ⇐⇒ (iii) résulte du fait que pour toute famille (Uj)j∈J de parties de
Y , on a f−1

(
∪

j∈J
Uj

)
= ∪

j∈J
f−1(Uj).

Preuve de (ii) =⇒ (iv). Soit B une partie de Y . Comme
◦
B est un ouvert de Y , alors

f−1
( ◦
B
)
est un ouvert de X et on a f−1

( ◦
B
)
⊂ f−1(B), d’où f−1

( ◦
B
)
⊂

◦︷ ︸︸ ︷
f−1(B), voir

proposition 1.2.1.

Preuve de (iv) =⇒ (ii). Soit U un ouvert de Y . Alors on a U =
◦
U , d’où

f−1(U) = f−1
( ◦
U
)
⊂

◦︷ ︸︸ ︷
f−1(U). Donc on a f−1(U) =

◦︷ ︸︸ ︷
f−1(U). Il résulte de la proposition

1.2.1 que f−1(U) est un ouvert de X .
L’équivalence (ii) ⇐⇒ (v) résulte du fait que pour toute partie U de Y , on a f−1(X\U) =
X \ f−1(U).



14 Chapitre 1. ESPACES TOPOLOGIQUES

Preuve de (v) =⇒ (vi). Soit A une partie de X , alors f−1
(
f(A)

)
est un fermé de X

contenant A, d’où on a A ⊂ f−1
(
f(A)

)
. Par conséquent, on a f

(
A
)
⊂ f

(
f−1

(
f(A)

))
⊂

f(A).
Preuve de (vi) =⇒ (vii). Soit B une partie de Y . On pose A = f−1(B), alors on a

f
(
f−1(B)

)
= f

(
A
)
⊂ f(A) = f

(
f−1(B)

)
⊂ B, d’où f−1(B) ⊂ f−1

(
B
)
.

Preuve de (vii) =⇒ (v). Soit F un fermé de Y , alors on a F = F , d’où f−1(F ) ⊂
f−1

(
F
)
= f−1(F ) ⊂ f−1(F ). Par conséquent, on a f−1(F ) = f−1(F ), donc f−1(F ) est

un fermé de X . �

Remarque 1.3.3. SoientX , Y deux espaces topologiques et f : X −→ Y une application.
L’image f(V ) d’un ouvert (resp. d’un fermé) de X n’est pas nécessairement ouverte (resp.
fermée) dans Y , même lorsque f est continue. En effet, siX = Y = Rmuni de la topologie
usuelle et si f(x) = x2, alors f est continue et f(R) = [0, +∞[ n’est ni ouvert ni fermé
de R.

Définition 1.3.3. SoientX , Y deux espaces topologiques et f : X −→ Y une application.

1. On dit que f est ouverte si l’image par f de tout ouvert de X est ouverte dans Y .

2. On dit que f est fermée si l’image par f de tout fermé de X est fermée dans Y .

Proposition 1.3.3. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X −→ Y une application.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est une application ouverte.

(ii) Pour toute partie A de X, on a f
( ◦
A
)
⊂

◦︷ ︸︸ ︷
f(A).

(iii) Si B est une base d’ouverts de X, alors pour tout U ∈ B, f(U) est un ouvert de Y .

(iv) Pour tout x ∈ X et tout voisinage V de x dans X, f(V ) est un voisinage de f(x)
dans Y .

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soit A une partie de X , alors
◦
A est

un ouvert deX et donc f
( ◦
A
)
est un ouvert de Y contenu dans f(A), d’où f

( ◦
A
)
⊂

◦︷ ︸︸ ︷
f(A),

voir proposition 1.2.1.

Preuve de (ii) =⇒ (i). Soit U un ouvert de X , on a U =
◦
U , d’où f(U) = f

( ◦
U
)
⊂

◦︷ ︸︸ ︷
f(U).

Donc on a f(U) =

◦︷ ︸︸ ︷
f(U). Par conséquent, f(U) est un ouvert de Y .

L’équivalence (i) ⇐⇒ (iii) résulte du fait que pour toute famille (Uj)j∈J de parties de
X , on a f

(
∪

j∈J
Uj

)
= ∪

j∈J
f(Uj).

Preuve de (i) =⇒ (iv). Soient x ∈ X et V un voisinage de x dans X , alors il existe un
ouvert U de X tel que x ∈ U ⊂ V , d’où f(U) est un ouvert de Y et on a f(x) ∈ f(U) ⊂
f(V ). Donc f(V ) est un voisinage de f(x) dans Y .
Preuve de (iv) =⇒ (i). Soit U un ouvert de X . Alors pour tout x ∈ U , U est un voisinage
de x dans X , donc f(U) est un voisinage de f(x) dans Y . Par conséquent, f(U) est
voisinage de chacun de ses points. Il résulte de la proposition 1.1.2 que f(U) est un
ouvert de Y . �



1.3. Applications continues 15

Proposition 1.3.4. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X −→ Y une application.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est une application ouverte.

(ii) Pour tout sous-ensemble B de Y et pour tout fermé F dans X tel que f−1(B) ⊂ F ,
il existe un fermé D dans Y tel que B ⊂ D et f−1(D) ⊂ F .

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soient B un sous-ensemble de Y
et F un fermé de X tel que f−1(B) ⊂ F . Comme f est une application ouverte, alors
f(X \ F ) est un ouvert de Y et on a B ∩ f(X \ F ) = ∅. Soit D = Y \ f(X \ F ), alors D
est un fermé de Y tel que B ⊂ D et f−1(D) ⊂ F .
Preuve de (ii) =⇒ (i). Soient U un ouvert de X et A = f(U). Alors X \ U est un fermé
de X et on a f−1(Y \A) ⊂ X \U . Donc il existe un fermé D de Y tel que Y \A ⊂ D et
f−1(D) ⊂ X \ U . On en déduit que l’on a D = Y \ A, donc A est un ouvert de Y . Par
conséquent, f est une application ouverte. �

Proposition 1.3.5. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X −→ Y une application.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est fermée.

(ii) Pour toute partie A de X, on a f(A) ⊂ f
(
A
)
.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soit A une partie deX , alors f
(
A
)

est un fermé de Y et on a f(A) ⊂ f
(
A
)
, d’où f(A) ⊂ f

(
A
)
.

Preuve de (ii) =⇒ (i). Soit F un fermé de X , alors on a F = F , d’où f(F ) ⊂ f
(
F
)
=

f(F ). Donc on a f(F ) = f(F ). Par conséquent, f(F ) est un fermé de Y , voir proposition
1.2.1. �

Corollaire 1.3.1. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X −→ Y une application
continue et fermée. Alors pour toute partie A de X, on a f(A) = f

(
A
)
.

Démonstration. Ceci résulte de la proposition précédente et du théorème 1.3.1. �

Proposition 1.3.6. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X −→ Y une application.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est une application fermée.

(ii) Pour tout sous-ensemble B de Y et pour tout ouvert U dans X tel que f−1(B) ⊂ U ,
il existe un ouvert V dans Y tel que B ⊂ V et f−1(V ) ⊂ U .

(iii) Pour tout point y ∈ Y et pour tout ouvert U dans X tel que f−1
(
{y}

)
⊂ U , il

existe un voisinage V de y dans Y tel que f−1(V ) ⊂ U .

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 1 du supplément.

Remarque 1.3.4. SoientX , Y deux espaces topologiques et f : X −→ Y une application
bijective. Alors on a :

1. f est ouverte si et seulement si f est fermée.
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2. f est continue si et seulement si f−1 est ouverte si et seulement si f−1 est fermée.

On déduit de ce qui précède le théorème suivant :

Théorème 1.3.2. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X −→ Y une application
bijective. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est un homéomorphisme.

(ii) f est continue et ouverte.

(iii) f est continue et fermée.

(iv) f et f−1 sont ouvertes.

(v) f et f−1 sont fermées.

(vi) Pour toute partie A de X, on a f
(
A
)
= f(A).

1.4 Quelques constructions topologiques

Dans la pratique, pour définir une topologie sur un ensemble X , on ne se donne pas
toujours directement l’ensemble T des ouverts. On aura souvent à construire une topologie
satisfaisant à certaines conditions. On donne dans ce paragraphe un certain nombre de
constructions topologiques classiques.

Définition 1.4.1. Soient T1 et T2 deux topologies sur un ensemble X . On dit que la
topologie T1 est moins fine que la topologie T2, ou que la topologie T2 est plus fine
que la topologie T1, si l’on a l’inclusion T1 ⊂ T2 dans l’ensemble P(X) des parties de X .
Autrement dit, la topologie T2 est plus fine que la topologie T1 si tout ouvert de X pour
T1 est un ouvert de X pour T2. Deux topologies dont l’une est plus fine que l’autre sont
dites comparables.

Ainsi, la topologie discrète est la plus fine, et la topologie grossière est la moins fine, de
toutes les topologies sur X .

Remarque 1.4.1. Soient T1 et T2 deux topologies sur un ensemble X . Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

1. La topologie T1 est moins fine que la topologie T2.

2. Tout ouvert de X pour T1 est un ouvert de X pour T2.

3. Tout fermé de X pour T1 est un fermé de X pour T2.

4. L’application identique de X muni de la topologie T2 dans X muni de la topologie
T1 est continue.

5. L’application identique de X muni de la topologie T1 dans X muni de la topologie
T2 est ouverte.

6. Pour tout x ∈ X , tout voisinage de x pour T1 est un voisinage de x pour T2.



1.4. Quelques constructions topologiques 17

7. Pour toute partie A de X , l’intérieur de A pour T1 est contenu dans l’intérieur de
A pour T2.

8. Pour toute partie A de X , l’adhérence de A pour T1 contient l’adhérence de A pour
T2.

Notons enfin que si T1 et T2 sont deux topologies sur un ensemble X et si l’on a T1 ⊂ T2
et T1 �= T2, alors l’application identique idX : (X, T1) −→ (X, T2) est une application
bijective ouverte et non continue.

I. Topologie initiale

SoientX un ensemble, (Yi, Ti)i∈I une famille d’espaces topologiques et pour chaque i ∈ I,
soit fi : X −→ Yi une application. La topologie discrète sur X rend continues toutes les
applications fi, mais on cherche ici à construire la topologie la moins fine sur X rendant
continues toutes les applications fi. Soit B l’ensemble des intersections finies d’ensembles
de la forme f−1

i (Ui) où i ∈ I et Ui ouvert de Yi. Alors B vérifie les propriétés (B1) et
(B2), voir paragraphe 1.1. Donc il existe une unique topologie T surX pour laquelle B est
une base. Cette topologie est appelée la topologie initiale associée à la famille (fi)i∈I .
Notons que si Y est un espace topologique et si f : X −→ Y est une application, alors la
topologie initiale associée à f est tout simplement T =

{
f−1(U) ; U ouvert de Y

}
. Dans

ce cas, la topologie initiale sur X associée à f est appelée l’image réciproque par f de
la topologie sur Y . On vérifie facilement le lemme suivant :

Lemme 1.4.1. Soient X un ensemble et
(
(Yi, Ti)

)
i∈I

une famille d’espaces topologiques.
Pour chaque i ∈ I, soit fi : X −→ Yi une application et soit T la topologie initiale sur
X associée à la famille (fi)i∈I .

1. Soit x ∈ X, on obtient une base de voisinages de x formée d’ensembles ouverts pour
T en considérant les ensembles de la forme ∩

i∈J
f−1
i (Ui) où J est un sous-ensemble

fini de I et Ui est un ouvert de Yi contenant fi(x).

2. Si pour tout i ∈ I, Bi est une base d’ouverts de Yi et si B′ est l’ensemble des
intersections finies d’ensembles de la forme f−1

i (Ui) où i ∈ I et Ui ∈ Bi, alors B′

est une base d’ouverts de la topologie T .

Proposition 1.4.1. Soient X un ensemble et
(
(Yi, Ti)

)
i∈I

une famille d’espaces topolo-
giques. Pour chaque i ∈ I, soit fi : X −→ Yi une application et soit T la topologie initiale
sur X associée à la famille (fi)i∈I .

1. La topologie T est la moins fine sur X rendant continues toutes les applications fi.

2. Soit g : E −→ X une application d’un espace topologique E dans X muni de la
topologie T , alors g est continue en un point a ∈ E si et seulement si pour tout
i ∈ I, fi ◦ g : E −→ Yi est continue en a.

3. La topologie T est l’unique topologie sur X ayant la propriété suivante, appelée
propriété universelle de la topologie initiale : pour tout espace topologique E,
une application g : E −→ (X, T ) est continue si et seulement si pour tout i ∈ I,
fi ◦ g : E −→ Yi est continue.
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E X Yi

g fi

fi ◦ g

Démonstration. 1. Par construction, pour tout i ∈ I et pour tout ouvert Ui de Yi, on
a f−1

i (Ui) ∈ T . Donc la topologie initiale T sur X rend continues toutes les applications
fi. Soit T ′ une topologie sur X rendant continues toutes les applications fi. Alors pour
tout i ∈ I et tout ouvert Ui de Yi, on a f−1

i (Ui) ∈ T ′, donc on a T ⊂ T ′.
2. La composée de deux applications continues en un point est continue, donc si g est
continue en a ∈ E, alors pour tout i ∈ I, fi ◦ g est continue en a. Réciproquement,
supposons que pour tout i ∈ I, fi ◦ g est continue en a. Soit V un voisinage de g(a)
dans (X, T ), alors il existe un sous-ensemble fini J de I tel que ∩

i∈J
f−1
i (Ui) ⊂ V où Ui

est un ouvert de Yi contenant fi(g(a)). Alors on a ∩
i∈J

g−1
(
f−1
i (Ui)

)
⊂ g−1(V ). Or on

a g−1
(
f−1
i (Ui)

)
= (fi ◦ g)−1(Ui) et fi ◦ g est continue en a, alors (fi ◦ g)−1(Ui) est un

voisinage de a dans E. Par conséquent, g−1(V ) est un voisinage de a dans E. Donc g est
continue en a.
3. On vient de voir que pour tout espace topologique E, une application g : E −→ (X, T )
est continue si et seulement si pour tout i ∈ I, fi ◦ g : E −→ Yi est continue. Soit T ′

une topologie sur X vérifiant cette propriété. Montrons que l’on a T ′ = T . Comme T
rend continues toutes les applications fi, alors l’application identique id : (X, T ) −→
(X, T ′) est continue, donc T ′ est moins fine que T . Comme aussi l’application identique
id : (X, T ′) −→ (X, T ′) est continue, alors T ′ rend continues toutes les applications fi,
donc T est moins fine que T ′. Par conséquent, on a T = T ′. �

II. Topologie induite

Définition 1.4.2. Soient (X, T ) un espace topologique et A un sous-ensemble de X . On
appelle topologie induite sur A par T la topologie initiale sur A associée à l’injection
canonique ı : A ↪→ X . On note une telle topologie TA. Un sous-espace topologique de
X est un sous-ensemble de X muni de la topologie induite par T .

Proposition 1.4.2. Soient (X, T ) un espace topologique et A une partie de X. On
munit A de la topologie induite TA.

1. Les ouverts de A sont les ensembles de la forme A ∩U avec U ouvert dans X, i.e.

TA =
{
A ∩ U ; U ouvert de X

}
.

2. Les fermés de A sont les ensembles de la forme A ∩ F avec F fermé dans X.

3. Soit a un point de A. Les voisinages de a dans A sont les ensembles de la forme
A ∩ V avec V voisinage de a dans X.

Démonstration. 1. Soit ı : A ↪→ X l’injection canonique, alors pour tout sous-ensemble
U de X , on a ı−1(U) = A∩U , donc TA =

{
ı−1(U) ; U ∈ T

}
=
{
A∩U ; U ouvert de X

}
.

2. Pour tout ouvert U de X , on a A \ (A ∩U) = A ∩ (X \U). Donc les fermés de A sont
les ensembles de la forme A ∩ F avec F fermé dans X .
3. Soit a ∈ A. Pour tout voisinage V de a dans X , il existe un ouvert U de X tel que
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a ∈ U ⊂ V . D’où on a A ∩ U ⊂ A ∩ V . Or A ∩ U est un ouvert de A contenant a, donc
A ∩ V est un voisinage de a dans A. Réciproquement, si W est un voisinage de a dans
A, il existe un ouvert U de X tel que a ∈ A ∩ U ⊂ W . Soit V = U ∪W , alors V est un
voisinage de a dans X et on a W = A ∩ V . �

Remarque 1.4.2. Soient X un espace topologique et A un sous-espace topologique de
X .

1. Soit B une partie de A. Pour tout ouvert U de X , on a B ∩ U = (B ∩ A) ∩ U =
B ∩ (A ∩ U). On en déduit que les topologies sur B induites par celle de X et par
celle de A cöıncident.

2. Il faut bien prendre garde qu’un ouvert (resp. un fermé) de A n’est pas nécessai-
rement un ouvert (resp. un fermé) de X . Par exemple, si X = R et A = [0, 1[, alors
U =

[
0, 1

2

[
est un ouvert de A, mais il n’est pas ouvert dans R, et si F =

[
1
2 , 1

[
,

alors F est un fermé de A, mais n’est pas fermé dans R. De même, si X = R et
A = {0}∪ ]1, 2], alors U = ]1, 2] est à la fois ouvert et fermé dans A, mais U n’est
ni ouvert ni fermé dans R.

3. Si A est ouvert dans X , les parties ouvertes de A sont les ouverts de X inclus dans
A.

4. A est ouvert dans X si et seulement si l’injection canonique ı : A ↪→ X est une
application ouverte.

5. Si A est fermé dans X , les parties fermées de A sont les fermés de X inclus dans
A.

6. A est fermé dans X si et seulement si l’injection canonique ı : A ↪→ X est une
application fermée.

Exemple 1.4.1. On munit R de la topologie usuelle.

1. L’application
f : R −→ ]− 1, 1[

x �−→ x

1 + |x|

est un homéomorphisme dont l’application réciproque est définie par f−1(t) =
t

1− |t| , pour tout t ∈ ]− 1, 1[, voir également exercice 6.4.

2. Soient a, b, c, d ∈ R tels que a < b et c < d. Pour tout t ∈ [a, b], soit :

f(t) =
1

b− a

(
(d− c)t+ bc− ad

)
.

Alors f est un homéomorphisme de [a, b] sur [c, d] tel que f(a) = c et f(b) = d.
Donc la restriction de f à l’intervalle ]a, b[ est un homéomorphisme de ]a, b[ sur
]c, d[.
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Remarque 1.4.3. Si X est un espace topologique séparable et si A est une partie de
X , alors A n’est pas forcément séparable pour la topologie induite par X , voir exercice
1.17. Mais si U est un ouvert de X , alors U est séparable pour la topologie induite par
X , voir exercice 1.26. Notons aussi que si X est un espace ��métrique �� séparable, alors
toute partie de X est séparable pour la topologie induite, voir proposition 2.4.1.

Proposition 1.4.3. Soient X, Y des espaces topologiques, A une partie de X, a ∈ A et
f : X −→ Y une application. On munit A de la topologie induite par celle de X et on
note f|A : A −→ Y la restriction de f à A.

1. Si f est continue en a, alors f|A est continue en a.

2. Si f est continue, alors f|A est continue.

3. Si A est un voisinage de a dans X et si f|A est continue en a, alors f est continue
en a.

4. Si U est un ouvert de X et si f|U : U −→ Y est continue, alors f est continue en
tout point de U .

Démonstration. 1. Soit ı : A ↪→ X l’injection canonique, alors ı est continue et on a
f|A = f ◦ ı. Donc si f est continue en a ∈ A, alors f|A est continue en a.
2. On a f|A = f ◦ ı, donc si f est continue, alors f|A est continue.

3. Soit W un voisinage de f(a) dans Y , alors f−1
|A (W ) est un voisinage de a dans A.

Donc il existe un voisinage V de a dans X tel que f−1
|A (W ) = A ∩ V . Or on a A ∩ V =

f−1
|A (W ) = f−1(W )∩A ⊂ f−1(W ) et A∩V est un voisinage de a dans X , donc f−1(W )

est un voisinage de a dans X , donc f est continue en a.
4. Puisque tout ouvert de X est voisinage de chacun de ses points, ceci résulte immédiate-
ment de la propriété précédente. �

Remarque 1.4.4. La fonction f : R −→ R définie par :

f(x) =

{
0 si x ∈ Q ,
1 si x ∈ R \Q ,

montre que la restriction f|Q de f à Q est continue en tout point de Q et que f n’est
continue en aucun point de R.

Proposition 1.4.4. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X −→ Y une application.

1. On suppose que X = ∪
i∈I

Ui est une réunion des ouverts. Si pour tout i ∈ I, la

restriction de f à Ui est continue, alors f est continue.

2. On suppose que X = ∪
i∈I

Fi est une réunion des fermés et que la famille (Fi)i∈I est

localement finie. Si pour tout i ∈ I, la restriction de f à Fi est continue, alors f
est continue.

3. Si X =
n
∪
i=1

Fi est une réunion finie des fermés et si pour tout i ∈ I, la restriction

de f à Fi est continue, alors f est continue.
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Démonstration. 1. Ceci résulte de la proposition précédente, mais donnons quand
même une preuve ici. Pour tout i ∈ I, soit fi la restriction de f à Ui. Soit V un ouvert
de Y , on a f−1

i (V ) = f−1(V ) ∩ Ui et f−1(V ) = ∪
i∈I

f−1(V ) ∩ Ui = ∪
i∈I

f−1
i (V ). Comme

fi est continue, alors f−1
i (V ) est un ouvert de Ui qui est à son tour un ouvert de X ,

donc f−1
i (V ) est un ouvert de X . Par conséquent, f−1(V ) est un ouvert de X , donc f

est continue.
2. Pour tout i ∈ I, soit fi la restriction de f à Fi. Soit F un ouvert de Y , on a
f−1
i (F ) = f−1(F )∩Fi et f

−1(F ) = ∪
i∈I

f−1(F )∩Fi = ∪
i∈I

f−1
i (F ). Comme fi est continue,

alors f−1
i (F ) est un fermé de Fi qui est à son tour un fermé de X , donc f−1

i (F ) est un
fermé de X . Puisque la famille (Fi)i∈I est localement finie, alors la famille

(
f−1
i (F )

)
i∈I

est aussi localement finie. Il résulte alors de la proposition 1.2.3 que ∪
i∈I

f−1
i (F ) est fermé

dans X , donc f est continue.
3. Ceci résulte immédiatement de 2 car la famille finie (Fi)1≤i≤n est localement finie. �

Proposition 1.4.5. Soient X, Y des espaces topologiques et A, B des sous-ensembles
de X tels que X = A∪B. Soient f : A −→ Y et g : B −→ Y deux applications continues
telles que pour tout x ∈ A ∩B, on ait f(x) = g(x). On pose :

h(x) =

{
f(x) si x ∈ A ,
g(x) si x ∈ B .

Si A et B sont fermés ou si A et B sont ouverts, alors h est continue.

Démonstration. Supposons d’abord A et B fermés dans X . Soit F un fermé de Y , on
a h−1(F ) = f−1(F )∪g−1(F ). Puisque f et g sont continues, alors f−1(F ) est fermé dans
A qui est à son tour fermé dans X , donc f−1(F ) est fermé dans X . De même, g−1(F )
est fermé dans X , donc h−1(F ) est fermé dans X . Par conséquent, h est continue.
Supposons maintenant A et B ouverts dans X . Soit U un ouvert de Y , on a h−1(U) =
f−1(U) ∪ g−1(U). Puisque f et g sont continues, alors f−1(U) est ouvert dans A qui est
à son tour ouvert dans X , donc f−1(U) est ouvert dans X . De même, g−1(U) est ouvert
dans X , donc h−1(U) est ouvert dans X . Par conséquent, h est continue. �

On déduit de la proposition 1.4.1 le résultat suivant :

Proposition 1.4.6. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X −→ Y une application.

1. Soit A une partie de X. On note ı : A ↪→ X l’injection canonique. Alors la topologie
induite sur A par celle de X est l’unique topologie sur A ayant la propriété suivante :
pour tout espace topologique E, une application g : E −→ A est continue si et
seulement si ı ◦ g : E −→ X est continue.

2. Soit B une partie de Y contenant f(X). On munit B de la topologie induite par
celle de Y et notons g : X −→ B l’application qui à x ∈ X associe f(x) ∈ B. En
fait, on a ı ◦ g = f , où ı : B ↪→ Y est l’injection canonique. Alors g est continue
en un point x de X si et seulement si f l’est.

Remarque 1.4.5. Soient X , Y des espaces topologiques et f : X −→ Y une application.
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1. Si f est ouverte (resp. fermée), alors pour toute partie B de Y , la restriction fB :
f−1(B) −→ B est une application ouverte (resp. fermée), où pour tout x ∈ f−1(B),
on a fB(x) = f(x).

2. Si f est fermée et si A est une partie fermée de X , alors la restriction f|A : A −→ Y
est fermée.

3. Si f est ouverte et si A est une partie ouverte deX , alors la restriction f|A : A −→ Y
est ouverte.

III. Topologie produit

Soit
(
(Xi, Ti)

)
i∈I

une famille d’espaces topologiques, où I est un ensemble quelconque

d’indices. On considère le produit cartésien X =
∏
i∈I

Xi des Xi, X peut être vu comme

l’ensemble des applications f de I à valeurs dans ∪
i∈I

Xi telles que l’on ait f(i) ∈ Xi pour

tout i ∈ I. Dans la pratique, on utilisera plutôt la notation des familles : un élément de
X est donc une famille (xi)i∈I , où pour tout i ∈ I, xi ∈ Xi. Pour tout i ∈ I, notons
pi : X =

∏
i∈I

Xi −→ Xi la projection canonique deX sur le facteurXi, i.e. l’application

qui à (xj)j∈I associe xi. La topologie initiale associée à la famille des projections (pi)i∈I

est appelée la topologie produit surX , et l’espace X muni de cette topologie est appelé
l’espace topologique produit des espaces topologiques Xi. Pour tout ouvert Ui de Xi,
on a p−1

i (Ui) =
∏
j∈I

Uj, où Uj = Ui si j = i et Uj = Xj si j �= i. Donc une intersection

finie d’ouverts de la forme p−1
i (Ui), où Ui est ouvert dans Xi, est un ouvert de X de la

forme
∏
i∈I

Ui, où Ui est ouvert dans Xi pour tout i ∈ I et où Ui = Xi sauf au plus pour

un nombre fini d’indices. On donnera à cet ouvert le nom d’ouvert élémentaire. Par
conséquent, les ouverts élémentaires forment une base d’ouverts de la topologie produit
sur X . Il résulte du lemme 1.4.1 que si pour tout i ∈ I, Bi est une base d’ouverts de
Xi, les ouverts élémentaires

∏
i∈I

Ui tels que Ui ∈ Bi pour tout i tel que Ui �= Xi forment

encore une base d’ouverts de la topologie produit.
Si on a une famille finie d’espaces topologiques (X1, T1), . . . , (Xp, Tp), un ouvert élémen-
taire dans l’espace topologique produit X = X1 × X2 × · · · × Xp est simplement un
produit U1 × U2 × · · · × Up où Ui est un ouvert de Xi pour tout i ∈ {1, . . . , p}.
Si pour tout i ∈ I, Xi = Y un espace topologique, dans ce cas, le produit cartésien
X =

∏
i∈I

Xi n’est autre que l’ensemble des applications de I dans Y que l’on note Y I . Dans

ce cas, la topologie produit sur Y I est aussi appelée la topologie de la convergence
simple. Si de plus, I est fini et a n éléments, on utilisera la notation Y n.
La topologie usuelle de Rn est la topologie produit des topologies usuelles sur les n
espaces facteurs R. Ainsi, la topologie usuelle de Rn a pour base d’ouverts l’ensemble des
produits de n intervalles ouverts dans R, ensembles que l’on appelle aussi pavés ouverts
à n dimension.
La topologie usuelle de C est la topologie initiale associée l’application x + iy �−→
(x, y) de C dans R2 muni de la topologie usuelle. Dans ce cas, cette application est un
homéomorphisme.
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Remarque 1.4.6. Soit (Xi)i∈I une famille d’espaces topologiques, où I est un ensemble
infini.

1. Si pour tout i ∈ I, Ui est un ouvert de Xi tel que Ui �= Xi et Ui �= ∅, alors
∏
i∈I

Ui

n’est jamais ouvert dans l’espace topologique produit X =
∏
i∈I

Xi.

2. Si pour tout i ∈ I, Xi est un espace discret et card(Xi) ≥ 2, alors l’espace
topologique produit X =

∏
i∈I

Xi n’est jamais discret. Ainsi, la topologie produit

est souvent utilisée pour fabriquer des espaces topologiques non triviaux à partir
d’espaces topologiques triviaux.

Remarque 1.4.7. SoientX un ensemble,
(
(Yi, Ti)

)
i∈I

une famille d’espaces topologiques

et pour chaque i ∈ I, soit fi : X −→ Yi une application. On munit
∏
i∈I

Yi de la topologie

produit et on considère l’application suivante :

f : X −→
∏
i∈I

Yi

x �−→
(
fi(x)

)
i∈I

Alors la topologie initiale sur X associée à la famille (fi)i∈I est égale à la topologie initiale
sur X associée à l’application f .

Proposition 1.4.7. Soit (Xi)i∈I une famille d’espaces topologiques. On munit X =∏
i∈I

Xi de la topologie produit. Alors on a :

1. Pour tout i ∈ I, la projection canonique pi : X −→ Xi est une application ouverte.

2. Pour tout i ∈ I, la projection canonique pi : X −→ Xi est continue.

3. Soient E un espace topologique et f : E −→ X une application. Alors f est continue
en un point a ∈ E si et seulement si chacune des ses composantes fi = pi ◦ f :
E −→ Xi est continue en a.

4. La topologie produit sur X est l’unique topologie sur X ayant la propriété suivante,
appelée propriété universelle de la topologie produit : pour tout espace topolo-
gique E, une application g : E −→ X est continue si et seulement si chacune des
ses composantes gi = pi ◦ g : E −→ Xi est continue.

Démonstration. 1. Pour montrer que pi est une application ouverte, il suffit de montrer
que l’image par pi de tout ouvert élémentaire dans X est un ouvert de Xi. Soit U =

∏
j∈I

Uj

où Uj est ouvert dans Xj pour tout j ∈ I et où Uj = Xj sauf au plus pour un nombre
fini d’indices. Alors pi(U) = Ui est un ouvert de Xi, donc pi est une application ouverte.
Les propriétés 2, 3 et 4 sont des cas particuliers de la proposition 1.4.1. �

Remarque 1.4.8. Les projections canoniques ne sont pas en général des applications
fermées. En effet, il suffit de considérer l’ensemble F =

{
(x, y) ∈ R2 ; xy = 1

}
, alors F

est un fermé de R2, mais par exemple, la première projection canonique de F sur R est
R∗ qui est ouvert non fermé dans R.
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Remarque 1.4.9. Soit (Xn)n≥0 une suite d’espaces topologiques séparables. Alors
l’espace topologique produit

∏
n≥0

Xn est séparable.

Soient X1, . . . , Xn une famille finie d’espaces topologiques et a = (a1, . . . , an) un point
de l’espace topologique produit X1 × · · · × Xn. Pour tout j ∈ {1, . . . , n}, l’application
suivante est continue.

Xj −→ X1 × · · · ×Xn

xj �−→ (a1, . . . , aj−1, xj , aj+1, . . . , an)

Soit f une application de X1 × · · · × Xn dans l’espace topologique Y . Pour tout j ∈
{1, . . . , n}, on dispose d’une application

Xj −→ Y
xj �−→ f(a1, . . . , aj−1, xj , aj+1, . . . , an)

appelée la j−ième application partielle de f au point a. On sait, proposition 1.3.1,
que la composée de deux applications continues est continue, on en déduit la proposition
suivante :

Proposition 1.4.8. Si f : X1 × · · ·×Xn −→ Y est une application continue en a, alors
pour tout j ∈ {1, . . . , n}, la j−ième application partielle de f au point a est continue en
aj ∈ Xj.

Remarque 1.4.10. La réciproque de la proposition précédente est inexacte. Considé-

rons l’application f : R × R −→ R telle que f(0, 0) = 0 et f(x, y) =
xy

x2 + y2
pour

(x, y) �= (0, 0). Les applications partielles associées à f sont continues sur R, mais f n’est
pas continue en (0, 0) car pour tout x �= 0, on a f(x, x) = 1

2 .

On peut généraliser la proposition précédente à une famille quelconque d’espaces topolo-
giques. En effet, soient (Xi)i∈I une famille d’espaces topologiques et a = (ai)i∈I un point
de l’espace topologique produit X =

∏
i∈I

Xi. Pour tout j ∈ I et pour tout xj ∈ Xj, on

définit Wa,j(xj) = (xi)i∈I , où xi = xj si i = j et xi = ai si i �= j. Alors Wa,j est une
application continue de Xj dansX . Soit f une application deX dans l’espace topologique
Y . Pour tout j ∈ I, ϕa,j = f ◦Wa,j est une application de Xj dans Y , appelée la j−ième
application partielle de f au point a. Si f est continue en a, alors pour tout j ∈ I,
ϕa,j est continue en aj ∈ Xj .

IV. Topologie finale

Soient X un ensemble,
(
(Xi, Ti)

)
i∈I

une famille d’espaces topologiques et pour chaque
i ∈ I, soit fi : Xi −→ X une application. La topologie grossière sur X rend continues
toutes les applications fi, mais on cherche ici à construire la topologie la plus fine sur
X rendant continues toutes les applications fi. Soit T l’ensemble des parties U de X
telles que, pour tout i ∈ I, f−1

i (U) soit ouvert dans Xi. Alors T est une topologie sur X ,
appelée la topologie finale associée à la famille (fi)i∈I . Notons que si Y est un espace
topologique et si f : Y −→ X est une application, alors la topologie finale associée à f
est tout simplement T =

{
U ⊂ X ; f−1(U) ouvert de Y

}
. Dans ce cas, la topologie finale

sur X associée à f est appelée l’image directe par f de la topologie de Y .
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Proposition 1.4.9. Soient X un ensemble,
(
(Xi, Ti)

)
i∈I

une famille d’espaces topolo-
giques et pour chaque i ∈ I, soit fi : Xi −→ X une application.

1. La topologie finale T sur X associée à la famille (fi)i∈I est la plus fine rendant
continues toutes les applications fi.

2. La topologie finale sur X est l’unique topologie sur X ayant la propriété suivante,
appelée propriété universelle de la topologie finale : pour tout espace topologique
E, une application g : X −→ E est continue si et seulement si pour tout i ∈ I,
g ◦ fi : Xi −→ E est continue.

Xi X E
fi g

g ◦ fi
Démonstration. 1. Par définition de la topologie finale T sur X , pour tout i ∈ I et
pour tout U ∈ T , on a f−1

i (U) ∈ Ti, donc fi est continue. Soit T ′ une topologie sur X
rendant continues toutes les applications fi. Soit U ∈ T ′, alors pour tout i ∈ I, on a
f−1
i (U) ∈ Ti, donc on a U ∈ T . Par conséquent, on a T ′ ⊂ T , i.e. T est plus fine que T ′.
2. On munit d’abord X de la topologie finale T , et soient E un espace topologique et
g : X −→ E une application. La composée de deux applications continues est continue,
voir proposition 1.3.1, donc si g est continue, alors pour tout i ∈ I, g ◦ fi est continue.
Réciproquement, supposons que pour tout i ∈ I, g ◦ fi est continue. Alors pour tout
ouvert V de E et pour tout i ∈ I, f−1

i

(
g−1(V )

)
= (g ◦ fi)

−1(V ) est un ouvert de Xi,
donc on a g−1(V ) ∈ T . Par conséquent, g est continue.
Soit T ′ une topologie sur X vérifiant la propriété universelle. L’application identique
id : (X, T ′) −→ (X, T ′) est continue, donc pour tout i ∈ I, l’application fi : (Xi, Ti) −→
(X, T ′) est continue. Donc T ′ rend continues toutes les applications fi. Par conséquent,
on a T ′ ⊂ T . Puisque T rend continues toutes les applications fi, alors l’application
identique id : (X, T ′) −→ (X, T ) est continue, donc on a T ⊂ T ′. D’où on a T = T ′. �

V. Topologie quotient

Soient (X, T ) un espace topologique, R une relation d’équivalence sur X et q : X −→
X/R l’application quotient. La topologie quotient sur X/R est la topologie finale
associée à l’application quotient q. Autrement dit, une partie U de X/R est ouverte pour
la topologie quotient si et seulement si q−1(U) est un ouvert de X . Muni de la topologie
quotient, X/R est dit l’espace topologique quotient de X par la relation R. Notons
aussi qu’une partie F de X/R est fermée pour la topologie quotient si et seulement si
q−1(F ) est un fermé de X . On déduit de la proposition précédente le résultat suivant :

Proposition 1.4.10. Soient (X, T ) un espace topologique, R une relation d’équivalence
sur X et q : X −→ X/R l’application quotient.

1. La topologie quotient sur X/R est la plus fine rendant continue l’application q.

2. La topologie quotient sur X/R est l’unique topologie sur X/R ayant la propriété
suivante, appelée propriété universelle de la topologie quotient : pour tout espace
topologique E, une application g : X/R −→ E est continue si et seulement si
g ◦ q : X −→ E est continue.
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X X/R E
q g

g ◦ q
Remarque 1.4.11. Soient X un espace topologique séparable et R une relation d’équi-
valence sur X , alors l’espace topologique quotient X/R est séparable.

Définition 1.4.3. Soient X un espace topologique, R une relation d’équivalence sur X
et q : X −→ X/R l’application quotient.

1. Soit A un sous-ensemble de X , le saturé de A pour R est l’ensemble q−1(q(A)) ={
y ∈ X ; il existe x ∈ A avec xRy

}
. Autrement dit, le saturé de A est la réunion

des classes d’équivalence des éléments de A.

2. On dit que A est saturé pour R si A = q−1(q(A)). Autrement dit, A est saturé si,
pour tout x ∈ A, la classe d’équivalence de x est contenue dans A.

3. On dit que la relation R est ouverte (resp. fermée) si le saturé de tout ouvert
(resp. fermé) de X est un ouvert (resp. fermé) de X .

Remarque 1.4.12. Soient X un espace topologique, R une relation d’équivalence sur
X et q : X −→ X/R l’application quotient. On munit X/R de la topologie quotient.

1. Une partie A de X est saturée pour R si et seulement si il existe une partie B de
X/R telle que A = q−1(B).

2. Une partie A de X est saturée pour R si et seulement son complémentaire X \ A
est saturé pour R.

3. La relation d’équivalenceR est ouverte (resp. fermée) si et seulement si l’application
quotient q est ouverte (resp. fermée).

4. L’image d’un ouvert de X saturé pour R est un ouvert de X/R.

5. L’image d’un fermé de X saturé pour R est un fermé de X/R.

Exemple 1.4.2. Soient X un espace topologique, F une partie fermée de X et R la
relation d’équivalence dans X obtenue en identifiant entre eux tous les éléments de F ;
autrement dit, la relation d’équivalence dont les classes sont F et les ensembles {x} pour
x ∈ X \ F . Soient q : X −→ X/R l’application quotient et G un fermé de X . Alors on a
q−1(q(G)) = F ∪G qui est fermé dans X . Donc R est une relation d’équivalence fermée
dans X .

Remarque 1.4.13 (propriété universelle de l’application quotient). Soient f une
application d’un ensemble X dans un ensemble Y et R une relation d’équivalence sur X .
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est constante sur les classes d’équivalence de R.

(ii) Il existe une (unique) application f̃ de X/R dans Y tel que le diagramme suivant
soit commutatif.

X Y

X/R

�f

�
���q �

���
f̃
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Dans le cas où X et Y sont des espaces topologiques et X/R est muni de la topologie

quotient, l’application f est continue si et seulement si f̃ est continue. Autrement dit, les
applications continues deX/R dans un espace topologique Y s’identifient aux applications
continues de X dans Y constantes sur les classes d’équivalence de R.

Exemple 1.4.3. Soient f une fonction de R dans R continue et T -périodique et G = TZ
son groupe de périodes. Considérons sur R, muni de la topologie euclidienne, la relation
d’équivalence R définie par xR y ⇐⇒ x − y ∈ G. Notons R/G l’espace topologique

quotient, alors il existe une unique application continue f̃ de R/G dans R telle que

f = f̃ ◦ q. Donc étudier les fonctions continues T -périodiques de R dans R revient à
étudier les fonctions continues de R/G dans R, d’où l’intérêt de la notion de la topologie
quotient.

Remarque 1.4.14. Soient X , Y deux ensembles et f : X −→ Y une application. On
note Rf la relation d’équivalence sur X donnée par xRf x

′ ⇐⇒ f(x) = f(x′). Alors
il existe une unique application f̃ de X/Rf dans Y tel que le diagramme suivant soit
commutatif.

X Y

X/Rf

�f

�
���q �

���
f̃

De plus f̃ est injective. Si f est surjective alors f̃ est bijective. Dans le cas où X et Y
sont des espaces topologiques et X/Rf est muni de la topologie quotient, l’application f

est continue si et seulement si f̃ est continue. Notons aussi que si f est bijective, alors X
est homéomorphe à X/Rf et on peut identifier f̃ à f .

Proposition 1.4.11. Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X −→ Y une
application continue surjective. On munit X/Rf de la topologie quotient. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) L’application f̃ : X/Rf −→ Y est un homéomorphisme.

(ii) L’image par f de tout ouvert de X saturé pour Rf est un ouvert de Y .

(iii) L’image par f de tout fermé de X saturé pour Rf est un fermé de Y .

(iv) Pour toute partie U de Y , U est ouvert dans Y si et seulement si f−1(U) est un
ouvert de X.

(v) Pour toute partie F de Y , F est fermé dans Y si et seulement si f−1(F ) est un
fermé de X.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 1 du supplément.

Corollaire 1.4.1. Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X −→ Y une application
continue surjective. Si f est une application ouverte ou fermée, alors f̃ : X/Rf −→ Y
est un homéomorphisme.

Corollaire 1.4.2. Soient X un espace topologique, R une relation d’équivalence sur X
et T une topologie sur X/R telle que l’application quotient q : X −→ (X/R, T ) soit
continue et ouverte ou fermée, alors T est égale à la topologie quotient.
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Espace quotient d’un sous-espace

Soient X un espace topologique, A un sous-espace de X , R une relation d’équivalence
sur X et q : X −→ X/R l’application quotient. Soit

f : A −→ q(A)
a �−→ q(a)

la restriction de q à A. Alors f est continue et surjective. La relation d’équivalenceRf sur

A n’est autre que la relation RA induite par R sur A. L’application f̃ : A/RA −→ q(A)
est bijective et continue. De plus, on a le résultat suivant :

Proposition 1.4.12. Avec les mêmes notations que ci-dessus, les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) L’application f̃ : A/RA −→ q(A) est un homéomorphisme.

(ii) Pour tout ouvert U dans A et saturé pour RA, il existe un ouvert V dans X et
saturé pour R tel que U = A ∩ V .

(iii) Pour tout fermé F dans A et saturé pour RA, il existe un fermé F ′ dans X et
saturé pour R tel que F = A ∩ F ′.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soit U un ouvert de A et saturé

pour RA. Comme f̃ est un homéomorphisme, il résulte de la proposition précédente
que q(U) = f(U) est un ouvert de q(A), donc il existe un ouvert W dans X/R tel
que q(U) = q(A) ∩ W . Alors q−1(W ) est un ouvert de X et saturé pour R tel que
U = A ∩ q−1(W ).
Preuve de (ii) =⇒ (i). Soit U un ouvert de A et saturé pour RA. Par hypothèse, il existe
un ouvert V dans X et saturé pour R tel que U = A ∩ V . Alors q(V ) est un ouvert de
X/R, voir remarque 1.4.12, et on a q(A)∩q(V ) = q(A∩V ) = q(U). D’où f(U) = q(U) est

ouvert dans q(A). Il résulte de la proposition précédente que f̃ est un homéomorphisme.
L’équivalence (ii) ⇐⇒ (iii) s’obtient par passage au complémentaire. �

Corollaire 1.4.3. Avec les mêmes notations que ci-dessus, on a :

1. Si A est saturé pour R et ouvert (resp. fermé) dans X, alors f̃ : A/RA −→ q(A)
est un homéomorphisme.

2. Si A est saturé pour R et si q est une application ouverte (resp. fermée), alors

f̃ : A/RA −→ q(A) est un homéomorphisme.

Démonstration. 1. Si A est saturé pour R et ouvert (resp. fermé) dans X , et si U est
un ouvert (resp. fermé) de A et saturé pour RA, alors U est un ouvert (resp. fermé) dans
X et saturé pour R.
2. Supposons A saturé pour R. Si U est un ouvert (resp. fermé) de A et saturé pour
RA, alors U est saturé pour R et il existe un ouvert V (resp. fermé F ) dans X tel
que U = A ∩ V (resp. U = A ∩ F ). Puisque U et A sont saturés pour R, alors on a
U = A ∩ V = A ∩ q−1(q(V )) (resp. U = A ∩ V = A ∩ q−1(q(F ))). Comme q est ouverte
(resp. fermée), alors q−1(q(V )) (resp. q−1(q(F ))) est ouvert (resp. fermé) de X et saturé
pour R. �



1.5. Espaces topologiques séparés 29

1.5 Espaces topologiques séparés

La définition d’un espace topologique est très générale ; pour avoir des théorèmes intéres-
sants, on est obligé d’imposer des axiomes supplémentaires.

Définition 1.5.1. Soit X un espace topologique.

1. On dit que X est un T0-espace si pour tous points distincts x et y dans X , il existe
un voisinage de l’un qui ne contient pas l’autre point.

2. On dit que X est un T1-espace si pour tous points distincts x et y dans X , il existe
des voisinages V de x, W de y dans X tels que y �∈ V et x �∈ W .

3. On dit que X est un T2-espace ou X est séparé ou encore X est de Hausdorff
s’il vérifie la propriété suivante, appelée axiome de Hausdorff.
Pour tous points distincts x et y dans X , il existe un voisinage Vx de x dans X et
un voisinage Vy de y dans X tels que Vx ∩ Vy = ∅.

On a évidemment les implications : T2-espace =⇒ T1-espace =⇒ T0-espace. Mais les
implications réciproques sont en général fausses.

Exemple 1.5.1. 1. Tout ensemble de cardinal ≥ 2, muni de la topologie grossière
n’est pas un T0-espace.

2. Tout ensemble infini muni de la topologie cofinie est un T1-espace non séparé.

3. Tout ensemble totalement ordonné X muni de la topologie de l’ordre est un espace
séparé. En effet, soient x et y deux éléments distincts dans X . On peut supposer
x < y. Alors les demi-droites ouvertes {z ∈ X ; z < y} et {z ∈ X ; z > x} sont
disjoints et contiennent respectivement x et y.

4. L’espace R muni de la topologie usuelle est séparé. Ceci résulte de ce qui précède,
mais donnons une autre preuve. Soient x et y deux éléments distincts dans R. On
peut supposer x < y. Alors les intervalles ouverts

]
x− 1, x+y

2

[
et
]
x+y
2 , y+1

[
sont

disjoints et contiennent respectivement x et y.

Proposition 1.5.1. Un espace topologique X est un T1-espace si et seulement si tout
point de X est fermé.

Démonstration. Supposons d’abord que tout point de X est fermé. Soient x et y deux
éléments distincts de X . Soient V = X \ {y} et W = X \ {x}, alors V et W sont des
ouverts de X contenant respectivement x et y et on a y �∈ V et x �∈ W . Réciproquement,
supposons que X est un T1-espace et montrons que tout point de X est fermé. Soit
x ∈ X , pour montrer que {x} est fermé, il faut et il suffit de montrer que X \ {x} est un
ouvert de X . Soit y ∈ X \ {x}, alors il existe un voisinage V de y dans X tel que x �∈ V ,
i.e. V ⊂ X \ {x}. Donc X \ {x} est un voisinage de y dans X . Par conséquent, X \ {x}
est un voisinage de chacun de ses points, donc X \ {x} est un ouvert par la proposition
1.1.2. �

Corollaire 1.5.1. Soit X un espace topologique séparé, alors tout point de X est fermé.

Proposition 1.5.2. Soit X un espace topologique séparé.
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1. Si Y est un espace topologique et s’il existe une application continue injective de Y
dans X, alors Y est séparé.

2. Tout espace topologique homéomorphe à X est séparé.

3. Tout sous-espace topologique de X est séparé.

Démonstration. 1. Soient a, b des points distincts de Y et f : Y −→ X une application
injective continue. Puisque f est injective, on a f(a) �= f(b). Comme X est séparé,
il existe un voisinage V de f(a) dans X et un voisinage W de f(b) dans X tels que
V ∩W = ∅. Alors f−1(V ) et f−1(W ) sont des voisinages disjoints de a et b dans Y . Donc
Y est séparé.
Les propriétés 2 et 3 résultent de 1. �

Définition 1.5.2. Soient X un ensemble et (Yi)i∈I une famille d’ensembles. On suppose
que pour tout i ∈ I, il existe une application fi : X −→ Yi. On dit que la famille (fi)i∈I

est séparante si pour tous x, y ∈ X tels que x �= y, il existe i ∈ I tel que fi(x) �= fi(y).

Lemme 1.5.1. Soient X un ensemble et
(
(Yi, Ti)

)
i∈I

une famille d’espaces topologiques
séparés. On suppose que pour tout i ∈ I, il existe une application fi : X −→ Yi. Si la
famille (fi)i∈I est séparante, alors X muni de la topologie initiale associée à la famille
(fi)i∈I est séparé.

Démonstration. Soient x, y ∈ X tels que x �= y. Comme la famille (fi)i∈I est séparante,
il existe i ∈ I tel que fi(x) �= fi(y). Or l’espace topologique (Yi, Ti) est séparé, donc il
existe deux ouverts disjoints U et V dans (Yi, Ti) tels que fi(x) ∈ U et fi(y) ∈ V . Alors
f−1
i (U) et f−1

i (V ) sont des ouverts disjoints dans X contenant respectivement x et y.
Donc X est séparé. �

Proposition 1.5.3. Soient (Xi)i∈I une famille d’espaces topologiques et X =
∏
i∈I

Xi

l’espace topologique produit. Alors X est séparé si et seulement si pour tout i ∈ I, Xi est
séparé.

Démonstration. Supposons d’abord que pour tout i ∈ I, Xi est séparé. Pour tout
i ∈ I, soit pi : X −→ Xi la projection canonique. Puisque la famille (pi)i∈I est séparante,
il résulte du lemme précédent que X est séparé.
Réciproquement, supposons que X est séparé. Soit a = (ai)i∈I un point de X . Pour tout
j ∈ I et pour tout xj ∈ Xj , on définit Wa,j(xj) = (xi)i∈I , où xi = xj si i = j et xi = ai
si i �= j. Alors Wa,j est une application continue injective de Xj dans X . Il résulte de la
proposition 1.5.2 que pour tout j ∈ I, Xj est séparé. �

Proposition 1.5.4. Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) X est séparé.

(ii) La diagonale Δ =
{
(x, x) ; x ∈ X

}
est fermée dans l’espace topologique produit

X ×X.

(iii) L’intersection des voisinages fermés d’un point quelconque de X est l’ensemble
réduit à ce point.
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Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Pour montrer que Δ est un fermé
de X×X , on montre que son complémentaire est ouvert. Soit (x, y) ∈ (X×X)\Δ, alors
x �= y. Puisque X est séparé, il existe un voisinage V de x dans X et un voisinage W de
y dans X tels que V ∩W = ∅, d’où V ×W est un voisinage de (x, y) dans X ×X et on
a V ×W ⊂ (X ×X) \Δ. Par conséquent, (X ×X) \Δ est ouvert dans X ×X .
Preuve de (ii) =⇒ (i). Soit x, y ∈ X tels que x �= y. Alors (x, y) ∈ (X ×X) \Δ qui est
ouvert, donc il existe un voisinage V de x dans X et un voisinage W de y dans X tels
que (x, y) ∈ V ×W ⊂ (X ×X) \Δ, d’où V ∩W = ∅. Donc X est séparé.
Preuve de (i) =⇒ (iii). Soit F l’ensemble des voisinages fermés d’un point x ∈ X . Alors
F �= ∅ et on a x ∈ ∩

V ∈F
V . Soit y ∈ X tel que y �= x. CommeX est séparé, alors il existe un

voisinage U de x dans X et un voisinage ouvert W de y dans X tels que U ∩W = ∅, d’où
U est un voisinage fermé de x dans X tel que U ∩W = ∅. Donc on a

(
∩

V ∈F
V
)
∩W = ∅,

d’où y �∈ ∩
V ∈F

V . Par conséquent, on a ∩
V ∈F

V = {x}.
Preuve de (iii) =⇒ (i). Soit x, y ∈ X tels que x �= y. Par hypothèse, il existe un voisinage
fermé V de x dans X tel que y �∈ V . Alors X \ V est un ouvert de X contenant y et on
a V ∩ (X \ V ) = ∅. Donc X est séparé. �

Proposition 1.5.5. Soient f et g deux applications continues d’un espace topologique
X dans un espace topologique séparé Y . Alors on a :

1. L’ensemble F =
{
x ∈ X ; f(x) = g(x)

}
est fermé dans X.

2. Si f = g sur une partie dense dans X, alors f = g.

Démonstration. 1. On pose h(x) = (f(x), g(x)), alors h est une application continue
de X dans Y × Y et on a F = h−1(Δ), où Δ = {(y, y) ; y ∈ Y }. Comme Y est séparé,
d’après la proposition précédente, Δ est fermé dans Y × Y . Par conséquent, F est fermé
dans X .
2. Soit A une partie dense dans X telle que pour tout x ∈ A, on ait f(x) = g(x). On en
déduit que A ⊂ F . Par conséquent, on a X = A ⊂ F ⊂ X , d’où X = F . Autrement dit,
on a f = g. �

La difficulté principale des espaces topologiques quotients est qu’ils ne sont pas en général
séparés.

Exemple 1.5.2. Considérons sur R, muni de la topologie euclidienne, la relation d’équi-
valence R définie par xR y ⇐⇒ x− y ∈ Q. On note R/Q l’espace topologique quotient.
Soit F un fermé non vide de R/Q muni de la topologie quotient, alors q−1(F ) est un
fermé de R et il existe x ∈ R tel que Q + x ⊂ q−1(F ). Or Q + x est dense dans R, voir
Appendice C, donc q−1(F ) = R, d’où F = R/Q. Par conséquent, la topologie quotient
sur R/Q est la topologie grossière. Comme R/Q est un ensemble infini, on en déduit que
R/Q n’est pas séparé.

Remarque 1.5.1. Si X et Y sont des espaces topologiques avec Y séparé et si f : X −→
Y est une application continue, alors l’espace topologique quotient X/Rf est séparé. Ceci
résulte de la remarque 1.4.14 et de la proposition 1.5.2.

La proposition suivante donne un critère de séparation des espaces topologiques quotients.
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Proposition 1.5.6. Soient R une relation d’équivalence sur un espace topologique X et
G(R) =

{
(x, y) ∈ X ×X ; xRy

}
son graphe et q : X −→ X/R l’application quotient.

1. Si l’espace topologique quotient X/R est séparé, alors G(R) est fermé dans l’espace
topologique produit X ×X.

2. Si R est ouverte et si G(R) est fermé dans l’espace topologique produit X × X,
alors l’espace topologique quotient X/R est séparé.

Démonstration. 1. Supposons X/R séparé, et soit (x, y) �∈ G(R), i.e. q(x) �= q(y).
Soient U et V deux voisinages ouverts disjoints de q(x) et q(y) respectivement. Alors
q−1(U) et q−1(V ) sont deux ouverts disjoints dans X contenant respectivement x et y et
on a

(
q−1(U) × q−1(V )

)
∩ G(R) = ∅ car U ∩ V = ∅. Donc le complémentaire de G(R)

dans X ×X est ouvert, d’où G(R) est fermé dans X ×X .
2. Soient q(x), q(y) ∈ X/R tels que q(x) �= q(y), i.e. (x, y) �∈ G(R), alors il existe des
voisinages ouverts Ux et Uy respectivement de x et y dansX tels que (Ux×Uy)∩G(R) = ∅
car le complémentaire de G(R) dans X×X est ouvert. Puisque R est ouverte, alors q(Ux)
et q(Ux) sont des voisinages ouverts respectivement de q(x) et q(y), et on a q(Ux)∩q(Ux) =
∅ car (Ux × Uy) ∩ G(R) = ∅. Par conséquent, X/R est séparé. �

1.6 Limites et valeur d’adhérence

Définition 1.6.1. Soient X et Y des espaces topologiques, A une partie de X , a ∈ A et
f : A −→ Y une application.

1. On dit qu’un point � de Y est valeur d’adhérence de f en a si, pour tout voisinage
V de � dans Y et tout voisinage U de a dans X , il existe x ∈ A∩U tel que f(x) ∈ V .

2. On dit qu’un point � de Y est limite de f en a, ou que f(x) tend vers � lorsque
x tend vers a si, pour tout voisinage V de � dans Y , il existe un voisinage W de
a dans X tel que f(W ∩A) ⊂ V .

3. Soit B une partie de A tel que a ∈ B et soit fB la restriction de f à B. On dit qu’un
point � de Y est limite de f en a suivant B, ou que f(x) tend vers � lorsque
x tend vers a en restant dans B si � est une limite de fB en a. Autrement dit,
pour tout voisinage V de � dans Y , il existe un voisinage W de a dans X tel que
f(W ∩B) ⊂ V .

Dans la définition précédente, on aurait pu se contenter de prendre V appartenant à une
base de voisinages de � dans Y . Notons que si a ∈ A, alors f(a) est une valeur d’adhérence
de f en a. Notons aussi que si on ne supposait pas a ∈ A, il existerait un voisinage U de a
dans X tel que A∩U = ∅. Par conséquent, pour tout point � de Y et pour tout voisinage
V de � dans Y , il existerait un voisinage W = U de a dans X tel que f(A ∩W ) ⊂ V ,
donc la définition ci-dessus serait sans intérêt. D’où la nécessité de supposer a ∈ A.

Proposition 1.6.1. Soient X et Y des espaces topologiques, A une partie de X, a ∈ A
et f : A −→ Y une application. Pour que f(a) soit limite de f en a il faut et il suffit que
f soit continue en a.

La preuve de cette proposition résulte immédiatement de la définition de la continuité et
de la définition d’une limite.
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Corollaire 1.6.1. Soient X et Y des espaces topologiques, A une partie de X, a ∈ A\A,
� ∈ Y et f : A −→ Y une application. On munit A∪ {a} de la topologie induite par celle
de X et on considère l’application g : A ∪ {a} −→ Y telle que g(a) = � et dont la
restriction à A est f . Alors � est une limite de f en a si et seulement si l’application g
est continue en a.

Proposition 1.6.2. Soient X et Y des espaces topologiques, A une partie de X, a ∈ A,
� ∈ Y et f : A −→ Y une application.

1. Si � est une limite de f en a, alors � est une valeur d’adhérence de f en a.

2. L’ensemble des valeurs d’adhérence de f en a est ∩
U∈V(a)

f(U ∩A), où V(a) désigne
l’ensemble des voisinages de a dans X. C’est donc une partie fermée de Y .

3. Si � est une limite ou une valeur d’adhérence de f en a, alors � ∈ f(A).

Démonstration. 1. Soit V un voisinage de � dans Y , alors il existe un voisinage W de a
dans X tel que f(W ∩A) ⊂ V . Pour tout voisinage U de a dansX , U∩W est un voisinage
de a dans X , donc U ∩W ∩A �= ∅. Par conséquent, il existe x ∈ U ∩W ∩A ⊂ U ∩A tel
que f(x) ∈ V . Donc � est une valeur d’adhérence de f en a.
2. Soient � ∈ ∩

U∈V(a)
f(U ∩A) et V un voisinage de � dans Y . Alors pour tout U ∈ V(a),

on a � ∈ f(U ∩A), d’où V ∩f(U ∩A) �= ∅. Donc il existe x ∈ U ∩A tel que f(x) ∈ V . Par
conséquent, � est une valeur d’adhérence de f en a. Réciproquement, soit � une valeur
d’adhérence de f en a. Alors pour tout voisinage V de � dans Y et tout voisinage U de
a dans X , il existe x ∈ U ∩A tel que f(x) ∈ V , d’où V ∩ f(U ∩A) �= ∅. Donc pour tout
U ∈ V(a), on a � ∈ f(U ∩A), d’où � ∈ ∩

U∈V(a)
f(U ∩A).

3. Ceci résulte de ce qui précède. �

Remarque 1.6.1. 1. Une application peut ne pas avoir une limite ; si X = Y = R
muni de la topologie usuelle et si A = [0, 1], a = 1 et f : A −→ R une application
telle que f(1) = 1 et f(x) = 0 pour tout x ∈ [0, 1[. Alors f n’a pas de limite en a.

2. Une application peut avoir plusieurs limites. Ainsi, si Y est muni de la topologie
grossière, tout point � de Y est limite de f en a, puisque le seul voisinage de � est
Y .

3. La notion de point limite n’est intéressante que dans le cas où on est assuré de
l’unicité de cette limite. D’où l’importance de la proposition suivante.

Proposition 1.6.3. Soient X un espace topologique, Y un espace topologique séparé, A
une partie de X, a ∈ A et f : A −→ Y une application. Alors on a :

1. Si � est une limite de f en a, alors � est la seule valeur d’adhérence de f en a.

2. L’application f admet au plus une limite en a.

3. Si a ∈ A et si f admet en a la limite �, alors � = f(a).



34 Chapitre 1. ESPACES TOPOLOGIQUES

Démonstration. 1. On a vu, proposition précédente, que � est une valeur d’adhérence
de f en a. Soit �′ une valeur d’adhérence de f en a. Si �′ �= �, alors il existe un voisinage
V1 de �′ dans Y et un voisinage V2 de � dans Y tels que V1∩V2 = ∅. Il existe un voisinage
W de a dans X tel que f(W ∩A) ⊂ V2. Alors pour tout x ∈ W ∩A, f(x) �∈ V1 ce qui est
impossible car �′ est une valeur d’adhérence de f en a. Donc on a �′ = �. Autrement dit,
� est la seule valeur d’adhérence de f en a.
2. Ceci résulte de 1.
3. Puisque a ∈ A et � est la limite de f en a, alors pour tout voisinage V de � dans Y ,
on a f(a) ∈ V , d’où f(a) = � car Y est séparé. �

Remarque 1.6.2. Soit X = Y = R muni de la topologie usuelle, alors Y est séparé.

1. Si A = [0, 1[, a = 1 et f : A −→ R une application telle que :

f(x) =

{
0 si x ∈ A ∩Q ,
x si x �∈ A \Q .

Alors 0 est l’unique valeur d’adhérence de f en 1, mais f n’admet pas de limite en
1.

2. Si A = ]0, 1[∪ ]1, 2[, a = 1 et f : A −→ R une application telle que f(x) = 0
pour tout x ∈ ]0, 1[ et f(x) = 1 pour tout x ∈ ]1, 2[. Alors {0, 1} est l’ensemble des
valeurs d’adhérence de f en 1.

Notations. Soient X un espace topologique, Y un espace topologique séparé, A une
partie de X , a ∈ A et f : A −→ Y une application.

1. Si f admet la limite � en a, on écrit � = lim
x→a

f(x).

2. Si B est une partie de A tel que a ∈ B et si f admet la limite � en a suivant B, on
écrit � = lim

x→a
x∈B

f(x). Si l’ensemble B est donné par une �� formule ��, il arrive qu’au

lieu d’écrire x ∈ B, on écrive cette formule. Par exemple, si a ∈ A et B = A \ {a},
où a est un point d’accumulation de A, au lieu d’écrire � = lim

x→a
x∈B

f(x), on écrit

� = lim
x→a
x �=a

f(x).

3. Soient A une partie de R, a ∈ R, B = A∩ ]−∞, a[, C = A∩ ]a, +∞[ et f : A −→ Y
une application. Si a ∈ B, on dit que f admet une limite à gauche en a si f admet
une limite en a suivant B ; celle-ci se note lim

x→a
x<a

f(x). De même, si a ∈ C, on dit que

f admet une limite à droite en a si f admet une limite en a suivant C ; celle-ci
se note lim

x→a
x>a

f(x).

Remarque 1.6.3. Soient X un espace topologique, A une partie de X et a ∈ A, où a
est un point d’accumulation de A. Soient Y un espace topologique séparé et f : A −→ Y
une application. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) lim
x→a

f(x) existe.

(ii) lim
x→a
x �=a

f(x) = f(a).
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(iii) f est continue en a.

Dans ce cas, on a lim
x→a

f(x) = lim
x→a
x �=a

f(x) = f(a).

Remarque 1.6.4. Soient X et Y des espaces topologiques, A une partie de X , a ∈ A
et f : A −→ Y une application. Soient B une partie de A tel que a ∈ B et � un point
de Y . Si � est une limite de f en a, alors � est une limite de f en a suivant B, mais la
réciproque n’est pas toujours vraie. On a cependant le résultat suivant :

Proposition 1.6.4. Soient X et Y des espaces topologiques, A,B deux parties de X,
a ∈ A ∩ B et f : A ∪ B −→ Y une application. Soit � ∈ Y , alors � est une limite de f
en a si et seulement si � est une limite de f en a suivant A et � est une limite de f en
a suivant B

Démonstration. Notons que a ∈ A ∩ B entrâıne a ∈ A ∪B. Puisque A ⊂ A ∪ B et
B ⊂ A ∪B, il est clair que si � est une limite de f en a, alors � est une limite de f en a
suivant A et � est une limite de f en a suivant B. Réciproquement, soit V un voisinage de
� dans Y et W1, W2 des voisinages de a dansX tels que f(W1∩A) ⊂ V et f(W2∩B) ⊂ V .
Alors W1 ∩W2 est un voisinage de a dans X et on a f(W1 ∩W2 ∩ (A∪B)) ⊂ V . Donc �
est une limite de f en a �

On déduit de la proposition précédente que si D est une partie de R, a ∈ R, A =
D∩ ]−∞, a[, B = D∩ ]a, +∞[ et f : D −→ Y est une application et si a ∈ A∩B, alors
f admet une limite � lorsque x tend vers a si et seulement si f admet � comme limite à
droite et comme limite à gauche en a.

Proposition 1.6.5 (composition des limites). Soient X,Y et Z des espaces topologi-
ques, A une partie de X, f : A −→ Y une application, B une partie de Y contenant
f(A), g : B −→ Z une application, a ∈ A, b ∈ Y et � ∈ Z. Si b est une limite de f en a
et si � est une limite de g en b, alors � est une limite de g ◦ f en a.

Démonstration. Puisque b est une limite de f en a, on a b ∈ f(A) ⊂ B. Pour tout
voisinage V de � dans Z, il existe un voisinage U de b dans Y tel que g(U ∩B) ⊂ V ; il
existe aussi un voisinage W de a dans X tel que f(W ∩A) ⊂ U . D’où on a f(W ∩A) =
f(W ∩A) ∩B ⊂ U ∩B. Donc on a (g ◦ f)(W ∩A) = g(f(W ∩A)) ⊂ g(U ∩B) ⊂ V . Par
conséquent, � est une limite de g ◦ f en a. �

Corollaire 1.6.2. Soient X,Y et Z des espaces topologiques, A une partie de X, f :
A −→ Y et g : Y −→ Z des applications, a ∈ A et b ∈ Y . Si b est une limite de f en a
et si g est continue en b, alors g(b) est une limite de g ◦ f en a.

Démonstration. Ceci résulte de la proposition précédente et de la proposition 1.6.1. �

1.7 Suites dans les espaces topologiques

Une suite de points d’un ensemble non videX est une application f de N dansX . L’image
f(n) d’un n ∈ N par f sera notée xn et sera appelée terme d’ordre n de la suite f . La
suite elle-même f sera représentée par la notation (xn)n∈N ou (xn)n≥0, ou simplement
(xn). Il importe cependant de ne pas confondre une suite avec l’ensemble de ses valeurs.
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Par extension, on appelle également suite dans X , une application f : A −→ X d’une
partie non vide A de N dans X . Si A est l’ensemble {1, 2, . . . , n} ; on dit alors que
la suite f est une suite finie, et on la note (xk)1≤k≤n, ou encore (x1, x2, . . . , xn). Si
A = {n ∈ N ; n ≥ n0} où n0 ∈ N, la suite f est alors notée (xn)n≥n0 . S’il est nécessaire,
on pourrait poser xn = x pour 0 ≤ n < n0 où x est un élément quelconque de X .
Une suite (yn)n≥0 de points de X est appelée sous-suite ou suite extraite de (xn)n≥0

s’il existe une application strictement croissante ϕ de N dans lui-même telle que, pour
tout n ∈ N, on ait yn = xϕ(n)

†. En général, on note une telle sous-suite (xnk
)k≥0, où

nk = ϕ(k).

Lemme 1.7.1. Soit ϕ : N −→ N une application strictement croissante. Alors pour tout
n ∈ N, on a ϕ(n) ≥ n.

Démonstration. On montre ce résultat par récurrence sur n. On a ϕ(0) ∈ N, d’où
ϕ(0) ≥ 0. Supposons que pour certain n ≥ 0, on a ϕ(n) ≥ n. Comme ϕ est strictement
croissante, alors on a ϕ(n+1) > ϕ(n) ≥ n. Or ϕ(n+1) ∈ N, d’où ϕ(n+ 1) ≥ n+ 1. Par
conséquent, pour tout n ∈ N, on a ϕ(n) ≥ n. �

Définition 1.7.1. Soit (xn)n≥0 une suite dans un espace topologique X .

1. On dit qu’un point � de X est valeur d’adhérence de la suite (xn)n≥0 si, pour
tout voisinage V de � dans X et pour tout entier N ∈ N, il existe n ≥ N tel que
xn ∈ V .

2. On dit qu’un point � de X est limite de la suite (xn)n≥0, ou que cette suite
converge vers �, ou encore que xn tend vers � lorsque n tend vers +∞ si,
pour tout voisinage V de � dans X , il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on
ait xn ∈ V .

3. La suite (xn)n≥0 est dite convergente si elle a une (ou plusieurs) limite, diver-
gente si elle n’a pas de limite.

Remarque 1.7.1. Soit (xn)n≥0 une suite dans un espace topologique X . On a :

1. Si X est muni de la topologie grossière, alors (xn)n≥0 converge vers n’importe quel
point de X .

2. Si (xn)n≥0 est constante à partir d’un certain rang, i.e. il existe a ∈ X et N ∈ N
tel que pour tout n ≥ N , on ait xn = a, alors (xn)n≥0 converge vers a.

3. Si X est muni de la topologie discrète, alors (xn)n≥0 est convergente si elle est
constante à partir d’un certain rang.

Remarque 1.7.2. Les notions d’une limite d’une suite et de valeur d’adhérence d’une
suite sont des cas particuliers de celles d’applications. Prenons R muni de la topologie
usuelle et A = N ; le point a = +∞ de R est adhérent à N. En effet, si U est un voisinage
de +∞ dans R, il existe x ∈ R tel que ]x, +∞] ⊂ U . Soit N = E(x) + 1 où E(x) désigne

†Il y a une autre manière de définir les sous-suites d’une suite ; on suppose seulement ϕ une application
de N dans lui-même telle que, pour tout n ∈ N, on ait yn = xϕ(n) et pour tout m ∈ N, il existe n0 ∈ N
tel que pour tout n ≥ n0, on ait ϕ(n) ≥ m. Notez que tous les résultats concernant les sous-suites restent
valables en adoptant cette définition.



1.7. Suites dans les espaces topologiques 37

la partie entière de x, alors ]x, +∞] ∩ N = {n ∈ N ; n ≥ N} et donc U ∩ N est non
vide. Soient f : N −→ X une application, xn = f(n) et � ∈ X . Alors � est une limite
de f en +∞ si et seulement si � est une limite de la suite (xn)n≥0. De même � est une
valeur d’adhérence de f en +∞ si et seulement si � est une valeur d’adhérence de la suite
(xn)n≥0.

Proposition 1.7.1. Soit (xn)n≥0 une suite dans un espace topologique X. Pour tout
n ≥ 0, soit An = {xp ; p ≥ n}. Alors l’intersection ∩

n≥0
An est l’ensemble des valeurs

d’adhérence de la suite (xn)n≥0. En particulier, l’ensemble des valeurs d’adhérence d’une
suite quelconque est fermé dans X.

Démonstration. Ceci résulte de la proposition 1.6.2 et de la remarque 1.7.2. �

Proposition 1.7.2. Soient (xn)n≥0 une suite dans un espace topologique X et � ∈ X.

1. Si � est une limite de la suite (xn)n≥0, alors � est une valeur d’adhérence de (xn)n≥0.

2. Si X est séparé et si (xn)n≥0 est convergente dans X, alors sa limite est unique et
c’est la seule valeur d’adhérence de la suite (xn)n≥0.

3. Si (xn)n≥0 converge vers �, alors toute sous-suite de (xn)n≥0 converge également
vers �.

4. La suite (xn)n≥0 converge vers une limite � si et seulement si les sous-suites
(x2n)n≥0 et (x2n+1)n≥0 convergent vers �

5. Si � est une valeur d’adhérence d’une sous-suite de (xn)n≥0, alors � est une valeur
d’adhérence de (xn)n≥0.

6. Si � est une limite d’une sous-suite de (xn)n≥0, alors � est une valeur d’adhérence
de (xn)n≥0. Réciproquement, si � admet une base dénombrable de voisinages et si
� est une valeur d’adhérence de (xn)n≥0, alors � est une limite d’une sous-suite de
(xn)n≥0.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 1 du supplément.

Remarque 1.7.3. Si X = R, xn = 1 si n est pair et xn = n si n est impair. Alors 1 est
l’unique valeur d’adhérence de la suite (xn)n≥0, mais la suite n’est pas convergente.

Notation. Si � est la limite d’une suite (xn)n≥0 dans un espace topologique séparé X ,
on note ceci � = lim

x→+∞xn ou xn −→
n→+∞ �.

Théorème 1.7.1. Soient X un espace topologique, A ⊂ X et x ∈ X.

1. S’il existe une suite (an)n≥0 dans A convergeant vers x, alors x ∈ A.

2. Si x admet une base dénombrable de voisinages et si x ∈ A, alors il existe une suite
(an)n≥0 dans A convergeant vers x.



38 Chapitre 1. ESPACES TOPOLOGIQUES

Démonstration. 1. Soit V un voisinage de x dans X , alors il existe N ∈ N tel que pour
tout n ≥ N , on ait an ∈ V , donc V ∩A �= ∅. Par conséquent, on a x ∈ A.
2. Soit

(
Vn

)
n≥0

une base dénombrable de voisinages de x dans X . Pour n ≥ 0, on pose

Un =
n
∩

k=0
Vk, alors

(
Un

)
n≥0

est une base dénombrable de voisinages de x dans X telle

que pour tout n ≥ 0, on ait Un+1 ⊂ Un. On suppose x ∈ A, alors pour tout n ≥ 0, on
a Un ∩ A �= ∅, donc il existe an ∈ Un ∩ A. Montrons que la suite (an)n≥0 converge vers
x. Soit V un voisinage de x dans X , alors il existe N ∈ N tel que UN ⊂ V , d’où pour
tout n ≥ N , on a Un ⊂ V . Par conséquent, pour tout n ≥ N , on a an ∈ V , donc la suite
(an)n≥0 converge vers x. �

Corollaire 1.7.1. Soient X un espace topologique vérifiant le premier axiome de dénom-
brabilité, A ⊂ X et x ∈ X. Alors on a :

1. x ∈ A si et seulement si il existe une suite (an)n≥0 dans A convergeant vers x.

2. A est fermé dans X si et seulement si la limite de toute suite convergeant d’éléments
de A appartient à A.

Remarque 1.7.4. Soient (xn)n≥0 une suite dans un espace topologique X , � ∈ X et
B = {xn ; n ∈ N}.

1. Si � est une limite ou une valeur d’adhérence de la suite (xn)n≥0, alors � ∈ B.

2. Si � ∈ B, alors � n’est pas forcément une valeur d’adhérence de la suite (xn)n≥0.
En effet, soient X = R, x0 = 0 et xn = 1 pour tout n ≥ 1. Alors 0 ∈ B ⊂ B, mais
0 n’est pas une valeur d’adhérence de (xn)n≥0.

3. Si � ∈ B, alors � n’est pas forcément une limite d’une sous-suite de (xn)n≥0. En
effet, on reprend le même exemple que dans 2.

4. Si X est séparé, les points d’accumulation de B sont des valeurs d’adhérence de
la suite (xn)n≥0 ; mais la réciproque n’est pas vraie à moins que les points xn ne
soient tous distincts. On en déduit que l’adhérence B est la réunion de B et de
l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (xn)n≥0, voir remarque 1.2.1.

Théorème 1.7.2. Soient X, Y des espaces topologiques, A ⊂ X, a ∈ A, � ∈ Y et
f : A −→ Y une application.

1. Si � est une limite de f en a, alors pour toute suite (an)n≥0 d’éléments de A
convergeant vers a, la suite (f(an))n≥0 converge vers �.

2. Si a admet une base dénombrable de voisinages et si pour toute suite (an)n≥0

d’éléments de A convergeant vers a, la suite (f(an))n≥0 converge vers �, alors �
est une limite de f en a.

Démonstration. 1. Soit V un voisinage de � dans Y ; il existe alors un voisinage W de
a dans X tel que f(W ∩ A) ⊂ V . Soit (an)n≥0 une suite d’éléments de A convergeant
vers a, alors il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait an ∈ W ∩A. On en déduit
que pour tout n ≥ N , on a f(an) ∈ V . Donc la suite (f(an))n≥0 converge vers �.
2. Soit

(
Wn

)
n≥0

une base dénombrable de voisinages de a dans X . Pour tout n ≥ 0, on
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pose Un =
n
∩

k=0
Wk, alors

(
Un

)
n≥0

est une base dénombrable de voisinages de a dans X

telle que pour tout n ≥ 0, on ait Un+1 ⊂ Un. Supposons que f n’admet pas � pour limite
en a ; il existe alors un voisinage V de � dans Y tel que pour tout voisinage U de a dans
X , il existe z ∈ U ∩ A tel que f(z) �∈ V . Pour tout n ≥ 0, soit an ∈ Un ∩ A tel que
f(an) �∈ V . Alors la suite (an)n≥0 converge vers a, mais (f(an))n≥0 ne converge pas vers
�. Ce qui contredit l’hypothèse. Donc � est une limite de f en a. �

Corollaire 1.7.2. Soient X, Y des espaces topologiques, avec Y séparé, A ⊂ X, a ∈ A et
f : A −→ Y une application. Supposons que a admet une base dénombrable de voisinages,
alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f admet une limite en a.

(ii) Pour toute suite (an)n≥0 d’éléments de A convergeant vers a, la suite (f(an))n≥0

est convergente dans Y .

Dans ce cas, on a lim
n→+∞ f(an) = lim

x→a
f(x).

Démonstration. Il suffit de montrer que si (an)n≥0 et (bn)n≥0 sont des suites d’éléments
de A convergeant vers a, alors les suites (f(an))n≥0 et (f(bn))n≥0 convergent vers la
même limite. Pour tout n ≥ 0, soient x2n = an et x2n+1 = bn, alors (xn)n≥0 est une
suite d’éléments de A convergeant vers a. Donc la suite (f(xn))n≥0 est convergente dans
Y . Or (f(an))n≥0 et (f(bn))n≥0 sont des sous-suites de (f(xn))n≥0, donc (f(an))n≥0 et
(f(bn))n≥0 convergent vers la même limite. �

On déduit du théorème précédent le théorème suivant :

Théorème 1.7.3. Soient X, Y des espaces topologiques, x ∈ X et f : X −→ Y une
application.

1. Si f est continue en x, alors pour toute suite (xn)n≥0 dans X convergeant vers x,
la suite (f(xn))n≥0 converge vers f(x).

2. Si x admet une base dénombrable de voisinages et si pour toute suite (xn)n≥0 dans
X convergeant vers x, la suite (f(xn))n≥0 converge vers f(x), alors f est continue
en x.

Corollaire 1.7.3. Soient (xn)n≥0 et (yn)n≥0 des suites dans R convergeant respective-
ment vers �1 et �2. Alors on a :

1. Les suites (xn+yn)n≥0 et (xnyn)n≥0 convergent respectivement vers �1+�2 et �1�2.

2. Pour tout λ ∈ R, la suite (λxn)n≥0 converge vers λ�1.

3. Si �2 �= 0, alors il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait yn �= 0, et la suite(xn

yn

)
n≥N

converge vers
�1
�2
.

Démonstration. Ceci résulte du théorème précédent et de la proposition 1.3.2. �
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Proposition 1.7.3. Soient X un ensemble, (Yi)i∈I une famille d’espaces topologiques et
pour chaque i ∈ I, soit fi : X −→ Yi une application. On munit X de la topologie initiale
associée à la famille (fi)i∈I . Soit (xn)n≥0 une suite dans X. Alors (xn)n≥0 converge vers
un élément x ∈ X si et seulement si pour tout i ∈ I, la suite (fi(xn))n≥0 converge vers
fi(x) dans Yi.

Démonstration. Supposons d’abord que (xn)n≥0 converge vers un élément x ∈ X .
Puisque pour tout i ∈ I, fi est continue de X dans Yi, alors la suite (fi(xn))n≥0 converge
vers fi(x) dans Yi.
Réciproquement, supposons que pour tout i ∈ I, la suite (fi(xn))n≥0 converge vers fi(x)
dans Yi. Soit U un ouvert de X contenant x. Alors il existe un sous-ensemble fini J de
I et pour tout i ∈ J , un ouvert Ui de Yi contenant fi(x) tels que ∩

i∈J
f−1
i (Ui) ⊂ U .

Par hypothèse, pour tout i ∈ J , il existe Ni ∈ N tel que pour tout n ≥ Ni, on ait
fi(xn) ∈ Ui, d’où xn ∈ f−1

i (Ui). Soit N = max
i∈J

Ni, alors N ∈ N et pour tout n ≥ N , on

a xn ∈ ∩
i∈J

f−1
i (Ui) ⊂ U . Donc la suite (xn)n≥0 converge vers x ∈ X . �

1.8 Familles filtrantes croissantes dans les espaces

topologiques

Dans un espace topologique X vérifiant le premier axiome de dénombrabilité, l’existence
pour tout point x de X d’un système fondamental dénombrable de voisinages entrâıne
que la notion des suites dans X est adéquate pour déterminer l’adhérence d’une partie,
la limite et la continuité d’une application, etc. Par contre, dans un espace topologique
quelconque, cette notion ne suffit plus. Afin de combler cette carence, on a introduit la
notion des familles filtrantes croissantes.

Définition 1.8.1. Un ensemble ordonné filtrant croissant est un ensemble Λ muni
d’une relation d’ordre, notée ≤, qui vérifie l’axiome suivant : quels que soient les éléments
α et β de Λ, il existe au moins un élément λ de Λ vérifiant α ≤ λ et β ≤ λ.

Exemple 1.8.1. Les exemples les plus importants d’ensembles ordonnés filtrants crois-
sants sont les suivants :

1. Les ensembles totalement ordonnés. En particulier, N et R.

2. Soient X un espace topologique, x ∈ X et V(x) l’ensemble des voisinages de x.
Alors V(x) est un ensemble ordonné filtrant croissant pour la relation d’ordre
suivante : pour U, V ∈ V(x), U ≤ V ⇐⇒ V ⊂ U . Plus généralement, tout
système fondamental de voisinages de x est un ensemble ordonné filtrant croissant
pour la même relation d’ordre.

3. Soient X un ensemble quelconque et P(X) l’ensemble des parties de X . Alors P(X)
est un ensemble ordonné filtrant croissant pour la relation d’ordre suivante : pour
A,B ∈ P(X), A ≤ B ⇐⇒ A ⊂ B. De même, si on note Pf (X) l’ensemble des
parties finies de X , Pf (X) est aussi un ensemble ordonné filtrant croissant pour la
même relation d’ordre.
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Définition 1.8.2. Soit X un espace topologique. On appelle famille filtrante crois-
sante † d’éléments de X toute application d’un ensemble ordonné filtrant croissant Λ
dans X . Si λ ∈ Λ, on note usuellement f(λ) par xλ et la famille filtrante croissante f par
(xλ)λ∈Λ ou tout simplement (xλ) s’il n’y a pas de risque de confusion.

Dans le cas Λ = N, on retrouve la définition des suites, car on suppose implicitement
que N est muni de son ordre naturel. Donc on devrait regarder les familles filtrantes
croissantes comme des suites généralisées.

Définition 1.8.3. Soit (xλ)λ∈Λ une famille filtrante croissante dans un espace topolo-
gique X .

1. On dit qu’un point � de X est valeur d’adhérence de (xλ)λ∈Λ si pour tout
voisinage V de � dans X et pour tout α ∈ Λ, il existe λ ∈ Λ vérifiant α ≤ λ tel que
l’on ait xλ ∈ V .

2. On dit qu’un point � de X est limite de (xλ)λ∈Λ, ou que cette famille filtrante
croissante converge vers � si pour tout voisinage V de � dans X , il existe λ0 ∈ Λ
tel que pour tout λ ∈ Λ vérifiant λ0 ≤ λ, on ait xλ ∈ V . Une famille filtrante
croissante qui converge est dite convergente.

Remarque 1.8.1. Soit (xλ)λ∈Λ une famille filtrante croissante dans un espace topolo-
gique X . Pour tout λ ∈ Λ, on pose Aλ = {xμ ; λ ≤ μ}. Alors l’ensemble des valeurs
d’adhérence de (xλ)λ∈Λ est l’intersection ∩

λ∈Λ
Aλ des adhérences des ensembles Aλ, il est

donc fermé dans X .

Définition 1.8.4. Soient X un espace topologique et (xλ)λ∈Λ et (yμ)μ∈Γ deux familles
filtrantes croissantes dans X . On dit que (yμ)μ∈Γ est plus fine que (xλ)λ∈Λ s’il existe
une application ϕ : Γ −→ Λ telle que l’on ait

1. Pour tout μ ∈ Γ, yμ = xϕ(μ).

2. Pour tout λ ∈ Λ, il existe μ0 ∈ Γ tel que pour tout μ ∈ Γ vérifiant μ0 ≤ μ, on ait
λ ≤ ϕ(μ).

Proposition 1.8.1. Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) X est séparé.

(ii) Toute famille filtrante croissante dans X admet au plus une limite.

Démonstration. L’implication (i) =⇒ (ii) est triviale. Montrons l’implication (ii) =⇒
(i). On raisonne par l’absurde. Supposons que X n’est pas séparé ; il existe alors deux
points distincts x et y dans X tels que pour tout U ∈ V(x), l’ensemble des voisinages de
x dans X , et tout V ∈ V(y), l’ensemble des voisinages de y dans X , on ait U ∩ V �= ∅.
Choisissons un point x(U,V ) ∈ U ∩ V . L’ensemble produit V(x) × V(y) est ordonné

†Les familles filtrantes croissantes sont souvent appelées nets dans les textes mathématiques en
langue anglaise, qui utilisent cette notion bien plus souvent que les textes français. Les ensembles
ordonnés filtrants croissants sont appelés directed sets, mais en général, on ne suppose pas que l’axiome
d’antisymétrie soit vérifié.
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filtrant croissant pour la relation d’ordre suivante : pour (U, V ), (U ′, V ′) ∈ V(x)× V(y),
(U, V ) ≤ (U ′, V ′) ⇐⇒ U ′ ⊂ U et V ′ ⊂ V . Alors la famille filtrante croissante(
x(U,V )

)
(U,V )∈V(x)×V(y)

converge à la fois vers x et vers y, ce qui contredit l’hypothèse

faite sur l’unicité de la limite. Donc X est bien séparé. �

Notation. Dans un espace topologique séparé, si (xλ)λ∈Λ est une famille filtrante crois-
sante convergente, on note sa limite lim

λ∈Λ
xλ.

Proposition 1.8.2. Soient (xλ)λ∈Λ une famille filtrante croissante dans un espace
topologique X et � ∈ X.

1. Si � est une limite de (xλ)λ∈Λ, alors � est aussi une valeur d’adhérence de (xλ)λ∈Λ,
et lorsque X est séparé, c’est la seule valeur d’adhérence.

2. Si (xλ)λ∈Λ converge vers �, alors toute famille filtrante croissante plus fine que
(xλ)λ∈Λ converge également vers �.

3. Si � est une valeur d’adhérence d’une famille filtrante croissante plus fine que
(xλ)λ∈Λ, alors � est aussi une valeur d’adhérence de (xλ)λ∈Λ.

4. � est une valeur d’adhérence de (xλ)λ∈Λ si et seulement si � est une limite d’une
famille filtrante croissante plus fine que (xλ)λ∈Λ.

Démonstration. On adaptera facilement la démonstration de la proposition 1.7.2 pour
montrer les propriétés 1, 2, 3 et le fait que si � est une limite d’une famille filtrante
croissante plus fine que (xλ)λ∈Λ, alors � est une valeur d’adhérence de (xλ)λ∈Λ. Montrons
seulement que si � est une valeur d’adhérence de (xλ)λ∈Λ, alors � est une limite d’une
famille filtrante croissante plus fine que (xλ)λ∈Λ. Par hypothèse, pour tout voisinage V
de � dans X , il existe λ ∈ Λ tel que xλ ∈ V . Soit Γ l’ensemble des couples (λ, V ) où
λ ∈ Λ et V est un voisinage de � dans X tel que xλ ∈ V . L’ensemble Γ est ordonné
filtrant croissant pour la relation d’ordre suivante : pour (λ1, V1), (λ2, V2) ∈ Γ, (λ1, V1) ≤
(λ2, V2) ⇐⇒ λ1 ≤ λ2 et V2 ⊂ V1. Pour tout μ = (λ, V ) ∈ Γ, on pose xμ = xλ et
ϕ(μ) = λ. Alors ϕ est une application surjective, d’où (xμ)μ∈Γ est une famille filtrante
croissante plus fine que (xλ)λ∈Λ convergeant vers �. �

Remarque 1.8.2. Soit (xn)n≥0 une suite dans un espace topologique X . Alors une
famille filtrante croissante plus fine que (xn)n≥0 n’est pas forcément une sous-suite de
(xn)n≥0.

Théorème 1.8.1. Soient X un espace topologique, A ⊂ X et x ∈ X. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) x ∈ A.

(ii) Il existe une famille filtrante croissante (aλ)λ∈Λ dans A convergeant vers x.

Démonstration. Il est clair que si x est une limite d’une famille filtrante croissante
(aλ)λ∈Λ dans A, alors x ∈ A.
Réciproquement, supposons x ∈ A. Alors pour tout V ∈ V(x), l’ensemble des voisinages
de x dansX , on a V ∩A �= ∅ et on choisit aV ∈ V ∩A. L’ensemble V(x) est ordonné filtrant
croissant pour la relation d’ordre suivante : pour U, V ∈ V(x), U ≤ V ⇐⇒ V ⊂ U .
Alors la famille filtrante croissante (aV )V ∈V(x) converge vers x. �
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Corollaire 1.8.1. Soient X un espace topologique et A ⊂ X. Alors A est fermé dans X
si et seulement si la limite de toute famille filtrante croissante convergeant de points de
A appartient à A.

Théorème 1.8.2. Soient X, Y des espaces topologiques, x ∈ X et f : X −→ Y une
application. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est continue en x.

(ii) Pour toute famille filtrante croissante (xλ)λ∈Λ dans X convergeant vers x, la famille
filtrante croissante

(
f(xλ)

)
λ∈Λ

converge vers f(x).

Démonstration. Supposons que f est continue en x. Alors pour tout voisinage V de
f(x) dans Y , il existe un voisinage W de x dans X tel que f(W ) ⊂ V . Soit (xλ)λ∈Λ une
famille filtrante croissante dans X convergeant vers x ; il existe alors λ0 ∈ Λ tel que pour
tout λ ∈ Λ vérifiant λ0 ≤ λ, on ait xλ ∈ W , d’où f(xλ) ∈ V . Donc

(
f(xλ)

)
λ∈Λ

converge

vers f(x).
Réciproquement, supposons que pour toute famille filtrante croissante (xλ)λ∈Λ dans X
convergeant vers x, la famille filtrante croissante

(
f(xλ)

)
λ∈Λ

converge vers f(x). On
raisonne par l’absurde et on suppose que f n’est pas continue en x. Alors il existe un
voisinage V de f(x) dans Y tel que pour tout voisinage U de x dans X , il existe z ∈ U
tel que f(z) �∈ V . Pour tout U ∈ V(x), l’ensemble des voisinages de x dans X , on
choisit xU ∈ U tel que f(xU ) �∈ V . Alors (xU )U∈V(x) est une famille filtrante croissante

convergente vers x, mais la famille filtrante croissante
(
f(xU )

)
U∈V(x)

ne converge pas

vers f(x), ce qui contredit l’hypothèse. Donc f est bien continue en x. �

Proposition 1.8.3. Soient X un ensemble,
(
(Yi, Ti)

)
i∈I

une famille d’espaces topolo-
giques et pour chaque i ∈ I, soit fi : X −→ Yi une application. On munit X de la topologie
initiale associée à la famille (fi)i∈I . Soient (xλ)λ∈Λ une famille filtrante croissante dans
X et x ∈ X. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) La famille filtrante croissante (xλ)λ∈Λ converge vers x dans X.

(b) Pour tout i ∈ I, la famille filtrante croissante
(
fi(xλ)

)
λ∈Λ

converge vers fi(x) dans

(Yi, Ti).

Démonstration. L’implication (a) =⇒ (b) résulte du théorème précédent, car pour
tout i ∈ I, fi est une application continue de X dans (Yi, Ti).
Preuve de (b) =⇒ (a). Soit V un voisinage de x dans X . D’après le lemme 1.4.1, il existe
un sous-ensemble fini J de I tel que pour tout i ∈ J , il existe un voisinage ouvert Ui

de fi(x) dans (Yi, Ti) et tels que ∩
i∈J

f−1
i (Ui) ⊂ V . Comme pour tout i ∈ I, la famille(

fi(xλ)
)
λ∈Λ

converge vers fi(x), alors pour tout i ∈ J , il existe λi ∈ Λ tel que pour tout

λ ∈ Λ vérifiant λi ≤ λ, on ait fi(xλ) ∈ Ui, d’où pour tout λ ∈ Λ vérifiant λi ≤ λ, on a
xλ ∈ f−1

i (Ui). Soit λ0 ∈ Λ tel que pour tout i ∈ J , on ait λi ≤ λ0. Alors pour tout λ ∈ Λ
vérifiant λ0 ≤ λ, on a xλ ∈ ∩

i∈J
f−1
i (Ui) ⊂ V . Par conséquent, (xλ)λ∈Λ converge vers x

dans X . �

Corollaire 1.8.2. Soit
(
(Yi, Ti)

)
i∈I

une famille d’espaces topologiques. On munit l’espace

Y =
∏
i∈I

Yi de la topologie produit. Soient (yλ)λ∈Λ une famille filtrante croissante dans
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Y ; pour tout λ ∈ Λ, yλ = (yi,λ)i∈I , et soit y = (yi)i∈I ∈ Y . Alors (yλ)λ∈Λ converge
vers y dans Y si et seulement si pour tout i ∈ I, la famille filtrante croissante (yi,λ)λ∈Λ

converge vers yi dans (Yi, Ti).

Proposition 1.8.4. Soient X un ensemble,
(
(Yi, Ti)

)
i∈I

une famille d’espaces topolo-
giques et pour chaque i ∈ I, soit fi : X −→ Yi une application. On munit X de la topologie
initiale associée à la famille (fi)i∈I . On suppose que la famille (fi)i∈I est séparante.
Considérons l’application suivante :

f : X −→
∏
i∈I

Yi

x �−→
(
fi(x)

)
i∈I

Alors f est un homéomorphisme de X sur son image f(X).

Démonstration. Comme la famille (fi)i∈I est séparante, alors f est une application
injective. Soient (xλ)λ∈Λ une famille filtrante croissante dans X et x ∈ X . D’après la
proposition précédente, (xλ)λ∈Λ converge vers x dans X si et seulement si pour tout
i ∈ I, la famille filtrante croissante (fi(xλ))λ∈Λ converge vers fi(x) dans (Yi, Ti) si et
seulement si la famille filtrante croissante (f(xλ))λ∈Λ converge vers f(x) dans l’espace
topologique produit

∏
i∈I

Yi. Donc f est un homéomorphisme de X sur son image f(X). �

1.9 Espaces réguliers, normaux

Définition 1.9.1. Soit X un espace topologique séparé.

1. On dit que X est un espace régulier ou T3-espace si pour toute partie fermée F
de X et pour tout point x de X tels que x �∈ F , il existe deux ouverts disjoints U
et V dans X tels que x ∈ U et F ⊂ V .

2. On dit que X est un espace complètement régulier ou espace de Tychonoff si
pour toute partie fermée F de X et pour tout point x de X tels que x �∈ F , il existe
une application continue f : X �−→ [0, 1] telle que f(x) = 1 et f(y) = 0 pour tout
y ∈ F .

3. On dit que X est un espace normal ou T4-espace si pour tous ensembles fermés
et disjoints A et B dans X , il existe deux ouverts disjoints U et V dans X tels que
A ⊂ U et B ⊂ V .

Il est clair que tout espace complètement régulier est régulier. On verra, corollaire
1.9.2, que tout espace normal est complètement régulier. Pour un exemple d’un espace
complètement régulier qui n’est pas un espace normal, voir exercice 3.57 du supplément.
On verra également au chapitre 2 que tout �� espace métrique �� est un espace normal. Pour
un exemple d’un espace régulier qui n’est pas complètement régulier, voir ([13], p. 40).
Donnons un exemple d’un espace topologique séparé qui n’est pas régulier. Soient D ={
(x, y) ∈ R2 ; max(|x|, |y|) < 1

}
, S =

{
(x, y) ∈ R2 ; max(|x|, |y|) = 1

}
et X = D ∪ S.

Soient z = (x, y) ∈ X et n ∈ N∗. Si z ∈ D, on pose Bn(z) =
( ]

x− 1
n , x+

1
n

[
×
]
y− 1

n , y+
1
n

[ )
∩D, et si z ∈ S, on pose Bn(z) = {z} ∪

(( ]
x − 1

n , x+ 1
n

[
×
]
y − 1

n , y +
1
n

[ )
∩D

)
.

Pour tout z ∈ X , soit B(z) =
{
Bn(z) ; n ∈ N∗}. Il est clair que les familles B(z),
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z ∈ X , vérifient les propriétés (H1), (H2) et (H3), voir page 6, donc il existe une unique
topologie T sur X telle que pour tout z ∈ X , B(z) soit une base de voisinages de z
formée d’ensembles ouverts. Notons que la topologie induite par T sur D cöıncide avec
celle induite sur D par la topologie usuelle de R2. Il est clair que (X, T ) est séparé. Soient
z ∈ S, A = {z} et B = S \ {z}. Alors B est fermé dans X car X \ B = D ∪ B1(z) est
un ouvert de X . Donc A et B sont deux sous-ensembles fermés disjoints dans X et on
ne peut pas les séparer par deux ouverts disjoints dans X . Donc (X, T ) n’est pas régulier.

Si X est un espace complètement régulier (resp. régulier) et si A est un sous-espace de X ,
alors A est un espace complètement régulier (resp. régulier). Mais un sous-espace d’un
espace normal n’est pas en général un espace normal. Par contre, un sous-espace fermé
d’un espace normal est un espace normal.

Proposition 1.9.1. Soit X un espace topologique séparé. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) L’espace X est régulier.

(ii) Pour tout x ∈ X et pour tout voisinage Vx de x dans X, il existe un ouvert Ux

dans X tel que x ∈ Ux ⊂ Ux ⊂ Vx. Autrement dit, tout point x de X admet une
base de voisinages formée d’ensembles fermés.

(iii) Pour tout x ∈ X et pour toute partie fermée F de X tels que x �∈ F , il existe deux
ouverts U et V dans X tels que x ∈ U , F ⊂ V et U ∩ V = ∅.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soient x ∈ X et Vx un voisinage
de x dans X . Il existe un ouvert Wx de X tel que x ∈ Wx ⊂ Vx. Soit F = X \ Wx,
alors F est fermé dans X . Comme X est un espace régulier, alors il existe deux ouverts
disjoints Ux et U ′

x dans X tels que x ∈ Ux et F ⊂ U ′
x. Puisque l’on a Ux ∩ U ′

x = ∅ et U ′
x

est un ouvert de X , alors Ux ∩ U ′
x = ∅, donc on a Ux ∩ F = ∅, d’où Ux ⊂ Wx ⊂ Vx.

Preuve de (ii) =⇒ (iii). Soient x ∈ X et F un fermé de X tel que x �∈ F . Soit W = X \F ,
alors W est un ouvert de X contenant x, donc il existe un ouvert U1 de X tel que
x ∈ U1 ⊂ U1 ⊂ W . On applique de nouveau l’hypothèse, on trouve un ouvert U de X
tel que x ∈ U ⊂ U ⊂ U1. Soit V = X \ U1, alors V est un ouvert de X tel que F ⊂ V et
U1 ∩ V = ∅, d’où U1 ∩ V = ∅. Par conséquent, on a x ∈ U , F ⊂ V et U ∩ V = ∅.
L’implication (iii) =⇒ (i) est triviale. �

Théorème 1.9.1. Soient A une partie dense d’un espace topologique X, Y un espace
topologique régulier et g : A −→ Y une application continue. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) Il existe f : X −→ Y une application continue prolongeant g.

(ii) Pour tout x ∈ X, lim
a→x

g(a) existe dans Y .

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). S’il existe un prolongement conti-
nue f : X −→ Y de g , alors pour tout x ∈ X , on a lim

a→x
g(a) = lim

a→x
a∈A

f(a) = f(x) dans Y .

Preuve de (ii) =⇒ (i). Supposons que pour tout x ∈ X , lim
a→x

g(a) existe dans Y , et posons

f(x) = lim
a→x

g(a). Puisque g est continue, alors pour tout x ∈ A, on a f(x) = g(x), voir
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proposition 1.6.1. Il reste à montrer que f est continue, i.e. pour tout ensemble fermé F
de Y , f−1(F ) est fermé dans X . Soit F un sous-ensemble fermé de Y . Soit x ∈ X tel
que x �∈ f−1(F ), d’où f(x) �∈ F . Donc il existe deux ouverts disjoints U et V dans Y tels
que F ⊂ U et f(x) ∈ V . Comme on a f(x) = lim

a→x
g(a), alors il existe un voisinage ouvert

W de x dans X tel que g(W ∩ A) ⊂ V . Si x ∈ f−1(F ), on a W ∩ f−1(F ) �= ∅, donc il
existe x′ ∈ W ∩f−1(F ), d’où f(x′) ∈ F ⊂ U . On a aussi f(x′) = lim

a→x′
g(a), donc il existe

un voisinage ouvert W ′ de x dans X tel que x′ ∈ W ′ ⊂ W et g(W ′ ∩ A) ⊂ U . Or on a
g(W ′ ∩A) ⊂ g(W ∩A) ⊂ V , d’où g(W ′ ∩A) ⊂ U ∩ V = ∅, donc on a W ′ ∩A = ∅, c’est
une contradiction, car A est dense dans X et W ′ est un ouvert non vide de X . Donc
on a x �∈ f−1(F ). Par conséquent, on a f−1(F ) = f−1(F ), donc f−1(F ) est fermé dans
X . �

Proposition 1.9.2. Soit X un espace topologique séparé. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) L’espace X est normal.

(ii) Pour tout fermé A de X et pour tout ouvert U de X tels que A ⊂ U , il existe un
ouvert W dans X tel que A ⊂ W ⊂ W ⊂ U .

(iii) Pour tous ensembles fermés et disjoints A et B dans X, il existe deux ouverts U
et V dans X tels que A ⊂ U , B ⊂ V et U ∩ V = ∅.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soient A un fermé de X et U un
ouvert de X tels que A ⊂ U . Soit B = X \ U , alors B est un fermé de X tel que
A ∩ B = ∅. Comme X est un espace normal, alors il existe deux ouverts disjoints W et
V de X tels que A ⊂ W et B ⊂ V . Puisque l’on a W ∩ V = ∅ et V est un ouvert de X ,
alors W ∩ V = ∅. Par conséquent, on a A ⊂ W ⊂ W ⊂ U .
Preuve de (ii) =⇒ (iii). Soient A et B deux fermés disjoints de X . Soit W = X \B, alors
W est un ouvert de X tel que A ⊂ W . Par hypothèse, il existe un ouvert U de X tel que
A ⊂ U ⊂ U ⊂ W . Soit W ′ = X \ U , alors W ′ est un ouvert de X tel que B ⊂ W ′. Par
hypothèse, il existe un ouvert V de X tel que B ⊂ V ⊂ V ⊂ W ′. Par conséquent, U et
V sont des ouverts de X tels que A ⊂ U , B ⊂ V et U ∩ V = ∅.
L’implication (iii) =⇒ (i) est triviale. �

Lemme 1.9.1. Soit X un T1-espace. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) X est un espace normal.

(ii) Pour tous ouverts U ′ et V ′ de X tels que U ′ ∪ V ′ = X, il existe des fermés E et F
de X tels que E ⊂ U ′, F ⊂ V ′ et E ∪ F = X.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soient U ′ et V ′ deux ouverts de
X tels que U ′ ∪ V ′ = X . Soient A = X \U ′ et B = X \ V ′, alors A et B sont des fermés
disjoints de X . Comme X est un espace normal, il existe des ouverts disjoints U et V de
X tels que A ⊂ U et B ⊂ V . Soient E = X \ U et F = X \ V , alors E et F sont des
fermés de X tels que E ⊂ U ′, F ⊂ V ′ et E ∪ F = X .
Preuve de (ii) =⇒ (i). Soient A et B des fermés disjoints de X . Soient U ′ = X \ B et
V ′ = X \A, alors U ′ et V ′ sont des ouverts de X tels que U ′ ∪V ′ = X . Par hypothèse, il
existe des fermés E et F de X tels que E ⊂ U ′, F ⊂ V ′ et E ∪F = X . Soient V = X \E
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et U = X \ F . Alors U et V sont deux ouverts disjoints de X tels que A ⊂ U et B ⊂ V .
Puisque X est un T1-espace, le même raisonnement que ci-dessus montre que X est un
espace séparé. Par conséquent, X est un espace normal. �

Proposition 1.9.3. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X −→ Y une application
continue, fermée et surjective.

1. Si X est un T1-espace, alors Y est un T1-espace.

2. Si X est un espace normal, alors Y est un espace normal.

Démonstration. 1. Puisque X est un T1-espace et l’application f est fermée, alors pour
tout x ∈ X , {f(x)} est fermé dans Y . Or f est surjective, donc Y est un T1-espace.
2. Tout espace normal est un T1-espace, d’où Y est un T1-espace. Pour montrer que Y
est un espace normal, on utilise le lemme précédent. Soient U et V deux ouverts de Y
tels que U ∪ V = Y . Comme f est continue, alors f−1(U) et f−1(V ) sont des ouverts de
X tels que f−1(U) ∪ f−1(V ) = X . Comme X est un espace normal, alors il existe deux
parties fermées A et B de X telles que A ⊂ f−1(U), B ⊂ f−1(V ) et A∪B = X . Comme
f est une application fermée, alors f(A) et f(B) sont fermées dans Y et on a f(A) ⊂ U ,
f(B) ⊂ V et f(A) ∪ f(B) = Y . Donc Y est un espace normal. �

Corollaire 1.9.1. Soient X un espace normal et R une relation d’équivalence fermée
dans X. Alors l’espace topologique quotient X/R est un espace normal.

Lemme 1.9.2. Soit X un espace normal, F un fermé de X et V un ouvert de X tels
que F ⊂ V . Pour tout n ∈ N∗, soit Dn =

{
k
2n ; k ∈ N∗ et 1 ≤ k < 2n

}
, et soit

D = ∪
n≥1

Dn. Alors il existe une famille
(
Ur

)
r∈D

d’ouverts de X telle que pour tous

r, s ∈ D satisfaisant r < s, on ait F ⊂ Ur ⊂ Ur ⊂ Us ⊂ Us ⊂ V .

Démonstration. Notons d’abord que pour tout n ≥ 1, on a Dn ⊂ Dn+1 et Dn+1\Dn ={
1

2n+1

}
∪
{

2k+1
2n+1 ; k ∈ N∗ et 1 ≤ k < 2n−1

}
∪
{

2n+1−1
2n+1

}
. En plus, D est dense dans [0, 1].

On va montrer par récurrence sur n l’existence de la famille
(
Ur

)
r∈D

. On a D1 =
{

1
2

}
.

Comme X est normal, d’après la proposition 1.9.2, il existe un ouvert U 1
2
de X tel que

F ⊂ U 1
2
⊂ U 1

2
⊂ V . On a D2 =

{
1
4 ,

1
2 ,

3
4

}
. Ensuite, on applique la proposition 1.9.2 aux

deux couples
(
F,U 1

2

)
et
(
U 1

2
, V
)
. Alors il existe deux ouverts U 1

4
et U 3

4
de X tels que

F ⊂ U 1
4
⊂ U 1

4
⊂ U 1

2
et U 1

2
⊂ U 3

4
⊂ U 3

4
⊂ V . Ainsi, on a construit trois ouverts U 1

4
, U 1

2

et U 3
4
de X tels que :

F ⊂ U 1
4
⊂ U 1

4
⊂ U 1

2
⊂ U 1

2
⊂ U 3

4
⊂ U 3

4
⊂ V .

Supposons que pour un n ≥ 2, on a construit des ouverts Ur, avec r ∈ Dn, de X tels que
pour tous r, s ∈ Dn satisfaisant r < s, on ait :

F ⊂ Ur ⊂ Ur ⊂ Us ⊂ Us ⊂ V .

Soit r ∈ Dn+1 \Dn. On distingue trois cas :
Premier cas : r = 1

2n+1 . On applique la proposition 1.9.2 au couple
(
F,U 1

2n

)
, on obtient

un ouvert U 1

2n+1
de X tel que F ⊂ U 1

2n+1
⊂ U 1

2n+1
⊂ U 1

2n
.
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Deuxième cas : r = 2n+1−1
2n+1 . On applique la proposition 1.9.2 au couple

(
U 2n−1

2n
, V
)
, on

obtient un ouvert U 2n+1−1

2n+1

de X tel que U 2n−1
2n

⊂ U 2n+1−1

2n+1

⊂ U 2n+1−1

2n+1

⊂ V .

Troisième cas : il existe un unique k ∈ N∗ tel que 1 ≤ k < 2n − 1 et r = 2k+1
2n+1 .

Alors k
2n ,

k+1
2n ∈ Dn et on applique la proposition 1.9.2 au couple

(
U k

2n
, U k+1

2n

)
, on

obtient un ouvert U 2k+1

2n+1
de X tel que U k

2n
⊂ U 2k+1

2n+1
⊂ U 2k+1

2n+1
⊂ U k+1

2n
. Ainsi, on a

construit des ouverts Ur, avec r ∈ Dn+1, de X tels que pour tous r, s ∈ Dn+1 satisfaisant
r < s, on ait F ⊂ Ur ⊂ Ur ⊂ Us ⊂ Us ⊂ V . Par conséquent, il existe bien une
famille

(
Ur

)
r∈D

d’ouverts de X telle que pour tous r, s ∈ D satisfaisant r < s, on ait

F ⊂ Ur ⊂ Ur ⊂ Us ⊂ Us ⊂ V . �

Lemme 1.9.3. Soit X un espace topologique, F un fermé de X et V un ouvert de X tels
que F ⊂ V . Soit D un ensemble dense dans [0, 1] et soit

(
Ur

)
r∈D

une famille d’ouverts
de X telle que pour tous r, s ∈ D satisfaisant r < s, on ait :

F ⊂ Ur ⊂ Ur ⊂ Us ⊂ Us ⊂ V .

Pour tout x ∈ ∪
r∈D

Ur, on pose f(x) = inf
{
r ∈ D ; x ∈ Ur

}
, et pour tout x ∈ X \ ∪

r∈D
Ur,

on pose f(x) = 1. Alors f est une fonction continue de X dans [0, 1] telle que pour tout
x ∈ F , on ait f(x) = 0 et pour tout x ∈ X \ V , on ait f(x) = 1.

Démonstration. Il est clair que f est une fonction de X dans [0, 1] telle que pour tout
x ∈ F , on ait f(x) = 0 et pour tout x ∈ X \ V , on ait f(x) = 1. Il reste à montrer la
continuité de f . Notons d’abord que l’on a les propriétés suivantes :
Soient x ∈ X et r ∈ D.

1. Si x ∈ Ur, alors f(x) ≤ r.

2. Si f(x) < r, alors x ∈ Ur.

3. Si x ∈ Ur, alors x ∈ Us, pour tout s > r, d’où f(x) ≤ r.

Soient a ∈ X et 0 < ε < 1. Montrons que f est continue en a. On distingue trois cas :
Premier cas : f(a) = 0. Soit r ∈ D tel que 0 < r < ε. Alors Ur est un voisinage ouvert de
a dans X et pour tout x ∈ Ur, on a |f(x)− f(a)| = |f(x)| ≤ r < ε. Donc f est continue
en a.
Deuxième cas : f(a) = 1. Soient r, s ∈ D tels que 1 − ε < r < s < 1. Alors a �∈ Us,
X \Ur est un voisinage ouvert de a dans X et pour tout x ∈ X \Ur, on a |f(x)− f(a)| =
1− f(x) ≤ 1− r < ε. Donc f est continue en a.
Troisième cas : 0 < f(a) < 1. Soient r, s ∈ D tels que r < f(a) < s et max

(
s −

f(a), f(a) − r
)
< ε. Alors Us \ Ur est un voisinage ouvert de a dans X et pour tout

x ∈ Us \ Ur, on a r ≤ f(x) ≤ s, d’où |f(x)− f(a)| ≤ max
(
s− f(a), f(a)− r

)
< ε. Donc

f est continue en a. Par conséquent, f est continue. �

Théorème 1.9.2 (Urysohn). Soit X un espace topologique séparé. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) X est un espace normal.
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(ii) Pour tous ensembles fermés, non vides et disjoints A et B dans X, il existe une
fonction continue f : X −→ [0, 1] telle que f(x) = 0 pour tout x ∈ A et f(y) = 1
pour tout y ∈ B.

Démonstration. L’implication (ii) =⇒ (i) est triviale. L’implication (i) =⇒ (ii) résulte
de deux lemmes précédents. �

Corollaire 1.9.2. Tout espace normal est complètement régulier.

Définition 1.9.2. Soient X un espace topologique et A, B deux sous-ensembles de
X . On dit que A et B sont complètement séparés s’il existe une fonction continue
f : X −→ [0, 1] telle que pour tout x ∈ A, on ait f(x) = 0, et pour tout y ∈ B, on ait
f(y) = 1. On dit alors que f sépare A et B.

Le théorème d’Urysohn précédent nous dit que deux sous-ensembles fermés disjoints dans
un espace normal sont complètement séparés.

Remarque 1.9.1. Soient X un espace topologique et A, B deux sous-ensembles de X .
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) A et B sont complètement séparés.

(ii) Il existe r, s ∈ R tels que r < s et il existe une fonction continue g : X −→ R telle
que pour tout x ∈ A, on ait g(x) ≤ r, et pour tout y ∈ B, on ait g(y) ≥ s.

En effet, l’implication (i) =⇒ (ii) est triviale.
Réciproquement, supposons qu’il existe r, s ∈ R tels que r < s et qu’il existe une fonction
continue g : X −→ R telle que pour tout x ∈ A, on ait g(x) ≤ r, et pour tout y ∈ B, on
ait g(y) ≥ s. Pour tout x ∈ X , on pose f(x) = min

(
1, 1

s−r max
(
0, g(x) − r

))
. Alors f

est une fonction continue de X dans [0, 1] telle que pour tout x ∈ A, on ait f(x) = 0, et
pour tout y ∈ B, on ait f(y) = 1. Donc A et B sont complètement séparés.

Remarque 1.9.2. SoientX un espace topologique et A, B deux sous-ensembles disjoints
de X . Supposons qu’il existe des fonctions continues g et h de X dans [0, 1] telles que
A = g−1

(
{0}

)
et B = h−1

(
{0}

)
. Alors il existe une fonction continue f : X −→ [0, 1]

telle que A = f−1
(
{0}

)
et B = f−1

(
{1}

)
. En particulier, A et B sont complètement

séparés. En effet, il suffit de poser f(x) =
g(x)

g(x) + h(x)
, pour tout x ∈ X .

Théorème 1.9.3 (Urysohn). Soient X un espace topologique et Y un sous-ensemble
de X. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Pour toute fonction continue f : Y −→ [−1, 1], il existe une fonction continue
g : X −→ [−1, 1] prolongeant f .

(ii) Pour tous a, b ∈ R tels que a < b et pour toute fonction continue f : Y −→ [a, b],
il existe une fonction continue g : X −→ [a, b] prolongeant f .

(iii) Deux sous-ensembles complètement séparés dans Y sont aussi complètement séparés
dans X.

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 1 du supplément.
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Théorème 1.9.4 (Tietze). Soit X un espace topologique séparé. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) X est un espace normal.

(ii) Pour tous a, b ∈ R tels que a < b, pour tout ensemble fermé A dans X et pour toute
fonction continue f : A −→ [a, b], il existe une fonction continue g : X −→ [a, b]
prolongeant f .

(iii) Pour tout ensemble fermé A dans X et pour toute fonction continue f : A −→ R,
il existe une fonction continue g : X −→ R prolongeant f .

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 1 du supplément associé à ce livre.

Remarque 1.9.3. Soient X = [0, 1] et A = ]0, 1], et pour tout x ∈ A, soit f(x) =
sin
(
1
x

)
. Alors X est un espace normal, voir proposition 2.2.7 ou corollaire 3.1.3, f est

continue de A dans R mais non prolongeable par continuité sur X . Donc l’hypothèse A
est fermé dans le théorème précédent est essentielle.

Définition 1.9.3. Soit X un espace topologique.

1. Un recouvrement ouvert de X est une famille d’ouverts (Ui)i∈I de X telle que
X = ∪

i∈I
Ui.

2. Soit (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de X . Si J ⊂ I tel que X = ∪
j∈J

Uj , on dit

que (Uj)j∈J est un sous-recouvrement de (Ui)i∈I . Si de plus, J est au plus
dénombrable (resp. fini), on dit alors que (Uj)j∈J est un sous-recouvrement au
plus dénombrable (resp. fini).

Définition 1.9.4. SoitX un espace topologique. On dit queX est un espace de Lindelöf
si de tout recouvrement ouvert de X , on peut extraire un sous-recouvrement au plus
dénombrable. Autrement dit, pour toute famille d’ouverts (Ui)i∈I de X telle que X =
∪
i∈I

Ui, il existe un sous-ensemble au plus dénombrable J de I tel que X = ∪
i∈J

Ui.

Théorème 1.9.5. Soit X un espace topologique admettant une base dénombrable d’ou-
verts. Alors X est un espace de Lindelöf.

Démonstration. Soient (Un)n≥0 une base dénombrable d’ouverts de X et (Vi)i∈I un
recouvrement ouvert de X . Pour tout i ∈ I, il existe un sous-ensemble Ii de N tel que
Vi = ∪

n∈Ii
Un. Soit J = ∪

i∈I
Ii ⊂ N, alors (Un)n∈J est recouvrement ouvert de X tel que

pour tout n ∈ J , il existe in ∈ I tel que Un ⊂ Vin . Par conséquent, (Vin )n∈J est un sous-
recouvrement au plus dénombrable de (Vi)i∈I . Donc X est un espace de Lindelöf. �

Théorème 1.9.6 (Tychonoff). Soit X un espace de Lindelöf. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) X est un espace régulier.

(ii) X est un espace complètement régulier.

(iii) X est un espace normal.

En particulier, si X est un espace topologique admettant une base dénombrable d’ouverts,
alors les trois conditions précédentes sont équivalentes.

Pour une preuve du théorème précédent, voir ([17], p. 113) ou ([13], p. 192).
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1.10 Exercices

Exercice 1.1. Soit X un ensemble quelconque.

1. On munit X de la topologie discrète. Quelles sont les parties fermées de X ? Quel
est l’intérieur, quelle est l’adhérence d’un sous-ensemble A de X ? Quels sont les
voisinages d’un point x de X ?

2. Mêmes questions pour X muni cette fois de la topologie grossière.

Solution. 1. Quand on munit X de la topologie discrète, alors tout sous-ensemble de X
est ouvert, et par conséquent tout sous-ensemble de X est fermé. Donc si A ⊂ X , alors

on a
◦
A= A = A. Si x ∈ X , alors tout sous-ensemble de X contenant x est un voisinage

de x dans X .
2. Si on munit X de la topologie grossière, alors un sous-ensemble U de X est ouvert si et
seulement si U = ∅ ou U = X . Donc un sous-ensemble F de X est fermé si et seulement
si F = ∅ ou F = X . Si A est un sous-ensemble non trivial de X, i.e. A �= ∅ et A �= X ,

alors on a
◦
A= ∅ et A = X . Si x ∈ X , alors le seul voisinage de x dans X est l’ensemble

X lui-même.

Exercice 1.2. On munit R de la topologie usuelle et soient a, b ∈ R tels que a ≤ b.

1. Montrer que l’on a ]−∞, a[ = ]−∞, a] et ]b,+∞[ = [b,+∞[.

2. Montrer que l’on a

◦︷ ︸︸ ︷
]−∞, a] = ]−∞, a[ et

◦︷ ︸︸ ︷
[b,+∞[= ]b,+∞[.

3. Montrer que l’on a ]a, b[ = ]a, b] = [a, b[ = [a, b].

4. Montrer que l’on a

◦︷︸︸︷
]a, b] =

◦︷︸︸︷
[a, b[=

◦︷︸︸︷
[a, b]= ]a, b[.

Solution. 1. Comme ]−∞, a] est fermé dans R, voir exemple 1.1.3, et on a ]−∞, a[⊂
] −∞, a], alors on a ]−∞, a[ ⊂ ]−∞, a]. Par ailleurs, pour tout ε > 0, on a ]a− ε, a+
ε[∩ ] − ∞, a[ �= ∅, donc a ∈ ]−∞, a[. Par conséquent, on a ]−∞, a[ = ] − ∞, a]. De
même, on a ]b,+∞[⊂ [b,+∞[ et [b,+∞[ est fermé dans R, donc on a ]b,+∞[ ⊂ [b,+∞[.
Pour tout ε > 0, on a ]b− ε, b+ ε[∩ ]b,+∞[ �= ∅, donc b ∈ ]b,+∞[. Par conséquent, on a
]b,+∞[ = [b,+∞[.
2. Puisque ] − ∞, a[ et ]b,+∞[ sont des ouverts dans R, voir exemple 1.1.3, et on a

] − ∞, a[⊂ ] − ∞, a] et ]b,+∞[⊂ [b,+∞[, alors on a ] − ∞, a[⊂
◦︷ ︸︸ ︷

]−∞, a]⊂ ] − ∞, a] et

]b,+∞[⊂
◦︷ ︸︸ ︷

[b,+∞[⊂ [b,+∞[. D’autre part, pour tout ε > 0, ]a − ε, a + ε[ �⊂ ] − ∞, a] et

]b − ε, b + ε[ �⊂ [b,+∞[, donc on a a �∈
◦︷ ︸︸ ︷

]−∞, a] et b �∈
◦︷ ︸︸ ︷

[b,+∞[. Par conséquent, on a
◦︷ ︸︸ ︷

]−∞, a] = ]−∞, a[ et

◦︷ ︸︸ ︷
[b,+∞[= ]b,+∞[.

3. Comme [a, b] est fermé dans R, et on a les inclusions ]a, b[⊂ ]a, b] ⊂ [a, b] et ]a, b[⊂
[a, b[⊂ [a, b], alors on a ]a, b[ ⊂ ]a, b] ⊂ [a, b] et ]a, b[ ⊂ [a, b[ ⊂ [a, b]. Pour tout ε > 0, on a
]a− ε, a+ ε[∩ ]a, b[ �= ∅ et ]b− ε, b+ ε[∩ ]a, b[ �= ∅, donc on a a, b ∈ ]a, b[. Par conséquent,
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on a ]a, b[ = [a, b], d’où ]a, b[ = ]a, b] = [a, b[ = [a, b].
4. Comme ]a, b[ est un ouvert de R, et on a les inclusions ]a, b[⊂ ]a, b] ⊂ [a, b] et ]a, b[⊂

[a, b[⊂ [a, b], alors on a ]a, b[⊂
◦︷︸︸︷

]a, b]⊂
◦︷︸︸︷

[a, b]⊂ [a, b] et ]a, b[⊂
◦︷︸︸︷

[a, b[⊂
◦︷︸︸︷

[a, b]⊂ [a, b]. Pour

tout ε > 0, on a ]a − ε, a+ ε[ �⊂ [a, b] et ]b − ε, b + ε[ �⊂ [a, b], donc a �∈
◦︷︸︸︷

[a, b] et b �∈
◦︷︸︸︷

[a, b].

Par conséquent, on a

◦︷︸︸︷
[a, b]= ]a, b[, d’où

◦︷︸︸︷
]a, b] =

◦︷︸︸︷
[a, b[=

◦︷︸︸︷
[a, b]= ]a, b[.

Exercice 1.3. On munit R de la topologie usuelle. Décrire l’adhérence, l’intérieur, la
frontière des parties suivantes : Q, R \Q et

{
1
n ; n ∈ N∗}.

Solution. On a Q = R \Q = R, voir Appendice C, d’où on a Fr(Q) = Fr(R \ Q) = R

et
◦
Q= R \

(
R \Q

)
= ∅ et

◦︷ ︸︸ ︷
R \Q= R \ Q = ∅. Soit A =

{
1
n ; n ∈ N∗}. Pour tout

n ∈ N∗, on a 1
n ∈

]
1

n+1 ,
1
n

[
⊂ R \A, donc on a R \A = R. On déduit de la proposition

1.2.2 que
◦
A= ∅. On a R \

(
A∪ {0}

)
= ]−∞, 0[∪ ]1, +∞[∪ ∪

n∈N∗

]
1

n+1 ,
1
n

[
qui est ouvert

dans R, donc A ∪ {0} est un fermé de R contenant A, d’où on a A ⊂ A ∪ {0}. Comme
la suite

(
1
n

)
n≥1

tend vers 0, alors on a 0 ∈ A, donc A = A ∪ {0}. Par conséquent, on a

Fr(A) = A ∩ R \A = A = A ∪ {0}.

Exercice 1.4. Soient X un espace topologique et A, B deux parties de X .

1. Montrer que l’on a A ∪B = A ∪ B et A ∩B ⊂ A ∩ B. Donner un exemple dans
R, montrant que l’inclusion peut être stricte.

2. Montrer que l’on a

◦︷ ︸︸ ︷
A ∩B=

◦
A ∩

◦
B et

◦
A ∪

◦
B⊂

◦︷ ︸︸ ︷
A ∪B. Donner un exemple dans R,

montrant que l’inclusion peut être stricte.

3. Montrer que si on a A ∩B = A ∩B = ∅, alors on a

◦︷ ︸︸ ︷
A ∪B=

◦
A ∪

◦
B.

4. Soit (Ai)i∈I une famille de parties de X . Montrer que l’on a ∪
i∈I

Ai ⊂ ∪
i∈I

Ai. Donner

un exemple dans R, montrant que l’inclusion peut être stricte.

5. Soit (Ai)i∈I une famille de parties denses de X telle que card(I) ≥ 2. Montrer que

si les Ai sont deux à deux disjoints, alors pour tout i ∈ I, on a
◦
Ai = ∅.

Solution. 1. Comme on a A ⊂ A ∪ B et B ⊂ A ∪ B, alors A ⊂ A ∪B et B ⊂ A ∪B,
donc on a A ∪ B ⊂ A ∪B. Puisque on a A ∪ B ⊂ A ∪ B et A ∪ B est un fermé de X ,
alors on a A ∪B ⊂ A ∪B. Par conséquent, on a A ∪B = A ∪B.
Comme on a A ∩ B ⊂ A et A ∩ B ⊂ B, alors A ∩B ⊂ A et A ∩B ⊂ B, d’où on a
A ∩B ⊂ A ∩B.
Si X = R, A = ]0, 1[ et B = ]1, 2[, alors on a A ∩B = A ∩B = ∅, mais A ∩B = {1}.

2. Comme on a A ∩ B ⊂ A et A ∩ B ⊂ B, alors

◦︷ ︸︸ ︷
A ∩B⊂

◦
A et

◦︷ ︸︸ ︷
A ∩B⊂

◦
B, d’où on a

◦︷ ︸︸ ︷
A ∩B⊂

◦
A ∩

◦
B.
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Puisque
◦
A ∩

◦
B est un ouvert de X et on a

◦
A ∩

◦
B⊂ A ∩ B, alors

◦
A ∩

◦
B⊂

◦︷ ︸︸ ︷
A ∩B. Par

conséquent, on a

◦︷ ︸︸ ︷
A ∩B=

◦
A ∩

◦
B.

Comme on a A ⊂ A ∪ B et B ⊂ A ∪ B, alors
◦
A⊂

◦︷ ︸︸ ︷
A ∪B et

◦
B⊂

◦︷ ︸︸ ︷
A ∪B, d’où on a

◦
A ∪

◦
B⊂

◦︷ ︸︸ ︷
A ∪B.

Si X = R, A = ]0, 1] et B = [1, 2[, alors on a
◦
A= ]0, 1[,

◦
B= ]1, 2[,

◦︷ ︸︸ ︷
A ∪B= ]1, 2[ et

◦
A ∪

◦
B= ]0, 1[∪ ]1, 2[.

3. Puisque on a A ∩B = A ∩B = ∅, alors A ∪B ⊂
(
X \A

)
∪
(
X \B

)
. Donc on a :

◦︷ ︸︸ ︷
A ∪B=

( ◦︷ ︸︸ ︷
A ∪B ∩

(
X \A

))
∪
( ◦︷ ︸︸ ︷
A ∪B ∩

(
X \B

))
.

Or U =

◦︷ ︸︸ ︷
A ∪B ∩

(
X \A

) (
resp. V =

◦︷ ︸︸ ︷
A ∪B ∩

(
X \B

))
est un ouvert de X contenu dans

B (resp. A), donc on a U ⊂
◦
B et V ⊂

◦
A, d’où

◦︷ ︸︸ ︷
A ∪B⊂

◦
A ∪

◦
B. Par conséquent, on a

◦︷ ︸︸ ︷
A ∪B=

◦
A ∪

◦
B.

4. Pour tout j ∈ I, on a Aj ⊂ ∪
i∈I

Ai, d’où Aj ⊂ ∪
i∈I

Ai. Par conséquent, on a ∪
i∈I

Ai ⊂ ∪
i∈I

Ai.

Si X = R, I = Q, Ai = {i}, alors on a ∪
i∈I

Ai = Q, Ai = {i}, ∪
i∈I

Ai = Q et ∪
i∈I

Ai = Q = R.

5. Soit i ∈ I, alors il existe j ∈ I tel que i �= j. On a Ai ∩ Aj = ∅ et Aj = X , d’où

Aj ⊂ X\Ai et X \Ai = X . Or on aX\
◦
Ai = X \Ai, d’où X\

◦
Ai = X . Donc on a

◦
Ai = ∅.

Exercice 1.5. Soient X un ensemble et α : P(X) −→ P(X) une application vérifiant
les propriétés suivantes :

1. α(X) = X .

2. Pour tout A ∈ P(X), on a α(A) ⊂ A.

3. Pour tout A ∈ P(X), on a (α ◦ α)(A) = α(A).

4. Pour tout A, B ∈ P(X), on a α(A ∩B) = α(A) ∩ α(B).

Montrer que la famille T = {α(A) ; A ∈ P(X)} est une topologie sur X telle que pour

toute partie A de X , on ait
◦
A= α(A).

Solution. On a X = α(X) ∈ T . On a α(∅) ⊂ ∅, d’où ∅ = α(∅) ∈ T . Soient α(A), α(B) ∈
T , alors on a α(A) ∩ α(B) = α(A ∩ B) ∈ T . Donc T est stable par intersection finie.
Soit

(
α(Ai)

)
i∈I

une famille d’éléments de T . Soient A, B ∈ P(X) tels que A ⊂ B,

alors on a α(A) = α(A ∩ B) = α(A) ∩ α(B) ⊂ α(B). Donc pour tout i ∈ I, on
a α(Ai) ⊂ α

(
∪
i∈I

Ai

)
, d’où ∪

i∈I
α(Ai) ⊂ α

(
∪
i∈I

Ai

)
. Par conséquent, on a ∪

i∈I
α(Ai) =

∪
i∈I

α(α(Ai)) ⊂ α
(
∪
i∈I

α(Ai)
)
⊂ ∪

i∈I
α(Ai), d’où on a ∪

i∈I
α(Ai) = α

(
∪
i∈I

α(Ai)
)
∈ T . Donc

T est stable par réunion quelconque. Donc T est bien une topologie sur X . Pour tout
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A ⊂ X , α(A) est un ouvert de X et on a α(A) ⊂ A, d’où α(A) ⊂
◦
A. Puisque

◦
A est un

ouvert de X , il existe B ⊂ X tel que
◦
A= α(B), d’où on a α

( ◦
A
)
= α(α(B)) = α(B) =

◦
A.

Comme on a
◦
A⊂ A, alors

◦
A= α

( ◦
A
)
⊂ α(A). Par conséquent, on a

◦
A= α(A).

Exercice 1.6. Soient X un ensemble et β : P(X) −→ P(X) une application vérifiant
les propriétés suivantes :

1. β(∅) = ∅.

2. Pour tout A ∈ P(X), on a A ⊂ β(A).

3. Pour tout A ∈ P(X), on a (β ◦ β)(A) = β(A).

4. Pour tout A, B ∈ P(X), on a β(A ∪B) = β(A) ∪ β(B).

Montrer que la famille F = {β(A) ; A ∈ P(X)} est l’ensemble des fermés d’une topologie
T sur X telle que pour toute partie A de X , on ait A = β(A).
Solution. On a ∅ = β(∅) ∈ F . On a X ⊂ β(X) et β(X) ∈ P(X), i.e. β(X) ⊂ X , donc
on a X = β(X) ∈ F . Soient β(A), β(B) ∈ T , on a β(A) ∪ β(B) = β(A ∪ B) ∈ F . Donc
F est stable par réunion finie.
Soit

(
β(Ai)

)
i∈I

une famille d’éléments de F . Soient A, B ∈ P(X) tels que A ⊂ B, alors on

a β(A) ⊂ β(A)∪β(B) = β(A∪B) = β(B). Donc pour tout i ∈ I, on a β
(
∩
i∈I

Ai

)
⊂ β(Ai),

d’où β
(
∩
i∈I

Ai

)
⊂ ∩

i∈I
β(Ai). Par conséquent, on a ∩

i∈I
β(Ai) ⊂ β

(
∩
i∈I

β(Ai)
)
⊂ ∩

i∈I
β(β(Ai)) =

∩
i∈I

β(Ai), d’où on a ∩
i∈I

β(Ai) = β
(

∩
i∈I

β(Ai)
)
∈ F . Donc F est stable par intersection

quelconque. Donc F est bien l’ensemble des fermés d’une topologie T sur X .
Pour tout A ⊂ X , β(A) est un fermé de X et on a A ⊂ β(A), d’où A ⊂ β(A).
Comme A est fermé dans X , alors il existe B ⊂ X tel que A = β(B), d’où on a
β
(
A
)
= β(β(B)) = β(B) = A. Comme on a A ⊂ A, alors β(A) ⊂ β(A) = A. Par

conséquent, on a A = β(A).

Exercice 1.7. Montrer que si une partie A d’un espace topologique X n’a pas de point
isolé, il en est de même de son adhérence A dans X .
Solution. Si A possède un point isolé b, alors il existe un voisinage V de b dans X tel
que V ∩A = {b}. Alors on a V ∩A = {b}, car V ∩A �= ∅ et V ∩A ⊂ V ∩A, donc b est
un point isolé de A, ce qui est impossible. Par conséquent, A n’a pas de point isolé.

Exercice 1.8. Soient U et V deux ouverts d’un espace topologique X . Montrer que si

U ∩ V = ∅, alors on a
◦
U ∩

◦
V= ∅.

Solution. On a U ∩V = ∅, d’où U ⊂ X \V qui est fermé dans X , donc on a U ⊂ X \V .

Par conséquent, on a U ∩V = ∅ et
◦
U ∩V = ∅. On en déduit que V ⊂ X\

◦
U qui est fermé

dans X , d’où V ⊂ X\
◦
U . Donc on a

◦
V⊂ X\

◦
U , d’où

◦
U ∩

◦
V= ∅.

Exercice 1.9. Soient X un espace topologique séparé et A un sous-ensemble de X . On
note par A′ l’ensemble des points d’accumulation de A.

1. Montrer que
(
A
)′

= A′.
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2. Montrer que A′ est fermé dans X . En déduire que
(
A′)′ ⊂ A′.

Solution. 1. On a A ⊂ A, d’où A′ ⊂
(
A
)′
. Inversement, soit x ∈

(
A
)′
, alors pour tout

voisinage ouvert V de x dansX , on a
(
V \{x}

)
∩A �= ∅. On en déduit que (V \{x})∩A �= ∅,

car V \ {x} est un ouvert de X , donc x ∈ A′. Par conséquent, on a
(
A
)′

= A′.
2. Pour montrer que A′ est fermé dans X , on montre que X \A′ est ouvert dans X . Soit
x ∈ X , alors x ∈ X \ A′ si et seulement s’il existe un ouvert V de X contenant x tel
que V ∩ A = {x} ou V ∩ A = ∅. Supposons x ∈ X \ A′, et soit z ∈ V tel que z �= x.
Alors il existe un voisinage ouvert W de z dans X tel que x �∈ W et W ⊂ V . Alors on a
W ∩A = ∅, donc z ∈ X \A′. D’où on a V ⊂ X \A′. Donc X \A′ est ouvert dans X .
On a toujours (A′)′ ⊂ A′. D’après ce qui précède, A′ est fermé dans X , donc A′ = A′.
Par conséquent, on a

(
A′)′ ⊂ A′.

Exercice 1.10. Soient X un espace topologique et A un partie de X . Montrer que :

1. Fr(A) = A \
◦
A.

2. Fr
(
A
)
⊂ Fr(A), Fr

( ◦
A
)
⊂ Fr(A) et donner des exemples où ces inclusions sont

strictes.

3. A est fermé dans X ⇐⇒ Fr(A) ⊂ A.

4. A est ouvert dans X ⇐⇒ Fr(A) ∩A = ∅.

5. Si A est ouvert (ou fermé) dans X , alors on a

◦︷ ︸︸ ︷
Fr(A)= ∅.

6. A est ouvert et fermé dans X ⇐⇒ Fr(A) = ∅.

Solution. 1. Par définition, on a Fr(A) = A ∩X \A = A ∩ (X\
◦
A) = A \

◦
A.

2. On a
◦
A⊂

◦
A⊂ A, d’où

(
A \

◦
A
)
⊂
(
A \

◦
A
)
. Par conséquent, on a Fr

(
A
)
⊂ Fr(A).

On a
◦
A⊂

◦
A ⊂ A, d’où

( ◦
A \

◦
A
)
⊂
(
A \

◦
A
)
. Par conséquent, on a Fr

( ◦
A
)
⊂ Fr(A).

Si X = R muni de la topologie usuelle et A = Q, on a Fr
(
A
)
= ∅, Fr(A) = R et

Fr
( ◦
A
)
= ∅.

3. On a Fr(A) ⊂ A et A =
◦
A ∪Fr(A) ⊂ A∪ Fr(A). Si A est fermé dans X , alors A = A,

d’où Fr(A) ⊂ A. Réciproquement, si Fr(A) ⊂ A, alors A ⊂ A, donc A est fermé dans X .

4. Si A est ouvert dans X , alors
◦
A= A, d’où Fr(A) ∩A =

(
A \A

)
∩A = ∅. Inversement,

supposons Fr(A) ∩ A = ∅. Comme on a A ⊂ A =
◦
A ∪Fr(A), alors A ⊂

◦
A. Donc A est

ouvert dans X .

5. Si A est fermé dans X , d’après 3, on a

◦︷ ︸︸ ︷
Fr(A)⊂

◦
A. Or on a Fr(A)∩

◦
A= ∅, d’où

◦︷ ︸︸ ︷
Fr(A) = ∅. Si A est ouvert dans X , alors on a Fr(A) = A \A = A ∩ (X \A). On déduit

de l’exercice 1.4 que l’on a

◦︷ ︸︸ ︷
Fr(A) =

◦
A ∩

◦︷ ︸︸ ︷
X \A=

◦
A ∩

(
X \A

)
= ∅.
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6. Ceci résulte de 3 et 4.

Exercice 1.11. Soient X un espace topologique et A, B des parties de X .

1. Montrer que Fr(A ∪ B) ⊂ Fr(A) ∪ Fr(B) et donner un exemple où cette inclusion
est stricte.

2. Montrer que si A ∩B = A ∩B = ∅, alors on a Fr(A ∪B) = Fr(A) ∪ Fr(B).

Solution. 1. On a :

Fr(A ∪B) = A ∪B ∩X \ (A ∪B)

=
[
A ∪B

]
∩ (X \A) ∩ (X \B)

⊂
[
A ∪B

]
∩
(
X \A

)
∩
(
X \B

)
=

[
A ∩

(
X \A

)
∩
(
X \B

) ]
∪
[
B ∩

(
X \A) ∩

(
X \B

) ]
⊂

[
A ∩

(
X \A

) ]
∪
[
B ∩

(
X \B

) ]
= Fr(A) ∪ Fr(B) .

Si X = R muni de la topologie usuelle et A = Q, B = R \ Q, on a Fr(A ∪ B) = ∅ et
Fr(A) = Fr(B) = R.

2. Puisque A ∩B = A ∩B = ∅, d’après l’exercice 1.4, on a

◦︷ ︸︸ ︷
A ∪B=

◦
A ∪

◦
B, d’où :

Fr(A ∪B) = A ∪B \
◦︷ ︸︸ ︷

A ∪B

=
[
A ∪B

]
\
[ ◦
A ∪

◦
B
]

=
[
A ∪B

]
∩
[
X \

( ◦
A ∪

◦
B
)]

=
[
A ∪B

]
∩
[(
X\

◦
A
)
∩
(
X\

◦
B
)]

=
[
A ∩

(
X\

◦
A
)
∩
(
X\

◦
B
)]

∪
[
B ∩

(
X\

◦
A
)
∩
(
X\

◦
B
)]

=
[
A ∩

(
X\

◦
A
)]

∪
[
B ∩

(
X\

◦
B
)]

= Fr(A) ∪ Fr(B) .

Exercice 1.12. Soient X un ensemble infini, x0 ∈ X et

T =
{
U ⊂ X ; x0 �∈ U

}
∪
{
U ⊂ X ; X \ U est fini

}
.

1. Montrer que T est une topologie sur X .

2. Montrer que pour tout x ∈ X \ {x0}, {x} est ouvert et fermé dans X et que {x0}
est fermé non ouvert dans X .
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3. Montrer que pour tout A ⊂ X , on a :

A =

{
A si A est fini ,
A ∪ {x0} si A est infini .

En déduire que l’intersection de deux ensembles fermés infinis est non vide.

4. Montrer que pour tout A ⊂ X , on a :

◦
A=

{
A si X \A est fini ,
A \ {x0} si X \A est infini .

5. Montrer que si f : X −→ R est continue, alors l’ensemble {x ∈ X ; f(x) �= f(x0)}
est au plus dénombrable.

Solution. 1. Comme x0 �∈ ∅ et X \X = ∅ est fini, alors on a ∅, X ∈ T .
Soient U, V ∈ T . Si x0 �∈ U ou x0 �∈ V , alors x0 �∈ U ∩V , donc on a U∩V ∈ T . Supposons
que X \U et X \ V sont finis, alors X \ (U ∩ V ) = (X \U) ∪ (X \ V ) est fini, donc on a
U ∩ V ∈ T .
Soient (Ui)i∈I une famille d’éléments de T . Si pour tout i ∈ I, x0 �∈ Ui, alors x0 �∈ ∪

i∈I
Ui

et donc on a ∪
i∈I

Ui ∈ T . Supposons qu’il existe j ∈ I tel que X \ Uj soit fini. Comme on

a X \ ∪
i∈I

Ui ⊂ X \Uj , alors X \ ∪
i∈I

Ui est fini, donc ∪
i∈I

Ui ∈ T . Par conséquent, T est bien

une topologie sur X .
2. Pour tout x ∈ X \ {x0}, x0 �∈ {x}, donc {x} est ouvert dans X . Pour tout z ∈ X ,
U = X \ {z} est ouvert dans X car X \ U = {z} est fini. Donc {z} est fermé dans X .
Si {x0} était ouvert dans X , alors X \ {x0} serai fini, ce qui est impossible. Donc {x0}
n’est pas ouvert dans X .
3. Il résulte de la définition de T que tout sous-ensemble fini de X est fermé, donc
si A est fini, on a A = A. Supposons maintenant A infini. Soit U un ouvert de X
contenant x0, alors X \U est fini, donc U ∩A �= ∅. Par conséquent, on a x0 ∈ A. Comme
x0 �∈ X \ (A ∪ {x0}), alors X \ (A ∪ {x0}) est ouvert dans X , donc A ∪ {x0} est fermé
dans X . Par conséquent on a A = A∪{x0}. On en déduit que tout ensemble infini fermé
de X contient le point x0, donc l’intersection de deux ensembles infinis fermés de X est
non vide.

4. Soit A ⊂ X . Si X \ A est fini, alors A est ouvert et donc on a
◦
A= A. Supposons

maintenant X \ A infini. Si x0 �∈ A, alors A est un ouvert de X et donc on a
◦
A= A =

A \ {x0}. Supposons x0 ∈ A, alors A \ {x0} est un ouvert de X contenu dans A, donc

on a A \ {x0} ⊂
◦
A⊂ A. Si x0 ∈

◦
A, on aurait A =

◦
A qui est ouvert dans X , ce qui est

impossible car x0 ∈ A et X \A infini. Par conséquent, on a
◦
A= A \ {x0}.

5. On a {x ∈ X ; f(x) �= f(x0)} = ∪
n∈N∗

f−1(Fn), où Fn = R \
]
f(x0) − 1

n , f(x0) +
1
n

[
,

car R \ {f(x0)} = ∪
n∈N∗

Fn. Comme Fn est fermé dans R, alors f−1(Fn) est un fermé de

X ne contenant pas x0, donc f−1(Fn) est fini. Par conséquent, {x ∈ X ; f(x) �= f(x0)}
est au plus dénombrable.

Exercice 1.13. Soient X un ensemble infini, x0 ∈ X et

F =
{
A ⊂ X ; x0 ∈ A

}
∪
{
A ⊂ X ; A est au plus dénombrable

}
.
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1. Montrer que F est l’ensemble des fermés d’une topologie T sur X et que (X, T )
est séparé.

2. Soit f : X −→ R une application. Montrer que f est continue si et seulement si
l’ensemble {x ∈ X ; f(x) �= f(x0)} est au plus dénombrable.

Solution. 1. On a x0 ∈ X , donc X ∈ F . L’ensemble ∅ est bien sûr au plus dénombrable,
donc ∅ ∈ F . Soient A,B ∈ F . Si x0 ∈ A ou x0 ∈ B, alors x0 ∈ A ∪ B et donc on a
A ∪B ∈ F . Si A et B sont au plus dénombrables, alors A ∪B est au plus dénombrable,
d’où A ∪ B ∈ F . Soit (Ai)i∈I une famille d’éléments de F . Si pour tout i ∈ I, on a
x0 ∈ Ai, alors x0 ∈ ∩

i∈I
Ai et donc ∩

i∈I
Ai ∈ F . S’il existe j ∈ I tel que Aj soit au plus

dénombrable, alors ∩
i∈I

Ai est au plus dénombrable, donc on a ∩
i∈I

Ai ∈ F . Par conséquent,

F est bien l’ensemble des fermés d’une topologie T sur X .
Pour tout x ∈ X tel que x �= x0, {x} est ouvert et fermé dans X . On en déduit que
(X, T ) est séparé.
2. Supposons d’abord f continue. On a {x ∈ X ; f(x) �= f(x0)} = ∪

n≥1
f−1(Fn), où

Fn = R\ ]f(x0)− 1
n , f(x0)+

1
n [. Comme Fn est fermé dans R, alors f−1(Fn) est un fermé

de X ne contenant pas x0, donc f−1(Fn) est au plus dénombrable. Par conséquent,
{x ∈ X ; f(x) �= f(x0)} est au plus dénombrable.
Réciproquement, supposons que {x ∈ X ; f(x) �= f(x0)} est au plus dénombrable, donc
son complémentaire {x ∈ X ; f(x) = f(x0)} est ouvert dans X . Soit U un ouvert non
vide de R. Si f(x0) �∈ U , alors x0 �∈ f−1(U), donc c’est un ouvert de X . Si f(x0) ∈ U ,
alors f−1(U) = {x ∈ X ; f(x) = f(x0)} ∪ V , où V est un sous-ensemble de X ne
contenant pas x0, donc V est un ouvert de X . Donc f−1(U) est un ouvert de X . Par
conséquent, f est continue.

Exercice 1.14. On note T =
{
∅
}
∪
{
U ⊂ R ; R \ U est au plus dénombrable

}
.

1. Montrer que T est une topologie sur R et que (R, T ) n’est pas séparé.

2. Montrer que toute intersection dénombrable d’ouverts dans (R, T ) est un ouvert.

3. Montrer qu’une suite dans (R, T ) est convergente si elle est stationnaire à partir
d’un certain rang.

4. Soit Tu la topologie usuelle de R. Montrer que l’application identique id : (R, T ) −→
(R, Tu) n’est pas continue, et pourtant, pour toute suite (xn)n≥0 convergeant avec
une limite � dans (R, T ), la suite (id(xn))n≥0 converge vers id(�) dans (R, Tu).

Solution. 1. Il est clair que ∅, R ∈ T . Soient U, V ∈ T . Si U = ∅ ou V = ∅, alors
U ∩ V = ∅ ∈ T . Supposons donc U �= ∅ et V �= ∅. On a R \ (U ∩ V ) = (R \ U) ∪ (R \ V ).
Comme R\U et R\V sont au plus dénombrables, alorsR\(U∩V ) est au plus dénombrable.
Donc on a U ∩ V ∈ T . Soit (Ui)i∈I une famille d’éléments de T . Si pour tout i ∈ I, on
a Ui = ∅, alors ∩

i∈I
Ui = ∅ ∈ T . Supposons qu’il existe j ∈ I tel que Uj �= ∅. Comme on a

R \ ∪
i∈I

Ui = ∩
i∈I

R \Ui ⊂ R \Uj , alors R \ ∪
i∈I

Ui est au plus dénombrable, donc ∪
i∈I

Ui ∈ T .

Par conséquent, T est bien une topologie sur R. Soient x, y ∈ R tels que x �= y et U, V
deux ouverts dans (R, T ) contenant respectivement x et y. Alors R \U et R \ V sont au
plus dénombrables, donc R \ (U ∩ V ) = (R \U) ∪ (R \ V ) est au plus dénombrable, d’où
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U ∩ V �= ∅. Par conséquent, (R, T ) n’est pas séparé.
2. Soit (Un)n≥0 une suite d’ouverts dans (R, T ). S’il existe n ≥ 0 tel que Un = ∅, alors on
a ∩

n≥0
Un = ∅ ∈ T . Supposons que pour tout n ≥ 0, on a Un �= ∅, alors pour tout n ≥ 0,

R \ Un est au plus dénombrable. Comme on a R \ ∩
n≥0

Un = ∪
n≥0

R \ Un, alors R \ ∩
n≥0

Un

est au plus dénombrable. Donc ∩
n≥0

Un est un ouvert de (R, T ).

3. Il est clair que dans n’importe quel espace topologique, toute suite stationnaire à partir
d’un certain rang est convergente. Soit (xn)n≥0 une suite convergeant vers un point �
dans (R, T ). Soit U = R \ {xn ; xn �= �}, alors U est un ouvert de (R, T ) contenant �.
Comme (xn)n≥0 converge vers �, alors il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait
xn ∈ U . Donc pour tout n ≥ N , on a xn = �.
4. Pour tout a, b ∈ R tels que a < b, ]a, b[∈ Tu, mais ]a, b[ �∈ T , donc l’application
identique id n’est pas continue de (R, T ) dans (R, Tu). Soit (xn)n≥0 une suite conver-
geant vers une limite � dans (R, T ), d’après 3, il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N ,
on ait xn = �. Par conséquent, (id(xn))n≥0 converge aussi vers id(�) dans (R, Tu).

Exercice 1.15. Soit B =
{
[a, +∞[ ; a ∈ R

}
.

1. Montrer que B forme une base pour une topologie sur R que l’on note T .

2. Montrer que toute intersection d’ouverts dans (R, T ) est un ouvert.

3. Montrer que pour tout x ∈ R, l’adhérence de {x} par rapport à T est l’intervalle
]−∞, x]. En déduire que (R, T ) n’est pas un T1-espace.

4. Montrer que l’espace (R, T ) est un T0-espace.

Solution. 1. Il est clair que B vérifie les conditions (B1) et (B2), voir page 3, donc il
existe une unique topologie T sur R pour laquelle B est une base.
2. Puisque tout ouvert de (R, T ) est réunion d’ouverts appartenant à B, pour montrer
que toute intersection d’ouverts dans (R, T ) est un ouvert, il suffit de montrer que toute
intersection d’éléments de B est un ouvert. Soit (ai)i∈I une famille d’éléments de R. Si
sup
i∈I

ai = +∞, on a ∩
i∈I

[ai, +∞[ = ∅ ∈ T . Si sup
i∈I

ai = a ∈ R, on a ∩
i∈I

[ai, +∞[ = [a, +∞[∈
B ⊂ T .
3. Soit x ∈ R, on a ]x, +∞[ = ∪

n≥1

[
x+ 1

n , +∞
[
, donc ]x, +∞[ est un ouvert de (R, T ). Par

conséquent, ]−∞, x] est fermé dans (R, T ), d’où {x} ⊂ ]−∞, x]. Pour tout y ∈ ]−∞, x]
et pour tout voisinage V de y dans (R, T ), on a [y, +∞[⊂ V , voir proposition 1.1.3, donc
V ∩ {x} �= ∅. Par conséquent, on a y ∈ {x}, d’où {x} = ]−∞, x].
D’après la proposition 1.5.1, un espace topologique X est un T1-espace si et seulement si
tout point de X est fermé, donc (R, T ) n’est pas un T1-espace.
4. Soient x, y ∈ R tels que x �= y. Supposons x < y, alors [y, +∞[ est un voisinage de y
ne contenant pas x. Donc (R, T ) est un T0-espace.

Exercice 1.16. Soient Bl =
{
]a, b] ; a, b ∈ R

}
et Br =

{
[a, b[ ; a, b ∈ R

}
.

1. Montrer que Bl (resp. Br) forme une base pour une topologie, dite topologie
gauche (resp. topologie droite), que l’on note Tl (resp. Tr) sur R.



60 Chapitre 1. ESPACES TOPOLOGIQUES

2. Montrer que la topologie Tl est plus fine que la topologie usuelle sur R. En déduire
que (R, Tl) est un espace séparé.

3. Montrer que (R, Tl) est un espace séparable.

4. Montrer que tout ouvert de (R, Tl) est réunion au plus dénombrable d’intervalles
de la forme ]α, β], avec α, β ∈ R.

5. Montrer que l’espace (R, Tl) n’admet pas une base dénombrable d’ouverts.

6. Montrer que l’espace (R, Tl) vérifie le premier axiome de dénombrabilité.

7. Montrer que (R, Tl) est un espace de Lindelöf.

8. Montrer que (R, Tl) est un espace normal.

Solution. 1. Pour tout x ∈ R, on a x ∈ ]x − 1, x] ∈ Bl. Pour tout x ∈ ]a, b]∩ ]c, d], on
a x ∈ ] max(a, c), min(b, d)] ⊂ ]a, b]∩ ]c, d]. Donc Bl vérifie les conditions (B1) et (B2),
voir page 3, donc il existe une unique topologie Tl sur R pour laquelle Bl est une base.
On fait le même raisonnement pour Br.
2. Soient a, b ∈ R et N ∈ N∗ tels que a < b− 1

N < b. Alors on a ]a, b[ = ∪
n≥N

]
a, b− 1

n

]
∈ Tl.

On en déduit que tout ouvert de R pour la topologie usuelle est un ouvert de (R, Tl).
Autrement dit, Tl est plus fine que la topologie usuelle sur R. Comme R muni de la
topologie usuelle est séparé, alors (R, Tl) est un espace séparé.
3. Puisque Q est dense dans R muni de la topologie usuelle, voir Appendice C, alors pour
tout a, b ∈ R tels que a < b, on ait Q∩ ]a, b[ �= ∅, d’où Q∩ ]a, b] �= ∅. Autrement dit, pour
tout ]a, b] ∈ Bl tel que ]a, b] �= ∅, on ait Q∩ ]a, b] �= ∅. Donc Q est dense dans (R, Tl),
voir proposition 1.2.4. Par conséquent, (R, Tl) est un espace séparable.
4. Soit U un ouvert non vide de (R, Tl), on a U = ∪

i∈I
]ai, bi], avec ai, bi ∈ R et ai < bi.

D’après 3, pour tout i ∈ I, ]ai, bi] ∩ Q �= ∅. On a Q ∩ U = {rn ; n ≥ 0}. Pour tout
n ≥ 0, soient In =

{
i ∈ I ; rn ∈ ]ai, bi]

}
et Un = ∪

i∈In
]ai, bi]. Alors on a ∪

n≥0
In = I et

U = ∪
n≥0

Un. Soient an = inf
i∈In

ai et bn = sup
i∈In

bi, on a an, bn ∈ [−∞, +∞] et

Un =

⎧⎨
⎩

]an, bn] si bn ∈ Un ,

]an, bn[ si bn �∈ Un .

On distingue plusieurs cas :
Si an, bn ∈ R, il existe N ∈ N∗ tel que l’on ait ]an, bn[ = ∪

k≥N

]
an, bn − 1

k

]
.

Si an ∈ R et bn = +∞, il existe N ∈ N∗ tel que l’on ait ]an, +∞[ = ∪
k≥N

]an, k].

Si an = −∞ et bn ∈ R, il existe N ∈ N∗ tel que l’on ait ]−∞, bn[ = ∪
k≥N

]
− k, bn − 1

k

]
.

De même pour les autres cas. En tout cas, on peut écrire Un comme réunion au plus
dénombrable d’intervalles de la forme ]α, β], avec α, β ∈ R. Par conséquent, U est réunion
au plus dénombrable d’intervalles de la forme ]α, β], avec α, β ∈ R.
5. Supposons que (R, Tl) admet une base dénombrable d’ouverts (Un)n≥0. D’après 4,
on peut supposer que pour tout n ≥ 0, Un =]an, bn], avec an, bn ∈ R. Soient a, b ∈ R
tels que a < b et b �= bn pour tout n ≥ 0. Alors ]a, b] ne peut pas s’écrire comme
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réunion d’intervalles ]an, bn], c’est une contradiction. Donc (R, Tl) n’admet pas de base
dénombrable d’ouverts.
6. Pour tout x ∈ R, les intervalles

]
x− 1

n , x
]
, où n ∈ N∗, forment un système fondamental

de voisinages de x dans (R, Tl).
7. Soit

(
Ui

)
i∈I

un recouvrement ouvert de (R, Tl). Il s’agit de trouver un sous-recouvre-

ment au plus dénombrable de
(
Ui

)
i∈I

. Comme Bl est une base d’ouverts de la topologie Tl,
on peut supposer que pour tout i ∈ I, on a Ui = ]ai, bi], avec ai < bi. On a R = ∪

i∈I
]ai, bi],

et soient U = ∪
i∈I

]ai, bi[ et F = R \ U . Alors U est un ouvert de R muni de la topologie

usuelle. Comme R admet une base dénombrable d’ouverts, voir exemple 1.2.2, alors U
muni de la topologie induite par R admet une base dénombrable d’ouverts. On déduit du
théorème 1.9.5 que U est un espace de Lindelöf. Donc il existe un sous-ensemble au plus
dénombrable J de I tel que U = ∪

i∈J
]ai, bi[. Montrons maintenant que F est un ensemble

au plus dénombrable. Soit x ∈ F . Comme on a R = ∪
i∈I

]ai, bi], alors il existe ix ∈ I tel

que x = bix . Comme ]aix , x[∩Q �= ∅, on choisit qx ∈ ]aix , x[∩Q, d’où qx < x et on a
]qx, x[⊂ U . Soient x, y ∈ F tels que x < y. Si qx ≥ qy, alors on a qy ≤ qx < x < y. Comme
on a ]qy, y[⊂ U , on en déduit que x ∈ U , ce qui est impossible. Donc on a qx < qy. Ainsi,
on définit une application injective x �−→ qx de F dans Q. Par conséquent, F est au plus
dénombrable. Donc l’ensemble K = J ∪ {ix ; x ∈ F} est au plus dénombrable et on a
R = ∪

i∈K
]ai, bi]. Donc (R, Tl) est bien un espace de Lindelöf.

8. Comme (R, Tl) est un espace de Lindelöf, d’après le théorème 1.9.6, il suffit de montrer
que (R, Tl) est un espace régulier. Soient b ∈ R et F un fermé de (R, Tl) tels que
b �∈ F . Alors il existe a ∈ R tel que a < b et ]a, b] ∩ F = ∅. Soient U =

]
a+b
2 , b

]
et

V =
]
−∞, a+b

2

[
∪
]
b, +∞

[
. Alors U et V sont deux ouverts disjoints de (R, Tl) tels que

b ∈ U et F ⊂ V . Donc (R, Tl) est un espace régulier.

Exercice 1.17. Soit X = R muni de la topologie Tl. D’après l’exercice précédent, X est
normal et séparable. Soit Y = X×X muni de la topologie produit, donc Y est séparable.
Soit D = {(x, y) ∈ Y ; x+ y = 0}.

1. Montrer que D muni de la topologie induite par celle de Y est discret. En déduire
que D n’est pas séparable. Ainsi, un sous-espace d’un espace topologique séparable
n’est pas forcément séparable.

2. Montrer que D est fermé dans Y . En déduire que Y n’est pas un espace de Lindelöf.
Ainsi, le produit de deux espaces de Lindelöf n’est pas forcément un espace de
Lindelöf.

Solution. 1. Pour tout (x, y) ∈ D, U = ]−∞, x]×]−∞, y] est un ouvert de Y et on a
U ∩D = {(x, y)}. Donc D est un espace discret. Comme D n’est pas dénombrable, alors
D n’est pas séparable.
2. Soit (x, y) ∈ Y \D, alors on a y �= −x. Donc il existe ε > 0 tel que ]y − ε, y + ε[∩ ]−
x − ε, −x+ ε[ = ∅. Puisque U = ]x− ε, x+ ε[×]y − ε, y + ε[ est un ouvert de Y tel que
(x, y) ∈ U ⊂ Y \D, alors Y \D est un ouvert de Y , donc D est fermé dans Y . Il est clair
que tout sous-espace fermé d’un espace de Lindelöf est un espace de Lindelöf. Comme
D n’est pas un espace de Lindelöf, car D est discret et infini non dénombrable, on en
déduit que Y n’est pas un espace de Lindelöf.
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Exercice 1.18. Soit X un ensemble infini muni de la topologie cofinie, voir exemple
1.1.1.

1. Montrer que toute partie infinie de X est dense. En déduire que X est séparable.

2. On suppose de plus que X est non dénombrable. Montrer que X n’admet pas de
base dénombrable d’ouverts.

Solution. 1. Soient A une partie infinie de X et U un ouvert non vide de X , alors X \U
est fini, donc A ∩ U �= ∅. Il résulte de la proposition 1.2.4 que A est dense dans X . En
particulier, toute partie dénombrable de X est dense. Donc X est séparable.
2. Si X admet une base dénombrable d’ouverts, alors il existe une suite (An)n≥1 de sous-
ensembles finis de X telle que (X \An)n≥1 forme une base d’ouverts de X . Soient x ∈ X
tel que x �∈ ∪

n≥1
An et U = X \ {x}, alors U est un ouvert de X . Donc il existe n ≥ 1 tel

que X \ An ⊂ U . Or on a An ⊂ U , donc U = X , ce qui est impossible. Par conséquent,
X n’admet pas de base dénombrable d’ouverts.

Exercice 1.19. Soient X un espace topologique et A un sous-ensemble de X muni de la
topologie induite par celle de X .

1. Soit B une base d’ouverts de X . Montrer que
{
U ∩ A ; U ∈ B

}
est une base

d’ouverts de A.

2. Soient x ∈ A et Bx une base de voisinages de x dans X . Montrer que
{
V ∩A ; V ∈

Bx

}
est une base de voisinages de x dans A.

Solution. 1. Soit U ′ un ouvert non vide de A, alors il existe un ouvert non vide U de
X tel que U ′ = A ∩ U . Comme il existe une famille (Ui)i∈I dans B telle que U = ∪

i∈I
Ui,

alors on a U ′ = ∪
i∈I

(Ui ∩A). Par conséquent,
{
U ∩A ; U ∈ B

}
est une base d’ouverts de

A.
2. Soit W un voisinage de x dans A, alors il existe un voisinage V ′ de x dans X tel
que W = A ∩ V ′, et il existe V ∈ Bx tel que V ⊂ V ′. D’où on a A ∩ V ⊂ W , donc{
V ∩A ; V ∈ Bx

}
est une base de voisinages de x dans A.

Exercice 1.20.

1. Soient X un ensemble et A une partie de X . Quelle est la topologie de A induite
par la topologie discrète de X ? Par la topologie grossière de X ?

2. Quelle est la topologie de Z induite par la topologie usuelle de R ?

Solution. 1. Pour tout x ∈ X , {x} est un ouvert de (X, Td), donc pour tout a ∈ A,
{a} = {a} ∩ A est un ouvert de A. Par conséquent, la topologie de A induite par la
topologie discrète de X est la topologie discrète de A.
On a {U ∩A ; U ∈ Tg} = {∅, A}, donc la topologie de A induite par la topologie grossière
de X est la topologie grossière de A.
2. Pour tout n ∈ Z,

]
n− 1

2 , n+ 1
2

[
est un ouvert de R et on a

]
n− 1

2 , n+ 1
2

[
∩ Z = {n}.

Donc la topologie de Z induite par la topologie usuelle de R est la topologie discrète.

Exercice 1.21. Soient X un espace topologique, A un sous-ensemble de X et (Ui)i∈I

une famille d’ouverts de X telle que ∪
i∈I

Ui = X .
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1. Montrer que A est ouvert dans X si et seulement si pour tout i ∈ I, A ∩ Ui est
ouvert dans Ui.

2. Montrer que A est fermé dans X si et seulement si pour tout i ∈ I, A∩Ui est fermé
dans Ui.

Solution. 1. Supposons d’abord que A est ouvert dans X . Alors pour tout i ∈ I, A∩Ui

est ouvert dans X et contenu dans Ui, donc A ∩ Ui est ouvert dans Ui.
Réciproquement, supposons que pour tout i ∈ I, A∩Ui est ouvert dans Ui. Alors A∩Ui

est ouvert dans X car Ui est un ouvert de X . Or on a A = ∪
i∈I

(A∩Ui), donc A est ouvert

dans X .
2. A est fermé dans X si et seulement si X \ A est ouvert dans X si et seulement si
pour tout i ∈ I, (X \A) ∩ Ui est ouvert dans Ui. Or on a (X \A) ∩ Ui = Ui \ (A ∩ Ui),
donc (X \ A) ∩ Ui est ouvert dans Ui si et seulement si A ∩ Ui est fermé dans Ui. Par
conséquent,A est fermé dansX si et seulement si pour tout i ∈ I, A∩Ui est fermé dans Ui.

Exercice 1.22. Soient X un espace topologique, A un sous-ensemble de X et (Fi)1≤i≤n

une famille finie de fermées de X telle que
n
∪
i=1

Fi = X .

1. Montrer que A est fermé dans X si et seulement si pour tout i ∈ I, A∩Fi est fermé
dans Fi.

2. Montrer que A est ouvert dans X si et seulement si pour tout i ∈ I, A ∩ Fi est
ouvert dans Fi.

3. A-t-on le même résultat si la famille (Fi) était infinie ?

Solution. 1. Supposons d’abord que A est fermé dans X . Alors pour tout i ∈ I, A ∩ Fi

est fermé dans X et contenu dans Fi, donc A ∩ Fi est fermé dans Fi.
Réciproquement, supposons que pour tout i ∈ I, A ∩ Fi est fermé dans Fi. Alors A ∩ Fi

est fermé dans X car Fi est un fermé de X . Or on a A =
n
∪
i=1

(A ∩ Fi), donc A est fermé

dans X .
2. A est ouvert dans X si et seulement si X \ A est fermé dans X si et seulement si
pour tout i ∈ I, (X \ A) ∩ Fi est fermé dans Fi. Or on a (X \ A) ∩ Fi = Fi \ (A ∩ Fi),
donc (X \ A) ∩ Fi est fermé dans Fi si et seulement si A ∩ Fi est ouvert dans Fi. Par
conséquent, A est ouvert dans X si et seulement si pour tout i ∈ I, A ∩ Fi est ouvert
dans Fi.
3. Si X = R muni de la topologie usuelle et A =]0, 1] et si pour tout x ∈ R, on pose
Fx = {x}, alors Fx est fermé dans R et on a R = ∪

x∈R
Fx. Pour tout x ∈ R, A ∩ Fx est

fermé et ouvert dans Fx, mais A n’est ni fermé ni ouvert dans R.

Exercice 1.23. Soient Y et Z deux parties d’un espace topologique X . Soit A une partie
de Y ∩ Z.

1. On suppose que A est un ouvert du sous-espace Y et un ouvert du sous-espace Z.
Montrer que A est un ouvert du sous-espace Y ∪ Z.

2. On suppose que A est un fermé du sous-espace Y et un fermé du sous-espace Z.
Montrer que A est un fermé du sous-espace Y ∪ Z.
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Solution. 1. Par hypothèse, il existe des ouverts U et V dans X tels que A = U ∩ Y et
A = V ∩ Z. Soit W = U ∩ V , alors W est un ouvert de X et on a W ∩ (Y ∪ Z) = A,
donc A est un ouvert de Y ∪ Z.
2. Par hypothèse, il existe des fermés F et G dans X tels que A = F ∩ Y et A = G ∩ Z.
Soit D = F ∩ G, alors D est un fermé de X et on a D ∩ (Y ∪ Z) = A, donc A est un
fermé de Y ∪ Z.

Exercice 1.24. Soient X un espace topologique, Y un sous-ensemble de X muni de la
topologie induite par celle de X , et A un sous-ensemble de Y .

1. Montrer que l’adhérence de A dans Y est égal à A ∩ Y .

2. Montrer que l’ensemble des points d’accumulation de A dans Y est égal à A′ ∩ Y .

3. Vérifier que l’intérieur de A dans Y contient
◦
A.

4. Montrer que Y est ouvert dans X si et seulement si pour toute partie B de Y ,
l’intérieur de B dans Y cöıncide avec l’intérieur de B dans X .

5. Montrer que la frontière de A dans Y est contenue dans Fr(A) ∩ Y .

Solution. 1. Soit AY l’adhérence de A dans Y . Comme les fermés de Y sont de la
forme Y ∩ F avec F fermé de Y , alors A ∩ Y est un fermé de Y contenant A, donc on
a AY ⊂ A ∩ Y . Inversement, soit x ∈ A ∩ Y . Alors pour tout voisinage W de x dans
Y , il existe un voisinage V de x dans X tel que W = V ∩ Y et V ∩ A �= ∅, d’où on a
W ∩A = V ∩ Y ∩A = V ∩A �= ∅, donc x ∈ AY . Par conséquent, on a AY = A ∩ Y .
2. Soit A′

Y l’ensemble des points d’accumulation de A dans Y . Soit x ∈ Y , alors x ∈ A′
Y

si et seulement si pour tout voisinage V de x dans X , on a ((V ∩ Y ) \ {x}) ∩A �= ∅. Or
on a ((V ∩ Y ) \ {x}) ∩A = (V \ {x}) ∩A, alors on en déduit que l’on a A′

Y = A′ ∩ Y .

3. Soit
◦
AY l’intérieur de A dans Y . On a

◦
A⊂ A ⊂ Y et

◦
A est un ouvert de X , donc

◦
A

est un ouvert de Y contenu dans A. Par conséquent, on a
◦
A⊂

◦
AY .

4. Supposons d’abord que Y est un ouvert de X . Soit B une partie de Y . Comme
◦
BY

est un ouvert de Y , alors il existe un ouvert U de X tel que
◦
BY = Y ∩ U , donc

◦
BY est

un ouvert de X contenu dans B. Par conséquent, on a
◦
BY ⊂

◦
B. D’après 3, on a aussi

◦
B⊂

◦
BY , d’où

◦
B=

◦
BY .

Réciproquement, supposons que pour toute partie B de Y , on a
◦
B=

◦
BY . Alors on a

Y =
◦
Y Y =

◦
Y , donc Y est un ouvert de X .

5. Soit FrY (A) la frontière de A dans Y . Comme on a
◦
A⊂

◦
AY ⊂ AY = A ∩ Y ⊂ A, alors

FrY (A) = AY \
◦
AY ⊂ A \

◦
A= Fr(A). Donc on a FrY (A) ⊂ Fr(A) ∩ Y .

Exercice 1.25. Soient X un espace topologique, Y un sous-ensemble de X muni de la
topologie induite par celle de X , et A un sous-ensemble de Y . Montrer que si A est dense
dans Y et Y est dense dans X , alors A est dense dans X .
Solution. Soit AY l’adhérence de A dans Y , on a Y = AY = A∩ Y , d’où Y ⊂ A. Or on
a Y = X , donc A = X , i.e. A est dense dans X .
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Exercice 1.26. Soient X un espace topologique, A une partie de X et U un ouvert de
X .

1. Montrer que l’on a A ∩ U ⊂ U ∩A.

2. En déduire que si A est dense dans X , alors on a U = U ∩A et U ∩ A est dense
dans U .

3. En déduire que si A est dense dans X et si x ∈ A et W est un voisinage de x dans
A, alors l’adhérence W de W dans X est un voisinage de x dans X .

4. En déduire que si A et U sont denses dans X , alors U ∩A est dense dans X .

5. Donner un exemple d’un sous-ensemble A de R tel que A et R \ A soient denses
dans R. Ainsi, l’intersection de deux ensembles denses n’est pas en général dense.

Solution. 1. Soient x ∈ A∩U et V un voisinage de x dansX . Alors V ∩U est un voisinage
de x dans X et x ∈ A, donc on a V ∩ U ∩A �= ∅. Par conséquent, on a x ∈ U ∩A, d’où
A ∩ U ⊂ U ∩A.
2. Si A est dense dans X , on a A = X , d’où U ∩ A = U . Donc on a U ⊂ U ∩A ⊂ U ,
d’où U = U ∩A. D’après l’exercice 1.24, l’adhérence de U ∩ A dans U est égal à
U ∩A ∩ U = U ∩ U = U , donc U ∩A est dense dans U .
3. Soit W un voisinage de x dans A. Alors il existe un voisinage V de x dans X et un
ouvert U de X tels que x ∈ U ⊂ V et W = V ∩ A. Comme A est dense dans X , on
déduit de 2 que l’on a U = U ∩A ⊂ V ∩A ⊂ W . Donc W est un voisinage de x dans X .
4. D’après 2, on a U ∩A = U = X , donc U ∩ A est dense dans X .
5. On munit R de la topologie usuelle, alors Q et R \Q sont denses dans R et pourtant
on a Q ∩ (R \Q) = ∅.

Exercice 1.27. Soient X un espace topologique et (Ai)i∈I une famille localement finie

de parties de X . Montrer que si pour tout i ∈ I, on a
◦
Ai = ∅, alors

◦
∪
i∈I

Ai = ∅.

Solution. Pour montrer que
◦

∪
i∈I

Ai = ∅, on montre que pour tout ouvert non vide U de

X , U �⊂ ∪
i∈I

Ai. Soient U un ouvert non vide de X et x ∈ U . Alors il existe un voisinage

ouvert V de x dans X et un sous-ensemble fini J de I tels que V ⊂ U et V ∩Ai = ∅ pour
tout i ∈ I \ J , d’où V ∩Ai = ∅. Donc on a V ∩ ∪

i∈I\J
Ai = ∅. Il résulte de la proposition

1.2.3 que l’on a V ∩ ∪
i∈I\J

Ai = ∅. Pour tout i ∈ J , on a X \Ai = X\
◦
Ai = X , donc

X \ Ai est un ouvert dense dans X . D’après l’exercice précédent, ∩
i∈J

X \ Ai est dense

dans X . Or on a ∪
i∈J

Ai = ∪
i∈J

Ai et X \ ∪
i∈J

Ai = ∩
i∈J

X \Ai, donc
◦

∪
i∈J

Ai = ∅. On en déduit

que V �⊂ ∪
i∈J

Ai, donc V �⊂ ∪
i∈J

Ai ∪ ∪
i∈I\J

Ai = ∪
i∈I

Ai. Par conséquent, on a
◦

∪
i∈I

Ai= ∅.

Exercice 1.28. Soient X un espace topologique et A une partie de X . Montrer que les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe un ouvert U de X et un fermé F de X tels que A = U ∩ F .
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(ii) A est ouvert dans son adhérence A.

(iii) A \A est fermé dans X .

(iv) Pour tout x ∈ A, il existe un voisinage V de x dans X tel que V ∩ A soit fermé
dans V .

Une partie A vérifiant ces propriétés est dite localement fermée dans X .
Solution. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Par hypothèse, il existe un ouvert U de X
et un fermé F de X tels que A = U ∩ F . Alors on a A = U ∩ F ⊂ U ∩ F = U ∩ F et
A ⊂ U ∩A ⊂ U ∩U ∩F = U ∩F = A. Donc on a A = U ∩A, d’où A est ouvert dans A.
Preuve de (ii) =⇒ (iii). Par hypothèse, A est ouvert dans son adhérence A. Donc A \A
est fermé dans A, et comme A est fermé dans X , alors A \A est fermé dans X .
Preuve de (iii) =⇒ (i). Soient F = A et U = X \ (A \ A), alors F est fermé dans X , U
est ouvert dans X et on a A = U ∩ F .
Preuve de (i) =⇒ (iv). Soient x ∈ A et V un voisinage de x dans X . D’après l’exercice
1.24, l’adhérence de V ∩A dans V est V ∩A∩ V . Donc V ∩A est fermé dans V si l’on a
V ∩A ∩ V = V ∩A. Par hypothèse, il existe un ouvert U de X et un fermé F de X tels
que A = U ∩ F , d’où on a A = U ∩A. Pour tout x ∈ A, U est un voisinage de x dans X
et on a U ∩A = A et U ∩A ∩ U = A ∩ U = A ∩ U . Donc U ∩A est fermé dans U .
Preuve de (iv) =⇒ (i). Par hypothèse, pour tout x ∈ A, il existe un voisinage Vx de x
dans X tel que Vx∩A soit fermé dans V , i.e. Vx ∩A∩Vx = Vx∩A. Vérifions que l’on peut
supposer Vx ouvert dans X . En effet, soit Wx l’intérieur de Vx dans X , on a x ∈ Wx et
Wx ∩A ∩Wx ⊂ Vx ∩A ∩ Vx = Vx ∩A, d’où Wx ∩A ∩Wx ⊂ Vx ∩A ∩Wx = Wx ∩A ⊂
Wx ∩A ∩ Wx. Donc on a Wx ∩A ∩ Wx = Wx ∩ A. Par conséquent, Wx ∩A est fermé
dans Wx. Désormais, on peut supposer Vx ouvert dans X . On pose U = ∪

x∈A
Vx, alors U

est un ouvert de X . Montrons que l’on a A = U ∩ A. Comme Vx ∩A est fermé dans Vx,
alors V ′

x = Vx\(Vx∩A) est un ouvert de Vx, donc V
′
x est un ouvert de X et on a V ′

x∩A = ∅,
d’où V ′

x∩A = ∅. On a Vx = V ′
x∪ (Vx∩A), d’où Vx∩A = (V ′

x∩A)∪ (Vx∩A∩A) = Vx∩A.
Par conséquent, on a U ∩ A = ∪

x∈A
Vx ∩ A = ∪

x∈A
Vx ∩A = U ∩A = A.

Exercice 1.29. Soient (Xi)i∈I une famille d’espaces topologiques et X =
∏
i∈I

Xi l’espace

topologique produit. Pour tout i ∈ I, soit Ai une partie de Xi. On pose A =
∏
i∈I

Ai.

1. Montrer que l’on a A =
∏
i∈I

Ai.

2. En déduire qu’un produit
∏
i∈I

Ai d’ensembles non vides est fermé dans X si et

seulement si pour tout i ∈ I, Ai est fermé dans Xi.

3. Supposons que I = {1, . . . , n} est un ensemble fini. Montrer que l’on a
◦
A=

∏
i∈I

◦
Ai.

Solution. 1. On a
∏
i∈I

Ai = ∩
i∈I

Fi où Fi =
∏
j∈I

Bj avec Bi = Ai et Bj = Xj si j �= i. On a

X \ Fi =
∏
j∈I

Uj avec Ui = Xi \ Ai et Uj = Xj si j �= i. Donc X \ Fi est ouvert dans X .

Par conséquent, Fi est fermé dans X , d’où
∏
i∈I

Ai est un fermé de X contenant A. Donc
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on a A ⊂
∏
i∈I

Ai. Réciproquement, soient x = (xi)i∈I ∈
∏
i∈I

Ai et U =
∏
i∈I

Ui un ouvert

élémentaire de X contenant x. Pour tout i ∈ I, Ui est un ouvert de Xi et il existe un
sous-ensemble fini J de I tel que pour tout i ∈ I \ J , on ait Ui = Xi. Pour tout i ∈ I, on
a xi ∈ Ai∩Ui, alors il existe ai ∈ Ai∩Ui, d’où a = (ai)i∈I ∈ A∩U . Donc on a A∩U �= ∅.
Par conséquent, on a x ∈ A, d’où A =

∏
i∈I

Ai.

2. Ceci résulte immédiatement de 1.

3. Puisque
∏
i∈I

◦
Ai est un ouvert de X contenu dans A, alors on a

∏
i∈I

◦
Ai ⊂

◦
A.

Réciproquement, soit a = (ai)1≤i≤n ∈
◦
A, alors il existe un ouvert élémentaire

∏
i∈I

Ui dans

X tel que a = (ai)1≤i≤n ∈
∏
i∈I

Ui ⊂ A. Donc pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a ai ∈ Ui ⊂ Ai,

d’où ai ∈
◦
Ai. Autrement dit, on a a ∈

∏
i∈I

◦
Ai. Par conséquent, on a

◦
A=

∏
i∈I

◦
Ai.

Exercice 1.30. Soient X , Y deux espaces topologiques et A ⊂ X , B ⊂ Y . Déterminer
la frontière de A×B.

Solution. Comme on a A×B = A×B et

◦︷ ︸︸ ︷
A×B=

◦
A ×

◦
B, alors :

Fr(A×B) =
(
A×B

)
\
( ◦
A ×

◦
B
)

=
[(

A \
◦
A
)
×B

]
∪
[
A×

(
B \

◦
B
)]

=
[
Fr(A)×B

]
∪
[
A× Fr(B)

]
.

Exercice 1.31. Soient X , Y deux espaces topologiques et f : X −→ Y une application
continue. Montrer que X et G(f), le graphe de f , sont homéomorphes.
Solution. Rappelons que l’on a G(f) =

{
(x, f(x)) ; x ∈ X

}
⊂ X × Y et que l’on

munit G(f) de la topologie induite par la topologie produit de X × Y . L’application
F : x �−→ (x, f(x)) est continue, voir proposition 1.4.7, et bijective de X sur G(f). Soit
p1 la projection canonique de X×Y sur X , alors p1 est continue et F−1 est la restriction
de p1 à G(f), donc F−1 est continue. Par conséquent, F est un homéomorphisme.

Exercice 1.32. Soient X et Y deux espaces topologiques, avec Y séparé et f : X −→ Y
une application.

1. Montrer que si f est continue, alors G(f), le graphe de f , est fermé dans X × Y †.

2. Donner un exemple montrant que la réciproque dans 1 n’est pas toujours vraie.

3. Montrer que si f est continue, alors g : x �−→ (x, f(x)) est une application continue
fermée de X dans X × Y .

Solution. 1. Soient p1 et p2 les projections canoniques deX×Y surX et Y respectivement.
Alors les applications h = f ◦ p1 et p2 sont continues de X × Y dans Y et on a
G(f) =

{
(x, y) ∈ X × Y ; h(x, y) = p2(x, y)

}
. Puisque Y est séparé, il résulte de la

†La réciproque est vraie si Y est �� compact ��, voir chapitre 3, exercice 3.22. Voir également théorème
7.1.2
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proposition 1.5.5 que G(f) est fermé dans X × Y .
2. Soit f : R −→ R une application définie par f(x) = 1

x si x �= 0 et f(0) = 0. Alors son
graphe G(f) =

{
(x, y) ∈ R2 ; xy = 1

}
∪
{
(0, 0)

}
est un sous-ensemble fermé de R2, mais

f n’est pas continue car la suite de terme général xn = 1
n tend vers 0 dans R, mais la

suite (f(xn))n≥1 n’est pas convergente dans R.
3. La continuité de g résulte de la proposition 1.4.7. Montrons que g est une application
fermée. Soit F un fermé de X . Montrons que (X × Y ) \ g(F ) est ouvert dans X × Y .
Soit (x, y) ∈ (X × Y ) \ g(F ). Si (x, y) �∈ G(f), d’après 1, il existe un ouvert V de X × Y
contenant (x, y) tel que V ∩G(f) = ∅, donc V ∩ g(F ) = ∅, d’où V ⊂ (X × Y ) \ g(F ). Si
(x, y) ∈ G(f), alors y = f(x). Comme (x, f(x)) �∈ g(F ), alors x �∈ F , donc (X \ F ) × Y
est un ouvert de X×Y contenant (x, y) et ((X \F )×Y )∩g(F ) = ∅, d’où (X \F )×Y ⊂
(X × Y ) \ g(F ). Par conséquent, (X × Y ) \ g(F ) est un ouvert de X × Y , donc g(F ) est
fermé dans X × Y .

Exercice 1.33. Soit X un ensemble infini muni de la topologie cofinie Tcf , voir exemple
1.1.1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une application
f : (X, Tcf ) −→ (X, Tcf ) soit continue.
Solution. L’application f est continue si et seulement si ou bien f est constante ou bien
pour tout y ∈ X , f−1

(
{y}

)
est un sous-ensemble fini de X .

Exercice 1.34. Soient X un espace topologique et f : X −→ R une application. Montrer
que f est continue si et seulement si pour tout a ∈ R, f−1

(
]a, +∞[

)
et f−1

(
] −∞, a[

)
sont des ouverts de X .
Solution. Supposons d’abord f continue. Pour tout a ∈ R, ]a, +∞[ et ]−∞, a[ sont des
ouverts de R, donc f−1

(
]a, +∞[

)
et f−1

(
]−∞, a[

)
sont des ouverts de X .

Réciproquement, supposons que pour tout a ∈ R, f−1
(
]a, +∞[

)
et f−1

(
]−∞, a[

)
sont

des ouverts de X . Pour tout a, b ∈ R tels que a < b, on a f−1
(
]a, b[

)
= f−1

(
]−∞, b[

)
∩

f−1
(
]a, +∞[

)
, donc f−1

(
]a, b[

)
est ouvert dans X . Par conséquent, f est continue car

les intervalles ]a, b[ forment une base d’ouverts de R.

Exercice 1.35. Soient (Xi)i∈I une famille d’espaces topologiques et X =
∏
i∈I

Xi l’espace

topologique produit. Soient a = (ai)i∈I un point de X et D l’ensemble des points (xi)i∈I

de X tels que xi = ai sauf pour un nombre fini d’indices i ∈ I. Montrer que D est dense
dans X .
Solution. D’après la proposition 1.2.4, l’ensemble D est dense si et seulement si pour
tout ouvert élémentaire non vide U de X , on a U ∩ D �= ∅. Soit U un tel ouvert, alors
U =

∏
i∈I

Ui où Ui est un ouvert non vide de Xi pour tout i ∈ I et il existe un sous-ensemble

fini J de I tel que pour tout i ∈ I \ J , on ait Ui = Xi. Pour tout i ∈ J , soit xi ∈ Ui et
pour tout i ∈ I\J , soit xi = ai. Alors on a x = (xi)i∈I ∈ U∩D, donc D est dense dans X .

Pour plus d’exercices, voir le supplément associé à ce livre.



Chapitre 2

ESPACES MÉTRIQUES

L
a plupart des topologies qui interviennent dans la pratique sont ��métrisables ��, i.e.
peuvent être définies à partir d’une �� distance ��. C’est en particulier le cas de la

topologie usuelle dans l’espace euclidien de dimension 2 ou 3. Par contre, tout espace
topologique non séparé n’est pas métrisable, et même on verra, exemple 2.5.1 et remarque
2.5.2, qu’il existe des espaces topologiques normaux non métrisables, voir également
exemple 3.6.1 et remarque 3.5.3. Dans ce chapitre, le corps des scalaires K désigne soit
R , soit C .

2.1 Espaces métriques

Définition 2.1.1. Une distance (oumétrique) sur un ensembleX est une application :

d : X ×X −→ R+

(x, y) �−→ d(x, y)

possédant, pour tous x, y, z ∈ X , les propriétés suivantes :

(M1) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y ;

(M2) d(x, y) = d(y, x) ;

(M3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Muni de la distance d, X est appelé espace métrique, on note parfois un tel espace
(X, d). Le nombre réel positif d(x, y) est appelé la distance entre x et y dans X .

Proposition 2.1.1. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Pour tout x, y, z ∈ X, on a
∣∣d(x, z)− d(z, y)

∣∣ ≤ d(x, y).

2. Pour tout x1, x2, . . . , xn, xn+1 ∈ X, on a d(x1, xn+1) ≤
n∑

i=1

d(xi, xi+1).

69
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Démonstration. 1. D’après les propriétés (M2) et (M3), on a d(x, z) ≤ d(x, y)+d(z, y)
et d(z, y) ≤ d(x, z) + d(x, y), d’où d(x, z)− d(z, y) ≤ d(x, y) et d(z, y)− d(x, z) ≤ d(x, y).
Par conséquent, on a

∣∣d(x, z)− d(z, y)
∣∣ ≤ d(x, y).

2. On appelle In l’inégalité que l’on cherche à montrer. Il est clair que I1 est vraie.

Supposons que In est vraie, i.e. que l’on a d(x1, xn+1) ≤
n∑

i=1

d(xi, xi+1). Par l’inégalité

triangulaire, on a d(x1, xn+2) ≤ d(x1, xn+1) + d(xn+1, xn+2), d’où :

d(x1, xn+2) ≤
n∑

i=1

d(xi, xi+1) + d(xn+1, xn+2) =

n+1∑
i=1

d(xi, xi+1) .

Donc In+1 est vraie. Par conséquent, In est vraie pour tout n ≥ 1. �

Proposition 2.1.2. Pour tous x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn, on a :

1.
∣∣∣ n∑
i=1

xiyi

∣∣∣ ≤ ( n∑
i=1

x2
i

) 1
2 ( n∑

i=1

y2i

) 1
2

(inégalité de Cauchy-Schwarz).

2.
( n∑

i=1

(xi + yi)
2
) 1

2

≤
( n∑

i=1

x2
i

) 1
2

+
( n∑

i=1

y2i

) 1
2

(inégalité de Minkowski).

Démonstration. 1. On donnera au chapitre 8 une autre preuve de l’inégalité de Cauchy–
Schwarz en utilisant la notion du produit scalaire, mais pour l’instant on va donner une
preuve élémentaire. On a :

( n∑
i=1

x2
i

)( n∑
i=1

y2i

)
−
( n∑

i=1

xi yi

)2
=

( n∑
i=1

x2
i

)( n∑
j=1

y2j

)
−
( n∑

i=1

xi yi

)2

=

n∑
i,j=1

x2
i y

2
j −

( n∑
i=1

xi yi

)( n∑
j=1

xj yj

)

=

n∑
i,j=1

x2
i y

2
j −

n∑
i,j=1

xi yj xj yi

=
1

2

[ n∑
i,j=1

(
x2
i y

2
j + x2

j y
2
i

)
−

n∑
i,j=1

2 xi yj xj yi

]

=
1

2

[ n∑
i,j=1

(
xi yj − xj yi

)2] ≥ 0 .
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2. On a :

n∑
i=1

(xi + yi)
2

=

n∑
i=1

(
x2
i + y2i + 2 xi yi

)

=

n∑
i=1

x2
i +

n∑
i=1

y2i + 2

n∑
i=1

xi yi

≤
n∑

i=1

x2
i +

n∑
i=1

y2i + 2
( n∑

i=1

x2
i

) 1
2( n∑

i=1

y2i

) 1
2

=
[( n∑

i=1

x2
i

) 1
2

+
( n∑

i=1

y2i

) 1
2 ]2

.

�

Définition 2.1.2. Soient (X, d) un espace métrique, a ∈ X et r > 0.

1. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r l’ensemble :

B(a, r) = {x ∈ X ; d(a, x) < r} .

2. On appelle boule fermée de centre a et de rayon r l’ensemble :

B′(a, r) = {x ∈ X ; d(a, x) ≤ r} .

3. On appelle sphère de centre a et de rayon r l’ensemble :

S(a, r) = {x ∈ X ; d(a, x) = r} .

Notons que l’on a B′(a, r) = B(a, r) ∪ S(a, r).

Exemple 2.1.1. 1. Un exemple fondamental d’espace métrique est l’ensembleRmuni
de la distance usuelle ; pour tout x, y ∈ R, on a d(x, y) = |x−y|, la valeur absolue
du nombre réel x− y. On a alors :

B(a, r) =]a− r, a+ r[ , B′(a, r) = [a− r, a+ r] , S(a, r) = {a− r, a+ r}.

Lorsque R est considéré comme un espace métrique, sans mention explicite d’une
distance, il est toujours sous-entendu que R est muni de la distance usuelle.

2. Un autre exemple fondamental est l’ensemble C muni de la distance euclidienne ;
pour tout z, z′ ∈ C, on a d(z, z′) = |z − z′|, le module du nombre complexe z − z′.
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d(
z,
z
′ )

0

z

z′

x

i
y

x′

y′

+

C y

x

S(a, r)

0

r
a

x0

y0

Sphère S(a, r) dans C

y

x

B(a, r)

0

r
a

x0

y0

Boule ouverte B(a, r) dans C

y

x

B′(a, r)

0

r
a

x0

y0

Boule fermée B′(a, r) dans C

Exemple 2.1.2. Pour tout x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Kn, on pose :

dp(x, y) =

⎧⎨
⎩
(
|x1 − y1|p + · · ·+ |xn − yn|p

) 1
p si p = 1 ou p = 2 ,

max
(
|x1 − y1| , . . . , |xn − yn|

)
si p = ∞ .

Alors dp est une distance sur Kn. La distance d2 est appelée la distance euclidienne sur
Kn. En effet, il est clair que d1 et d∞ sont des distances sur Kn. Vérifions que d2 est une
distance sur Kn. Il est clair que l’on a d2(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y, et que d2(x, y) = d2(y, x).
Il reste à montrer l’inégalité triangulaire. Soient x = (x1, . . . , xn), z = (z1, . . . , zn) ∈ Kn,
on a :

d2(x, z) =
( n∑

i=1

|xi − zi|2
) 1

2

≤
( n∑

i=1

(
|xi − yi|+ |yi − zi|

)2) 1
2

≤
( n∑

i=1

|xi − yi|2
) 1

2

+
( n∑

i=1

|xi − zi|2
) 1

2

(inégalité de Minkowski)

= d2(x, y) + d2(y, z) .
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Pour n = 2, on a les trois boules ouvertes de centre 0 et de rayon 1 correspondantes dans
R2 :

y

x

B1(0, 1)

0

1

1

y

x

B2(0, 1)

0

1

1

y

x

B∞(0, 1)

0

1

1

Notons que cet exemple montre qu’une boule ouverte ou fermée dans un espace métrique
n’est pas forcément �� ronde ��.

Exemple 2.1.3. 1. Soit X un ensemble quelconque. Pour tout x, y ∈ X , on pose :

d(x, y) =

{
0 si x = y ,
1 si x �= y .

Alors d est une distance sur X , appelée distance triviale ou distance discrète.
Soient a ∈ X et r > 0.

i) Si 0 < r < 1, on a B(a, r) = B′(a, r) = {a} et S(a, r) = ∅.

ii) Si r = 1, on a B(a, r) = {a}, B′(a, r) = X et S(a, r) = X \ {a}.

iii) Si r > 1, on a B(a, r) = B′(a, r) = X et S(a, r) = ∅.

2. Soient (X, d) un espace métrique et α > 0. Pour tout x, y ∈ X , on pose dα(x, y) =
αd(x, y), alors dα est aussi une distance sur X .

3. Soit E = C
(
[0, 1], R

)
l’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R. Pour

tous f, g ∈ E, on pose d(f, g) =

∫ 1

0

|f(x) − g(x)| dx. Alors d est une distance

sur E. En effet, il est clair que pour tous f, g ∈ E, on a d(f, g) = d(g, f), et que
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d(f, g) = 0 ⇐⇒ f = g car f − g est continue. Soient f, g, h ∈ E, on a :

d(f, g) =

∫ 1

0

|f(x)− g(x)| dx

=

∫ 1

0

|f(x)− h(x) + h(x)− g(x)| dx

≤
∫ 1

0

(
|f(x)− h(x)| + |h(x)− g(x)|

)
dx

=

∫ 1

0

|f(x)− h(x)| dx +

∫ 1

0

|h(x) − g(x)| dx

= d(f, h) + d(h, g) .

Donc d est bien une distance sur E.

2.2 Topologie des espaces métriques

Proposition 2.2.1. Soit (X, d) espace métrique.

1. L’ensemble X est la réunion des boules
ouvertes.

2. Soient a ∈ X et r > 0. Soit x ∈ B(a, r) et
ρ = r − d(a, x), alors ρ > 0 et on a
B(x, ρ) ⊂ B(a, r).

3. Soient a, b ∈ X et r1, r2 > 0. Pour tout
x ∈ B(a, r1) ∩ B(b, r2), il existe ρ > 0
tel que B(x, ρ) ⊂ B(a, r1) ∩ B(b, r2). Donc
l’intersection de deux boules ouvertes est une
réunion de boules ouvertes.

B
(a
, r
)

B
(x
, ρ
)

a
r

x

ρ

d(
a,
x)

Démonstration. 1. Soient a ∈ X et r > 0, alors on a a ∈ B(a, r), donc X est la réunion
des boules ouvertes.
2. Soit y ∈ B(x, ρ), alors on a d(x, y) < ρ = r−d(a, x), d’où d(a, x)+d(x, y) < r. D’après
l’inégalité triangulaire, on a d(a, y) ≤ d(a, x) + d(x, y). Par conséquent, on a d(a, y) < r.
Autrement dit, on a y ∈ B(a, r), donc B(x, ρ) ⊂ B(a, r).
3. Soit ρ = inf

{
r1 − d(a, x), r2 − d(b, x)

}
, alors ρ > 0 et il résulte de 2 que l’on a

B(x, ρ) ⊂ B(a, r1) ∩B(b, r2). �

Soit (X, d) espace métrique. On déduit de la proposition précédente que les boules
ouvertes de (X, d) vérifient les propriétés (B1) et (B2), voir chapitre 1, page 3. Par
conséquent, il existe une unique topologie Td sur X pour laquelle les boules ouvertes
forment une base d’ouverts. La topologie Td est appelée la topologie associée à la
distance d. Un espace métrique (X, d) sera toujours considéré comme un espace topologi-
que, muni de la topologie Td.
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Ce qu’il faut retenir concernant la définition de la topologie Td est : soit U un sous-
ensemble de X , alors U est un ouvert pour Td si et seulement si pour tout x ∈ U , il existe
r > 0 tel que B(x, r) ⊂ U .
Si d2 est la distance euclidienne sur Rn, alors Td2 est appelée la topologie euclidienne
ou usuelle de Rn, voir également paragraphe 1.4.

Proposition 2.2.2. Soit (X, d) espace métrique. Alors on a :

1. L’espace (X, d) est séparé.

2. L’espace (X, d) vérifie le premier axiome de dénombrabilité.

3. Soient (Y, d′) un espace métrique, a ∈ X et f : X −→ Y une application. Alors
f est continue en a si, et seulement si, pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que
f(B(a, η)) ⊂ B(f(a), ε). Autrement dit, f est continue en a si, et seulement si,
pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que pour tout x ∈ X vérifiant d(a, x) < η, on ait
d′(f(a), f(x)) < ε.

Démonstration. 1. Soient x, y ∈ X tels que x �= y, alors

on a d(x, y) > 0. Soit r = d(x,y)
2 , alors r > 0 et on a

B(x, r) ∩B(y, r) = ∅. Par conséquent, (X, d) est séparé.
2. Pour tout point x de X ,

(
B
(
x, 1

n

))
n≥1

forme un système

fondamental dénombrable de voisinages de x dans (X, d).
3. Ceci résulte de la définition de la continuité, voir
définition 1.3.1, et de la définition de la topologie associée
à une distance. �

x
r y

r

X

Remarque 2.2.1. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Une suite (xn)n≥0 dans (X, d) converge vers un élément a de X si, et seulement
si, pour tout ε > 0, il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait d(xn, a) < ε.
Autrement dit, la suite (xn)n≥0 converge vers a dans X si, et seulement si, on a
lim

n→+∞ d(xn, a) = 0 dans R.

2. Soient (xn)n≥0 et (yn)n≥0 deux suites convergentes dans (X, d) respectivement vers
x et y. Alors on a lim

n→+∞ d(xn, yn) = d(x, y) dans R. En effet, on a :

∣∣d(x, y)− d(xn, yn)
∣∣ =

∣∣d(x, y) − d(xn, y) + d(xn, y)− d(xn, yn)
∣∣

≤
∣∣d(x, y) − d(xn, y)

∣∣+ ∣∣d(xn, y)− d(xn, yn)
∣∣

≤ d(x, xn) + d(y, yn) .

Comme on a lim
n→+∞ d(x, xn) = lim

n→+∞ d(y, yn) = 0, alors lim
n→+∞ d(xn, yn) = d(x, y).

On déduit des proposition 2.2.2, proposition 1.7.2, corollaire 1.7.1 et théorème 1.7.3, les
résultats suivants :

Proposition 2.2.3. Soient (X, d) espace métrique et a ∈ X. Alors on a :

1. Soit (xn)n≥0 une suite dans X. Le point a est une valeur d’adhérence de la suite
(xn)n≥0 si et seulement si a est la limite d’une sous-suite de (xn)n≥0.
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2. Soit A ⊂ X. Alors a ∈ A si et seulement s’il existe une suite (an)n≥0 dans A telle
que a = lim

n→+∞ an.

3. Soit A ⊂ X. Alors A est fermé dans X si et seulement si la limite de toute suite
convergeant d’éléments de A appartient à A.

4. Soient Y un espace topologique et f : X −→ Y une application. Alors f est continue
en a si et seulement si, pour toute suite (xn)n≥0 dans X convergeant vers a, la suite
(f(xn))n≥0 converge vers f(a).

Définition 2.2.1. Soient A et B des parties non vides d’un espace métrique (X, d).

1. Si x ∈ X , la distance de x à A est d(x,A) = inf
y∈A

d(x, y).

2. La distance de A à B est d(A,B) = inf
{
d(x, y) ; x ∈ A, y ∈ B

}
.

3. Le diamètre de A est le nombre δ(A) = sup
{
d(x, y) ; x, y ∈ A

} (
∈ [0,+∞]

)
.

4. La distance d est dite bornée si δ(X) < +∞.

5. Le sous-ensemble A de X est dit borné si son diamètre est fini. Autrement dit, s’il
existe λ > 0 tel que pour tout x, y ∈ A, on ait d(x, y) ≤ λ. Ceci est équivalent à
dire qu’il existe x ∈ X et r > 0 tels que A ⊂ B(x, r).

6. Une suite (xn)n≥0 dans (X, d) est dite bornée si l’ensemble {xn ; n ≥ 0} est borné
dans (X, d).

Proposition 2.2.4. Soit A une partie non vide d’un espace métrique (X, d).

1. Pour tout x, y ∈ X, on a
∣∣d(x,A)− d(y,A)

∣∣ ≤ d(x, y). En particulier, l’application
x �−→ d(x,A) est continue de X dans R.

2. On a A =
{
x ∈ X ; d(x,A) = 0

}
et

◦
A=

{
x ∈ X ; d(x,X \A) > 0

}
.

3. Si A est fermée dans X et si x �∈ A, alors on a d(x,A) > 0.

Démonstration. 1. Pour tout z ∈ A, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), d’où on a :

d(x,A) = inf
z∈A

d(x, z) ≤ inf
z∈A

(
d(x, y) + d(y, z)

)
= d(x, y) + inf

z∈A
d(y, z)

= d(x, y) + d(y,A) .

Donc on a d(x,A)−d(y,A) ≤ d(x, y). De même, on a d(y,A)−d(x,A) ≤ d(y, x) = d(x, y).
Par conséquent, on a

∣∣d(x,A) − d(y,A)
∣∣ ≤ d(x, y).

2. Soit x ∈ X . Si x ∈ A, d’après la proposition 2.2.3, il existe une suite (an)n≥0 dans
A telle que x = lim

n→+∞ an, i.e. lim
n→+∞ d(x, an) = 0. Comme pour tout n ≥ 0, on a

|d(x,A) − d(an, A)| ≤ d(x, an) et d(an, A) = 0, alors on a d(x,A) = 0.
Réciproquement, supposons que d(x,A) = 0. Comme on a d(x,A) = inf

a∈A
d(x, a), alors
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pour tout n ≥ 0, il existe an ∈ A tel que d(x, an) <
1

n+1 . Par conséquent, la suite (an)n≥0

converge vers x, d’où on a x ∈ A.

D’après la proposition 1.2.2, on a
◦
A= X \X \A, d’où

◦
A=

{
x ∈ X ; d(x,X \A) > 0

}
.

3. Ceci résulte de 2. �

Remarque 2.2.2. Soit d l’une des distances d1, d2 ou d∞ sur R2. Alors A =
{
(x, 0) ; x ∈

R
}
et B =

{
(x, y) ∈ R2 ; xy = 1

}
sont des sous-ensembles fermés disjoints de R2, mais

on a d(A,B) = 0 car pour tout n ≥ 1, on a 0 ≤ d(A,B) ≤ 1
n = d

(
(n, 0),

(
n, 1

n

))
.

Proposition 2.2.5. Soient A et B des parties non vides d’un espace métrique (X, d).

1. Si A ⊂ B, alors on a δ(A) ≤ δ(B)

2. On a δ
(
A
)
= δ(A).

3. Pour tout x ∈ X et tout r > 0, on a δ(B(x, r)) ≤ δ(B′(x, r)) ≤ 2r.

4. On a d(A,B) = d
(
A,B

)
= d

(
A,B

)
= d

(
A,B

)
.

5. On a δ(A∪B) ≤ δ(A)+ δ(B)+ d(A,B). Donc si A et B sont bornées, alors A∪B
est borné.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 2 du supplément.

Proposition 2.2.6. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Tout ouvert de X est une réunion dénombrable de fermés de X.

2. Tout fermé de X est une intersection dénombrable d’ouverts de X.

Démonstration. 1. Soient U un ouvert de X et F = X \ U . Pour tout n ∈ N∗, soit
Fn =

{
x ∈ X ; d(x, F ) ≥ 1

n

}
. D’après la proposition 2.2.4, Fn est fermé dans X et on a

U =
{
x ∈ X ; d(x, F ) > 0

}
= ∪

n≥1
Fn.

2. Soit F un fermé de X , d’où U = X \ F est ouvert dans X . D’après ce qui précède, il
existe une famille dénombrable (Fn)n≥1 de fermés de X telle que U = ∪

n≥1
Fn. Donc on a

F = X \ U = ∩
n≥1

X \ Fn et pour tout n ≥ 1, X \ Fn est ouvert dans X . �

Proposition 2.2.7. Soit (X, d) espace métrique. Alors X est un espace normal.

Démonstration. Soient A et B deux parties fermées disjointes de X . Pour tout x ∈ X ,
soit f(x) = d(x,A) − d(x,B). D’après la proposition 2.2.4, f est continue de X dans
R. Soient U =

{
x ∈ X ; f(x) < 0

}
et V =

{
x ∈ X ; f(x) > 0

}
. Alors U et V sont

deux ouverts disjoints de X tels que A ⊂ U et B ⊂ V . Par conséquent, X est un espace
normal.

Notons que si on pose g(x) =
d(x,A)

d(x,A) + d(x,B)
, alors g est continue de X dans [0, 1]

telle que pour tout x ∈ A, on ait g(x) = 0 et pour tout x ∈ B, on ait g(x) = 1. �

Soient (X, d) espace métrique, A un fermé de X et f : A −→ [a, b] une fonction continue.
Puisque X est un espace normal, d’après le théorème de Tietze, théorème 1.9.4, il existe
une fonction continue g : X −→ [a, b] prolongeant f . Notons que l’on peut supposer
1 ≤ a. Il s’agit dans le cas des espaces métriques de donner une formule explicite de g.
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Proposition 2.2.8 (Tietze). Soient A un fermé d’un espace métrique (X, d) et f :
A −→ [a, b] une fonction continue. On suppose de plus que l’on a 1 ≤ a. Pour tout
x ∈ X, on pose :

g(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

f(x) si x ∈ A ,

inf
y∈A

f(y)d(x, y)

d(x,A)
si x �∈ A .

Alors g est une fonction continue de X dans [a, b] prolongeant f .

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 2 du supplément.

Théorème 2.2.1. Soit (X, d) un espace métrique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) X admet une base dénombrable d’ouverts.

(ii) X est séparable.

(iii) X est un espace de Lindelöf.

Démonstration. Les implications (i) =⇒ (ii) et (i) =⇒ (iii) résultent des théorèmes
1.2.1 et 1.9.5.
Preuve de (ii) =⇒ (i). Soit A = {xn ; n ≥ 1} une partie au plus dénombrable dense dans
X . Pour tout n, k ∈ N∗, on pose Un,k = B

(
xn,

1
k

)
. Alors

(
Un,k

)
n,k∈N∗ est une famille

dénombrable d’ouverts de X . Soient U un ouvert de X et x ∈ U . Alors il existe r > 0 tel
que B(x, r) ⊂ U . Soit k ∈ N∗ tel que 2

k < r. Puisque A est dense dans X , il existe xn ∈ A
tel que d(x, xn) <

1
k . Alors on a x ∈ Un,k = B

(
xn,

1
k

)
⊂ B(x, r) ⊂ U . Par conséquent,(

Un,k

)
n,k∈N∗ est une base d’ouverts de X .

Preuve de (iii) =⇒ (ii). Pour tout k ∈ N∗, on a X = ∪
x∈X

B
(
x, 1

k

)
. Puisque X est un

espace de Lindelöf, on en déduit que pour tout k ∈ N∗, il existe une suite (xn,k)n≥1 telle
que X = ∪

n≥1
B
(
xn,k,

1
k

)
. Montrons que la partie au plus dénombrable A =

{
xn,k ; n, k ≥

1
}

est dense dans X . Soient x ∈ X et ε > 0, alors il existe k ∈ N∗ tel que 1
k < ε.

Comme on a X = ∪
n≥1

B
(
xn,k,

1
k

)
, alors il existe xn,k ∈ A tel que x ∈ B

(
xn,k,

1
k

)
, d’où

xn,k ∈ B
(
x, 1

k

)
⊂ B(x, ε). Par conséquent, A est dense dans X . �

2.3 Comparaison de distances

Définition 2.3.1. Soient (X, d), (Y, d′) deux espaces métriques et f : X −→ Y une
application.

1. On dit que f est uniformément continue si pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel
que pour tout x, z ∈ X vérifiant d(x, z) < η, on ait d′(f(x), f(z)) < ε.

2. On dit que f est lipschitzienne s’il existe une constante k ≥ 0, appelé rapport de
f , tel que pour tout x, z ∈ X , on ait d′(f(x), f(z)) ≤ k d(x, z). Si de plus k ∈ [0, 1[,
on dit que f est contractante.
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3. On dit que f est isométrique si pour tout x, z ∈ X , on a d′(f(x), f(z)) = d(x, z).
On dit que f est une isométrie de X sur Y si c’est une application isométrique
surjective. Les espaces (X, d) et (Y, d′) sont dits isométriques s’il existe une
isométrie de X sur Y .

Remarque 2.3.1. Il résulte immédiatement de la définition précédente que l’on a :

1. Toute application uniformément continue est continue.

2. Toute application lipschitzienne est uniformément continue.

3. Toute application isométrique est injective et lipschitzienne.

4. La composée de deux applications uniformément continues est uniformément conti-
nue. De même, pour les applications lipschitziennes et isométriques.

5. L’application identique de tout espace métrique est une isométrie.

6. Toute isométrie est un homéomorphisme.

7. L’application réciproque d’une isométrie est une isométrie.

Exemple 2.3.1. On a vu, proposition 2.2.4, que si (X, d) est un espace métrique et si
A est une partie non vide de X , alors l’application x �−→ d(x,A) est lipschitzienne de
rapport 1 de (X, d) dans R.

Exemple 2.3.2. Toute translation x �−→ x+ a de R dans R est une isométrie.

Proposition 2.3.1. Soient (X, d), (Y, d′) deux espaces métriques et f : X −→ Y une
application. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est uniformément continue.

(ii) Pour toutes suites (xn)n≥0 et (zn)n≥0 dans X telles que lim
n→+∞ d(xn, zn) = 0, on

ait lim
n→+∞ d′(f(xn), f(zn)) = 0.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soient (xn)n≥0 et (zn)n≥0 des
suites dans X telles que lim

n→+∞ d(xn, zn) = 0. Soit ε > 0, puisque f est uniformément

continue, il existe η > 0 tel que pour tout x, z ∈ X vérifiant d(x, z) < η, on ait
d′(f(x), f(z)) < ε. Comme on a lim

n→+∞ d(xn, zn) = 0, il existe N ∈ N tel que pour

tout n ≥ N , on ait d(xn, zn) < η, d’où on a d′(f(xn), f(zn)) < ε. Par conséquent, on a
lim

n→+∞ d′(f(xn), f(zn)) = 0.

Preuve de (ii) =⇒ (i). Supposons que f n’est pas uniformément continue. Alors il existe
ε > 0 tel que pour tout η > 0, il existe x, z ∈ X tels que d(x, z) < η et d′(f(x), f(z)) ≥ ε.
En prenant, η = 1

n , avec n ∈ N∗, on trouve deux suites (xn)n≥1 et (zn)n≥1 dans X telles
que pour tout n ≥ 1, on ait d(xn, zn) <

1
n et d′(f(xn), f(zn)) ≥ ε. Par conséquent, on a

lim
n→+∞ d(xn, zn) = 0, mais la suite de réels

(
d′(f(xn), f(zn))

)
n≥1

ne converge pas vers 0

dans R. C’est une contradiction. �
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Exemple 2.3.3. L’application f : x �−→ x2 de R dans R est continue, mais elle n’est
pas uniformément continue car f(n+ 1

n )− f(n) = 2 + 1
n2 ne tend pas vers 0.

De même l’application f : x �−→ cos(x2) de R dans R est continue et bornée, mais elle
n’est pas uniformément continue car si xn =

√
2nπ et yn =

√
(2n+ 1)π, alors on a

lim
n→+∞ xn − yn = 0, mais f(xn)− f(yn) = 2 pour tout n ≥ 0.

Proposition 2.3.2. Soit f : R −→ R une fonction uniformément continue. Alors il
existe deux constantes positives A et B telles que pour tout x ∈ R, on ait |f(x)| ≤
A|x| +B.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 2 du supplément.
La réciproque dans la proposition précédente n’est pas toujours vraie ; il suffit de prendre
f(x) = cos(x2), alors f n’est pas uniformément continue. Si B = 1 et A > 0 quelconque,
alors on a |f(x)| ≤ 1 ≤ A|x|+B pour tout x ∈ R.

Proposition 2.3.3. Soient I un intervalle de R et f : I −→ R une application continue

et dérivable sur
◦
I. Soit k ∈ R+, alors f est lipschitzienne de rapport k si et seulement si

pour tout x ∈
◦
I, on ait |f ′(x)| ≤ k. En particulier, f est lipschitzienne si et seulement si

f ′ est bornée sur
◦
I.

Démonstration. Supposons d’abord que f est lipschitzienne de rapport k. Alors pour

tous x, x0 ∈
◦
I tels que x �= x0, on a

∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0

∣∣∣ ≤ k. Or on a :

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
, d’où |f ′(x)| ≤ k.

Réciproquement, supposons |f ′| est majorée par k sur
◦
I. D’après le théorème des accrois-

sements finis, pour tous x, y ∈ I, il existe u ∈
◦
I tel que f(x)− f(y) = (x− y)f ′(u), d’où

on a |f(x) − f(y)| = |x − y||f ′(u)| ≤ k |x − y|. Par conséquent, f est lipschitzienne de
rapport k. �

Exemple 2.3.4. Soit α > 0. La fonction f : x �−→ 1
x est uniformément continue sur

[α, +∞[, mais elle n’est pas uniformément continue sur ]0, +∞[. En effet, la fonction f
est dérivable sur [α,+∞[ et on a f ′(x) = − 1

x2 , d’où |f ′(x)| ≤ 1
α2 pour tout x ∈ [α,+∞[.

Donc f ′ est bornée sur [α, +∞[. Par conséquent, f est lipschitzienne sur [α, +∞[, donc
uniformément continue. Pour tout n ∈ N∗, on a f

(
1

n+1

)
−f
(
1
n

)
= 1 et lim

n→+∞
1

n+1−
1
n = 0,

donc f n’est pas uniformément continue sur ]0, +∞[.

Exemple 2.3.5. L’application f : t �−→
√
t de ]0, +∞[ dans R est uniformément

continue, mais elle n’est pas lipschitzienne, voir exercice 3.51 du supplément.

Lemme 2.3.1. Soient (X, d) un espace métrique et (fi)i∈I une famille de fonctions k-
lipschitziennes de X dans R. On suppose qu’il existe x0 ∈ X tel que inf

i∈I
fi(x0) existe dans

R. Pour tout x ∈ X, on pose f(x) = inf
i∈I

fi(x). Alors f est bien définie et k-lipschitzienne.

Démonstration. Pour tout x ∈ X et pour tout i ∈ I, on a |fi(x0)− fi(x)| ≤ k d(x0, x),
d’où fi(x0)−k d(x0, x) ≤ fi(x). Donc inf

i∈I
fi(x) existe dans R pour tout x ∈ X . Pour tous

x, y ∈ X et pour tout i ∈ I, on a fi(x) ≤ fi(y) + k d(x, y), d’où f(x) ≤ f(y) + k d(x, y).
On échange x et y, on obtient f(y) ≤ f(x)+k d(x, y). Donc on a |f(x)−f(y)| ≤ k d(x, y).
Par conséquent, f est k-lipschitzienne. �
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Proposition 2.3.4. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie non vide de X.
Soit f : A −→ R une fonction k-lipschitzienne. Pour tout x ∈ X, on pose g(x) =
inf
a∈A

{
f(a) + k d(x, a)

}
. Alors g est bien définie et k-lipschitzienne et g prolonge f .

Démonstration. Pour tous a, b ∈ A et pour tout x ∈ X , on a :

f(b)− f(a) ≤ |f(b)− f(a)| ≤ k d(b, a) ≤ k d(x, b) + k d(x, a) .

D’où on a f(b)− k d(x, b) ≤ f(a) + k d(x, a), donc l’ensemble
{
f(a) + k d(x, a) ; a ∈ A

}
est minorée dans R, donc g est bien définie. Il est clair que pour tout a ∈ A, l’application
x �−→ f(a) + k d(x, a) est k-lipschitzienne de (X, d) dans R. On déduit du lemme
précédent que g est k-lipschitzienne. Puisque f est k-lipschitzienne, pour tous a, b ∈ A,
on a f(b) ≤ f(a) + k d(b, a), d’où f(b) ≤ g(b). Si a = b, on a f(a) + k d(b, a) = f(b), donc
g(b) ≤ f(b). Par conséquent, pour tout b ∈ A, on a g(b) = f(b). Donc g prolonge f . �

Définition 2.3.2. Soient d1 et d2 deux distances sur un ensemble X .

1. On dit que d1 et d2 sont topologiquement équivalentes si Td1 = Td2 . Ceci est
équivalent à dire que les deux applications identiques suivantes sont continues.

id : (X, Td1) −→ (X, Td2)
x �−→ x

et
id : (X, Td2) −→ (X, Td1)

x �−→ x

2. On dit que d1 et d2 sont uniformément équivalentes si les deux applications
identiques suivantes sont uniformément continues.

id : (X, Td1) −→ (X, Td2)
x �−→ x

et
id : (X, Td2) −→ (X, Td1)

x �−→ x

On dira que deux distances uniformément équivalentes sur un ensemble X définis-
sent la même structure d’espace métrique.

3. On dit que d1 et d2 sont équivalentes ou comparables s’il existe A > 0 et B > 0
tels que pour tout x, y ∈ X , on ait Ad1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ B d1(x, y). Ceci est
équivalent à dire que les deux applications identiques suivantes sont lipschitziennes.

id : (X, Td1) −→ (X, Td2)
x �−→ x

et
id : (X, Td2) −→ (X, Td1)

x �−→ x

Remarque 2.3.2. Soient d1 et d2 des distances sur un ensemble X .

1. On a évidemment les implications suivantes :
d1 et d2 sont équivalentes =⇒ d1 et d2 sont uniformément équivalentes =⇒ d1 et
d2 sont topologiquement équivalentes.
On verra par la suite, remarques 2.3.3 et 2.6.2, que les implications réciproques
sont en général fausses.

2. Si d1 et d2 sont équivalentes et si A est un sous-ensemble de X , alors A est borné
pour d1 si et seulement si A est borné pour d2.
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Exemple 2.3.6. Les distances d1, d2 et d∞ sur Rn sont équivalentes. En effet, pour tout
x, y ∈ Rn, on a d∞(x, y) ≤ d1(x, y) ≤

√
n d2(x, y) ≤ n d∞(x, y). L’inégalité d1(x, y) ≤√

nd2(x, y) est une conséquence immédiate de l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition 2.3.5. Soient (X, d) un espace métrique et ϕ : R+ −→ R+ une fonction
croissante telle que ϕ(0) = 0, ϕ(t) > 0 si t > 0 et ϕ(t + s) ≤ ϕ(t) + ϕ(s) pour tout
t, s ∈ R+.

1. Pour tout x, y ∈ X, on pose d′(x, y) = ϕ
(
d(x, y)

)
. Alors d′ est une distance sur X.

2. Si ϕ est continue en 0, alors d et d′ sont uniformément équivalentes.

3. Les fonctions ϕ(r) = min(1, r) et ϕ(t) = t
1+t satisfont les hypothèses précédentes

et en plus elles sont continues sur R+. Donc toute distance sur un espace métrique
est uniformément équivalente à une distance bornée.

4. Soit ϕ(0) = 0 et ϕ(t) = 1 si t > 0, alors ϕ satisfait les hypothèses précédentes,
mais elle n’est pas continue en 0. Si X = R et d est la distance usuelle sur R, alors
d′ est la distance discrète sur R, et donc d et d′ ne sont même pas topologiquement
équivalentes.

Démonstration. 1. On a d′(x, y) = 0 ⇐⇒ ϕ
(
d(x, y)

)
⇐⇒ d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

On a d′(x, y) = ϕ
(
d(x, y)

)
= ϕ

(
d(y, x)

)
= d′(y, x). On a d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), d’où

d′(x, z) = ϕ
(
d(x, z)

)
≤ ϕ

(
d(x, y)+d(y, z)

)
≤ ϕ

(
d(x, y)

)
+ϕ

(
d(y, z)

)
= d′(x, y)+d′(y, z).

Donc d′ est bien une distance sur X .
2. Soit d′(x, y) = ϕ

(
d(x, y)

)
. D’après la proposition 2.3.1, d et d′ sont uniformément

équivalentes si et seulement si pour toutes suites (xn)n≥0 et (yn)n≥0 dans X , on a :

d(xn, yn) −→
n→+∞ 0 ⇐⇒ d′(xn, yn) −→

n→+∞ 0 .

Supposons d’abord que d(xn, yn) −→
n→+∞ 0. Puisque ϕ est continue en 0, alors :

d′(xn, yn) = ϕ
(
d(xn, yn)

)
−→

n→+∞ 0.

Réciproquement, supposons que d′(xn, yn) −→
n→+∞ 0. Soit ε > 0, alors ϕ(ε) > 0, donc

il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait ϕ
(
d(xn, yn)

)
= d′(xn, yn) < ϕ(ε).

Puisque ϕ est croissante, alors pour tout n ≥ N , on a d(xn, yn) < ε. Par conséquent,
d(xn, yn) −→

n→+∞ 0.

3. Soit ϕ : R+ −→ R+ définie par ϕ(t) = min(1, t). On a ϕ(t) = 0 ⇐⇒ min(1, t) =
0 ⇐⇒ t = 0. Soient t, s ∈ R+ tels que t ≤ s. Alors on a ϕ(t) = min(1, t) ≤ t ≤ s et
ϕ(t) ≤ 1, d’où ϕ(t) ≤ min(1, s) = ϕ(s), donc ϕ est croissante. Vérifions que pour tout
t, s ∈ [0, +∞[, on a ϕ(t+ s) ≤ ϕ(t) + ϕ(s).
Si ϕ(t + s) = min(1, t+ s) = t+ s, alors on a t+ s ≤ 1, d’où t ≤ 1 et s ≤ 1. Donc on a
ϕ(t) = t et ϕ(s) = s, d’où ϕ(t+ s) ≤ ϕ(t) + ϕ(s).
Si ϕ(t + s) = min(1, t + s) = 1, alors on a 1 ≤ t + s. Si t ≥ 1 ou s ≥ 1, alors on a
min(1, t) + min(1, s) ≥ 1 = min(1, t+ s), d’où ϕ(t + s) ≤ ϕ(t) + ϕ(s). Si t < 1 et s < 1,
alors on a ϕ(t) = t et ϕ(s) = s, d’où ϕ(t) + ϕ(s) = t+ s ≥ 1 = ϕ(t+ s).
Soit ϕ : R+ −→ R+ définie par ϕ(t) = t

1+t . Il est clair que l’on a ϕ(t) = 0 ⇐⇒ t = 0.
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Puisque ϕ est dérivable et on a ϕ′(t) =
1

(1 + t)2
≥ 0, alors ϕ est croissante. On a aussi :

ϕ(t+ s) =
t+ s

1 + t+ s
=

t

1 + t+ s
+

s

1 + t+ s
≤ t

1 + t
+

s

1 + s
= ϕ(t) + ϕ(s) .

4. Ceci est clair. �

Remarque 2.3.3. Pour tout x, y ∈ R, soient d(x, y) = |x− y| et d′(x, y) = |x− y|
1 + |x− y| .

Alors d et d′ sont des distances uniformément équivalentes sur R, mais qu’elles ne sont
pas équivalentes sur R car d′ est bornée, mais d n’est le pas.

2.4 Quelques constructions métriques

I. Distance induite

Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X . L’application de A×A dans R+

induite par d est une distance sur A, notée encore d, appelée distance induite sur A
par d. L’espace métrique (A, d) est dit sous-espace métrique de (X, d). On remarque
que la topologie de (A, d) cöıncide avec celle induite par Td sur A. Soient a ∈ A et ε > 0.
Si BA(a, ε) (resp. B

′

A(a, ε)) désigne la boule ouverte (resp. fermée) de centre a dans A,

alors on a BA(a, ε) = B(a, ε) ∩A et B
′

A(a, ε) = B′(a, ε) ∩A.
On déduit du théorème 2.2.1 le résultat suivant :

Proposition 2.4.1. Tout sous-espace d’un espace métrique séparable est séparable.

II. Distance produit

Proposition 2.4.2. Soient (X1, d1), . . . , (Xn, dn) des espaces métriques et X = X1 ×
· · · × Xn l’ensemble produit. Pour x = (x1, . . . , xn) ∈ X et y = (y1, . . . , yn) ∈ X, on
pose :

D1(x, y) =

n∑
i=1

di(xi, yi), D2(x, y) =
( n∑

i=1

di(xi, yi)
2
) 1

2

, D∞(x, y) = sup
1≤i≤n

di(xi, yi) .

Alors D1, D2 et D∞ sont trois distances équivalentes sur X, et la topologie associée à
l’une de ces distances cöıncide avec la topologie produit sur X.

Démonstration. Il est clair que D1 et D∞ sont des distances sur X . Vérifions que D2

est une distance sur X . Il est clair que l’on a D2(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y, et que D2(x, y) =
D2(y, x). Il reste à montrer l’inégalité triangulaire. Pour tous x = (x1, . . . , xn), z =
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(z1, . . . , zn) ∈ X , on a :

D2(x, z) =
( n∑

i=1

di(xi, zi)
2
) 1

2

≤
( n∑

i=1

(
di(xi, yi) + di(yi, zi)

)2) 1
2

≤
( n∑

i=1

di(xi, yi)
2
) 1

2

+
( n∑

i=1

di(xi, zi)
2
) 1

2

(inégalité de Minkowski)

= D2(x, y) +D2(y, z) .

Il est clair que pour tout x, y ∈ X , on a D∞(x, y) ≤ D1(x, y) ≤
√
nD2(x, y) ≤

nD∞(x, y). L’inégalitéD1(x, y) ≤
√
nD2(x, y) est une conséquence immédiate de l’inéga-

lité de Cauchy-Schwarz. Donc D1, D2 et D∞ sont équivalentes. Ainsi, les trois distances
D1, D2 et D∞ définissent la même topologie sur X . Pour tout x = (x1, . . . , xn) ∈ X
et pour tout ε > 0, on note B∞(x, ε) la boule ouverte de centre x et de rayon ε dans
(X, D∞), et on note Bi(xi, ε) la boule ouverte de centre xi et de rayon ε dans (Xi, di).
Comme on a B∞(x, ε) = B1(x1, ε)×· · ·×Bn(xn, ε), on en déduit que la topologie produit
sur X cöıncide avec la topologie associée à la distance D∞. �

L’espace X = X1 × · · · × Xn muni de l’une des distances ci-dessus est dit l’espace
métrique produit des espaces métriques (X1, d1), . . . , (Xn, dn).

Proposition 2.4.3. Soit
(
(Xn, dn)

)
n≥0

une suite d’espaces métriques. Considérons

l’ensemble produit X =
∏
n≥0

Xn des suites (xn)n≥0, où xn ∈ Xn. Pour x = (xn)n≥0

et y = (yn)n≥0 dans X, on pose D∞(x, y) = sup
n≥0

1
2n min

(
1, dn(xn, yn)

)
et

D1(x, y) =

+∞∑
n=0

1
2n min

(
1, dn(xn, yn)

)
, D(x, y) =

+∞∑
n=0

1
2n

dn(xn, yn)

1 + dn(xn, yn)
.

Alors D∞, D1 et D sont trois distances topologiquement équivalentes sur X, et la topologie
associée à l’une de ces distances cöıncide avec la topologie produit sur X.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 2 du supplément.

On observe, voir proposition 2.3.5, que pour un produit fini, les distances ci-dessus
définissent des distances uniformément équivalentes à celles définies dans la proposition
2.4.2. Il est donc naturel, dans le cas d’un produit dénombrable, de dire que

∏
n≥0

Xn, muni

de l’une des ces distances, est encore l’espace métrique produit des espaces métriques
(Xn, dn).

Exemple 2.4.1. Soit S l’espace des suites à valeurs dans C. Alors l’application d définie

sur S × S par d(u, v) =

∞∑
n=0

1

2n
|un − vn|

1 + |un − vn|
est une distance sur S, majorée par 2.
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Proposition 2.4.4. Soit
(
(Xn, dn)

)
n≥0

une suite d’espaces métriques. On suppose qu’il

existe une suite (cn)n≥0 dans K telle que

+∞∑
n=0

|cn|2 < +∞ et que pour tout n ≥ 0 et pour

tout xn, yn ∈ Xn, on ait dn(xn, yn) ≤ |cn|. Pour tout x = (xn)n≥0, y = (yn)n≥0 ∈ X =∏
n≥0

Xn, on pose D2(x, y) =
( +∞∑

n=0

dn(xn, yn)
2
) 1

2

. Alors D2 est une distance sur X dont

la topologie associée cöıncide avec la topologie produit sur X.

Démonstration. On montre, comme dans la proposition 2.4.2, que D2 est une distance
sur

∏
n≥0

Xn. Puisque, pour tout n ≥ 0, la projection canonique pn :
(
X,D2

)
→ (Xn, dn)

est lipschitzienne, donc continue, alors la topologie associée à la distance D2 est plus fine
que la topologie produit.
Réciproquement, soient x = (xn)n≥0 ∈ X , r > 0 et B(x, r) la boule ouverte de centre

x et de rayon r dans
(
X, D2

)
. Comme on a

+∞∑
n=0

|cn|2 < +∞, il existe N ∈ N tel que

+∞∑
n=N+1

|cn|2 <
r2

2
. Soit U =

N
∩

n=0
p−1
n

(
Bn

(
xn,

r√
2(N+1)

))
, alors U est un ouvert de X pour

la topologie produit et on a x ∈ U . Montrons que l’on a U ⊂ B(x, r). Soit y = (yn)n≥0 ∈

U . Alors pour tout 0 ≤ n ≤ N , on a dn(xn, yn) <
r√

2(N + 1)
, d’où

N∑
n=0

dn(xn, yn)
2 <

N∑
n=0

r2

2(N + 1)
=

r2

2
. On a (D2(x, y))

2 =
N∑

n=0

dn(xn, yn)
2 +

+∞∑
n=N+1

dn(xn, yn)
2 <

r2

2
+

+∞∑
n=N+1

|cn|2 < r2, d’où D2(x, y) < r. Autrement dit, on a y ∈ B(x, r), donc U ⊂ B(x, r).

Ainsi, B(x, r) est un voisinage de x pour la topologie produit. Par conséquent, la topologie
associée à la distance D2 est moins fine que la topologie produit, donc les deux topologies
cöıncident sur X . �

III. Distance transportée par une application injective

Soient (Y, d′) un espace métrique, X un ensemble sur lequel aucune distance n’est
supposée définie au préalable et f : X −→ Y une application injective. Alors on peut
définir une distance sur X de telle sorte que f devienne une application isométrique. En
effet, il suffit de poser pour tout x, y ∈ X , d(x, y) = d′(f(x), f(y)). Dans ce cas, on dit
que la distance d a été transportée de Y sur X par f .

Exemple 2.4.2. La droite réelle achevée R : la fonction f définie dans R par f(x) =
x

1 + |x| est une bijection de R sur l’intervalle ouvert ] − 1,+1[. Notons aussi que f est

un homéomorphisme. Soient J = [−1,+1] et R = R ∪ {−∞,+∞} l’ensemble qui est
la réunion de R et de deux nouveaux éléments écrits −∞ et +∞, points à l’infini ; on
prolonge f en une bijection de R sur J en posant f(−∞) = −1 et f(+∞) = +1. En
appliquant le procédé décrit ci-dessus, on peut définir une distance sur R en posant
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d(x, y) = |f(x) − f(y)|. Notons que cette distance induit la topologie usuelle de R, voir

exemple 1.1.3. Notons également que pour tout x ≥ 0, on a d(+∞, x) =
1

1 + |x| et pour

tout x ≤ 0, on a d(−∞, x) =
1

1 + |x| . Dans R une boule ouverte de centre +∞ et de

rayon r < 1 est l’intervalle
]
1−r
r ,+∞

]
.

2.5 Espaces topologiques métrisables

Un espace topologique (X, T ) est dit métrisable s’il existe une distance d sur X pour
laquelle T = Td. Si une telle distance d existe, alors pour tout r > 0, la distance dr = rd
définie par dr(x, y) = rd(x, y) vérifie aussi T = Tdr . Donc si (X, T ) est métrisable,
il existe une infinité de distances permettant de définir la topologie T . Tout espace
topologique discret est métrisable ; en fait, la distance discrète induit la topologie discrète.
Par contre, tout ensemble X muni de la topologie grossière n’est pas métrisable si le
cardinal de X est ≥ 2.

Exemple 2.5.1. L’espace topologique (R, Tl) est normal, voir exercice 1.16, mais n’est
pas métrisable parce qu’il est séparable et il n’admet pas de base dénombrable d’ouverts,
voir théorème 2.2.1.

Remarque 2.5.1. SoitX un espace topologique métrisable. Le fait queX soit métrisable
donne une infinité de fonctions réelles continues sur l’espace métrique X , à savoir les
fonctions x �−→ d(x, a) et x �−→ d(x,A) où a ∈ X et A ⊂ X ; au contraire si l’on sait
seulement que X est un espace topologique, on ne connâıt à priori aucune fonction réelle
continue sur X , en dehors des fonctions constantes.

Théorème 2.5.1 (Urysohn). Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) L’espace X est métrisable et séparable.

(ii) X est homéomorphe à un sous-espace de l’espace métrique produit [0, 1]N.

(iii) L’espace X est régulier et admet une base dénombrable d’ouverts.

Démonstration. L’implication (ii) =⇒ (i) résulte de la remarque 1.4.9 et des proposi-
tions 2.4.1 et 2.4.3.
L’implication (i) =⇒ (iii) résulte de la proposition 2.2.7 et du théorème 2.2.1.
Preuve de (i) =⇒ (ii). Soit d une distance sur X majorée par 1 et induisant la topologie
de X , voir proposition 2.3.5. Soit (xn)n≥0 une suite dense dans X . Pour tout x ∈ X , soit
ϕ(x) =

(
d(x, xn)

)
n≥0

. Comme l’application x �−→ d(x, xn) est continue de X dans [0, 1],

alors ϕ est une application continue de X dans l’espace métrique produit [0, 1]N. Vérifions
que ϕ est injective. Soient x, y ∈ X tels que pour tout n ≥ 0, on ait d(x, xn) = d(y, xn).
S’il existe N ∈ N tel que x = xN , alors on a 0 = d(x, xN ) = d(y, x), d’où x = y. Si pour
tout n ≥ 0, on a x �= xn, alors il existe une sous-suite (xnk

)k≥0 de (xn)n≥0 qui converge
vers x. D’où on a 0 = d(x, x) = lim

k→+∞
d(x, xnk

) = lim
k→+∞

d(y, xnk
) = d(y, x), donc y = x.

Par conséquent, ϕ est injective. Pour montrer que ϕ est un homéomorphisme de X sur
ϕ(X), il reste à montrer que, voir proposition 1.3.3, pour tout x ∈ X et pour tout r > 0,
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ϕ(B(x, r)) est un voisinage de ϕ(x) dans ϕ(X). Comme (xn)n≥0 est dense dans X , il
existe N ∈ N tel que d(x, xN ) < r

3 . Soit U =
{
(αn)n≥0 ∈ [0, 1]N ; |d(x, xN )− αN | < r

3

}
,

alors U est un ouvert de [0, 1]N contenant ϕ(x). Soit y ∈ X tel que ϕ(y) ∈ U , alors
on a |d(x, xN ) − d(y, xN )| < r

3 , d’où d(y, xN ) < 2r
3 . Par conséquent, on a d(x, y) ≤

d(x, xN ) + d(xN , y) < r, d’où y ∈ B(x, r). Autrement dit, on a U ∩ ϕ(X) ⊂ ϕ(B(x, r)).
Donc ϕ(B(x, r)) est un voisinage de ϕ(x) dans ϕ(X).
Pour une preuve de l’implication (iii) =⇒ (i), voir ([22], p. 215). �

Proposition 2.5.1. Soient X un ensemble et
(
(Yn, dn)

)
n≥0

une suite d’espaces métri-

ques. On suppose que pour tout n ≥ 0, il existe une application fn : X −→ Yn et que
la famille (fn)n≥0 est séparante. Alors la topologie initiale sur X associée à la famille
(fn)n≥0 est métrisable.

Démonstration. D’après la proposition 2.4.3, l’espace topologique produit
∏
n≥0

Yn est

métrisable. D’après la proposition 1.8.4, l’espace X , muni de la topologie initiale associée
à la famille (fn)n≥0, est homéomorphe à un sous-ensemble de l’espace

∏
n≥0

Yn, donc X est

métrisable. Notons qu’une distance induisant la topologie initiale sur X est définie par :

pour tout x, y ∈ X , d(x, y) =

+∞∑
n=0

1

2n
dn(fn(x), fn(y))

1 + dn(fn(x), fn(y))
. �

Remarque 2.5.2. Si (X, d) est un espace métrique et si R est une relation d’équiva-
lence dans X , alors l’espace topologique quotient X/R n’est pas toujours métrisable. En
effet, soit R la relation d’équivalence dans R obtenue en identifiant entre eux tous les
éléments de N ; autrement dit, R est la relation d’équivalence dont les classes sont N et
les ensembles {x} pour x ∈ R \N. Soit q : R −→ R/R l’application quotient. Pour toute
partie F de R, on a q−1(q(F )) = F ∪N si F ∩N �= ∅ et q−1(q(F )) = F si F ∩N = ∅, donc
si F est fermée dans R, alors q−1(q(F )) l’est aussi car N est une partie fermée de R. Par
conséquent, q est une application fermée ; autrement dit, la relation R est fermée. Notons
aussi que d’après l’exercice 1.51 du supplément, l’espace topologique quotient R/R est un
espace normal. Vérifions que le point q(0) de R/R n’admet pas un système fondamental
de voisinages dénombrable. Notons d’abord que tout ouvert V de R/R contenant q(0) est
de la forme q(U) où U est un ouvert de R contenant N. Soit (Vn)n≥0 une suite d’ouverts
de R/R distincts de R/R et telle que pour tout n ≥ 0, on ait q(0) ∈ Vn. Donc il existe une
suite d’ouverts (Un)n≥0 de R contenant N et pour tout n ≥ 0, on a q(Un) = Vn et Un �= R.
Pour tout n ≥ 0, soit xn ∈ Un \ N tel que xn ∈

]
n, n + 1

2

[
. Soit U = R \ {xn ; n ≥ 0},

alors U est un ouvert de R et q(U) est un ouvert de R/R contenant q(0) et pour tout
n ≥ 0, Vn �⊂ q(U). Par conséquent, le point q(0) n’admet pas un système fondamental de
voisinages dénombrable. Donc l’espace topologique quotient R/R n’est pas métrisable.

On verra au chapitre 3 qu’il existe pourtant certains résultats positifs concernant cette
question, et on y revient aussi sur la question de savoir si un espace topologique donné
est métrisable.

2.6 Suites de Cauchy et espaces métriques complets

Définition 2.6.1. Soit (X, d) un espace métrique.
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1. Une suite (xn)n≥0 dans (X, d) est dite suite de Cauchy si pour tout ε > 0, il
existe n0 ∈ N tel que pour tout n,m ∈ N vérifiant n ≥ n0 et m ≥ n0, on ait
d(xm, xn) < ε.
Il revient au même de dire que pour tout ε > 0, il existe n0 ∈ N tel que pour tout
n ∈ N vérifiant n ≥ n0 et pour tout p ∈ N, on ait d(xn+p, xn) < ε.

2. Une famille filtrante croissante (xλ)λ∈Λ dans (X, d) est dite famille filtrante
croissante de Cauchy si pour tout ε > 0, il existe λ0 ∈ Λ tel que pour tout
λ, μ ∈ Λ vérifiant λ0 ≤ λ et λ0 ≤ μ, on ait d(xλ, xμ) < ε.

Remarque 2.6.1. Soit (X, d) un espace métrique. On a une formulation géométrique
de la définition de suite de Cauchy et de famille filtrante croissante de Cauchy.

1. Si (xn)n≥0 est une suite dans (X, d) et si on note par An = {xk ; k ≥ n}, alors
la suite (xn)n≥0 est de Cauchy si et seulement si la suite de nombres réels positifs
(δ(An))n≥0 tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini.

2. Si (xλ)λ∈Λ est une filtrante croissante dans (X, d) et si on note par Aλ = {xμ ; λ ≤
μ}, alors (xλ)λ∈Λ est une filtrante croissante de Cauchy si et seulement si la famille
filtrante croissante de nombres réels positifs (δ(Aλ))λ∈Λ tend vers 0.

Proposition 2.6.1. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Toute suite convergente dans X est de Cauchy.

2. Toute suite de Cauchy dans X est bornée.

3. Toute sous-suite d’une suite de Cauchy est de Cauchy.

Démonstration. 1. Soit (xn)n≥0 une suite convergente vers x dans X . Alors, pour tout
ε > 0, il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait d(xn, x) < ε

2 . Donc, pour tout
n,m ≥ N , on a d(xn, xm) ≤ d(xn, x) + d(x, xm) < ε

2 + ε
2 = ε. Par conséquent, (xn)n≥0

est une suite de Cauchy.
2. Soit (xn)n≥0 une suite de Cauchy dans (X, d). Alors il existe N ∈ N∗ tel que pour
tout n,m ≥ N , on ait d(xn, xm) < 1. Soit :

r = max
{
1, d(x0, xN ), d(x1, xN ), . . . , d(xN−1, xN )

}
.

Alors r ∈ ]0, +∞[ et pour tout n ≥ 0, on a xn ∈ B(xN , r). Donc la suite (xn)n≥0 est
bornée.
3. Soient (xn)n≥0 une suite de Cauchy dans (X, d) et (xnk

)k≥0 une sous-suite de (xn)n≥0.
Soit ε > 0, alors il existe N ∈ N∗ tel que pour tout n,m ≥ N , on ait d(xn, xm) < ε.
D’après le lemme 1.7.1, pour tout k ≥ 0, on a nk ≥ k. Donc, pour tout k, p ≥ N , on a
nk ≥ nN ≥ N et np ≥ nN ≥ N , d’où d(xnk

, xnp) < ε. Donc (xnk
)k≥0 est de Cauchy. �

Proposition 2.6.2. Soient (X, d) un espace métrique et (xn)n≥0 une suite de Cauchy
dans X.

1. La suite (xn)n≥0 est convergente si et seulement si elle possède une sous-suite
convergente. Autrement dit, une suite de Cauchy dans X possédant une valeur
d’adhérence est convergente. La valeur d’adhérence est alors unique, c’est la limite
de la suite.
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2. Pour toute suite (εk)k≥0 de nombres réels strictement positifs, il existe une sous-
suite (xnk

)k≥0 de (xn)n≥0 telle que d(xnk+1
, xnk

) < εk pour tout k ∈ N.

Démonstration. 1. D’après la proposition 1.7.2, toute sous-suite d’une suite conver-
gente est convergente. Réciproquement, supposons qu’il existe une sous-suite (xnk

)k≥0

de (xn)n≥0 qui converge vers un élément a ∈ X . Soit ε > 0, alors il existe N ∈ N tel
que pour tout n,m ≥ N , on ait d(xn, xm) < ε

2 , et il existe k0 ∈ N tel que pour tout
k ≥ k0, on ait d(xnk

, a) < ε
2 . D’après le lemme 1.7.1, pour tout k ≥ 0, on a nk ≥ k. Soit

p = max(N, k0), alors p ∈ N et pour tout n ≥ p, on a d(xn, xnp) <
ε
2 et d(xnp , a) <

ε
2 ,

d’où d(xn, a) ≤ (xn, xnp) + d(xnp , a) <
ε
2 + ε

2 = ε. Donc (xn)n≥0 converge vers a.
2. Pour tout k ∈ N, choisissons αk ∈ N tel que pour tout p, q ≥ αk, on ait d(xp, xq) < εk.
Soit nk = sup{αr ; 0 ≤ r ≤ k}+k, alors nk ∈ N et pour tout k ≥ 0, on a nk+1 > nk ≥ αk,
d’où on a d(xnk+1

, xnk
) < εk. �

Proposition 2.6.3. L’image d’une suite de Cauchy par une application uniformément
continue est de Cauchy.

Démonstration. Soient (X, d), (Y, d′) des espaces métriques, f : X −→ Y une applica-
tion uniformément continue et (xn)n≥0 une suite de Cauchy dans (X, d). Soit ε > 0.
Puisque f est uniformément continue, il existe η > 0 tel que pour tout x, z ∈ X vérifiant
d(x, z) < η, on ait d′(f(x), f(z)) < ε. Comme (xn)n≥0 est de Cauchy, alors il existe
N ∈ N tel que pour tout n,m ≥ N , on ait d(xn, xm) < η, d’où pour tout n,m ≥ N , on a
d′(f(xn), f(xm)) < ε. Par conséquent, la suite (f(xn))n≥0 est de Cauchy dans (Y, d′). �

Notons que l’hypothèse d’uniforme continuité n’est pas superflue dans la proposition
précédente. En effet, soient X = ]0, +∞[ muni de la topologie induite par R et f(x) = 1

x ,
alors f est un homéomorphisme de X sur X et si on note xn = 1

n , alors (xn)n≥1 est de
Cauchy dans X , mais (f(xn))n≥1 n’est pas de Cauchy dans X .
Notons également que la suite (xn)n≥1 n’est pas convergente dans X , donc une suite
de Cauchy n’est pas toujours convergente, d’où la nécessité de considérer la définition
suivante :

Définition 2.6.2. Soit (X, d) un espace métrique.

1. On dit que (X, d) est complet si toute suite de Cauchy dans (X, d) est convergente.

2. Un sous-ensemble A de (X, d) est dit complet si A muni de la distance induite est
un espace métrique complet.

L’importance fondamentale des espaces métriques complets réside dans le fait que, pour
démontrer qu’une suite est convergente dans un tel espace, il n’est pas nécessaire de
connâıtre d’avance la valeur de la limite.

Exemple 2.6.1. Un exemple fondamental d’espace métrique complet est l’ensemble R
muni de la distance usuelle, voir Appendice C.

Exemple 2.6.2. Soit (X, d) un espace métrique discret, alors (X, d) est complet car
on a d(x, y) = 1 si x �= y, donc toute suite de Cauchy dans X est stationnaire, donc
convergente.
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Il faut prendre garde qu’un espace métrique peut être homéomorphe à un espace métrique
complet sans être complet ; par exemple l’intervalle ouvert ] − 1, 1[ est homéomorphe à
R, qui est complet, mais ] − 1, 1[ n’est pas complet pour la métrique induite par celle

de R. On peut même observer que l’homéomorphisme x �−→ x

1 + |x| de R sur ] − 1, 1[

est uniformément continue. Cependant, on a un résultat en sens inverse concernant les
applications uniformément continues.

Proposition 2.6.4. Soient (X, d), (Y, d′) deux espaces métriques et f : X −→ Y
un homéomorphisme. Si f est uniformément continue et si Y est complet, alors X est
complet.

Démonstration. Soit (xn)n≥0 une suite de Cauchy dans (X, d). D’après la proposition
précédente, (f(xn))n≥0 est une suite de Cauchy dans (Y, d′), donc elle converge vers un
élément � ∈ Y . Puisque f−1 est continue de Y dans X , alors (xn)n≥0 converge vers
f−1(�) ∈ X . Donc (X, d) est complet. �

On déduit des propositions 2.6.3 et 2.6.4 le résultat suivant :

Corollaire 2.6.1. Soient X un ensemble et d, d′ des distances uniformément équiva-
lentes sur X. Alors on a :

1. Toute suite de Cauchy pour l’une des distances est de Cauchy pour l’autre.

2. Les espaces métriques (X, d) et (X, d′) sont simultanément complets ou non com-
plets.

Remarque 2.6.2. 1. SoitX = ]0,+∞[ et pour tout x, y ∈ X , soient d1(x, y) = |x−y|
et d2(x, y) =

∣∣ 1
x − 1

y

∣∣. Alors on a :

(i) d1 et d2 sont des distances topologiquement équivalentes, mais elles ne sont
pas uniformément équivalentes.

(ii) d1 et d2 n’ont pas les mêmes suites de Cauchy.

2. Pour tout x, y ∈ R, soient d1(x, y) = |x− y| et d2(x, y) = |x3 − y3|. Alors on a :

(i) d1 et d2 sont des distances topologiquement équivalentes, mais elles ne sont
pas uniformément équivalentes.

(ii) d1 et d2 ont les mêmes suites de Cauchy

Remarque 2.6.3. Si (X, d) et (Y, d′) sont des espaces métriques isométriques, alors
(X, d) et (Y, d′) sont simultanément complets ou non complets.

Exemple 2.6.3. L’espace métrique (R, d ) est complet car il est isométrique à l’intervalle
fermé [−1, 1] qui est complet.

Proposition 2.6.5. Soit A un sous-ensemble d’un espace métrique (X, d).

1. Si A est complet, alors A est fermé dans X.

2. Si A est dense dans X et A �= X, alors A n’est pas complet.
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3. Si (X, d) est complet et si A est fermé dans X, alors A est complet.

Démonstration. 1. Soit x ∈ A, alors il existe une suite (an)n≥0 dans A convergeant
vers x. Par conséquent, (an)n≥0 est de Cauchy dans A. Or A est complet, donc (an)n≥0

converge vers un élément a ∈ A. Comme la limite d’une suite est unique dans un espace
métrique, on en déduit que x = a ∈ A. Par conséquent, on a A = A, donc A est fermé
dans X .
2. Ceci résulte immédiatement de 1.
3. Soit (an)n≥0 une suite de Cauchy dans A. Alors (an)n≥0 est de Cauchy dans X qui est
complet, donc (an)n≥0 converge vers un élément x ∈ X . Or A est fermé dans X , donc
x ∈ A. Par conséquent, A est complet. �

Proposition 2.6.6. Soient (Xi, di), 1 ≤ i ≤ p, une famille finie d’espaces métriques.
Alors l’espace métrique produit X = X1 × · · · ×Xp est complet si et seulement si pour
tout i ∈ {1, . . . , p}, (Xi, di) est complet. En particulier, pour tout p ≥ 1, les espaces
métriques Rp et Cp sont complets.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 2 du supplément.

Proposition 2.6.7. Soit
(
(Xn, dn)

)
n≥0

une suite d’espaces métriques. Alors l’espace

métrique produit X =
∏
n≥0

Xn est complet si et seulement si pour tout n ≥ 0, (Xn, dn)

est complet.

Démonstration. D’après le corollaire 2.6.1 et la proposition 2.3.5, un espace métrique
(Y, d) est complet si et seulement si (Y, d′) est complet, où d′ = min(1, d). Donc on peut
supposer que pour tout n ≥ 0, dn ≤ 1, et dans ce cas, la distance D1 sur X est définie
par :

D1(x, y) =

+∞∑
n=0

dn(xn, xy)

2n
.

Supposons d’abord que (X, D1) est complet. Soit a = (an)n≥0 ∈ X . Pour tout p ≥ 0,
l’application

Xp −→ X
zp �−→ (xn)n≥0

où xp = zp et xn = an si n �= p, est uniformément continue et est un homéomorphisme
sur son image qui est fermée dans X , donc complète. D’après les propositions 2.6.4 et
2.6.5, l’espace (Xp, dp) est alors complet. Réciproquement, supposons que pour tout
n ≥ 0, l’espace (Xn, dn) est complet. Soit (ξp)p≥0 une suite de Cauchy dans (X, D1), où
ξp = (xp,n)n≥0, avec xp,n ∈ Xn. Pour tout n ≥ 0 et tout p, q ≥ 0, on a dn(xp,n, xq,n) ≤
2nD(ξp, ξq), donc la suite (xp,n)p≥0 est de Cauchy dans (Xn, dn). Par conséquent, il
existe xn ∈ Xn tel que lim

p→+∞ dn(xp,n, xn) = 0. Soit x = (xn)n≥0, alors x ∈ X et d’après

la proposition 1.7.3, la suite (ξp)p≥0 converge vers x dans l’espace métrique produit X .
Pour la commodité du lecteur, donnons une autre preuve directe du fait que la suite
(ξp)p≥0 converge vers x dans l’espace métrique produit (X, D1). Soit ε > 0, il existe

N ∈ N tel que

+∞∑
n=N+1

1

2n
<

ε

2
. Pour tout n ∈ {0, . . . , N}, on a lim

p→+∞ dn(xp,n, xn) = 0,
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donc il existe p0 ∈ N tel que pour tout p ≥ p0 et pour tout n ∈ {0, . . . , N}, on ait
dn(xp,n, xn) <

ε
4 . Alors pour tout p ≥ p0, on a :

D1(ξp, x) =

N∑
n=0

dn(xp,n, xn)

2n
+

+∞∑
n=N+1

dn(xp,n, xn)

2n
< ε

4

N∑
n=0

1

2n
+ ε

2 < ε .

Par conséquent, la suite (ξp)p≥0 converge vers x = (xn)n≥0 dans (X, D1). Donc (X, D1)
est complet. �

Théorème 2.6.1 (Cantor). Soit (X, d) un espace métrique. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) L’espace (X, d) est complet.

(ii) L’intersection de toute suite décroissante (Fn)n≥0 de parties fermées non vides de
(X, d) telle que lim

n→+∞ δ(Fn) = 0 contient un point et un seul.

(iii) Toute famille filtrante croissante de Cauchy dans (X, d) est convergente.

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 2 du supplément.
On notera que la condition relative au diamètre est essentielle dans le théorème précédent.
En effet, il suffit de considérer Fn = [n,+∞[ dans R qui est complet, alors (Fn)n≥0 est
une suite décroissante de fermés non vides dans R dont l’intersection est vide.

Théorème 2.6.2 (théorème de prolongement). Soient (X, d) et (Y, d′) des espaces
métriques, A une partie dense dans X et f : A −→ Y une application uniformément
continue. Si (Y, d′) est complet, f se prolonge de manière unique en une application
continue f̃ : X −→ Y . De plus, f̃ elle-même est uniformément continue.

Démonstration. Soit x ∈ X . Alors il existe une suite (an)n≥0 dans A telle que lim
n→+∞ an

= x. Donc (an)n≥0 est de Cauchy dans A. Puisque f est uniformément continue, d’après
la proposition 2.6.3, (f(an))n≥0 est alors de Cauchy dans Y . Or Y est complet, donc
il existe y ∈ Y tel que lim

n→+∞ f(an) = y. Soit (bn)n≥0 une autre suite dans A telle que

lim
n→+∞ bn = x. Montrons que la suite (f(bn))n≥0 converge aussi vers y. Soit ε > 0. Puisque

f est uniformément continue, il existe η > 0 tel que pour tout a, b ∈ A vérifiant d(a, b) <
η, on ait d′(f(a), f(b)) < ε. Comme on a lim

n→+∞ d(an, bn) = d(x, x) = 0, voir remarque

2.2.1, il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait d(an, bn) < η, d’où pour tout n ≥ N ,
on a d′(f(an), f(bn)) < ε. Or on a 0 ≤ d′(f(bn), y) ≤ d′(f(an), f(bn)) + d′(f(an), y), on
en déduit que lim

n→+∞ d′(f(bn), y) = 0, i.e. lim
n→+∞ f(bn) = y = lim

n→+∞ f(an). On pose

f̃(x) = y, alors f̃ est une application bien définie de X dans Y et pour tout a ∈ A, on
a f̃(a) = f(a). Montrons que f̃ est uniformément continue. Utilisons encore une fois de
plus le fait que f est uniformément continue. Soient x, z ∈ X tels que d(x, z) < η

2 . Soient
(an)n≥0 et (bn)n≥0 deux suites dans A convergeant respectivement vers x et z. D’où on

a lim
n→+∞ f(an) = f̃(x) et lim

n→+∞ f(bn) = f̃(z). Comme on a lim
n→+∞ d(an, bn) = d(x, z),

alors il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait d(an, bn) < η, d’où pour tout
n ≥ N , on a d′(f(an), f(bn)) < ε. On a aussi lim

n→+∞ d′(f(an), f(bn)) = d(f̃(x), f̃(z)),
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d’où d(f̃ (x), f̃(z)) ≤ ε < 2ε. Ainsi, pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que pour tout

x, z ∈ X vérifiant d(x, z) <
η

2
, on ait d′(f̃(x), f̃ (z)) < 2ε. Donc f̃ est uniformément

continue. L’unicité de f̃ résulte de la proposition 1.5.5. �

Remarque 2.6.4. Soient X = [0, 1], A = [0, 1[ et considérons l’application suivante :

f : A −→ R

x �−→ 1

1− x

Alors A est dense dans X , R est un espace métrique complet et f est une application
continue, mais f ne se prolonge pas par continuité sur X . Donc l’hypothèse f est
uniformément continue dans le théorème précédent n’est pas superflue.

Définition 2.6.3. Soient X un ensemble et f : X −→ X une application. On dit qu’un
point a ∈ X est un point fixe de f lorsque l’on a f(a) = a.

Théorème 2.6.3 (théorème du point fixe). Soient (X, d) un espace métrique complet
et f : X −→ X une application contractante de rapport k. Alors on a :

1. L’application f possède un unique point fixe a ∈ X.

2. Pour tout x ∈ X, on a a = lim
n→+∞ fn(x) et d

(
a, fn(x)

)
≤ kn

1− k
d
(
x, f(x)

)
, pour

tout n ≥ 0, où f0 = idX et fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n fois

l’application f composée avec

elle-même n fois.

Démonstration. Montrons d’abord l’unicité. Soient a, b ∈ X tels que f(a) = a et
f(b) = b. Alors on a d(a, b) = d(f(a), f(b)) ≤ k d(a, b), d’où 0 ≤ (1− k) d(a, b) ≤ 0. Donc
on a (1− k) d(a, b) = 0. Or 1− k �= 0, d’où d(a, b) = 0, i.e. a = b.
Montrons l’existence du point fixe. Soit x0 = x ∈ X , et pour tout n ≥ 1, on pose
xn = f(xn−1), i.e. xn = fn(x0). Montrons par récurrence que pour tout n ≥ 0, on a :

d(xn+1, xn) ≤ kn d(x1, x0) . (Pn)

Si n = 0, on a d(xn+1, xn) = d(x1, x0) = k0 d(x1, x0), donc (P0) est vraie. Supposons que
(Pn) est vraie, et montrons qu’alors (Pn+1) est vraie. On a :

d(xn+2, xn+1) = d
(
fn+2(x0), f

n+1(x0)
)

= d
(
f(fn+1(x0)), f(f

n(x0))
)

≤ k d
(
fn+1(x0), f

n(x0)
)

= k d(xn+1, xn)

≤ kkn d(x1, x0) = kn+1 d(x1, x0) .

Donc (Pn+1) est vraie. Par conséquent, pour tout n ≥ 0, (Pn) est vraie.
On a d(xn+p, xn) ≤ d(xn+p, xn+p−1) + d(xn+p−1, xn+p−2) + · · · + d(xn+1, xn), d’où
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d(xn+p, xn) ≤
(
kn+p−1 + · · · + kn

)
d(x1, x0). Or on a kn + · · · + kn+p−1 =

kn − kn+p

1− k
,

donc d(xn+p, xn) ≤ kn(1 − kp)

1− k
d(x1, x0) ≤ kn

1− k
d(x1, x0). Comme on a k ∈ [0, 1[,

alors lim
n→+∞ kn = 0, d’où lim

n→+∞
kn

1− k
d(x1, x0) = 0. Donc, pour tout ε > 0, il existe

N ∈ N tel que pour tout n ≥ N et pour tout p ≥ 0, on ait d(xn+p, xn) < ε. Autrement
dit, la suite (xn)n≥0 est de Cauchy dans (X, d) qui est complet, donc il existe a ∈ X
tel que lim

n→+∞ xn = a. Comme on a 0 ≤ d(f(a), xn) ≤ k d(a, xn−1), lim
n→+∞ d(f(a), xn) =

d(f(a), a) et lim
n→+∞ d(a, xn−1) = d(a, a) = 0, alors d(f(a), a) = 0, i.e. f(a) = a. Autrement

dit, a est un point fixe de f . Comme on a d
(
fn+p(x0), f

n(x0)
)
≤ kn

1− k
d(x0, f(x0)),

pour tout p, n ∈ N, et puisque on a aussi a = lim
p→+∞ fn+p(x0), alors d

(
a, fn(x0)

)
≤

kn

1− k
d(x0, f(x0)). �

Remarque 2.6.5. 1. Si k ≥ 1, alors le théorème précédent n’est plus vrai. En effet,
soit X = N, muni de la distance euclidienne, alors X est complet. Si k ∈ N∗ et
f : X −→ X est définie par f(n) = kn+ 1, on a d(f(n), f(m)) = |f(n)− f(m)| =
k |n−m| = k d(n,m), mais f n’admet aucun point fixe.

2. Si (X, d) n’est pas complet, le théorème précédent n’est plus vrai. En effet, si X =
]0, 1], muni de la distance euclidienne, alors X n’est pas complet, et si f : X −→ X
est définie par f(x) = x

2 , alors f est contractante, mais f n’admet aucun point fixe.

3. Si (X, d) est un espace métrique et f : X −→ X est contractante, alors pour tout
x, y ∈ X tels que x �= y, on a d(f(x), f(y)) < d(x, y). Mais le réciproque est en
général fausse. En effet, il suffit de considérer X = [0,+∞[ (complet) et f(x) =√

x2 + 1. Alors pour tout x, y ∈ X tels que x �= y, on a d(f(x), f(y)) < d(x, y),
mais f n’est pas contractante, car f n’admet aucun point fixe.

Corollaire 2.6.2. Soient (X, d) un espace métrique complet et f : X −→ X une
application telle qu’il existe p ∈ N∗ tel que fp soit contractante. Alors on a :

1. L’application f possède un unique point fixe a ∈ X.

2. Pour tout x ∈ X, on a a = lim
n→+∞ fn(x).

Démonstration. 1. D’après le théorème précédent, il existe un unique point a ∈ X tel
que fp(a) = a, d’où on a f(a) = f(fp(a)) = fp(f(a)). Donc f(a) est aussi un point fixe
de fp. Par conséquent, on a f(a) = a. Donc a est un point fixe de f . Soit b ∈ X tel que
f(b) = b, alors on a fp(b) = b, d’où a = b.
2. Soient x0 = x ∈ X , et pour tout n ≥ 1, on pose xn = f(xn−1), i.e. xn = fn(x0).
Soit r ∈ {0, . . . , p− 1}, d’après le théorème précédent, la suite définie par y0 = f r(x0) et
yn = fp(yn−1) converge vers a. Autrement dit, la suite (xnp+r)n≥0 converge vers a. Donc,
pour tout ε > 0, il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N et pour tout r ∈ {0, . . . , p−1},
on ait d(xnp+r , a) < ε. Soit n0 = Np, alors n0 ∈ N. Soit m ∈ N tel que m ≥ n0. En
faisant la division euclidienne de m par p, on obtient n ∈ N et r ∈ {0, . . . , p− 1} tels que
n ≥ N et m = np+ r, d’où on a d(xm, a) < ε. Par conséquent, pour tout ε > 0, il existe
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n0 ∈ N tel que pour tout m ≥ n0, on ait d(xm, a) < ε. Autrement dit, la suite (xn)n≥0

converge vers a. �

Remarque 2.6.6. Dans le corollaire précédent, f n’est pas en général continue. Par
exemple, si f : R −→ R est définie par f(x) = 1 si x ∈ ]0, 1[ et f(x) = 0 si x �∈ ]0, 1[,
alors f est discontinue, f ◦ f = 0, donc f ◦ f est contractante et l’unique point fixe de f
est zéro.

Définition 2.6.4. Soient X un ensemble et (Y, d) un espace métrique. Une application
f : X −→ Y est dite bornée si f(X) est un sous-ensemble borné de Y , i.e. il existe
λ > 0 tel que pour tout a, b ∈ X , on ait d(f(a), f(b)) ≤ λ.

Notations. Soient X un ensemble et (Y, d) un espace métrique.

1. On note B(X, Y ) l’ensemble des applications bornées définies sur X et à valeurs
dans Y .

2. On suppose de plus que X est un espace topologique. On note :

(i) C(X, Y ) l’ensemble des applications continues de X dans Y .

(ii) Cb(X, Y ) l’ensemble des applications continues bornées de X dans Y .

(iii) C(X) = C(X, K) et Cb(X) = Cb(X, K).

Proposition 2.6.8. Soient X un ensemble et (Y, d) un espace métrique.

1. Pour f, g ∈ B(X, Y ), on pose d∞(f, g) = sup
x∈X

d(f(x), g(x)). Alors d∞ est une

distance sur B(X, Y ), appelée distance de la convergence uniforme.

2. Si (Y, d) est complet, alors B(X, Y ) est complet pour la distance d∞.

3. On suppose maintenant X un espace topologique. Alors on a :

(i) Cb(X, Y ) est fermé dans B(X, Y ).

(ii) Si (Y, d) est complet, alors
(
Cb(X, Y ), d∞

)
est complet.

4. L’espace métrique
(
C([0, 1]), d∞

)
est complet.

Démonstration. 1. Soit a ∈ X . Pour tout x ∈ X , on a :

d(f(x), g(x)) ≤ d(f(x), f(a)) + d(f(a), g(a)) + d(g(a), g(x))

≤ δ(f(X)) + d(f(a), g(a)) + δ(g(X)) < +∞.

Donc d∞(f, g) est bien défini. Soient f, g, h ∈ B(X, Y ). Il est clair que d∞(f, g) = 0
si et seulement si f = g. Pour tout x ∈ X , on a d(f(x), g(x)) = d(g(x), f(x)), d’où
d∞(f, g) = d∞(g, f). Pour tout x ∈ X , on a :

d(f(x), h(x)) ≤ d(f(x), g(x)) + d(g(x), h(x)) ≤ d∞(f, g) + d∞(g, h) .

Par conséquent, on a d∞(f, h) ≤ d∞(f, g)+ d∞(g, h). Donc d∞ est bien une distance sur
B(X, Y ).
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2. Soit (fn)n≥0 une suite de Cauchy dans
(
B(X, Y ), d∞

)
. Soit ε > 0, alors il existe

N ∈ N tel que pour tous n ≥ N et m ≥ N , on ait d∞(fn, fm) < ε. Donc on a :

Pour tous n ≥ N et m ≥ N, et pour tout x ∈ X, on a d(fn(x), fm(x)) < ε . (∗)

Par conséquent, pour tout x ∈ X , la suite (fn(x))n≥0 est de Cauchy dans (Y, d). Donc
la suite (fn(x))n≥0 est convergente vers un élément de Y que l’on note f(x). Ainsi, on
définit une application f : X −→ Y telle que pour tout x ∈ X , on ait lim

n→+∞ fn(x) =

f(x). Il s’agit maintenant de montrer que f est bornée et que (fn)n≥0 converge vers
f dans

(
B(X, Y ), d∞

)
. Comme on a d(fN (x), f(x)) = lim

m→+∞ d(fN (x), fm(x)), alors,

d’après l’équation (∗), pour tout x ∈ X , on a d(fN (x), f(x)) ≤ ε. Or fN est bornée,
donc il existe y ∈ Y et r > 0 tels que pour tout x ∈ X , on ait fN (x) ∈ B′(y, r).
Par conséquent, pour tout x ∈ X , on a f(x) ∈ B′(y, r + ε). Donc f est bornée, i.e.
f ∈ B(X, Y ). Encore une fois de plus, on utilise l’équation (∗) ; pour tout n ≥ N , on a
d(fn(x), f(x)) = lim

m→+∞ d(fn(x), fm(x)), d’où pour tout n ≥ N et pour tout x ∈ X , on a

d(fn(x), f(x)) ≤ ε, donc d∞(fn, f) ≤ ε. Par conséquent, pour tout ε > 0, il existe N ∈ N
tel que pour tout n ≥ N , on ait d∞(fn, f) ≤ ε. Autrement dit, la suite (fn)n≥0 converge
vers f dans

(
B(X, Y ), d∞

)
. Donc

(
B(X, Y ), d∞

)
est complet.

3(i). Soient (fn)n≥0 une suite dans Cb(X, Y ) et f ∈ B(X, Y ) tels que lim
n→+∞ d∞(fn, f)

= 0. Il s’agit de montrer qu’alors f ∈ Cb(X, Y ), i.e. f est continue. Soient ε > 0 et
x0 ∈ X . Alors il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N et pour tout x ∈ X , on ait
d(fn(x), f(x)) < ε. Puisque fN est continue en x0, alors il existe un voisinage Vx0 de x0

dans X tel que pour tout x ∈ Vx0 , on ait d(fN (x), fN (x0)) < ε. Donc, pour tout x ∈ Vx0 ,
on a d(f(x), f(x0)) ≤ d(f(x), fN (x)) + d(fN (x), fN (x0)) + d(fN (x0), f(x0)) < 3ε. Par
conséquent, f est continue en x0, donc f est continue. Donc Cb(X, Y ) est fermé dans(
B(X, Y ), d∞

)
.

3(ii). Ceci résulte de ce qui précède et de la proposition 2.6.5.
4. Puisque toute fonction continue sur [0, 1] et à valeurs dans K est bornée, alors on a
C([0, 1]) = Cb([0, 1]). Il résulte de 3(ii) que

(
C([0, 1]), d∞

)
est complet. �

2.7 Complétion des espaces métriques

Si un espace métrique (X, d) n’est pas complet, on peut toujours construire un espace

métrique complet (X̂, d̂ ) de manière que X soit isométrique à un sous-ensemble dense

de X̂, et un tel espace (X̂, d̂ ) est unique à isométrie près, i.e. si (Y, d′) est un autre
espace métrique complet tel que X soit isométrique à un sous-ensemble dense de Y , alors
il existe une isométrie de X̂ sur Y dont la restriction à X est l’application identité. Un tel
espace (X̂, d̂ ) est appelé une complétion de (X, d) et X̂ est appelé un complété de X .
Habituellement pour construire un complété de X , on utilise les suites de Cauchy dans
X , comme dans la construction de R à partir du corps des nombres rationnels Q. On
va donner dans ce paragraphe une autre construction plus élégante de X̂. Soit Cb(X, R)
l’ensemble des applications continues bornées deX dans R. Pour f, g ∈ Cb(X, R), on pose
d∞(f, g) = sup

x∈X
|f(x)− g(x)|. D’après la proposition 2.6.8,

(
Cb(X, R), d∞

)
est un espace

métrique complet. Soit a ∈ X , et pour tout x, y ∈ X , on pose φx(y) = d(x, y) − d(y, a).
Il est clair que φx est continue sur X et que pour tout y ∈ X , on a |φx(y)| ≤ d(x, a).
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Donc on a φx ∈ Cb(X, R). L’application :

Φ : X −→ Cb(X, R)
x �−→ φx

est isométrique. En effet, on a :

d∞(φx, φx′) = sup
y∈X

|φx(y)− φx′(y)| = sup
y∈X

|d(x, y)− d(x′, y)| = d(x, x′) .

On pose X̂ = Φ(X), l’adhérence de Φ(X) dans
(
Cb(X, R), d∞

)
. Alors (X̂, d∞ ) est

un espace métrique complet et Φ : X −→ X̂ est une application isométrique telle que
Φ(X) soit dense dans X̂. Donc on peut identifier X à Φ(X) et considérer X comme un

sous-ensemble dense de X̂. On résume cette construction par le théorème suivant :

Théorème 2.7.1. Soit (X, d) un espace métrique. Alors on a :

1. Il existe un espace métrique complet (X̂, d̂ ) et il existe une application isométrique

i : X −→ X̂ telle que i(X) soit dense dans X̂, et ainsi, on peut identifier X à i(X),

et considérer X comme un sous-ensemble dense de X̂.

2. Si (Y, d′) est un espace métrique complet et s’il existe une application isométrique
j : X −→ Y telle que j(X) soit dense dans Y , alors il existe † une unique application
continue ϕ : X̂ −→ Y telle que le diagramme suivant soit commutatif.

X Y

X̂

�j

���i ���ϕ

De plus ϕ est une isométrie de X̂ sur Y . Autrement dit, (X̂, d̂ ) et (Y, d′) sont
isométriques.

Remarque 2.7.1. Soient (X, d), (Y, d′) deux espaces métriques et f : X −→ Y une
application uniformément continue. Alors, par le théorème de prolongement, il existe une
unique application f̂ : X̂ −→ Ŷ uniformément continue telle que le diagramme suivant
soit commutatif.

X Y

X̂ Ŷ

�f

�
i

�
i

�f̂

En particulier, si d1 et d2 sont deux distances uniformément équivalentes sur un ensemble
X , alors il existe une unique application bijective ϕ : (X̂, d̂1) −→ (X̂, d̂2) dont la
restriction àX est l’identité, et telle que ϕ et ϕ−1 sont uniformément continues. Autrement
dit, deux distances uniformément équivalentes engendrent deux complétés uniformément
équivalents.

†Voir théorème 2.6.2.
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Remarque 2.7.2. Deux distances topologiquement équivalentes sur un même ensemble
n’engendrent pas toujours le même complété. En effet, siX = ]−1, 1[ et si d est la distance

usuelle sur X , alors on a (X̂, d̂ ) = ([−1, 1], d). D’autre part, X est homéomorphe à R

via l’application f : x �−→ x

1− |x| , et si on considère la distance d′ sur X définie par

d′(x, y) = d(f(x), f(y)), alors d et d′ sont topologiquement équivalentes et f devient une

isométrie de (X, d′) sur (R, d) qui est complet, donc on a (X̂, d̂′) = (X, d′) = (R, d).
Mais les deux espaces ([−1, 1], d) et (R, d) ne sont pas homéomorphes.

Exemple 2.7.1. Soient (Y, d) est un espace métrique complet et X un sous-ensemble
de Y . Soit X l’adhérence de X dans (Y, d). Alors (X, d) est le complété de (X, d).

Exemple 2.7.2. On note C0(R) l’ensemble des fonctions continues sur R et tendant
vers 0 à l’infini, i.e. f ∈ C0(R) si f : R −→ K est continue et si pour tout ε > 0, il
existe A > 0 tel que pour tout x �∈ [−A, A], on ait |f(x)| < ε. On note Cc(R) l’ensemble
des fonctions numériques continues et à support �� compact �� dans R, i.e. f ∈ Cc(R) si
f : R −→ K est continue et s’il existe A > 0 tel que pour tout x �∈ [−A, A], on ait
f(x) = 0. On a Cc(R) ⊂ C0(R) ⊂ Cb(R, K), et on munit Cb(R, K) de la distance de la
convergence uniforme d∞. Alors on a :

1. C0(R) est fermé dans Cb(R, K), donc
(
C0(R), d∞

)
est complet.

2. Cc(R) est dense dans
(
C0(R), d∞

)
, donc

(
C0(R), d∞

)
est le complété de(

Cc(R), d∞
)
.

En effet, il est clair que l’on a C0(R) ⊂ Cb(R, K). Soient (fn)n≥0 une suite dans C0(R)
et f ∈ Cb(R, K) tels que lim

n→+∞ d∞(fn, f) = 0. Il s’agit de montrer qu’alors f ∈ C0(R).

Soit ε > 0, il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N et pour tout x ∈ X , on ait
|fn(x) − f(x)| < ε, d’où pour tout x ∈ X , on a |f(x)| < ε + |fN (x)|. Comme on a
fN ∈ C0(R), alors il existe A > 0 tel que pour tout x �∈ [−A, A], on ait |fN (x)| < ε.
Donc, pour tout x �∈ [−A, A], on a |f(x)| < 2ε. Par conséquent, on a f ∈ C0(R). Donc
C0(R) est fermé dans Cb(R, K). On déduit des propositions 2.6.5 et 2.6.8 que

(
C0(R), d∞

)
est complet.
2. Soit f ∈ C0(R). Pour tout n ∈ N∗, soit hn ∈ Cc(R) dont le graphe est ci-dessous :

y

x

hn

0−n− 1 −n n n+ 1

1

Soit fn = hnf , alors fn ∈ Cc(R). Soit ε > 0, il existe N ∈ N tel que pour tout x �∈
[−N,N ], on ait |f(x)| < ε. Alors, pour tout n ≥ N et pour tout x ∈ R, on a |fn(x) −
f(x)| ≤ 2ε, d’où d∞(fn, f) ≤ 2ε. Par conséquent, Cc(R) est dense dans (C0(R), d∞),
donc (C0(R), d∞) est le complété de (Cc(R), d∞).
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2.8 Espaces de Baire

Proposition 2.8.1. Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) Pour toute famille dénombrable
(
Fn

)
n≥0

de fermés de X telle que X = ∪
n≥0

Fn, la

réunion des intérieurs ∪
n≥0

◦
Fn est dense dans X.

(ii) La réunion de toute famille dénombrable de fermés de X d’intérieurs vides est
d’intérieur vide.

(iii) L’intersection de toute famille dénombrable d’ouvertes de X et denses dans X est
dense dans X.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soit (Fn)n≥0 une suite de fermés

de X d’intérieurs vides. Montrons que Y = ∪
n≥0

Fn est d’intérieur vide. Si
◦
Y �= ∅, alors

F = X\
◦
Y est un fermé dans X tel que F �= X et on a X = F ∪ ∪

n≥0
Fn. Par hypothèse,

la réunion
◦
F ∪ ∪

n≥0

◦
Fn est dense dans X . Or, pour tout n ≥ 0, on a

◦
Fn = ∅, on en déduit

que
◦
F est dense dans X , donc F est un fermé dense dans X , d’où F = X ce qui est

impossible. Donc on a
◦
Y = ∅.

Montrons l’implication (ii) =⇒ (iii). Soit (Un)n≥0 une suite d’ouverts de X et denses
dans X . Soit U = ∩

n≥0
Un, et pour tout n ≥ 0, soit Fn = X \ Un. Alors pour tout

n ≥ 0, Fn est un fermé dans X et on a
◦
Fn = X \ Un = ∅, voir proposition 1.2.2. Donc

X \ U = ∪
n≥0

X \ Un = ∪
n≥0

Fn est d’intérieur vide, d’où on a X \ U = ∅. Donc U est

dense dans X .
Montrons l’implication (iii) =⇒ (i). Soit (Fn)n≥0 une suite de fermés dans X telle que

X = ∪
n≥0

Fn. Pour tout n ≥ 0, soit Kn = Fn\
◦
Fn, alors Kn est un fermé de X tel que

◦
Kn = ∅. Soit Un = X \Kn, alors Un est un ouvert dense dans X . Par conséquent, ∩

n≥0
Un

est dense dans X et on a ∩
n≥0

Un = X \ ∪
n≥0

Kn. On a Fn = Kn∪
◦
Fn, donc ∪

n≥0

◦
Fn contient

le complémentaire de ∪
n≥0

Kn, on en déduit que ∪
n≥0

◦
Fn est dense dans X . �

Définition 2.8.1. Un espace topologique X est dit espace de Baire si X vérifie l’une
des propriétés de la proposition précédente.

Exemple 2.8.1. Tout espace topologique discret est un espace de Baire.

Exemple 2.8.2. L’ensemble des rationnels Q muni de la topologie induite par R n’est
pas un espace de Baire.

Proposition 2.8.2. Tout ouvert d’un espace de Baire est un espace de Baire.
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Démonstration. Soient X un espace de Baire et U un ouvert de X . Soit (Un)n≥0 une
suite d’ouverts denses dans U . Alors, pour tout n ≥ 0, Un est un ouvert de X et on a
Un ∩ U = U , voir exercice 1.24. Soit F = ∩

n≥0
Un, alors F est un fermé de X et on a

U ⊂ F . Soit V = X \ F , alors V est un ouvert de X . On pose Vn = Un ∪ V , alors Vn

est un ouvert de X et on a Vn = Un ∪ V = X . Puisque X est un espace de Baire, alors
∩

n≥0
Vn =

(
∩

n≥0
Un

)
∪ V est dense dans X . D’où on a

(
∩

n≥0
Un

)
∪ V = X . Par conséquent,

on a U = X ∩ U =
(

∩
n≥0

Un ∩ U
)
∪
(
V ∩ U

)
. Or on a V ∩ U = ∅, d’où U = ∩

n≥0
Un ∩ U .

Autrement dit, ∩
n≥0

Un est dense dans U . Donc U est un espace de Baire. �

Théorème 2.8.1 (Baire). Soit (X, d) un espace métrique complet. Alors X est un
espace de Baire.

Démonstration. Soit (Un)n≥0 une suite d’ouverts deX et denses dansX . Pour montrer
que ∩

n≥0
Un est dense dans X , d’après la proposition 1.2.4, il suffit de montrer que pour

tout ouvert non vide V de X , V ∩ ∩
n≥0

Un �= ∅. Comme U0 est dense dans X , alors

V ∩ U0 �= ∅, et soit x0 ∈ V ∩ U0. Comme V ∩ U0 est un ouvert de X , il existe r0 > 0 tel
que r0 ≤ 1 et B(x0, 2r0) ⊂ V ∩U0. On construit, par récurrence sur n, une suite (xn)n≥0

dans X et une suite (rn)n≥0 de nombres réels strictement positifs tels que rn ≤ 2−n

et B(xn, 2rn) ⊂ Un ∩ B(xn−1, rn−1), pour tout n ≥ 1. En effet, on a déjà construit
x0 et r0 et supposons xn et rn construits ; comme Un+1 est dense dans X , il existe
xn+1 ∈ Un+1 ∩ B(xn, rn). Comme Un+1 ∩ B(xn, rn) est ouvert, il existe 0 < rn+1 ≤
2−n−1 tel que B(xn+1, 2rn+1) ⊂ Un+1 ∩ B(xn, rn). Soit Bn = B′(xn, rn), on a Bn+1 ⊂
B(xn+1, 2rn+1) ⊂ B(xn, rn) ⊂ Bn. Comme l’espace (X, d) est complet et les Bn forment
une suite décroissante de fermés non vides dont les diamètres tendent vers 0, d’après le
théorème de Cantor, on a ∩

n≥0
Bn �= ∅. Or B0 ⊂ V et, pour tout n ≥ 0, on a Bn ⊂ Un,

donc ∩
n≥0

Bn ⊂ V ∩ ∩
n≥0

Un. Par conséquent, on a V ∩ ∩
n≥0

Un �= ∅. Donc ∩
n≥0

Un est dense

dans X . �

Soit (fn)n≥0 une suite de fonctions continues de [0, 1] dans R telle que pour tout x ∈ [0, 1],
la suite (fn(x))n≥0 converge vers un point f(x) ∈ R. Il existe des exemples qui montrent
que f n’est pas toujours continue sur [0, 1]. La question maintenant est de savoir s’il
existe une telle suite (fn)n≥0 telle que f soit discontinue partout sur [0, 1] ou bien de
savoir s’il y a un moyen pour contrôler la discontinuité de f . Le théorème suivant répond
à cette question.

Théorème 2.8.2. Soient X un espace de Baire, (Y, d) un espace métrique, f une
application de X dans Y et (fn)n≥0 une suite d’applications continues de X dans Y telle
que pour tout x ∈ X, la suite (fn(x))n≥0 converge vers f(x) dans Y . Soit C l’ensemble
des points de X en lesquels f est continue. Alors C est dense dans X.

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 2 du supplément.

2.9 Écarts

Pour tout t ∈ [0, +∞], on convient que t ≤ +∞ et que t+ (+∞) = (+∞) + t = +∞.
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Définition 2.9.1. Un écart sur un ensemble X est une application :

e : X ×X −→ [0, +∞]
(x, y) �−→ e(x, y)

possédant, pour tous x, y, z ∈ X , les propriétés suivantes :

1. e(x, x) = 0 ;

2. e(x, y) = e(y, x) ;

3. e(x, z) ≤ e(x, y) + e(y, z).

La seule différence avec la notion de distance est donc que e peut prendre la valeur +∞,
et que l’on peut avoir e(x, y) = 0 alors que x et y sont deux points distincts de X .

Définition 2.9.2. Soit e un écart sur un ensemble X . On dit que l’écart e est fini si
pour tout x, y ∈ X , on a e(x, y) �= +∞. On dit aussi que l’écart e est séparé si pour
tout x, y ∈ X , e(x, y) = 0 =⇒ x = y.

Exemple 2.9.1. Soit X un ensemble.

1. Une distance sur X est un écart fini et séparé.

2. Soient (Y, d) un espace métrique et f : X −→ Y une application. Si pour tout
x, y ∈ X , on pose e(x, y) = d(f(x), f(y)), alors e est un écart fini sur X et e est
séparé si f est injective.

3. Si f : X −→ K est une application, alors ef (x, y) = |f(x) − f(y)| est un écart fini
sur X .

Proposition 2.9.1. Soit X un ensemble.

1. Si (ei)i∈I est une famille d’écarts sur X et e = sup
i∈I

ei, alors e est un écart sur X.

2. Soit d une distance sur X. Alors il existe une famille A d’applications de X dans
R telle que d = sup

f∈A
ef .

Démonstration. 1. Ceci est clair.
2. Soit A =

{
f : X −→ R ; |f(u) − f(v)| ≤ d(u, v) pour tout u, v ∈ X

}
. Alors on a

sup
f∈A

ef ≤ d. Réciproquement, pour tout x ∈ X , soit fx(u) = d(u, x), alors fx ∈ A et on a

efx(x, y) = d(x, y). Par conséquent, on a
(
sup
f∈A

ef
)
(x, y) ≥ efx(x, y) = d(x, y), d’où on a

sup
f∈A

ef = d. �

Soit e un écart sur un ensemble X ; pour tous x ∈ X et r ∈ R∗
+, on appelle encore boule

ouverte de centre x et de rayon r l’ensemble B(x, r) = {y ∈ X ; e(x, y) < r}. Comme
dans les cas des espaces métriques, on peut associer une topologie à n’importe quel écart.

Proposition 2.9.2. Soit e un écart sur un ensemble X. Il existe une unique topologie
sur X pour laquelle les voisinages de x ∈ X sont les ensembles contenant une boule
ouverte centrée en x. Les ouverts de cette topologie sont les réunions des boules ouvertes.
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Exemple 2.9.2. Soit X un ensemble.

1. Pour tout x, y ∈ X , on pose e(x, y) = 0, alors e est un écart sur X , et la topologie
associée à cet écart est la topologie grossière sur X .

2. Pour tout x, y ∈ X , on pose e(x, y) = 0 si x = y et e(x, y) = +∞ si x �= y, alors e
est un écart sur X , et la topologie associée à cet écart est la topologie discrète sur
X .

Proposition 2.9.3. Soit e un écart sur un ensemble X.

1. La topologie associée à l’écart e est séparée si et seulement si l’écart e est séparé.

2. Une suite (xn)n≥0 dans X converge vers un point x ∈ X si et seulement si e(xn, x)
tend vers 0 dans l’espace topologique R.

Proposition 2.9.4. Soit e un écart séparé sur un ensemble X. Pour tout x, y ∈ X, on
pose d(x, y) = min{e(x, y), 1}. Alors on a :

1. L’application d est une distance sur X.

2. La topologie associée à la distance d cöıncide avec la topologie associée à l’écart e.

Exemple 2.9.3. Soient X un ensemble et (Y, d′) un espace métrique. On note Y X

l’ensemble des applications définies sur X et à valeurs dans Y . Pour f, g ∈ Y X , on
pose e(f, g) = sup

x∈X
d′(f(x), g(x)) ∈ [0, +∞]. Alors e est un écart séparé sur l’ensemble

Y X et d = min(e, 1) est une distance sur Y X . Notons que la restriction de la distance
d à l’ensemble B(X, Y ) des applications bornées définies sur X et à valeurs dans Y
est uniformément équivalente à la distance de la convergence uniforme d∞ définie sur
B(X, Y ) par : pour f, g ∈ B(X, Y ), on a d∞(f, g) = sup

x∈X
d′(f(x), g(x)). Par conséquent,

on appelle aussi d la distance de la convergence uniforme sur Y X .

Proposition 2.9.5. Soit e un écart sur un ensemble X. Considérons la relation R sur
X telle que xR y ⇐⇒ e(x, y) = 0. Alors on a :

1. La relation R est une relation d’équivalence sur X.

2. Il existe un écart séparé e sur l’ensemble quotient X/R tel que pour tout x, y ∈ X,
on ait e(q(x), q(y)) = e(x, y), où q : X −→ X/R est l’application quotient.

2.10 Exercices

Exercice 2.1. Soient (X, d) un espace métrique, x ∈ X et r > 0. Par définition de la
topologie de X , la boule ouverte B(x, r) est un ouvert de X car pour tout y ∈ B(x, r),
il existe ρ > 0, ρ = r − d(x, y), tel que B(y, ρ) ⊂ B(x, r).

1. Vérifier que que le boule fermée B′(x, r) est un fermé de X .

2. Montrer les inclusions B(x, r) ⊂
◦︷ ︸︸ ︷

B′(x, r) et B(x, r) ⊂ B′(x, r) .
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3. Au moyen de contre–exemples, montrer que les inclusions précédentes peuvent être
strictes.

Solution. 1. Pour montrer que B′(x, r) est fermé dans X , on montre que son complé-
mentaire X \ B′(x, r) est ouvert dans X . Soit y ∈ X \ B′(x, r), i.e. d(x, y) > r. Soit
ρ = d(x, y)− r, alors ρ > 0. Montrons que l’on a B(y, ρ) ⊂ X \B′(x, r). Soit z ∈ B(y, ρ),
comme on a d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y), alors r < d(x, y) − d(z, y) ≤ d(x, z), d’où
z ∈ X \ B′(x, r). Donc on a B(y, ρ) ⊂ X \ B′(x, r). Par conséquent, X \ B′(x, r) est
un ouvert de X .
Une autre méthode pour montrer que B′(x, r) est fermé dans X . On considère l’applica-
tion de X dans R définie par f(y) = d(x, y). D’après la proposition 2.1.1, f est continue.
Or on a B′(x, r) = f−1([0, r]), donc B′(x, r) est fermé dans X .
2. On a B(x, r) ⊂ B′(x, r) et B(x, r) est ouvert dans X et B′(x, r) est fermé dans X ,

alors on a, voir proposition 1.2.1, B(x, r) ⊂
◦︷ ︸︸ ︷

B′(x, r) et B(x, r) ⊂ B′(x, r).
3. Si d est la distance discrète sur X , on a B(x, 1) = {x} et B′(x, 1) = X , d’où

◦︷ ︸︸ ︷
B′(x, 1)= X et B(x, 1) = {x}.

Exercice 2.2. Soient (X, d) un espace métrique et a ∈ X . Pour tous x et y dans X , on
pose :

da(x, y) =

{
d(a, x) + d(a, y) si x �= y ,
0 si x = y .

1. Montrer que da est une distance sur X .

2. Montrer que pour tout r > 0, on a Bda(a, r) = Bd(a, r). Autrement dit, la boule
ouverte de centre a et de rayon r pour la distance da est égale à la boule ouverte
de centre a et de rayon r pour la distance d.

3. Soit x ∈ X tel que x �= a. Montrer qu’il existe un réel r > 0 tel que Bda(x, r) = {x}.

4. Soit A une partie de X .

(i) Montrer que si a �∈ A, alors A est un ouvert de X pour la distance da.

(ii) On suppose a ∈ A. Montrer que A est un ouvert de X pour da si et seulement
si A est un voisinage de a pour la distance d.

5. Montrer que si d est la distance discrète sur X , alors d et da sont équivalentes.

6. À l’aide d’un contre-exemple, montrer qu’en général, d et da ne sont même pas
topologiquement équivalentes.

Solution. 1. Il est clair que pour tous x, y ∈ X , on a da(x, y) ≥ 0, da(x, y) = da(y, x) et
que da(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y. Vérifions l’inégalité triangulaire, i.e. pour tous x, y, z ∈ X ,
on a da(x, z) ≤ da(x, y) + da(y, z). Si y = x ou z, l’inégalité triangulaire est triviale. On
suppose y �∈ {x, z} et x �= z. Alors on a :

da(x, z) = d(a, x) + d(a, z) ≤ d(a, x) + d(a, y) + d(a, y) + d(a, z) = da(x, y) + da(y, z) .
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Par conséquent, da est bien une distance sur X .
2. Pour tout x ∈ X , on a da(a, x) = d(a, a) + d(a, x) = d(a, x), d’où Bda(a, r) = Bd(a, r).
3. Soit x ∈ X tel que x �= a. Alors r = d(a, x) > 0 et on a Bda(x, r) = {x} car pour tout
y �= x, on a da(x, y) = d(a, x) + d(a, y) ≥ r.
4. Soit A une partie de X .
(i) Si a �∈ A, d’après 3, pour tout x ∈ A, {x} est un ouvert de X pour da. Or on a
A = ∪

x∈A
{x}, donc A est un ouvert de X pour da.

(ii) On suppose a ∈ A. Si A est un ouvert de X pour da, alors il existe r > 0 tel que
Bda(a, r) ⊂ A, d’où on a Bd(a, r) ⊂ A. Par conséquent A est un voisinage de a pour d.
Réciproquement, supposons que A est un voisinage de a pour d, alors il existe r > 0 tel
que Bd(a, r) ⊂ A, d’où on a Bda(a, r) ⊂ A. Or A \ {a} est un ouvert de X pour da et on
a A = Bda(a, r) ∪

(
A \ {a}

)
, on en déduit que A est un ouvert de X pour da.

5. Si d est la distance discrète sur X , alors on a d ≤ da ≤ 2d, donc d et da sont
équivalentes.
6. Si X = R et d est la distance usuelle sur R, alors d et da ne sont pas topologiquement
équivalentes car pour tout x ∈ R, {x} n’est pas ouvert dans R pour d.

Exercice 2.3. Soient (X, d), (Y, d′) des espaces métriques, a ∈ X et f : X −→ Y une
application. On définit la distance da sur X comme dans l’exercice précédent. Montrer
que les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) L’application f est continue de (X, da) dans (Y, d
′).

(ii) L’application f est continue en a de (X, da) dans (Y, d
′).

(iii) L’application f est continue en a de (X, d) dans (Y, d′).

Solution. L’implication (i) =⇒ (ii) est évidente. L’équivalence (ii) ⇐⇒ (iii) résulte de la
proposition 2.2.3 et du fait que pour toute suite (xn)n≥0 dansX , on a da(a, xn) = d(a, xn)
pour tout n ≥ 0.
Montrons l’implication (iii) =⇒ (i). Soit V un ouvert de Y . Si a �∈ f−1(V ), alors f−1(V )
est un ouvert de (X, da). Supposons que a ∈ f−1(V ), comme f est continue en a de (X, d)
dans (Y, d′), alors f−1(V ) est un voisinage de a pour la distance d. D’après l’exercice
précédent, f−1(V ) est alors ouvert dans (X, da). Par conséquent, f est continue de
(X, da) dans (Y, d

′).

Exercice 2.4. Soient (X, d) et (Y, d′) deux espaces métriques et f : X −→ Y une
application. Pour tout a, b ∈ X , on pose df (a, b) = d(a, b) + d′(f(a), f(b)).

1. Montrer que df est une distance sur X et que f est une application lipschitzienne
de (X, df ) dans (Y, d

′).

2. Montrer que df est topologiquement équivalente (resp. uniformément équivalente,
resp. équivalente) à d si et seulement si f est continue (resp. uniformément continue,
resp. lipschitzienne) de (X, d) dans (Y, d′).

Solution. 1. Il est clair que df est une distance sur X . Pour tout a, b ∈ X , on a
d′(f(a), f(b)) ≤ df (a, b). Donc f est lipschitzienne de (X, df ) dans (Y, d

′).
2. Pour tous a, b ∈ X , on a d(a, b) ≤ df (a, b), donc l’application identique de (X, df )
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dans (X, d) est lipschitzienne. Par conséquent, df est topologiquement équivalente (resp.
uniformément équivalente, resp. équivalente) à d si et seulement si l’application identique
de (X, d) dans (X, df ) est continue (resp. uniformément équivalente, resp. lipschitzienne).
Or il est clair que l’application identique de (X, d) dans (X, df ) est continue (resp.
uniformément équivalente, resp. lipschitzienne) si et seulement si l’application f est
continue (resp. uniformément continue, resp. lipschitzienne) de (X, d) dans (Y, d′). D’où
le résultat.

Exercice 2.5. Soient (E, d) un espace métrique, U ⊂ E un ouvert distinct de E et

F = E \ U . Pour tous x, y ∈ U , on pose dU (x, y) = d(x, y) +
∣∣∣ 1
d(x,F ) −

1
d(y,F )

∣∣∣.
1. Montrer que dU est une distance sur U , topologiquement équivalente à la restriction

de d à U .

2. Montrer que si (E, d) est complet, alors (U, dU ) est complet.

3. En déduire que tout ouvert d’un espace métrique complet est homéomorphe à un
espace métrique complet.

Solution. 1. Il est clair que pour tous x, y ∈ U , on a dU (x, y) ≥ 0, dU (x, y) = dU (y, x) et
que dU (x, y) = 0 ⇐⇒ x = y. Il reste à montrer l’inégalité triangulaire. Soit x, y, z ∈ U ,
on a :

dU (x, z) = d(x, z) +
∣∣∣ 1

d(x, F )
− 1

d(z, F )

∣∣∣
= d(x, z) +

∣∣∣ 1

d(x, F )
− 1

d(y, F )
+

1

d(y, F )
− 1

d(z, F )

∣∣∣
≤ d(x, y) + d(y, z) +

∣∣∣ 1

d(x, F )
− 1

d(y, F )

∣∣∣+ ∣∣∣ 1

d(y, F )
− 1

d(z, F )

∣∣∣
= dU (x, y) + dU (y, z) .

Donc dU est bien une distance sur U .
Pour tous x, y ∈ U , on a d(x, y) ≤ dU (x, y), donc l’application identique de (U, dU ) dans
(U, d) est continue. Réciproquement, soit (xn)n≥0 une suite dans U qui converge vers

x ∈ U pour la distance d, i.e. lim
n→+∞ d(xn, x) = 0. Puisque l’application z �−→ 1

d(x, F )
est continue de (U, d) dans R, on en déduit que lim

n→+∞ dU (xn, x) = 0. Donc l’application

identique de (U, d) dans (U, dU ) est continue. Par conséquent, dU est topologiquement
équivalente à la restriction de d à U .
2. Soit (xn)n≥0 une suite de Cauchy dans (U, dU ). Comme on a d(x, y) ≤ dU (x, y)
pour tous x, y ∈ U , on en déduit que (xn)n≥0 est une suite de Cauchy dans (X, d).
Donc il existe x ∈ X tel que lim

n→+∞ d(xn, x) = 0. Montrons que x ∈ U . Comme

(xn)n≥0 est de Cauchy pour dU , alors pour tout ε > 0, il existe N ∈ N tel que

pour tout n ≥ N , on ait
∣∣∣ 1

d(xn, F )
− 1

d(xN , F )

∣∣∣ ≤ dU (xn, xN ) < ε. D’où pour tout

n ≥ N , on a
∣∣∣ 1

d(xn, F )

∣∣∣ ≤ ε +
1

d(xN , F )
. On a aussi lim

n→+∞ d(xn, F ) = d(x, F ). Si
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x ∈ F , alors d(x, F ) = 0, d’où lim
n→+∞

1

d(xn, F )
= +∞, ce qui est impossible car la

suite
( 1

d(xn, F )

)
n≥0

est bornée. Par conséquent, on a x ∈ U . Pour tout n ≥ N , on a :

dU (xn, x) = d(xn, x) +
∣∣∣ 1

d(xn, F )
− 1

d(x, F )

∣∣∣, d’où lim
n→+∞ dU (xn, x) = 0. Autrement dit,

la suite (xn)n≥0 converge vers x pour dU , donc (U, dU ) est complet.
3. D’après ce qui précède, (U, d) est homéomorphe à (U, dU ) qui est complet.

Exercice 2.6. Soit (X, d) un espace métrique. On munit l’espace produit X × X
de la distance D∞, i.e. pour tous (x, y), (z, t) ∈ X × X , on a D∞

(
(x, y), (z, t)

)
=

max
{
d(x, z), d(y, t)

}
. Montrer que l’application (x, y) �−→ d(x, y) est lipschitzienne de

(X ×X, D∞) dans R .
Solution. On a :

|d(x, y)− d(z, t)| = |d(x, y)− d(y, z) + d(y, z)− d(z, t)|

≤ |d(x, y)− d(y, z)|+ |d(y, z)− d(z, t)|

≤ d(x, z) + d(y, t) ≤ 2D∞
(
(x, y), (z, t)

)
.

Exercice 2.7. (Isométries de R) †. Soit f : R −→ R une fonction. Montrer que f est
une fonction isométrique si et seulement s’il existe une constante a ∈ R telle que f soit
l’une ou l’autre des fonctions x �−→ a+ x ou x �−→ a− x .
Solution. Si f(x) = a+ x pour tout x ∈ R ou f(x) = a− x pour tout x ∈ R, alors on a
|f(x) − f(y)| = |x− y| pour tous x, y ∈ R, donc f est une fonction isométrique.
Réciproquement, supposons que pour tous x, y ∈ R, on a |f(x) − f(y)| = |x − y|. Soit
a = f(0) et pour tout x ∈ R, soit g(x) = f(x) − a. Alors g est une fonction continue
injective et pour tout x ∈ R, on a |g(x)| = |x|. S’il existe x > 0 et y > 0 tels que
g(x) et g(y) soient de signes différents, alors 0 ∈ g([x, y]), donc il existe α > 0 tel que
g(α) = 0 = g(0), ce qui est impossible car g est injective. Donc on a deux cas possibles :
Premier cas : pour tout x > 0, on a g(x) > 0. Alors pour tout x > 0, on a g(x) = x.
Soit x < 0, si g(x) > 0, alors on a g(x) = −x = g(−x), ce qui est impossible car g est
injective. Donc pour tout x < 0, on a g(x) < 0. Par conséquent, pour tout x ∈ R, on a
g(x) = x, i.e. f(x) = a+ x.
Deuxième cas : pour tout x > 0, on a g(x) < 0. Alors pour tout x > 0, on a g(x) = −x.
Soit x < 0, si g(x) < 0, alors on a g(x) = x = g(−x), ce qui est impossible car g est
injective. Donc pour tout x < 0, on a g(x) > 0. Par conséquent, pour tout x ∈ R, on a
g(x) = −x, i.e. f(x) = a− x.

Exercice 2.8. Déterminer les rotations de centre O = (0, 0) et d’angle θ dans R2 qui
sont des isométries pour chacune des distances d1, d2 et d∞ sur R2.
Solution. Une rotation f de centre O et d’angle θ dans R2 est de la forme :

f : R2 = C −→ R2 = C
z �−→ eiθz

†On généralisera cet exercice aux isométries sur les �� espaces normés réels ��, voir exercice 6.78 du
supplément.
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Autrement dit, pour tout (x, y) ∈ R2, on a f(x, y) = (x cos(θ) − y sin(θ), x sin(θ) +
y cos(θ)). On a d1

(
f(x, y), f(a, b)

)
= |(x − a) cos(θ) − (y − b) sin(θ)| + |(x − a) sin(θ) +

(y − b) cos(θ)|, donc f est une isométrie pour la distance d1 si et seulement si pour tous
x, y, a, b ∈ R, on a :

|(x− a) cos(θ)− (y− b) sin(θ)|+ |(x− a) sin(θ) + (y− b) cos(θ)| = |x− a|+ |y− b| . (2.1)

Soit A = (1, 0), alors on a d1(O,A) = 1 et d1(f(O), f(A)) = | cos(θ)|+ | sin(θ)|. Donc, si f
est une isométrie pour la distance d1, alors | cos(θ)|+| sin(θ)| = 1, d’où 2 sin(θ) cos(θ) = 0,

donc θ =
kπ

2
, avec k ∈ Z.

Réciproquement, supposons que θ =
kπ

2
, avec k ∈ Z, alors on distingue deux cas :

Premier cas : k = 2n, avec n ∈ Z, d’où on a | cos(θ)| = 1 et sin(θ) = 0.
Deuxième cas : k = 2n+ 1, avec n ∈ Z, d’où on a | sin(θ)| = 1 et cos(θ) = 0.
On déduit de l’équation (2.1) que f est une isométrie pour la distance d1.

Conclusion : f est une isométrie pour la distance d1 si et seulement si θ =
kπ

2
, avec

k ∈ Z.

De même, f est une isométrie pour la distance d∞ si et seulement si θ =
kπ

2
, avec k ∈ Z.

Regardons le cas pour d2. Pour tous z, z
′ ∈ C, on a :

d2(f(z), f(z
′)) = |f(z)− f(z′)| = |eiθz − eiθz′| = |z − z′| = d2(z, z

′) .

Donc, pour tout θ ∈ R, f est une isométrie pour la distance d2.

Exercice 2.9. Soit f : R −→ R une fonction continue. Montrer que les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) Pour tous x, y ∈ R, on a f(x+ y) = f(x) + f(y).

(ii) Il existe c ∈ R tel que pour tout x ∈ R, on ait f(x) = cx.

Solution. L’implication (ii) =⇒ (i) est triviale. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii).
Vérifions d’abord par récurrence que pour tout n ∈ N et pour tout x ∈ R, on a
f(nx) = nf(x). On f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0), d’où f(0) = 0. Supposons que
l’on a f(nx) = nf(x). Alors on a :

f((n+ 1)x) = f(nx+ x) = f(nx) + f(x) = nf(x) + f(x) = (n+ 1)f(x) .

Par conséquent, pour tout n ∈ N et pour tout x ∈ R, on a f(nx) = nf(x). Pour tout
x ∈ R, on a 0 = f(0) = f(x − x) = f(x) + f(−x), d’où f(−x) = −f(x). Comme on a
f(−nx) = −f(nx) = −nf(x), alors pour tout n ∈ Z, on a f(nx) = nf(x). Soient p ∈ Z et
q ∈ N∗, alors on a f

(
p
qx
)
= pf

(
1
qx
)
et f(x) = f

(
q
(
1
qx
))

= qf
(
1
qx
)
, d’où f

(
1
qx
)
= 1

q f(x).

Par conséquent, pour tout p
q ∈ Q, on a f

(
p
qx
)
= p

q f(x). Soit x ∈ R. Comme Q est dense

dans R, alors il existe une suite (qn)n≥0 dans Q telle que lim
n→+∞ qn = x. Comme f est

continue, alors on a f(x) = lim
n→+∞ f(qn) = lim

n→+∞ qnf(1) = xf(1). Soit c = f(1), alors

pour tout x ∈ R, on a f(x) = cx.
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Exercice 2.10. Soit ϕ un automorphisme du corps C, i.e. ϕ est une application de C
dans C respectant l’addition, la multiplication et on a ϕ(1) = 1. Montrer que si ϕ est
continue, alors ϕ laisse invariant tout réel. Déterminer tous les automorphismes continues
du corps C.
Solution. Puisque l’on a ϕ(1) = 1 et que ϕ respecte l’addition, alors en faisant le même
raisonnement que dans l’exercice précédent, on obtient ϕ(x) = x pour tout x ∈ Q. Comme
ϕ est continue et Q est dense dans R, alors on a ϕ(x) = x pour tout x ∈ R. D’où on a
ϕ(x + iy) = ϕ(x) + ϕ(i)ϕ(y) = x + ϕ(i)y pour tous x, y ∈ R. On a aussi i2 = −1, donc
ϕ(i)2 = ϕ(−1) = −1, d’où on a ϕ(i) = ± i. Donc il y a deux automorphismes continues
de C ; à savoir ϕ(z) = z pour tout z ∈ C et ϕ(z) = z̄ pour tout z ∈ C.

Exercice 2.11. Soient (X, d) et (Y, d′) deux espaces métriques et
(
(xn, yn)

)
n≥0

une

suite de (X × Y, D∞).

1. Montrer que si (a, b) est valeur d’adhérence de la suite
(
(xn, yn)

)
n≥0

, alors a est

valeur d’adhérence de la suite (xn)n≥0 et b est valeur d’adhérence de la suite
(yn)n≥0. Montrer que la réciproque est en général fausse.

2. Montrer que si la suite (xn)n≥0 converge vers a et si b est valeur d’adhérence de la
suite (yn)n≥0, alors (a, b) est valeur d’adhérence de la suite

(
(xn, yn)

)
n≥0

.

Solution. 1. Si (a, b) est valeur d’adhérence de la suite
(
(xn, yn)

)
n≥0

, alors il existe une

sous-suite
(
(xnk

, ynk
)
)
k≥0

telle que (a, b) = lim
k→+∞

(xnk
, ynk

), d’où on a a = lim
k→+∞

xnk

et b = lim
k→+∞

ynk
. Par conséquent, a est valeur d’adhérence de la suite (xn)n≥0 et b est

valeur d’adhérence de la suite (yn)n≥0.
Si X = Y = R muni de la distance usuelle et si x2n = 1

n+1 , x2n+1 = n, y2n = n,

y2n+1 = 1
n+1 , alors 0 est valeur d’adhérence de la suite (xn)n≥0 et 0 est valeur d’adhérence

de la suite (yn)n≥0, mais (0, 0) n’est pas valeur d’adhérence de la suite
(
(xn, yn)

)
n≥0

.

2. Soit (ynk
)k≥0 une sous-suite de (yn)n≥0 telle que b = lim

k→+∞
ynk

. On a a = lim
n→+∞ xn,

d’où a = lim
k→+∞

xnk
. Par conséquent, on a (a, b) = lim

k→+∞
(xnk

, ynk
), donc (a, b) est valeur

d’adhérence de la suite
(
(xn, yn)

)
n≥0

.

Exercice 2.12. Soit (xn)n≥0 une suite dans un espace métrique (X, d). Pour tout p ∈ N,

soit ap = p(p+1)
2 . Pour tout n ≥ 0, on pose yn = xn−ap si ap ≤ n < ap+1. Autrement dit,

la suite (yn)n≥0 est définie ainsi :

n 0 = a0 1 = a1 2 3 = a2 4 5 6 = a3 7 8 9 10 = a4 · · ·

yn x0 x0 x1 x0 x1 x2 x0 x1 x2 x3 x0 · · ·

Donc chaque terme de la suite (xn)n≥0 est répété une infinité de fois dans la suite (yn)n≥0.

1. Montrer que pour tout N ∈ N, xN est une valeur d’adhérence de la suite (yn)n≥0.

2. En déduire que si l’ensemble {xn ; n ≥ 0} est fermé dans (X, d), alors {xn ; n ≥ 0}
est l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (yn)n≥0.

3. On suppose X = R et pour tout n ≥ 0, on pose xn = n et yn = n − ap si
ap ≤ n < ap+1. En déduire que N est l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
(yn)n≥0.
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Solution. 1. Soit N ∈ N. Pour tout k ≥ N , on a yak+N = xN . En effet, comme on a
ak ≤ ak+N ≤ ak+k < ak+k+1 = ak+1, alors yak+N = xak+N−ak

= xN . Or (yak+N )k≥0

est une sous-suite de la suite (yn)n≥0, donc xN est bien une valeur d’adhérence de la suite
(yn)n≥0.
2. Comme on a {yn ; n ≥ 0} = {xn ; n ≥ 0}, si l’ensemble {xn ; n ≥ 0} est fermé
dans (X, d), alors toute valeur d’adhérence de la suite (yn)n≥0 est dans l’ensemble
{xn ; n ≥ 0}. On déduit de 1 que {xn ; n ≥ 0} est l’ensemble des valeurs d’adhérence
de la suite (yn)n≥0.
3. Puisque N est fermé dans R, ceci résulte de 2.

Exercice 2.13. Donner des exemples de suites de réels ayant 0, ou 1, ou p valeurs
d’adhérence.
Solution. Si xn = n, alors la suite (xn)n≥0 n’admet aucune valeur d’adhérence. Toute
suite convergente admet une unique valeur d’adhérence. Soit p ∈ N∗. Alors pour tout
n ∈ N, on fait la division euclidienne de n par p, on obtient un unique couple (qn, rn) ∈
N × N tels que n = qnp+ rn, avec 0 ≤ rn < p. On pose xn = rn, alors la suite (xn)n≥0

admet seulement p valeurs d’adhérence, à savoir, 0, 1, 2, . . . , p− 1.

Exercice 2.14. Déterminer les valeurs d’adhérence de la suite xn =
(
1 + 1

n

)
sin
(
nπ
6

)
.

Solution. Soit yn = sin
(
nπ
6

)
. Comme on a lim

n→+∞1 + 1
n = 1, alors les suites (xn)n≥0

et (yn)n≥0 ont les même valeurs d’adhérence. Déterminons les valeurs d’adhérence de
la suite (yn)n≥0. On fait la division euclidienne de n par 6, on obtient n = qn6 + rn,
avec (qn, rn) ∈ N × N et 0 ≤ rn < 6. Alors on a sin

(
nπ
6

)
= sin

(
qnπ + rnπ

6

)
=

(−1)qn sin
(
rnπ
6

)
. Comme on a sin

(
5π
6

)
= sin

(
π
6

)
et sin

(
4π
6

)
= sin

(
π
3

)
, alors on a{

yn ; n ≥ 0
}

=
{
0,− 1

2 ,
1
2 ,−

√
3
2 ,

√
3
2 ,−1, 1

}
= V . Or V est un ensemble fermé de

R, donc toute valeur d’adhérence de la suite (yn)n≥0 est dans V . Comme pour tout

k ∈ N, on a y2k = 0, y2k+1 = 1
2 , y2k+2 =

√
3
2 , y2k+3 = 1, y2(k+1)+1 = − 1

2 , y2(k+1)+2 =

−
√
3
2 , y2(k+1)+3 = −1, on en déduit que V est l’ensemble des valeurs d’adhérence de la

suite (yn)n≥0.

Exercice 2.15. Soit (xn)n≥0 une suite dans R telle que lim
n→∞ xn+1 − xn = 0. Montrer

que l’ensemble des valeurs d’adhérence de (xn)n≥0 est un intervalle, peut être vide, fermé
de R.
Solution. Soit I l’ensemble des valeurs d’adhérence de (xn)n≥0. D’après la proposition
1.7.1, I est un fermé de R. Supposons que I �= ∅. Si I est réduit à un seul élément, alors
I est un intervalle. Supposons que card(I) ≥ 2. Soient �1, �2 ∈ I tels que �1 < �2. Soit
� ∈ ]�1, �2[. Montrons qu’alors � est aussi une valeurs d’adhérence de (xn)n≥0. Si � �∈ I,
alors il existe ε > 0 et N ∈ N tels que pour tout n ≥ N , on ait |xn− �| > ε. On peut aussi
supposer �1 < �− ε < �+ ε < �2. Notons que |xn − �| > ε si et seulement si xn < �− ε ou
xn > � + ε. Comme on a lim

n→∞ xn+1 − xn = 0, alors il existe N ′ ≥ N tel que pour tout

n ≥ N ′, on ait |xn+1 − xn| < ε. On distingue deux cas :
Premier cas : xN ′ < � − ε, alors pour tout n ≥ N ′, on a xn < � − ε. Par conséquent,
�2 �∈ I, ce qui est impossible.
Deuxième cas : xN ′ > � + ε, alors pour tout n ≥ N ′, on a xn > � + ε. Par conséquent,
�1 �∈ I, ce qui est impossible.
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Donc on a bien � ∈ I. Par conséquent, I est bien un intervalle fermé de R.
Notons que si xn = ln(n), alors on a lim

n→∞ xn+1 − xn = 0, mais la suite (xn)n≥0 n’admet

aucune valeur d’adhérence.

Exercice 2.16. Soit A une partie non vide de R.

1. Montrer que si A est majorée, alors sup(A) ∈ A.

2. Montrer que si A est minorée, alors inf(A) ∈ A.

Solution. 1. Puisque A est majorée, alors sup(A) existe dans R, et pour tout n ≥ 1, il
existe an ∈ A tel que sup(A) − 1

n < an ≤ sup(A). D’où on a sup(A) = lim
n→+∞ an. Par

conséquent, on a sup(A) ∈ A.
2. De même, puisque A est minorée, alors inf(A) existe dans R, et pour tout n ≥ 1,
il existe bn ∈ A tel que inf(A) ≤ bn < inf(A) − 1

n . D’où on a inf(A) = lim
n→+∞ bn. Par

conséquent, on a inf(A) ∈ A.

Exercice 2.17. Soient (X, d) un espace métrique et (xm,n)(m,n)∈N2 une suite double dans
X . On suppose que pour tout m ≥ 0, lim

n→+∞xm,n = xm ∈ X et que lim
m→+∞xm = x ∈ X .

Montrer qu’il existe une sous-suite (pm)m≥0 de N telle que lim
m→+∞xm,pm = x.

Solution. Puisque l’on a lim
m→+∞xm = x, alors il existe une sous-suite (mk)k≥0 de N

telle que pour tout k ≥ 0 et pour tout m ≥ mk, on ait d(xm, x) < 1
2k+1 . Comme pour

tout m ≥ 0, on a lim
n→+∞ xm,n = xm, alors il existe une sous-suite (nk)k≥0 de N telle que

n0 ≥ m0, nk +mk+1−mk < nk+1 et pour tout m ∈ N vérifiant mk ≤ m ≤ mk+1 et pour
tout n ≥ nk, on ait d(xm,n, xm) < 1

2k+1 , pour tout k ≥ 0. On pose p0 = 0, . . . , pm0−1 =
m0 − 1 et pour tout k ≥ 0 et pour tout m ∈ N vérifiant mk ≤ m < mk+1, on pose
pm = nk +m −mk. Alors (pm)m≥0 est une sous-suite de N et pour tout k ≥ 0 et pour
tout m ∈ N vérifiant mk ≤ m < mk+1, on a d(xm,n, x) <

1
2k
. Soit ε > 0. Alors il existe

k0 ∈ N tel que pour tout k ≥ k0, on ait 1
2k < ε. Alors pour tout m ≥ mk0 , il existe

k ≥ k0 tel que mk ≤ m < mk+1, d’où on a d(xm,n, x) <
1
2k < ε. Par conséquent, on a

lim
m→+∞xm,pm = x.

Exercice 2.18. Distance ultramétrique. Soient X un ensemble et d : X×X −→ R+

une application satisfaisant, pour tous x, y, z ∈ X , les conditions suivantes :

(i) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y ;

(ii) d(x, y) = d(y, x) ;

(iii) d(x, z) ≤ max
(
d(x, y), d(y, z)

)
(inégalité ultramétrique).

1. Vérifier que d est une distance sur X .
Un ensemble X muni d’une distance vérifiant les conditions ci-dessus est appelé un
espace ultramétrique ; on dit aussi que d est une distance ultramétrique sur
X .

2. Montrer que si d(x, y) �= d(y, z), alors on a d(x, z) = max
(
d(x, y), d(y, z)

)
. En

particulier, dans un espace ultramétrique tout triangle est isocèle.
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3. Soient x ∈ X et r > 0. Montrer que pour tout y ∈ B(x, r), on a B(y, r) = B(x, r)
et que pour tout z ∈ B′(x, r), on a B′(z, r) = B′(x, r). Autrement dit, dans un
espace ultramétrique, tout point d’une boule est le centre de cette boule.

4. Soient x ∈ X et r > 0. Montrer que les ensembles B(x, r) et B′(x, r) sont à la fois
ouverts et fermés dans (X, d).

5. Montrer que si deux boules dans X ont un point commun, l’une d’elles est contenue
dans l’autre.

6. Montrer que la distance de deux boules ouvertes distinctes, de rayon r, contenues
dans une boule fermée de rayon r, est égale à r.

Solution. 1. Pour montrer que d est une distance, il reste à montrer que d vérifie
l’inégalité triangulaire. Pour tous x, y, z ∈ X , on a d(x, y) ≤ d(x, y) + d(y, z) et d(y, z) ≤
d(x, y) + d(y, z), d’où max

(
d(x, y), d(y, z)

)
≤ d(x, y) + d(y, z). Par conséquent, on a

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z). Donc d est bien une distance sur X .
2. Supposons d(x, y) < d(y, z), alors on a d(x, z) ≤ max

(
d(x, y), d(y, z)

)
= d(y, z). On

a aussi d(y, z) ≤ max
(
d(x, y), d(x, z)

)
. Si d(x, y) ≥ d(x, z), alors on a d(y, z) ≤ d(x, y),

ce qui est impossible, donc on a d(x, y) < d(x, z), d’où d(y, z) ≤ d(x, z). Par conséquent,
on a d(x, z) = d(y, z) = max

(
d(x, y), d(y, z)

)
. Si d(y, z) < d(x, y), on fait le même

raisonnement et on montre alors que l’on a d(x, z) = d(x, y) = max
(
d(x, y), d(y, z)

)
.

3. Soient y ∈ B(x, r) et a ∈ B(y, r). On a d(a, x) ≤ max
(
d(a, y), d(y, x)

)
< r, d’où

a ∈ B(x, r). Par conséquent, on a B(y, r) ⊂ B(x, r). Puisque l’on a d(x, y) < r, i.e.
x ∈ B(y, r), alors on a B(x, r) ⊂ B(y, r), donc B(y, r) = B(x, r). On fait exactement le
même raisonnement pour montrer que pour tout z ∈ B′(x, r), on a B′(z, r) = B′(x, r).
4. Soient x ∈ X et r > 0. On sait déjà que B(x, r) est un ouvert de X et que B′(x, r) est
fermé dans X . Il reste à montrer que B(x, r) est fermé dans X et que B′(x, r) est ouvert
dans X . Pour tout z ∈ B′(x, r), on a z ∈ B(z, r) ⊂ B′(z, r) = B′(x, r), donc B′(x, r)
est un ouvert de X . Montrons que X \B(x, r) est un ouvert de X . Soit z ∈ X \B(x, r),
i.e. d(x, z) ≥ r. Si B(z, r) ∩ B(x, r) �= ∅, alors il existe a ∈ B(z, r) ∩ B(x, r), d’où on
a B(z, r) = B(a, r) = B(x, r) ce qui implique z ∈ B(x, r), i.e. d(x, z) < r, ce qui est
impossible. Donc on a B(z, r) ∩ B(x, r) = ∅, i.e. B(z, r) ⊂ X \B(x, r). Par conséquent,
X \B(x, r) est un ouvert de X , donc B(x, r) est un fermé de X .
5. Si on a z ∈ B(x, r) ∩ B(y, r), alors on a B(x, r) = B(z, r) = B(y, r). Si on a
z ∈ B(x, r) ∩ B′(y, r), alors on a B(x, r) = B(z, r) ⊂ B′(z, r) = B′(y, r). Si on a
z ∈ B′(x, r) ∩B′(y, r), alors on a B′(x, r) = B′(z, r) = B′(y, r).
6. Soient x, y, z ∈ X tels que B(x, r)∩B(y, r) = ∅, B(x, r) ⊂ B′(z, r) et B(y, r) ⊂ B′(z, r).
Soient a ∈ B(x, r) et b ∈ B(y, r), alors on a d(a, b) ≤ max

(
d(a, z), d(z, b)

)
≤ r. Si

d(a, b) < r, alors on a B(x, r) = B(a, r) = B(b, r) = B(y, r), ce qui est impossible. Donc
on a d(a, b) ≥ r, d’où d(a, b) = r. Par conséquent, la distance de B(x, r) à B(y, r) est
égale à r.

Exercice 2.19. Soient X un ensemble arbitraire et E l’ensemble des suites x = (xn)n≥1

d’éléments de X . Pour deux éléments quelconques distincts x = (xn)n≥1 et y = (yn)n≥1

de E, soit k(x, y) le plus petit entier n ≥ 1 tel que xn �= yn. Soit :

d(x, y) =
1

k(x, y)
si x �= y et d(x, x) = 0 .
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Montrer que d est une distance ultramétrique sur E et que l’espace métrique (E, d) est
complet.
Solution. Il est clair que pour tous x, y ∈ E, on a d(x, y) ≥ 0, d(x, y) = d(y, x), et que
d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y. Il reste à montrer que d vérifie l’inégalité ultramétrique. Soient
x = (xn)n≥1, y = (yn)n≥1, z = (zn)n≥1 ∈ X . Il s’agit de montrer l’inégalité :

d(x, z) ≤ max(d(x, y), d(y, z)) .

On peut supposer x �= y �= z. Alors l’inégalité est vérifiée si et seulement si k(x, z) ≥
min

(
k(x, y),

k(y, z)
)
. Soit N = min

(
k(x, y), k(y, z)

)
∈ N, on peut supposer N > 1. Alors pour tout

1 ≤ n < N , on a xn = yn = zn. Par conséquent, on a k(x, z) ≥ N , d’où le résultat. Donc
d est bien une distance ultramétrique sur E.
Montrons que (E, d) est complet. Soit (ξp)p≥1 une suite de Cauchy dans E, où ξp =
(xp,n)n≥1, avec xp,n ∈ X . Soit n ≥ 1, alors il existe pn ∈ N∗ tel que pour tout p, q ≥ pn,
on ait d(ξp, ξq) <

1
n , d’où n < k(ξp, ξq), si ξp �= ξq. Par conséquent, on a xp,n = xq,n pour

tout p, q ≥ pn. Autrement dit, pour n fixé, la suite (xp,n)p≥1 est stationnaire à partir d’un
certain rang. Pour tout n ≥ 1, soient αn = inf

{
p ≥ 1 ; xp,n = xq,n pour tout q ≥ p

}
et

xn = xαn,n, alors ξ = (xn)n≥1 ∈ E. Il s’agit maintenant de montrer que la suite (ξp)p≥1

converge vers ξ dans (E, d). Soit ε > 0, alors il existe N ≥ 1 tel que 1
N < ε. Il existe

aussi pN ∈ N∗ tel que pour tout p, q ≥ pN , on ait d(ξp, ξq) <
1
N , d’où N < k(ξp, ξq), si

ξp �= ξq. Par conséquent, pour tout 1 ≤ n ≤ N et pour tout p, q ≥ pN , on a xp,n = xq,n.
Donc, pour tout 1 ≤ n ≤ N et pour tout p ≥ pN , on a xp,n = xαn,n = xn, d’où pour
tout p ≥ pN , on a N < k(ξp, ξ), si ξp �= ξ, donc d(ξp, ξ) < 1

N < ε. Par conséquent, la
suite (ξp)p≥1 converge vers ξ dans (E, d), donc l’espace métrique (E, d) est complet.

Exercice 2.20. Soient (X, d) un espace métrique et (xn)n≥0 une suite dans X .

1. Montrer si (xn)n≥0 est de Cauchy, alors on a lim
n→+∞ d(xn, xn+1) = 0. Donner un

exemple montrant que la réciproque n’est pas toujours vraie.

2. Montrer que (xn)n≥0 est de Cauchy si et seulement si pour toute sous-suite (xnk
)k≥0

de (xn)n≥0, on a lim
k→+∞

d(xnk
, xnk+1

) = 0.

3. Montrer que si la série
∑
n≥0

d(xn, xn+1) est convergente, alors (xn)n≥0 est de Cauchy.

4. Montrer que l’espace (X, d) est complet si et seulement si toute suite (xn)n≥0 de
X vérifiant d(xn, xn+1) < 2−n pour tout n ∈ N est convergente.

Solution. 1. Comme (xn)n≥0 est de Cauchy, alors pour tout ε > 0, il existe N ∈ N
tel que pour tous p ≥ N et q ≥ N , on ait d(xp, xq) < ε. D’où pour tout n ≥ N , on a
d(xn, xn+1) < ε. Par conséquent, on a lim

n→+∞ d(xn, xn+1) = 0.

Si X = R et si d est la distance usuelle sur R et si xn = ln(n), alors on a d(xn, xn+1) =
ln(n + 1) − ln(n) = ln(1 + 1

n ), d’où lim
n→+∞ d(xn, xn+1) = 0. Mais la suite (xn)n≥0 n’est

pas de Cauchy dans R.
2. Supposons que (xn)n≥0 est de Cauchy. Si (xnk

)k≥0 est une sous-suite de (xn)n≥0,
d’après la proposition 2.6.1, (xnk

)k≥0 est alors de Cauchy. On déduit de 1 que l’on a
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lim
k→+∞

d(xnk
, xnk+1

) = 0.

Réciproquement, supposons que l’on a lim
k→+∞

d(xnk
, xnk+1

) = 0, pour toute sous-suite

(xnk
)k≥0 de (xn)n≥0. Si (xn)n≥0 n’est pas de Cauchy, alors il existe ε > 0 tel que pour

tout k ∈ N, il existe p > k et q > k tels que d(xp, xq) ≥ 2ε. Par l’inégalité triangulaire, on
a 2ε ≤ d(xp, xq) ≤ d(xp, xk) + d(xk, xq), donc d(xp, xk) ≥ ε ou d(xk, xq) ≥ ε. Ainsi, pour
tout k ∈ N, il existe p > k tel que d(xp, xk) ≥ ε. Soit n0 = min

{
p > 0 ; d(xp, x0) ≥ ε

}
et pour tout k ≥ 1, soit nk = min

{
p > nk−1 ; d(xp, xnk−1

) ≥ ε
}
. Alors (xnk

)k≥0 est une
sous-suite de (xn)n≥0 telle que pour tout k ∈ N, on ait d(xk, xk+1) ≥ ε, ce qui contredit
l’hypothèse. Donc (xn)n≥0 est bien de Cauchy.

3. Puisque la série
∑
n≥0

d(xn, xn+1) est convergente, alors pour tout ε > 0, il existe

N ∈ N tel que

+∞∑
n=N

d(xn, xn+1) < ε. Donc pour tous p ≥ N et q ≥ N , on a d(xp, xq) ≤

q−1∑
n=p

d(xn, xn+1) ≤
+∞∑
n=N

d(xn, xn+1) < ε. Donc la suite (xn)n≥0 est de Cauchy.

4. Supposons d’abord (X, d) complet. Si (xn)n≥0 est une suite dans X telle que

d(xn, xn+1) < 2−n pour tout n ∈ N, alors la série
∑
n≥0

d(xn, xn+1) est convergente. On

déduit de 3 que (xn)n≥0 est de Cauchy, donc (xn)n≥0 est convergente.
Réciproquement, supposons que toute suite (xn)n≥0 de X vérifiant d(xn, xn+1) < 2−n

pour tout n ∈ N est convergente. Soit (xn)n≥0 une suite de Cauchy dans X . D’après la
proposition 2.6.2, il existe une sous-suite (xnk

)k≥0 de (xn)n≥0 telle que d(xnk
, xnk+1

) <
2−k pour tout k ∈ N. Par hypothèse, la suite (xnk

)k≥0 est alors convergente. Encore une
fois, d’après la proposition 2.6.2, la suite (xn)n≥0 est alors convergente. Donc (X, d) est
complet.

Exercice 2.21. Soit (X, d) un espace métrique non complet.

1. Montrer qu’il existe une suite (xn)n≥0 dans X qui n’est pas convergente et telle
que, pour tout n ≥ 0, on ait d(xn, xn+1) <

1
2n .

2. Montrer que la suite de boules fermées
(
B′(xn,

2
2n

))
n≥0

est décroissante et que son

intersection est vide.

Solution. 1. Ceci résulte de l’exercice précédent, propriété 4.
2. Soit y ∈ B′(xn+1,

2
2n+1

)
, alors on a d(y, xn) ≤ d(y, xn+1)+ d(xn+1, xn) ≤ 2

2n+1 +
1
2n =

2
2n , donc y ∈ B′(xn,

2
2n

)
. Par conséquent, la suite

(
B′(xn,

2
2n

))
n≥0

est décroissante.

Supposons que ∩
n≥0

B′(xn,
2
2n

)
�= ∅. Alors il existe x ∈ X tel que x ∈ B′(xn,

2
2n

)
pour

tout n ∈ N, d’où on a 0 ≤ d(x, xn) ≤ 2
2n pour tout n ∈ N. On en déduit que la suite

(xn)n≥0 converge vers x, ce qui est impossible. Par conséquent, on a ∩
n≥0

B′(xn,
2
2n

)
= ∅.

Exercice 2.22. Soient (X, d) un espace ultramétrique et (xn)n≥0 une suite dans X .
Montrer que la suite (xn)n≥0 est de Cauchy si et seulement si lim

n→+∞ d(xn, xn+1) = 0.

Solution. Si (xn) est de Cauchy dans X , alors on a lim
n→+∞ d(xn, xn+1) = 0, voir exercice
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2.20. Réciproquement, supposons que l’on a lim
n→+∞ d(xn, xn+1) = 0. Il résulte de l’inégalité

ultramétrique que pour tous p, q ∈ N tels que q > p, on ait d(xp, xq) ≤ max
p≤k≤q−1

d(xk, xk+1).

Or pour tout ε > 0, il existe N ∈ N tel que pour tout k ≥ N , on ait d(xk, xk+1) < ε.
Donc pour tous p, q ≥ N , on a d(xp, xq) < ε. Par conséquent, la suite (xn)n≥0 est de
Cauchy.

Exercice 2.23. Soient (X, d) et (Y, d′) deux espaces métriques et f : X −→ Y une
application. On suppose que l’image par f de toute suite de Cauchy de (X, d) est une
suite de Cauchy de (Y, d′). Montrer qu’alors f est continue.
Solution. Soient a ∈ X et (xn)n≥0 une suite dans X telle que lim

n→+∞xn = a. Soit zn ∈ X

tel que z2n = xn et z2n+1 = a pour tout n ∈ N. D’après la proposition 1.7.2, la suite
(zn)n≥0 converge vers a. Donc (zn)n≥0 est de Cauchy dans X , d’où (f(zn))n≥0 est de
Cauchy dans Y . Comme (f(z2n+1))n≥0 est une sous-suite convergente vers f(a), même
constante, de (f(zn))n≥0, d’après la proposition 2.6.2, la suite (f(zn))n≥0 converge vers
f(a). Or (f(xn))n≥0 est une sous-suite de (f(zn))n≥0, donc (f(xn))n≥0 converge vers
f(a). Par conséquent, f est continue en a, voir proposition 2.2.3. Donc f est continue.

Exercice 2.24. Soient (X, d) un espace métrique, (xn)n≥0 une suite de X et A =
{xn ; n ≥ 0}.

1. Montrer que si (xn)n≥0 n’admet aucune sous-suite convergente, alors A est infini
et fermé dans X et A muni de la topologie induite par X est discret.

2. Montrer que si (xn)n≥0 est de Cauchy non convergente, alors A est infini et fermé
dans X et A muni de la topologie induite par X est discret.

Solution. 1. D’après la proposition 2.2.3, (xn)n≥0 n’admet aucune valeur d’adhérence.
D’après la remarque 1.7.4, l’adhérence A est la réunion de A et de l’ensemble des valeurs
d’adhérence de la suite (xn)n≥0. Par conséquent, on a A = A, donc A est fermé dans
X . Si A est fini, alors il existe x ∈ X et une partie infinie D de N telle que pour tout
n ∈ D, on ait xn = x. Soit ϕ(0) le plus petit élément de D, et par récurrence, ϕ(n + 1)
le plus petit élément de D strictement plus grand que ϕ(n). Alors (xϕ(n))n≥0 est une
sous-suite de (xn)n≥0 qui converge vers x, ce qui contredit l’hypothèse. Donc A est infini.
Soit N ≥ 0. Alors l’ensemble {n ∈ N ; xn = xN} est fini, donc il existe p > N tel que
pour tout n ≥ p, on ait xn �= xN . Comme la suite (xn)n≥p n’admet aucune sous-suite
convergente, il résulte de ce qui précède que l’ensemble {xn ; n ≥ p} est fermé dans
(X, d). Comme l’ensemble {xn ; 0 ≤ n < N} \ {xN} est aussi fermé dans (X, d), alors
A \ {xN} est aussi fermé dans (X, d). Donc {xN} est ouvert dans A. Par conséquent, A
muni de la topologie induite par X est discret.
2. Puisque (xn)n≥0 est de Cauchy non convergente, d’après la proposition 2.6.2, la suite
(xn)n≥0 n’admet aucune sous-suite convergente. On déduit de 1 que A est infini et fermé
dans X et A muni de la topologie induite par X est discret.

Exercice 2.25. Soient (X, d) un espace métrique et A un sous-ensemble de X . On
suppose qu’il existe une constante α > 0 telle que quels que soient les éléments a et b
distincts de A, on ait d(a, b) ≥ α.

1. Montrer que (A, d) est un espace complet. En déduire que A est fermé dans X .
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2. Donner un exemple concret d’une telle situation.

Solution. 1. Soit (an)n≥0 une suite de Cauchy dans A. Alors il existe N ∈ N tel que pour
tous n,m ≥ N , on ait d(an, am) < α. Par conséquent, pour tout n ≥ N , on a an = aN .
Donc la suite (an)n≥0 converge vers aN ∈ A. Donc (A, d) est complet. Le fait que A est
fermé dans X résulte de la proposition 2.6.5.
2. Il suffit de prendre X = R, A = Z ou A = N et α = 1.

Exercice 2.26. Soient (X, d), (Y, d′) des espaces métriques, avec X complet et f :
X −→ Y une application continue telle qu’il existe α > 0 avec αd(a, b) ≤ d′(f(a), f(b))
pour tous a, b ∈ X . Montrer que f est une application fermée.
Solution. Puisqu’une partie A de X est fermée dans X si et seulement si A est complète
pour la distance induite par d, alors pour montrer que f est une application fermée, il
suffit de montrer que f(X) est une partie fermée de Y . Soit (f(xn))n≥0 une suite dans
f(X) qui converge vers un élément y ∈ Y . Alors (f(xn))n≥0 est de Cauchy. Or pour tous
n,m ∈ N, on a d(xn, xm) ≤ 1

α d′(f(xn), f(xm)), donc (xn)n≥0 est de Cauchy dans X .
Par conséquent, (xn)n≥0 converge vers un élément x ∈ X . Puisque f est continue, alors
(f(xn))n≥0 converge vers f(x), d’où on a y = f(x) ∈ f(X). Donc f(X) est fermé dans Y .

Exercice 2.27. Soient I un ensemble non vide et (Fi)i∈I une famille de parties complètes
d’un espace métrique (X, d). Montrer que l’intersection ∩

i∈I
Fi est complète.

Solution. Ce résultat est une conséquence immédiate de la proposition 2.6.5. En effet,
pour tout i ∈ I, Fi est une partie fermée de X . Soit i0 ∈ I, alors on a ∩

i∈I
Fi ⊂ Fi0 . Or

une intersection des fermés est un fermé, donc ∩
i∈I

Fi est un fermé de Fi0 qui est complet,

donc ∩
i∈I

Fi est une partie complète de X .

Exercice 2.28. Soient (X, d), (Y, d′) des espaces métriques et f : X −→ Y une
application isométrique.

1. Montrer que l’image par f de toute partie complète de X est fermée dans Y .

2. Montrer que si de plus (X, d) est complet, alors f est une application fermée.

3. Donner un exemple montrant que f n’est pas une application fermée si (X, d) n’est
pas complet.

Solution. 1. Soit A partie complète de X . Puisque f est une application isométrique,
alors f(A) est une partie complète de Y . D’après la proposition 2.6.5, f(A) est alors
fermé dans Y .
2. On suppose de plus que (X, d) est complet. Soit A une partie fermée de X . D’après
la proposition 2.6.5, A est une partie complète de X . Il résulte de 1 que f(A) est une
partie fermée de Y . Donc f est une application fermée.
3. Si X = Q et Y = R et si f = ı est l’injection canonique de Q dans R, alors f est une
application isométrique, mais f n’est pas une application fermée.

Exercice 2.29. Pour tous n,m ∈ N∗, on pose :

d(n,m) =

⎧⎨
⎩

0 si n = m,

1 + 1
n + 1

m si n �= m.
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1. Montrer que d est une distance sur N∗ et que (N∗, d) est complet.

2. Soit f(n) = n + 1 pour n ∈ N∗. Montrer que d(f(n), f(m)) < d(n,m) si n �= m
mais que f n’est pas contractante.

Solution. 1. Il est clair que pour tous n,m ∈ N∗, on a d(n,m) ≥ 0, d(n,m) = d(m,n)
et que d(n,m) = 0 ⇐⇒ n = m. Il reste à montrer l’inégalité triangulaire. Soient n, p et
m trois éléments distincts de N∗, on a d(n,m) = 1 + 1

n + 1
m ≤ 1 + 1

n + 1
p + 1+ 1

p + 1
m =

d(n, p) + d(p,m). Donc d est bien une distance sur N∗. Pour tous éléments distincts n et
m dans N∗, on a d(n,m) ≥ 1. Il résulte alors de l’exercice 2.25 que (N∗, d) est complet.
2. Si n �= m, on a d(f(n), f(m)) = 1 + 1

n+1 + 1
m+1 < 1 + 1

n + 1
m = d(n,m). Comme f

n’admet pas de point fixe, il résulte du théorème de point fixe que f n’est pas contractante.
Une autre manière de montrer que f n’est pas contractante. Si f est contractante, il
existe k ∈ [0, 1[ tel que pour tout n ≥ 1, on ait d(f(n), f(n + 1)) ≤ k d(n, n + 1), d’où
1 + 1

n+1 + 1
n+2 ≤ k

[
1 + 1

n + 1
n+1

]
, et donc on a n+1

n+2 ≤ k pour tout n ≥ 1. On en déduit
1 ≤ k, ce qui est impossible. Donc f n’est pas contractante.

Exercice 2.30. Soit c0 l’ensemble des suites numériques tendant vers 0 à l’infini. Pour
tous x = (xn)n≥0 , y = (yn)n≥0 ∈ c0, on pose d∞(x, y) = sup

n≥0
|xn − yn|.

1. Montrer que (c0, d∞) est un espace métrique complet.

2. Soit cc l’ensemble des suites numériques nulles à partir d’un certain rang. Montrer
que (c0, d∞) est le complété de (cc, d∞).

Solution. 1. Rappelons d’abord qu’une suite numérique est une application de N dans
K = R ou C, et qu’une suite numérique tendant vers 0 à l’infini est bornée, donc on peut
considérer que l’on a c0 ⊂ B(N, K). D’après la proposition 2.6.8, B(N, K) muni de la
distance de la convergence uniforme d∞ est complet, donc pour montrer que (c0, d∞) est
complet, il suffit de montrer que c0 est fermé dans B(N, K), voir proposition 2.6.5. Soit
(ξp)p≥0 une suite dans c0, où ξp = (xp,n)n≥0 avec xp,n ∈ K, et on suppose que (ξp)p≥0

converge vers un élément ξ = (xn)n≥0 de B(N, K). Soit ε > 0, il existe p0 ∈ N tel que
pour tout p ≥ p0, on ait sup

n≥0
|xp,n − xn| = d∞(ξp, ξ) < ε, d’où pour tout n ≥ 0, on a

|xn| < ε + |xp0,n|. Or la suite numérique ξp0 = (xp0,n)n≥0 tend vers 0 à l’infini, donc il
existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait |xp0,n| < ε. Par conséquent, pour tout
n ≥ N , on a |xn| < 2ε. Donc on a lim

n→+∞xn = 0, d’où ξ = (xn)n≥0 ∈ c0. Donc c0 est

fermé dans B(N, K).
2. Il s’agit de montrer que cc est dense dans c0. Soient ξ = (xn)n≥0 ∈ c0 et ε > 0. Alors
il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait |xn| < ε. Soit η = (yn)n≥0, avec yn = xn

si 0 ≤ n ≤ N et yn = 0 si n > N , alors η ∈ cc et on a d∞(ξ, η) = sup
n>N

|xn| ≤ ε. Par

conséquent, cc est dense dans c0 pour la distance d∞.

Exercice 2.31. Soit E = C∞([0, 1], R) l’espace des fonctions de classe C∞ sur [0, 1] et
à valeurs dans R. Pour tous f, g ∈ E, on pose :

d(f, g) =

+∞∑
n=0

1

2n
d∞
(
f (n), g(n)

)
1 + d∞

(
f (n), g(n)

) .
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Montrer que (E, d) est un espace métrique complet.
Solution. Le fait que d est une distance résulte de la proposition 2.3.5. Soit (fk)k≥0

une suite de Cauchy dans (E, d). Soient ε > 0 et N ∈ N. Alors il existe k0 ∈ N tel que

pour tous p ≥ k0 et q ≥ k0, on ait

+∞∑
n=0

1

2n
d∞
(
f
(n)
p , f

(n)
q

)
1 + d∞

(
f
(n)
p , f

(n)
q

) = d(fp, fq) <
1

2N
ε

1 + ε
.

Donc, pour tous p ≥ k0 et q ≥ k0, on a
1

2N
d∞
(
f
(N)
p , f

(N)
q

)
1 + d∞

(
f
(N)
p , f

(N)
q

) <
1

2N
ε

1 + ε
, d’où on a

d∞
(
f
(N)
p , f

(N)
q

)
< ε car s �−→ s

1 + s
est strictement croissante de [0, +∞[ dans [0, +∞[.

Donc, pour tout N ∈ N, la suite
(
f
(N)
k

)
k≥0

est de Cauchy dans
(
C
(
[0, 1], R

)
, d∞

)
qui

est complet, voir proposition 2.6.8, donc il existe gN ∈ C
(
[0, 1], R

)
tel que :

lim
k→+∞

d∞(f
(N)
k , gN) = 0. Pour tout k,N ∈ N et pour tout t ∈ [0, 1], on a :

f
(N)
k (t) =

∫ t

0

f
(N+1)
k (s)ds, d’où :

∣∣∣ ∫ t

0

f
(N+1)
k (s)ds−

∫ t

0

gN+1(s)ds
∣∣∣ ≤ ∫ t

0

∣∣∣f (N+1)
k (s)− gN+1(s)

∣∣∣ ds ≤ d∞
(
f
(N+1)
k , gN+1

)
.

Par conséquent, pour tout N ∈ N et pour tout t ∈ [0, 1], on a gN (t) =

∫ t

0

gN+1(s)ds,

donc gN est dérivable sur [0, 1] et on a g′N = gN+1. Donc, il existe g ∈ E tel que pour

tout N ∈ N, on ait lim
k→+∞

d∞
(
f
(N)
k , g(N)

)
= 0.

Soit ε > 0, il existe p0 ∈ N tel que pour tout p ≥ p0 et q ≥ p0, on ait :

+∞∑
n=0

1

2n
d∞
(
f
(n)
p , f

(n)
q

)
1 + d∞

(
f
(n)
p , f

(n)
q

) = d(fp, fq) < ε .

Soit N ∈ N, alors on a
N∑

n=0

1

2n
d∞
(
f
(n)
p , f

(n)
q

)
1 + d∞

(
f
(n)
p , f

(n)
q

) ≤
+∞∑
n=0

1

2n
d∞
(
f
(n)
p , f

(n)
q

)
1 + d∞

(
f
(n)
p , f

(n)
q

) < ε. Or on

a lim
q→+∞

N∑
n=0

1

2n
d∞
(
f
(n)
p , f

(n)
q

)
1 + d∞

(
f
(n)
p , f

(n)
q

) =

N∑
n=0

1

2n
d∞
(
f
(n)
p , g(n)

)
1 + d∞

(
f
(n)
p , g(n)

) , donc pour tout N ∈ N,

on a

N∑
n=0

1

2n
d∞
(
f
(n)
p , g(n)

)
1 + d∞

(
f
(n)
p , g(n)

) ≤ ε. D’où on a

+∞∑
n=0

1

2n
d∞
(
f
(n)
p , g(n)

)
1 + d∞

(
f
(n)
p , g(n)

) ≤ ε, pour tout

p ≥ p0. Par conséquent, la suite (fk)k≥0 converge vers g dans (E, d). Donc (E, d) est
complet.

Exercice 2.32. Soit E = C
(
[0, 1], R

)
l’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] et à

valeurs dans R muni de la distance d définie par d(f, g) =

∫ 1

0

|f(x)− g(x)| dx pour tous

f, g ∈ E.
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1. Soit (fn)n≥1 la suite dans E définie par :

fn(x) =

⎧⎨
⎩

n si 0 ≤ x ≤ 1
n2 ,

1√
x

si 1
n2 ≤ x ≤ 1 .

Montrer que (fn)n≥1 est une suite de Cauchy dans (E, d).

2. Montrer que (E, d) n’est pas complet.

Solution. 1. Pour tous m ≥ n ≥ 1, on a 1
m2 ≤ 1

n2 et

fm(x)− fn(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

m− n si 0 ≤ x ≤ 1
m2 ,

1√
x
− n si 1

m2 ≤ x ≤ 1
n2 ,

0 si 1
n2 ≤ x ≤ 1 .

Donc on a d(fm, fn) =

∫ 1
m2

0

(m − n) dx +

∫ 1
n2

1
m2

(
1√
x
− n

)
dx +

∫ 1

1
n2

0 dx = (m − n) 1
m2 +

2
n − 1

n − 2
m + n

m2 = 1
n − 1

m ≤ 1
n . Soit ε > 0, il existe N ∈ N∗ tel que 1

N < ε. Alors pour
tous m ≥ n ≥ N , on a d(fm, fn) ≤ 1

n ≤ 1
N < ε. Donc (fn)n≥1 est une suite de Cauchy

dans (E, d).
2. Si (E, d) était complet, il existerait f : [0, 1] −→ R continue telle que
lim

n→+∞ d(fn, f) = 0. Soit t ∈ ]0, 1], alors il existe N ∈ N∗ tel que pour tout n ≥ N , on ait

1
n2 < t. On a aussi

∫ 1

t

|fn(x)− f(x)| dx ≤
∫ 1

0

|fn(x)− f(x)| dx ≤ d(fn, f). Or pour tout

n ≥ N , on a fn(x) =
1√
x
sur [t, 1], d’où

∫ 1

t

∣∣ 1√
x
− f(x)

∣∣ dx ≤ d(fn, f). Par conséquent,

on a

∫ 1

t

∣∣ 1√
x
− f(x)

∣∣ dx = 0, donc f(x) = 1√
x
sur [t, 1]. D’où on a f(x) = 1√

x
pour tout

x ∈ ]0, 1], on en déduit que f n’est pas bornée sur [0, 1], ce qui est impossible car f est
continue. Donc (E, d) n’est pas complet.

Exercice 2.33. Soient X un espace de Baire non vide et F une famille d’applications
continues de X dans K telle que pour tout x ∈ X , il existe une constante Kx > 0 telle
que pour tout f ∈ F , on ait |f(x)| ≤ Kx. Montrer qu’il existe une constante K > 0 et
qu’il existe un ouvert non vide U dans X tels que pour tout x ∈ U et pour tout f ∈ F ,
on ait |f(x)| ≤ K.
Solution. Pour tout n ∈ N∗, soit Fn =

{
x ∈ X ; |f(x)| ≤ n pour tout f ∈ F

}
. Alors Fn

est fermé dans X et on a ∪
n≥1

Fn = X . Comme X est un espace de Baire, alors il existe

n ≥ 1 tel que
◦
Fn �= ∅, voir proposition 2.8.1. Soit U =

◦
Fn, alors U est un ouvert non vide

de X et pour tout f ∈ F , on a |f(x)| ≤ n.

Pour plus d’exercices, voir le supplément associé à ce livre.



Chapitre 3

ESPACES COMPACTS

L
a notion de compacité est à la base de plusieurs théorèmes très fins d’analyse, et
chaque fois que l’on rencontre un espace compact, on devrait être content.

3.1 Espaces compacts

Définition 3.1.1. Soit X un espace topologique.

1. Un recouvrement de X est une famille (Ai)i∈I de parties de X telle que X =
∪
i∈I

Ai. Si de plus I est un ensemble fini, on dit que (Ai)i∈I est un recouvrement fini

de X .

2. Soit (Ai)i∈I un recouvrement de X . Si J ⊂ I tel que X = ∪
j∈J

Aj , on dit que

(Aj)j∈J est un sous-recouvrement de (Ai)i∈I . Si de plus, J est fini, on dit alors
que (Aj)j∈J est un sous-recouvrement fini de (Ai)i∈I .

3. Un recouvrement ouvert de X est une famille d’ouverts (Ui)i∈I de X telle que
X = ∪

i∈I
Ui.

Définition 3.1.2. Soit X un espace topologique séparé. On dit que X est compact † si
de tout recouvrement ouvert deX , on peut extraire un sous-recouvrement fini. Autrement
dit, pour toute famille d’ouverts (Ui)i∈I de X telle que X = ∪

i∈I
Ui, il existe un sous-

ensemble fini J de I tel que X = ∪
i∈J

Ui.

Proposition 3.1.1. Soit X un espace topologique séparé. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) X est compact.

(ii) De toute famille de fermés de X dont l’intersection est vide, on peut extraire une
sous-famille finie dont l’intersection est vide.

†Souvent dans les textes mathématiques en langue anglaise, les espaces compacts ne sont pas supposés
séparés.
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(iii) Toute famille de fermés de X dont toute sous-famille finie est d’intersection non
vide, est elle-même d’intersection non vide.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soit (Fi)i∈I une famille de fermés
de X telle que ∩

i∈I
Fi = ∅. Pour tout i ∈ I, soit Ui = X \ Fi, alors (Ui)i∈I est un

recouvrement ouvert de X . Comme X est compact, alors il existe un sous-ensemble fini
J de I tel que X = ∪

i∈J
Ui, d’où on a ∩

i∈J
Fi = ∅.

Pour montrer l’implication (ii) =⇒ (i), on fait exactement le même raisonnement que
précédemment. L’équivalence (ii) ⇐⇒ (iii) est triviale. �

Définition 3.1.3. Soient X un espace topologique et A une partie de X .

1. On dit que A est compacte si A, munie de la topologie induite par celle de X , est
un espace compact.

2. On dit que A est relativement compacte si A est compact.

Remarque 3.1.1. Soient X un espace topologique et A une partie de X . Puisque les
ouverts de A sont de la forme A ∩ U , avec U ouvert de X , alors A est compacte si et
seulement si A est séparé et pour toute famille d’ouverts (Ui)i∈I de X telle que A ⊂ ∪

i∈I
Ui,

il existe un sous-ensemble fini J de I tel que A ⊂ ∪
i∈J

Ui.

Remarque 3.1.2. Soient X un espace topologique et A, Y deux parties de X telles que
A ⊂ Y . Alors A est compacte dans X si et seulement si A est compacte dans Y munie
de la topologie induite par celle de X .

Exemple 3.1.1. 1. Soient X un espace topologique séparé et A = {a1, . . . , ap} une
partie finie de X . Alors A est compacte. En effet, soit (Ui)i∈I une famille d’ouverts
de X telle que A ⊂ ∪

i∈I
Ui. Pour tout n ∈ {1, . . . , p}, il existe in ∈ I tel que an ∈ Uin .

Donc on a A ⊂
p
∪

n=1
Uin . Par conséquent, A est compacte.

2. Soit X un espace topologique discret. Alors X est compact si et seulement si X
est fini. En effet, si X est fini, il résulte de ce qui précède que X est compact.
Réciproquement, supposons que X est compact. Pour tout x ∈ X , soit Ux = {x},
alors (Ux)x∈X est un recouvrement ouvert de X , donc il existe x1, . . . , xp ∈ X tels

que X =
p
∪

n=1
Uxn = {x1, . . . , xp}. Par conséquent, X est fini.

3. Soient X un espace topologique séparé et (xn)n≥0 une suite convergente dans X
vers la limite x ∈ X , alors l’ensemble A = {x}∪{xn ; n ≥ 0} est compact. En effet,
soit (Ui)i∈I une famille d’ouverts de X telle que A ⊂ ∪

i∈I
Ui. Alors il existe iα ∈ I

tel que x ∈ Uiα . Comme (xn)n≥0 converge vers x, alors il existe N ∈ N tel que pour
tout n > N , on ait xn ∈ Uiα . Comme pour tout n ∈ {0, . . . , N}, il existe in ∈ I tel

que xn ∈ Uin . Alors on a A ⊂ Uiα ∪
N
∪

n=0
Uin . Par conséquent, A est compact.

4. Tout espace topologique homéomorphe à un espace compact est compact.
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Exemple 3.1.2. L’espace R muni de la topologie euclidienne n’est pas compact. En
effet, pour n ≥ 0, soit Un = ]−∞, n[, alors (Un)n≥0 est un recouvrement ouvert de R, et
on ne peut pas en extraire un sous-recouvrement fini.

Théorème 3.1.1. Soient X un espace topologique séparé et A une partie de X.

1. Si A est compacte, alors A est fermée dans X.

2. Si X est compact et A est fermée dans X, alors A est compacte.

3. Si X est métrisable et A est compacte, alors A est bornée.

Démonstration. 1. Pour montrer que A est fermée dans X , on montre que son complé-
mentaire X \A est ouvert dans X . Soit x ∈ X \A. Puisque X est séparé, pour tout a ∈ A,
il existe deux ouverts Va et Ua,x dans X tels que a ∈ Va, x ∈ Ua,x et Va ∩Ua,x = ∅. Alors
(Va)a∈A est une famille d’ouverts de X telle que A ⊂ ∪

a∈A
Va. Comme A est compacte,

alors il existe un sous-ensemble fini {a1, . . . , an} de A tel que A ⊂
n
∪
i=1

Vai . Soit Ux =
n
∩
i=1

Uai,x, alors Ux est un ouvert de X contenant x tel que Ux ∩
( n
∪
i=1

Vai

)
= ∅, d’où on a

x ∈ Ux ⊂ X \A. Donc X \A est un ouvert de X .
2. Soit (Ui)i∈I une famille d’ouverts de X telle que A ⊂ ∪

i∈I
Ui. Soit U = X \A, alors U est

un ouvert de X et on a X = U∪ ∪
i∈I

Ui. Or X est compact, donc il existe un sous-ensemble

fini J de I tel que X = U ∪ ∪
i∈J

Ui, d’où on a A ⊂ ∪
i∈J

Ui. Donc A est compacte.

3. Soit d une distance sur X induisant sa topologie. Comme on a A ⊂ ∪
a∈A

B(a, 1) et A est

compacte, alors il existe un sous-ensemble fini {a1, . . . , an} de A tel que A ⊂
n
∪
i=1

B(ai, 1).

Soit α = max
1≤i≤n

d(a1, ai), alors on a A ⊂ B(a1, α+ 1). Donc A est bornée. �

Corollaire 3.1.1. Soit X un espace topologique séparé.

1. Si K est une partie compacte de X et F est une partie fermée de X, alors K ∩ F
est une partie compacte de X.

2. Si F1, . . . , Fn sont des parties fermées de X. Alors la réunion
n
∪
i=1

Fi est compacte

si et seulement si pour tout i, Fi est compacte.

3. Si (Ki)i∈I est une famille de parties compactes de X. Alors l’intersection ∩
i∈I

Ki est

compacte.

Théorème 3.1.2 (Heine). Tout intervalle fermé et borné de R est compact.

Démonstration. Soit [a, b], avec a ≤ b, un intervalle fermé et borné de R. Puisque R
est séparé, alors [a, b] est séparé. Si a = b, alors [a, b] = {a} est un ensemble fini, donc
c’est un espace compact, voir exemple 3.1.1. On suppose donc a < b, et soit (Ui)i∈I une
famille d’ouverts de R telle que [a, b] ⊂ ∪

i∈I
Ui. Soit E l’ensemble des points x de [a, b] tels

qu’il existe une partie finie J de I vérifiant [a, x] ⊂ ∪
i∈J

Ui. L’ensemble E est non vide car

a ∈ E, et majoré par b, donc E admet une borne supérieure c. De plus on a c ∈ [a, b].
On va montrer que c ∈ E et que c = b. Soit ic ∈ I tel que c ∈ Uic . Puisque Uic est un
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ouvert de R, il existe ε > 0 tel que ]c− ε, c+ ε[⊂ Uic . Comme c est la borne supérieure
de E, alors il existe x ∈ E tel que c− ε < x ≤ c, d’où on a [x, c] ⊂ Uic . Soit J une partie
finie de I telle que [a, x] ⊂ ∪

i∈J
Ui. Soit J ′ = J ∪ {ic}, alors J ′ est une partie finie de I

et on a [a, c] = [a, x] ∪ [x, c] ⊂ ∪
i∈J′

Ui. On a donc c ∈ E. Il reste à montrer que c = b.

Supposons c < b. Alors il existe d ∈ ]c, c+ ε[∩ ]c, b[, d’où on a d ∈ [a, b] et [c, d] ⊂ Uic .
Donc on a [a, d] ⊂ ∪

i∈J′
Ui. Par conséquent, on a d ∈ E, ce qui est impossible car d > c.

Donc on a bien c = b, d’où b ∈ E. �

Corollaire 3.1.2. Les parties compactes de R sont les parties fermées et bornées.

Remarque 3.1.3. Puisque la droite réelle achevée R est homéomorphe à [−1, 1], alors
R est compact.

Proposition 3.1.2. Soient X un espace topologique séparé et A, B deux parties com-
pactes de X telles que A ∩ B = ∅. Alors il existe deux ouverts U et V dans X tels que
A ⊂ U , B ⊂ V et U ∩ V = ∅.

Démonstration. Soit b ∈ B. Comme X est séparé, pour tout a ∈ A, il existe Ua,b et
Va,b deux ouverts de X tels que a ∈ Ua,b, b ∈ Va,b et Ua,b ∩ Va,b = ∅. Comme A est
compact et comme on a A ⊂ ∪

a∈A
Ua,b, alors il existe un sous-ensemble fini {a1, . . . , an}

de A tel que A ⊂
n
∪
i=1

Uai,b. Soient Ub =
n
∪
i=1

Uai,b et Vb =
n
∩
i=1

Vai,b, alors Ub et Vb sont deux

ouverts de X tels que A ⊂ Ub, b ∈ Vb et Ub ∩ Vb = ∅. Comme B est aussi compact et on

a B ⊂ ∪
b∈B

Vb, alors il existe un sous-ensemble fini {b1, . . . , bp} de B tel que B ⊂
p
∪
j=1

Vbj .

Soient U =
p
∩
j=1

Ubj et V =
p
∪

j=1
Vbj , alors U et V sont deux ouverts de X tels que A ⊂ U ,

B ⊂ V et U ∩ V = ∅. �

Corollaire 3.1.3. Soit X un espace compact. Alors X est un espace normal.

Ce corollaire résulte de la proposition précédente et du théorème 3.1.1.

Proposition 3.1.3. Soient X un espace topologique séparé, F une partie fermée de X
et K une partie compacte de X telles que K ∩ F = ∅.

1. Si X est régulier, alors il existe deux ouverts U et V dans X tels que K ⊂ U ,
F ⊂ V et U ∩ V = ∅.

2. SiX est complètement régulier, alors il existe une fonction continue f : X −→ [0, 1]
telle que pour tout x ∈ K, on ait f(x) = 1 et pour tout y ∈ F , on ait f(y) = 0.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 3 du supplément.

Proposition 3.1.4 (Wallace). Soient X, Y deux espaces topologiques, A une partie
compacte de X, B une partie compacte de Y et W un ouvert de l’espace topologique
produit X × Y tel que A× B ⊂ W . Alors il existe un ouvert U de X et un ouvert V de
Y tels que A×B ⊂ U × V ⊂ W .
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Démonstration. Soit b ∈ B. Pour tout a ∈ A, il existe un ouvert Ua,b de X contenant
a et un ouvert Va,b de Y contenant b tels que Ua,b × Va,b ⊂ W . Comme A est compact
et comme on a A ⊂ ∪

a∈A
Ua,b, alors il existe un sous-ensemble fini {a1, . . . , an} de A tel

que A ⊂
n
∪
i=1

Uai,b. On pose Ub =
n
∪
i=1

Uai,b et Vb =
n
∩
i=1

Vai,b, alors Ub est un ouvert de X

et Vb est un ouvert de Y tels que A ⊂ Ub, b ∈ Vb et Ub × Vb ⊂ W . Comme B est aussi
compact et on a B ⊂ ∪

b∈B
Vb, alors il existe un sous-ensemble fini {b1, . . . , bp} de B tel

que B ⊂
p
∪
j=1

Vbj et A ⊂ Ubj pour tout j. Soient U =
p
∩

j=1
Ubj et V =

p
∪
j=1

Vbj , alors U est

un ouvert de X et V est un ouvert de Y tels que A×B ⊂ U × V ⊂ W . �

Proposition 3.1.5 (théorème de Bolzano-Weierstrass). Soit X un espace compact.
Alors on a :

1. Pour toute suite décroissante (Fn)n≥0 de parties fermées non vides de X, on a
∩

n≥0
Fn �= ∅.

2. Toute suite dans X a au moins une valeur d’adhérence.

3. Une suite dans X est convergente si, et seulement si, elle a une unique valeur
d’adhérence, qui est alors sa limite.

4. Toute partie infinie A de X possède au moins un point d’accumulation.

Démonstration. 1. Supposons ∩
n≥0

Fn = ∅, d’après la proposition 3.1.1, il existe une

partie finie J de N tel que ∩
n∈J

Fn = ∅. Soit N ∈ N tel que J ⊂ {0, . . . , N}, alors on

a
N
∩

n=0
Fn ⊂ ∩

n∈J
Fn = ∅, ce qui est impossible car

N
∩

n=0
Fn = FN �= ∅. Donc on a bien

∩
n≥0

Fn �= ∅.

2. Soit (xn)n≥0 une suite dansX . Pour tout n ≥ 0, soit Fn = {xp ; p ≥ n}. Alors (Fn)n≥0

est une suite décroissante de parties fermées non vides de X . D’après 1, on a ∩
n≥0

Fn �= ∅.
Par ailleurs, d’après la proposition 1.7.1, l’intersection ∩

n≥0
Fn est l’ensemble des valeurs

d’adhérence de la suite (xn)n≥0. Par conséquent, la suite (xn)n≥0 possède au moins une
valeur d’adhérence.
3. On a vu, proposition 1.7.2, que toute suite convergente dans un espace topologique
séparé admet une unique valeur d’adhérence, qui est alors sa limite.
Réciproquement, soit (xn)n≥0 une suite dans X qui admet une unique valeur d’adhérence

�. Autrement dit, on a ∩
n≥0

Fn = {�}, où Fn = {xp ; p ≥ n}, pour tout n ≥ 0. Il s’agit de

montrer que (xn)n≥0 converge vers �. Soient U un ouvert de X contenant � et F = X \U .
Alors on a ∅ = {�} ∩ F = ∩

n≥0
Fn ∩ F . Comme (Fn ∩ F )n≥0 est une suite décroissante

de fermés de X , on déduit de 1 qu’il existe n ≥ 0 tel que Fn ∩ F = ∅, d’où on a
{xp ; p ≥ n} ⊂ Fn ⊂ U . Par conséquent, la suite (xn)n≥0 converge vers �.
4. Soit A une partie infinie de X . Supposons que A ne possède aucun point d’accumu-
lation. Alors pour tout x ∈ X , il existe un voisinage ouvert Vx de x dans X tel que
A ∩ Vx ⊂ {x}. La famille (Vx)x∈X étant un recouvrement ouvert de X et comme X est

compact, alors il existe x1, . . . , xn ∈ X tels que X =
n
∪
i=1

Vxi , d’où on a A = A ∩ X =
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n
∪
i=1

A ∩ Vxi ⊂ {x1, . . . , xn}, ce qui est impossible car A est infinie. Donc A possède au

moins un point d’accumulation. �

Remarque 3.1.4. Pour n ≥ 1, on pose a2n = 1
2n et a2n+1 = 2n + 1. Alors la suite

(an)n≥1 admet 0 comme unique valeur d’adhérence, mais (an)n≥1 ne converge pas dans
R.

Remarque 3.1.5. Si X = N et Y = {0, 1} muni de la topologie grossière, alors toute
partie non vide de X × Y possède un point d’accumulation. Si on pose Un = {n} × Y ,
alors (Un)n≥0 est un recouvrement ouvert de X × Y , et on ne peut pas en extraire un
sous-recouvrement fini. Donc X × Y n’est pas compact. L’espace X × Y n’est même pas
séparé.

Définition 3.1.4. Un espace métrique (X, d) est dit précompact † si, pour tout ε > 0,
il existe un recouvrement fini de X par des boules de rayon ε.

Remarque 3.1.6. Il est clair que tout espace métrique compact est précompact. En
effet, soient (X, d) un espace métrique compact et ε > 0. Comme

(
B(x, ε)

)
x∈X

est un

recouvrement ouvert de X , alors il existe x1, . . . , xn ∈ X tels que X =
n
∪

p=1
B(xp, ε). Par

conséquent, (X, d) est un espace précompact.

On vérifie sans difficulté la proposition suivante :

Proposition 3.1.6. Soient (X, d) un espace métrique et A un sous-ensemble de X.
On a :

1. L’espace métrique (X, d) est précompact si et seulement si, pour tout ε > 0, il
existe un recouvrement fini de X par des parties de diamètre inférieur ou égal à ε.

2. Si (X, d) est précompact, alors A est précompact.

3. Si A est précompact, alors A est précompact.

Proposition 3.1.7. Soit (X, d) un espace métrique précompact. Alors X est séparable.
En particulier, tout espace métrique compact est séparable.

Démonstration. Pour tout n ≥ 1, il existe un sous-ensemble fini Dn de X tel que
X = ∪

x∈Dn

B
(
x, 1

n

)
. Soit D = ∪

n≥1
Dn, alors D est au plus dénombrable. Vérifions que D

est dense dans X . Soient y ∈ X et ε > 0. Alors il existe n ≥ 1 tel que 1
n < ε. Comme on a

X = ∪
x∈Dn

B
(
x, 1

n

)
, il existe x ∈ Dn ⊂ D tel que y ∈ B

(
x, 1

n

)
, d’où d(y, x) < 1

n < ε. Donc

D est dense dans X . Par conséquent, (X, d) est séparable. Comme tout espace métrique
compact est précompact, voir remarque 3.1.6, alors tout espace métrique compact est
séparable. �

Lemme 3.1.1 (Lebesgue). Soient (X, d) un espace métrique tel que toute suite dans
X possède une sous-suite convergente. Soit (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de X. Alors
il existe un réel r > 0 tel que toute boule ouverte de rayon r soit contenue dans au moins
un des Ui. Autrement dit, il existe r > 0 tel que pour tout x ∈ X, il existe i ∈ I pour
lequel B(x, r) ⊂ Ui.

†Les espaces métriques précompacts sont dits totally bounded dans les textes mathématiques en
langue anglaise.
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Démonstration. On raisonne par l’absurde. Supposons que pour tout r > 0, il existe
x ∈ X tel que B(x, r) ne soit contenu dans aucun Ui. Alors, pour tout n ≥ 0, il existe
xn ∈ X tel que B

(
xn,

1
2n

)
ne soit contenu dans aucun Ui. Par hypothèse, il existe une

sous-suite convergente (xnk
)k≥0 de (xn)n≥0. Soit a ∈ X tel que lim

k→+∞
xnk

= a. Soit i ∈ I

tel que a ∈ Ui. Comme Ui est un ouvert de X , alors il existe r > 0 tel que B(a, r) ⊂ Ui.
Puisque la suite (xnk

)k≥0 converge vers a, alors il existe k0 ∈ N tel que pour tout k ≥ k0,
on ait xnk

∈ B
(
a, r

2

)
. Comme on a lim

k→+∞
1

2nk
= 0, alors il existe k ≥ k0 tel que 1

2nk
< r

2 .

Alors, pour tout y ∈ B
(
xnk

, 1
2nk

)
, on a d(a, y) ≤ d(a, xnk

) + d(xnk
, y) < r

2 + 1
2nk

< r,

d’où y ∈ B(a, r). Donc on a B
(
xnk

, 1
2nk

)
⊂ B(a, r), d’où B

(
xnk

, 1
2nk

)
⊂ Ui, ce qui est

impossible. Par conséquent, il existe bien un réel r > 0 tel que toute boule ouverte de
rayon r soit contenue dans au moins un des Ui. �

Le nombre r > 0 apparu dans le lemme précédent est appelé un nombre de Lebesgue
du recouvrement ouvert (Ui)i∈I .

Théorème 3.1.3. Soit (X, d) un espace métrique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) L’espace topologique X est compact.

(ii) L’espace métrique (X, d) est précompact et complet.

(iii) Toute partie infinie de X possède au moins un point d’accumulation.

(iv) Toute suite de X possède une sous-suite convergente.

(v) Pour toute suite décroissante (Fn)n≥0 de parties fermées non vides de X, on a
∩

n≥0
Fn �= ∅.

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 3 du supplément.

Corollaire 3.1.4. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) A est relativement compacte.

(ii) Il existe une partie compacte de X contenant A.

(iii) Toute suite dans A possède une sous-suite convergente dans X.

Démonstration. L’implication (i) =⇒ (ii) est triviale. L’implication (ii) =⇒ (iii) résulte
immédiatement du théorème précédent. Montrons l’implication (iii) =⇒ (i). Soit (xn)n≥0

une suite dans A. Pour tout n ≥ 0, il existe an ∈ A tel que d(an, xn) < 1
n+1 . Par

hypothèse, il existe une sous-suite convergente (ank
)k≥0 de (an)n≥0. Soit � = lim

k→+∞
ank

.

Pour tout k ≥ 0, on a 0 ≤ d(�, xnk
) ≤ d(�, ank

) + d(ank
, xnk

) < d(�, ank
) + 1

nk+1 et on a

lim
k→+∞

1
nk+1 = 0, donc (xnk

)k≥0 converge aussi vers �. Il résulte du théorème précédent

que A est compact. �

On déduit de la proposition 3.1.6 et du théorème 3.1.3 la remarque suivante :
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Remarque 3.1.7. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X .

1. Si A est relativement compacte, alors A est précompacte.

2. Si (X, d) est complet et si A est précompacte, alors A est relativement compacte.

Théorème 3.1.4. Soit (X, T ) un espace topologique séparé. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.

1. L’espace X est compact.

2. Toute famille filtrante croissante possède une valeur d’adhérence. Autrement dit,
pour toute famille filtrante croissante (xλ)λ∈Λ dans X, il existe une famille filtrante
croissante plus fine que (xλ)λ∈Λ et convergente dans X.

Pour une preuve du théorème précédent, voir ([17], p. 136).

3.2 Applications continues et espaces compacts

Théorème 3.2.1. Soient X et Y deux espaces topologiques, avec Y séparé, et f : X −→
Y une application continue. On a :

1. L’image par f de toute partie compacte de X est une partie compacte de Y .

2. Si X est compact, alors f est une application fermée.

3. Si X est compact et si f est bijective, alors f est un homéomorphisme.

Démonstration. 1. Soit K une partie compacte de X . Puisque Y est séparé, alors f(K)
est séparé. Soit (Ui)i∈I une famille d’ouverts de Y telle que f(K) ⊂ ∪

i∈I
Ui, alors on a :

K ⊂ f−1
(
f(K)

)
⊂ f−1

(
∪
i∈I

Ui

)
= ∪

i∈I
f−1(Ui) .

Comme f est continue, alors pour tout i ∈ I, f−1(Ui) est un ouvert de X . Or K est une
partie compacte de X , donc il existe une partie finie J de I telle que K ⊂ ∪

i∈J
f−1(Ui).

D’où on a f(K) ⊂ f
(

∪
i∈J

f−1(Ui)
)
= ∪

i∈J
f
(
f−1(Ui)

)
⊂ ∪

i∈J
Ui. Par conséquent, f(K) est

une partie compacte de Y .
2. Supposons de plus que X est compact. Soit F une partie fermée de X , d’après le
théorème 3.1.1, F est une partie compacte de X , donc f(F ) est une partie compacte de
Y . En utilisant une fois de plus le théorème 3.1.1, on déduit que f(F ) est une fermée de
Y . Par conséquent, f est une application fermée.
3. Ceci résulte de 2, voir également le théorème 1.3.2. �

Corollaire 3.2.1. Soient X un espace compact, Y un espace topologique séparé et f :
X −→ Y une application continue, alors pour toute partie A de X, on a f(A) = f(A ).

Démonstration. Ceci résulte du théorème précédent et du corollaire 1.3.1. �

Corollaire 3.2.2. Soient T1 et T2 deux topologies sur un ensemble X et supposons que
T2 est plus fine que T1. Si (X, T2) est compact et (X, T1) est séparé, alors on a T1 = T2.
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Remarque 3.2.1. Soit (X, d) un espace métrique compact. Si d′ est une distance
topologiquement équivalente à d, alors (X, d′) est aussi compact.

Remarque 3.2.2. Si f est une application continue injective d’un espace compact X
dans un espace topologique séparé Y , alors f est un homéomorphisme de X sur son
image f(X).

Exemple 3.2.1. Considérons sur R, muni de la topologie euclidienne, la relation d’équi-
valence R définie par xR y ⇐⇒ x− y ∈ Z. On note R/Z l’espace topologique quotient.
On munit l’ensemble S = S1 = {z ∈ C ; |z| = 1} de la topologie induite par C, et on
considère l’application suivante :

f : R −→ S
t �−→ e2πit

Il résulte des propriétés de la fonction exponentielle que f est continue et surjective et que
pour tout t, s ∈ R, on a tR s ⇐⇒ f(t) = f(s). Donc on a R = Rf . Par conséquent, il

existe une application continue et bijective f̃ : R/Z −→ S telle que le diagramme suivant
soit commutatif.

R S

R/Z

�f

�
��q �

��
f̃

Où q est l’application quotient, voir également la remarque 1.4.14. Puisque S est un
espace séparé et f̃ est continue et injective (même bijective), alors l’espace R/Z est
séparé. Notez qu’il y a d’autres manières pour montrer que R/Z est séparé ; par exemple
en utilisant le fait que l’application (x, y) �−→ x− y est continue de R× R dans R. Pour
tout x ∈ R, il existe n ∈ Z et r ∈ [0, 1[ tels que x = n+ r, d’où on a q(x) = q(r). Donc on
a q
(
[0, 1]

)
= q(R) = R/Z. Or [0, 1] est un espace compact et q est continue, donc R/Z

est un espace compact. Il résulte du théorème précédent que f̃ est un homéomorphisme
et donc on identifie R/Z à S.

Théorème 3.2.2. Soient X un espace compact et f : X −→ R une application continue.
Alors f est bornée et atteint sur X ses bornes inférieure et supérieure. Autrement dit, il
existe a, b ∈ X tels que f(a) = inf

x∈X
f(x) et f(b) = sup

x∈X
f(x).

Démonstration. D’après le théorème précédent, f(X) est une partie compacte de R,
donc f(X) est fermée et bornée dans R, voir théorème 3.1.1. Par l’exercice 2.16 , on
sait qu’il existe alors α, β ∈ f(X) tels que α = inf

x∈X
f(x) et β = sup

x∈X
f(x). Comme

α, β ∈ f(X), alors il existe a, b ∈ X tels que α = f(a) et β = f(b). D’où le résultat. �

Théorème 3.2.3. Soient (X, d), (Y, d′) deux espaces métriques et f : X −→ Y une
application continue. Si X est compact, alors f est uniformément continue.

Démonstration. On donne deux démonstrations différentes de ce théorème.
Première démonstration. Soit ε > 0. Pour tout y ∈ Y , soit Uy = f−1

(
B(y, ε

2 )
)
.

Comme f est continue, alors Uy est un ouvert de X . Or on a :

X = f−1(Y ) = f−1
(

∪
y∈Y

B(y, ε
2 )
)
= ∪

y∈Y
f−1

(
B(y, ε

2 )
)
= ∪

y∈Y
Uy .
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Donc (Uy)y∈Y est un recouvrement ouvert de X . D’après la proposition 3.1.5 et le lemme
3.1.1, il existe r > 0 tel que toute boule ouverte de rayon r dans X soit contenue dans
au moins un des Uy. Soient x, z ∈ X tels que d(x, z) < r, i.e. z ∈ B(x, r), alors il existe
y ∈ Y tel que x, z ∈ Uy, d’où on a d′(f(x), f(z)) ≤ d′(f(x), y) + d′(y, f(z)) < ε

2 + ε
2 = ε.

Par conséquent, pour tout ε > 0, il existe r > 0 tel que pour tous x, z ∈ X vérifiant
d(x, z) < r, on ait d′(f(x), f(z)) < ε. Autrement dit, f est uniformément continue.
Deuxième démonstration. Supposons que f n’est pas uniformément continue. Alors
il existe ε > 0 tel que pour tout n ≥ 1, il existe xn, zn ∈ X vérifiant d(xn, zn) < 1

n et
d′(f(xn), f(zn)) ≥ ε. D’après le théorème 3.1.3, la suite (xn)n≥1 admet une sous-suite
convergente (xnk

)k≥1. Soit � = lim
k→+∞

xnk
. Puisque pour tout k ≥ 1, on a d(xnk

, znk
) < 1

nk

et lim
k→+∞

1
nk

= 0, on en déduit que (znk
)k≥1 converge aussi vers �. Comme f est continue,

alors on a lim
k→+∞

f(xnk
) = lim

k→+∞
f(znk

) = f(�), d’où lim
k→+∞

d(f(xnk
), f(znk

)) = 0, ce

qui est impossible car pour tout k ≥ 1, on a d′(f(xnk
), f(znk

)) ≥ ε. Donc f est bien
uniformément continue. �

Remarque 3.2.3. Le théorème précédent n’est pas vrai si X n’est pas compact. Il suffit
de prendre X = Y = R et f(x) = x2.

Remarque 3.2.4. Soit (X, d) un espace métrique compact. Alors toute distance sur X
topologiquement équivalente à d lui est uniformément équivalente.

Théorème 3.2.4 (Kuratowski). Soit X un espace topologique séparé. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) L’espace X est compact.

(ii) Pour tout espace topologique Y , la projection canonique π : X × Y −→ Y est une
application fermée.

(iii) Pour tout espace topologique normal Y , la projection canonique π : X × Y −→ Y
est une application fermée.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soit F un fermé dans X × Y .
Montrons que Y \ π(F ) est un ouvert de Y . Soit y ∈ Y \ π(F ), alors

(
X × {y}

)
∩F = ∅.

Comme X est compact et {y} est une partie compacte de Y , d’après la proposition 3.1.4,
il existe un ouvert V de Y contenant y tel que X × {y} ⊂ X × V et

(
X × V

)
∩ F = ∅,

d’où on a y ∈ V ⊂ Y \ π(F ). Donc Y \ π(F ) est un ouvert de Y .
Pour la preuve des implications (ii) =⇒ (iii) et (iii) =⇒ (i), voir ([13], p. 126). �

3.3 Produits d’espaces compacts

Théorème 3.3.1. Soient X et Y deux espaces topologiques non vides. Alors l’espace
topologique produit X × Y est compact si et seulement si X et Y sont compacts.

Démonstration. Notons d’abord que d’après la proposition 1.5.3, X × Y est séparé si
et seulement si X et Y sont séparés. Supposons d’abord que X×Y est compact. Puisque
les projections canoniques X × Y −→ X et X × Y −→ Y sont continues, on déduit du
théorème 3.2.1 que X et Y sont compacts.
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Réciproquement, supposons que X et Y sont compacts. Soit
(
Wi

)
i∈I

un recouvrement

ouvert de X×Y . Soit x ∈ X . Pour tout y ∈ Y , il existe i(x,y) ∈ I tel que (x, y) ∈ Wi(x,y)
.

Il existe alors un ouvert U(x,y) de X contenant x et un ouvert V(x,y) de Y contenant

y tels que (x, y) ∈ U(x,y) × V(x,y) ⊂ Wi(x,y)
. Comme Y est compact et

(
V(x,y)

)
y∈Y

est un recouvrement ouvert de Y , alors il existe une partie finie Bx de Y telle que
Y = ∪

y∈Bx

V(x,y). Soit Ux = ∩
y∈Bx

U(x,y), alors Ux est un ouvert de X contenant x et on a

∪
y∈Bx

(
Ux×V(x,y)

)
⊂ ∪

y∈Bx

Wi(x,y)
. Comme X est compact et

(
Ux

)
x∈X

est un recouvrement

ouvert de X , alors il existe une partie finie A de X telle que X = ∪
x∈A

Ux. Par conséquent,

on a X×Y ⊂ ∪
x∈A

∪
y∈Bx

(
Ux×V(x,y)

)
⊂ ∪

x∈A
∪

y∈Bx

Wi(x,y)
. Soit D =

{
(x, y) ∈ X×Y ; x ∈

A et y ∈ Bx

}
, alors D est un ensemble fini et

(
Wi(x,y)

)
(x,y)∈D

est un sous-recouvrement

fini de
(
Wi

)
i∈I

. Donc X × Y est un espace compact. �

Remarque 3.3.1. Si (X, d) et (Y, d′) sont des espaces métriques compacts, en utilisant
le théorème 3.1.3, on montre facilement que l’espace métrique produit X×Y est compact.
En effet, soit

(
(xn, yn)

)
n≥0

une suite dans l’espace métrique produit X × Y . Comme

(X, d) est compact, il existe une application strictement croissante φ : N −→ N telle
que (xφ(n))n≥0 converge dans X . De même, comme (Y, d′) est compact et (yφ(n))n≥0 est
une suite dans Y , il existe une application strictement croissante ψ : N −→ N telle que
(yφ◦ψ(n))n≥0 converge dans Y . Par conséquent,

(
(xφ◦ψ(n), yφ◦ψ(n))

)
n≥0

est une sous-suite

convergente de
(
(xn, yn)

)
n≥0

. Donc X × Y est compact.

Corollaire 3.3.1. Soit (Xi)1≤i≤n une famille finie d’espaces topologiques non vides.

Alors l’espace topologique produit
n∏

i=1

Xi est compact si et seulement si pour tout i, Xi

est compact.

Corollaire 3.3.2. Les parties compactes de Rn sont les parties fermées et bornées.

Démonstration. D’après le théorème 3.1.1 toute partie compacte de Rn est fermée et
bornée. Réciproquement, soit A une partie fermée et bornée de Rn. Alors il existe des

ai, bi ∈ R tels que A ⊂
n∏

i=1

[ai, bi]. D’après le théorème 3.1.2 et le corollaire précédent,

l’espace topologique produit
n∏

i=1

[ai, bi] est compact. Comme A est fermée dans
n∏

i=1

[ai, bi],

on déduit du théorème 3.1.1 que A est une partie compacte. �

Corollaire 3.3.3. Soit A une partie de Rn. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) A est précompacte.

(ii) A est relativement compacte.

(iii) A est bornée.

(iv) Toute suite dans A possède une sous-suite convergente dans Rn.

Théorème 3.3.2. Soit
(
(Xn, dn)

)
n≥0

une suite d’espaces métriques. Alors l’espace

métrique produit X =
∏
n≥0

Xn est compact si et seulement si pour tout n ≥ 0, (Xn, dn)

est compact.
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Démonstration. Supposons d’abord que l’espace métrique produit X =
∏
n≥0

Xn est

compact. Puisque les projections canoniques de X dans Xn sont continues, on déduit du
théorème 3.2.1 que les espaces (Xn, dn) sont compacts.
Réciproquement, supposons que pour tout n ≥ 0, (Xn, dn) est compact. D’après la
remarque 3.2.1 et la proposition 2.3.5, on peut supposer que pour tout n ≥ 0, dn ≤ 1 et

que la distance sur X =
∏
n≥0

Xn est définie par D1

(
(xn)n≥0, (yn)n≥0

)
=

∞∑
n=0

1

2n
dn(xn, yn),

voir également la proposition 2.4.3. On donne deux démonstrations du fait que (X, D1)
est compact.
Première démonstration. Puisque pour tout n ≥ 0, (Xn, dn) est complet, d’après la
proposition 2.6.7, (X, D1) est complet. D’après le théorème 3.1.3, il reste à montrer que

(X, D1) est précompact. Soit ε > 0, il existe N ∈ N tel que

∞∑
n=N+1

1

2n
<

ε

2
. Comme

pour tout n ∈ {0, . . . , N}, (Xn, dn) est compact, alors il existe une partie finie An de
Xn tel que Xn = ∪

x∈An

B
(
x, ε

4

)
. Pour tout n ≥ N + 1, soit An un sous-ensemble de Xn

réduit à seul élément. On pose A =
∏
n≥0

An, alors A est sous-ensemble fini de X et on a

X = ∪
z∈A

B(z, ε). Donc (X, D1) est précompact. Par conséquent, (X, D1) est compact.

Deuxième démonstration †. On va montrer que toute suite dans (X,D1) possède une
sous-suite convergente. Soit (ξp)p≥0 une suite dans X =

∏
n≥0

Xn, où pour tout p ≥ 0,

on a ξp = (xp,n)n≥0 avec xp,n ∈ Xn. Notez que pour n fixé dans N, (xp,n)p≥0 est une
suite dans l’espace métrique compact (Xn, dn). On va construire par récurrence sur n,
un élément � = (�n)n≥0 ∈ X =

∏
n≥0

Xn et pour tout n ≥ 0, une application ϕn : N −→ N

strictement croissante telle que :

1. lim
p→+∞xϕn(p),n = �n pour tout n ≥ 0.

2. ϕn+1 = ϕn ◦ ψn+1, où ψn+1 est une application strictement croissante de N dans
N, pour tout n ≥ 0.

Pour n = 0, la suite (xp,0)p≥0 est une suite dans l’espace métrique compact (X0, d0),
donc il existe �0 ∈ X0 et une application ϕ0 : N −→ N strictement croissante telle que
lim

p→+∞ xϕ0(p),0 = �0.

Pour n = 1, considérons la suite (xϕ0(p),1)p≥0 dans l’espace métrique compact (X1, d1),
alors il existe �1 ∈ X1 et une application ψ1 : N −→ N strictement croissante telle
que lim

p→+∞ xϕ0◦ψ1(p),1 = �1. Soit ϕ1 = ϕ0 ◦ ψ1, alors ϕ1 : N −→ N est une application

strictement croissante telle que lim
p→+∞xϕ1(p),1 = �1.

Supposons construit �0 ∈ X0, . . . , �n ∈ Xn et des applications ϕ0, . . . , ϕn de N dans
N strictement croissantes telles que pour tout 0 ≤ k ≤ n, on ait lim

p→+∞xϕk(p),k = �k et

ϕk = ϕk−1◦ψk, où ψk : N −→ N est une application strictement croissante pour tout 1 ≤
k ≤ n. Considérons maintenant la suite (xϕn(p),n+1)p≥0 dans l’espace métrique compact
(Xn+1, dn+1), alors il existe �n+1 ∈ Xn+1 et une application ψn+1 : N −→ N strictement

†La méthode utilisée dans cette démonstration est appelée le procédé d’extraction diagonale.
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croissante telle que lim
p→+∞xϕn◦ψn+1(p),n+1 = �n+1. Soit ϕn+1 = ϕn ◦ ψn+1, alors ϕn+1 :

N −→ N est une application strictement croissante telle que lim
p→+∞xϕn+1(p),n+1 = �n+1.

Posons � = (�n)n≥0 et montrons que (ξϕp(p))p≥0 est une sous-suite de (ξp)p≥0 convergente
vers �. On a ϕp+1(p+1) = ϕp ◦ψp+1(p+1) = ϕp(ψp+1(p+1)) ≥ ϕp(p+1) > ϕp(p), donc
l’application p �→ ϕp(p) est strictement croissante de N dans N. Pour tout p ≥ 0, on a
ξϕp(p) = (xϕp(p),n)n≥0. D’après la proposition 1.7.3, la suite (ξϕp(p))p≥0 converge vers �
si et seulement si pour tout n ≥ 0, la suite (xϕp(p),n)p≥0 converge vers �n dans (Xn, dn).
Soit n fixé dans N. Soit ε > 0. Par construction la suite (xϕn(p),n)p≥0 converge vers �n
dans (Xn, dn). Alors il existe p0 ∈ N tel que pour tout p ≥ p0, on ait dn(xϕn(p),n, �n) < ε.
Soit q = max(p0, n), pour tout p ≥ q, on a ϕp = ϕn ◦ ψn,p, où ψn,p est une application
strictement croissante de N dans N. Donc, pour tout p ≥ q, on a ϕp(p) = ϕn(ψn,p(p)),
avec ψn,p(p) ≥ p ≥ p0, d’où dn(xϕp(p),n, �n) < ε. Ainsi, pour tout ε > 0, il existe q ∈ N
tel que pour tout p ≥ q, on ait dn(xϕp(p),n, �n) < ε. Autrement dit, la suite (xϕp(p),n)p≥0

converge vers �n dans (Xn, dn). Par conséquent, la sous-suite (ξϕp(p))p≥0 converge vers
� dans (X, D1). Donc (X, D1) est un espace compact. �

Théorème 3.3.3 (Tychonoff). Soit (Xi)i∈I une famille d’espaces topologiques non
vides. Alors l’espace topologique produit

∏
i∈I

Xi est compact si et seulement si pour tout

i ∈ I, Xi est compact.

Pour une preuve du théorème précédent, voir ([5], I, p. 63) ou ([17], p.143) ou ([31], p.
290).

Théorème 3.3.4. Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) X est un espace complètement régulier.

(ii) X est homéomorphe à un sous-espace de [0, 1]
J
, pour certain ensemble J .

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 3 du supplément.

Théorème 3.3.5 (d’Alembert). Toute fonction polynômiale de C dans C de degré
n ≥ 1 possède au moins une racine dans C.

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 3 du supplément.

Corollaire 3.3.4. Toute fonction polynômiale de C dans C de degré n ≥ 1 est surjective.

Démonstration. Soit P une fonction polynômiale de C dans C de degré n ≥ 1. Soit
w ∈ C. Alors P − w est une fonction polynômiale de C dans C de degré n ≥ 1. D’après
le théorème précédent, il existe z ∈ C tel que P (z)− w = 0, d’où P (z) = w. Donc P est
une application surjective de C dans C. �

3.4 Espaces localement compacts

Définition 3.4.1. Soit X un espace topologique séparé.

1. On dit que X est localement compact si tout point de X admet un voisinage
compact.
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2. On dit que X est dénombrable à l’infini ou σ-compact s’il est réunion dénom-
brable d’ensembles compacts.

Exemple 3.4.1. 1. Tout espace compact X est localement compact, car X est un
voisinage compact de chacun de ses points.

2. L’espace topologique R est localement compact. En effet, pour tout x ∈ R, le
segment [x−2, x+1] est un voisinage compact de x. Plus généralement, les espaces
Rn et Cn sont localement compacts, voir corollaire 3.3.2.

3. Tout espace topologique discret X est localement compact. En effet, pour tout
x ∈ X , le singleton {x} est un voisinage compact de x. En particulier, Z muni de
la topologie induite par celle de R est localement compact.

4. Tout espace topologique homéomorphe à un espace localement compact est loca-
lement compact.

Lemme 3.4.1. Soient X un espace topologique séparé et D une partie dense dans X.
Soient a ∈ D et V un voisinage compact de a dans D. Alors V est un voisinage compact
de a dans X.

Démonstration. Soit U un ouvert de X contenant a tel que U ∩ D ⊂ V . Comme V
est fermé dans X , alors on a U ∩D ⊂ V . Puisque D est dense dans X , d’après l’exercice
1.26, on a U = U ∩D, d’où U ⊂ V . Par conséquent, V est un voisinage compact de a
dans X . �

Exemple 3.4.2. L’espace métrique Q est séparable et dénombrable à l’infini, mais il
n’est pas localement compact. En effet, comme Q est dénombrable, alors Q est séparable
et dénombrable à l’infini. Soit x ∈ Q. Si x possède un voisinage compact K dans Q,
d’après le lemme précédent, alors K est un voisinage compact de x dans R, donc il existe
r > 0 tel que [x− r, x+ r] ⊂ K ⊂ Q, ce qui est impossible. Par conséquent, Q n’est pas
localement compact.

Proposition 3.4.1. Soient X un espace localement compact, Y un espace topologique
séparé et f : X −→ Y une application continue, surjective et ouverte. Alors on a :

1. L’espace Y est localement compact.

2. Pour toute partie compacte K de Y , il existe un compact K ′ de X tel que f(K ′) =
K.

Démonstration. 1. Soit y ∈ Y , alors il existe x ∈ X tel que y = f(x). Soit V un
voisinage ouvert de x dans X tel que V soit compact. Comme f est ouverte, alors f(V )
est un voisinage ouvert de y dans Y . Comme f est continue, alors f(V ) est compact
dans Y . Donc f(V ) est un voisinage compact de y. Par conséquent, Y est localement
compact.
2. Soit K une partie compacte de Y . Alors K1 = f−1(K) est fermé dans X car f est
continue et K est fermée dans Y . Pour tout x ∈ K1, il existe un ouvert Ux deX contenant
x tel que Ux soit compact. Alors

(
f(Ux)

)
x∈K1

est une famille d’ouverts de Y telle que

K ⊂ ∪
x∈K1

f(Ux). Puisque K est compacte, il existe un sous-ensemble fini {x1, . . . , xn}
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de K1 tel que K ⊂
n
∪
i=1

f(Uxi) = f
( n
∪
i=1

Uxi

)
. Or on a

n
∪
i=1

Uxi =
n
∪
i=1

Uxi , voir exercice 1.4,

donc
n
∪
i=1

Uxi est un compact de X . On pose K ′ = K1 ∩
n
∪
i=1

Uxi , alors K
′ est un compact

de X et on a f(K ′) = K. �

Proposition 3.4.2. Soit (Xi)1≤i≤n une suite finie d’espaces topologiques. Alors l’espace

topologique produit X =
n∏

i=1

Xi est localement compact si et seulement si pour tout i ∈

{1, . . . , n}, Xi est localement compact.

Démonstration. Notons d’abord que d’après la proposition 1.5.3, l’espace topologique

produit X =
n∏

i=1

Xi est séparé si et seulement si pour tout i ∈ {1, . . . , n}, Xi est séparé.

Supposons d’abord que l’espace topologique produit X =
n∏

i=1

Xi est localement compact.

Puisque les projections canoniques de X sur les Xi sont continues, surjectives et ouvertes,
voir proposition 1.4.7, on déduit que les Xi sont localement compacts.
Réciproquement, supposons que pour tout i ∈ {1, . . . , n}, Xi est localement compact.
Soit x = (x1, . . . , xn) ∈ X . Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, soit Vi un voisinage compact de xi

dans Xi. Alors V =
n∏

i=1

Vi est un voisinage compact de x dans X . Donc X est localement

compact. �

On verra, exercice 3.32, que le produit infini d’espaces localement compacts n’est pas en
général localement compact.

Remarque 3.4.1. L’intersection de deux sous-espaces localement compacts d’un espace
topologique séparé est localement compacte. En effet, soient A et B des parties localement
compactes d’un espace topologique séparé X . Soient x ∈ A ∩ B et V , W des voisinages
de x dans X tels que les voisinages V ∩ A de x dans A et W ∩ B de x dans B soient
compacts. Alors V ∩W ∩A ∩B est un voisinage compact de x dans A ∩B.
Par contre, on verra, exercice 3.31, que la réunion de deux parties localement compactes
de R n’est pas toujours localement compacte.

Théorème 3.4.1. Soit X un espace topologique séparé. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) X est un espace localement compact.

(ii) Pour tout x ∈ X et tout voisinage Ux de x dans X, il existe un ouvert V dans X
tel que V soit compact et x ∈ V ⊂ V ⊂ Ux. Autrement dit, tout point de X admet
un système fondamental de voisinages compacts.

(iii) Pour tout compact K de X et tout ouvert U dans X tel que K ⊂ U , il existe un
ouvert V dans X tel que V soit compact et K ⊂ V ⊂ V ⊂ U .

(iv) X admet une base d’ouverts formée d’ensembles relativement compacts.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soient x ∈ X et Ux un voisinage
ouvert de x dans X . Soit Kx un voisinage compact de x dans X . Soit U ′

x un ouvert de
X tel que x ∈ U ′

x ⊂ Kx et soit Wx = U ′
x ∩ Ux, alors Wx est un ouvert de X tel que
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x ∈ Wx ⊂ Kx ∩ Ux. Soit A = Kx \Wx, alors A est un compact. D’après la proposition
3.1.2, il existe deux ouverts U et V dans X tels que x ∈ V ⊂ Wx, A ⊂ U et U ∩ V = ∅.
D’où on a V ∩ U = ∅ et V ⊂ Kx. Par conséquent, on a x ∈ V ⊂ V ⊂ Wx ⊂ Ux.
Preuve de (ii) =⇒ (iii). Soient K un compact de X et U un ouvert de X tels que K ⊂ U .
Par hypothèse, pour tout x ∈ K, il existe un ouvert Vx dans X tel que x ∈ Vx ⊂
Vx ⊂ U et Vx soit compact. Comme K est compact, il existe x1, . . . , xn ∈ K tels que

K ⊂
n
∪
i=1

Vxi ⊂
n
∪
i=1

Vxi ⊂ U . Soit V =
n
∪
i=1

Vxi , alors V est un ouvert de X tel que V soit

compact et K ⊂ V ⊂ V ⊂ U .
Les implications (iii) =⇒ (iv) et (iv) =⇒ (i) sont triviales. �

Corollaire 3.4.1. Soient X un espace localement compact, K une partie compacte de
X et F une partie fermé de X telles que K ∩F = ∅. Alors il existe deux ouverts U et V
dans X tels que K ⊂ U , F ⊂ V et U ∩ V = ∅. En particulier, X est un espace régulier.

Démonstration. Soit W = X \F , alors W est un ouvert de X tel que K ⊂ W . D’après
le théorème précédent, il existe un ouvert U dans X tel que K ⊂ U ⊂ U ⊂ W . Soit
V = X \ U , alors V est un ouvert de X tel que F ⊂ V et U ∩ V = ∅. �

On verra, corollaire 3.6.1, que tout espace localement compact est complètement régulier.

Corollaire 3.4.2. Soient X un espace localement compact, K une partie compacte de

X et U1, . . . , Un des ouverts de X tels que K ⊂
n
∪
i=1

Ui. Alors il existe des compacts

K1, . . . ,Kn tels que pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on ait Ki ⊂ Ui et K ⊂
n
∪
i=1

◦
Ki.

Démonstration. Pour tout x ∈ K, il existe i ∈ {1, . . . , n} et un ouvert Vx dans X tels
que Vx soit compact et x ∈ Vx ⊂ Vx ⊂ Ui. PuisqueK est compact, il existe x1, . . . , xp ∈ K

tels que K ⊂
p
∪

j=1
Vxj . Soient Ii =

{
j ∈ {1, . . . , p} ; Vxj ⊂ Ui

}
et Ki = ∪

j∈Ii
Vxj . Alors

les Ki sont des compacts et on a Ki ⊂ Ui. Comme on a ∪
j∈Ii

Vxj ⊂
◦
Ki, on en déduit que

K ⊂
n
∪
i=1

◦
Ki. �

Proposition 3.4.3. Soient X un espace topologique séparé et Y un sous-ensemble de X
localement compact pour la topologie induite par celle de X. Alors on a :

1. Si Y est dense dans X, alors Y est ouvert dans X.

2. Il existe un ouvert U de X et un fermé F de X tels que Y = U ∩ F .

Démonstration. 1. Soit y ∈ Y . Puisque Y est localement compact, y possède un
voisinage compact K dans Y . D’après le lemme 3.4.1, K est aussi un voisinage compact
de y dans X , donc Y est un voisinage de y dans X . Par conséquent, Y est voisinage de
chacun de ses points dans X , donc Y est un ouvert de X .
2. Comme Y est dense dans Y , il résulte de ce qui précède que Y est ouvert dans Y .
D’après l’exercice 1.28, il existe alors un ouvert U de X et un fermé F de X tels que
Y = U ∩ F . �
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Corollaire 3.4.3. Soit Y un sous-ensemble d’un espace localement compact X. Alors Y
est localement compact pour la topologie induite par celle de X si et seulement s’il existe
un ouvert U de X et un fermé F de X tels que Y = U ∩ F . En particulier, on a :

1. Tout ouvert d’un espace localement compact est localement compact.

2. Tout fermé d’un espace localement compact est localement compact.

Démonstration. D’après la proposition précédente, si Y est localement compact pour
la topologie induite par celle de X , alors il existe un ouvert U de X et un fermé F de X
tels que Y = U ∩ F .
Réciproquement, supposons qu’il existe un ouvert U de X et un fermé F de X tels que
Y = U ∩ F . Soit x ∈ Y . Puisque U est un voisinage de x dans X , d’après le théorème
3.4.1, il existe un ouvert V dans X tel que V soit compact et x ∈ V ⊂ V ⊂ U . Alors on
a V ∩ Y = V ∩ U ∩ F = V ∩ F , donc V ∩ Y est un voisinage compact de x dans Y . Par
conséquent, Y est un espace localement compact. �

Théorème 3.4.2. Soit X un espace localement compact. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) X est un espace de Lindelöf.

(ii) X est dénombrable à l’infini.

(iii) Il existe une suite (Un)n∈N d’ouverts dans X telle que pour tout n ∈ N, Un soit

compact, Un ⊂ Un+1 et X =
∞
∪

n=0
Un.

(iv) Il existe une suite (Kn)n∈N de compacts de X telle que pour tout n ∈ N, on ait

Kn ⊂
◦

Kn+1 et X =
∞
∪

n=0
Kn. Une telle suite de compacts (Kn)n∈N est appelée suite

exhaustive de compacts de X.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Pour tout x ∈ X , il existe un
ouvert Ux de X contenant x tel que Ux soit compact. On a X = ∪

x∈X
Ux, et comme

X est un espace de Lindelöf, il existe une partie au plus dénombrable D de X tel que
X = ∪

x∈D
Ux, d’où on a X = ∪

x∈D
Ux. Donc X dénombrable à l’infini.

Preuve de (ii) =⇒ (i). Par hypothèse, on a X =
∞
∪

n=0
Kn, où pour tout n ≥ 0, Kn est un

compact de X . Soit (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de X . Pour tout n ≥ 0, il existe une
partie finie In de I telle que Kn ⊂ ∪

i∈In
Ui. Soit J = ∪

n≥0
In, alors J est une partie au plus

dénombrable de I et on a X = ∪
i∈J

Ui. Donc X est un espace de Lindelöf.

Preuve de (ii) =⇒ (iii). Supposons donc X =
∞
∪

n=0
Kn, où Kn est un compact de X . On va

construire par récurrence sur n une suite (Un)n∈N d’ouverts dans X telle que pour tout
n ≥ 0, on ait Kn ⊂ Un, Un soit compact et Un ⊂ Un+1. En effet, on applique le théorème
3.4.1 à K0 et X , on obtient un ouvert U0 dans X tel que U0 soit compact et K0 ⊂ U0.
Soit K ′

1 = K1 ∪U0, alors K
′
1 est compact et on applique de nouveau le théorème 3.4.1 à

K ′
1 et X , on obtient un ouvert U1 dans X tel que U1 soit compact et K ′

1 ⊂ U1. Donc on a
K1 ⊂ U1 et U0 ⊂ U1. Supposons que l’on a construit U0, . . . , Un, on applique le théorème
3.4.1 à K ′

n+1 = Kn+1 ∪ Un et X , on obtient un ouvert Un+1 dans X tel que Un+1 soit
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compact et K ′
n+1 ⊂ Un+1. Donc on a Kn+1 ⊂ Un+1 et Un ⊂ Un+1. Finalement, on a

X =
∞
∪

n=0
Un car pour tout n ≥ 0, on a Kn ⊂ Un et X =

∞
∪

n=0
Kn.

Les implications (iii) =⇒ (iv) et (iv) =⇒ (ii) sont triviales. �

Corollaire 3.4.4. Soit X un espace localement compact possédant une base dénombrable
d’ouverts. Alors X est dénombrable à l’infini.

Démonstration. Ceci résulte du théorème précédent et du théorème 1.9.5. �

Proposition 3.4.4. Soit (X, d) un espace métrique localement compact. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) X est dénombrable à l’infini.

(ii) X est séparable.

Démonstration. On a déjà vu, proposition 3.1.7, que tout espace métrique compact
est séparable, donc tout espace métrique dénombrable à l’infini est séparable, ainsi on a
l’implication (i) =⇒ (ii).
Preuve de (ii) =⇒ (i). Cette implication résulte du théorème 2.2.1 et du corollaire
précédent.
Donnons une preuve directe de cette implication. Soient (xn)n≥0 une suite dense dans
X et A =

{
(n, p) ∈ N × N∗ ; B′(xn,

1
p

)
soit compact

}
, alors A est dénombrable.

Montrons que l’on a X = ∪
(n,p)∈A

B′(xn,
1
p

)
. Soient x ∈ X et r > 0 tels que B′(x, r)

soit compact. Soient p ∈ N∗ et n ∈ N tels que 0 < 1
p < r

2 et d(xn, x) < 1
p . Alors

on a x ∈ B′(xn,
1
p

)
⊂ B

(
x, 2

p

)
⊂ B′(x, r). Donc B′(xn,

1
p

)
est compact, d’où on a

X = ∪
(n,p)∈A

B′(xn,
1
p

)
. Ainsi X est dénombrable à l’infini. �

Théorème 3.4.3. Soit X un espace localement compact. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) X possède une base dénombrable d’ouverts.

(ii) X possède une base dénombrable d’ouverts formée d’ensembles relativement com-
pacts.

(iii) X est métrisable et dénombrable à l’infini.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soit (Un)n≥0 une base dénom-
brable d’ouverts de X . Soit x ∈ X , d’après le théorème 3.4.1, x possède une base de
voisinages Vx formée d’ensembles compacts dans X . Pour tout V ∈ Vx, il existe n ≥
0 tel que x ∈ Un ⊂ V , d’où x ∈ Un ⊂ Un ⊂ V , donc Un est compact. Soit B ={
Un ; Un soit compact

}
, on déduit de ce qui précède et de la proposition 1.1.3 que B est

une base dénombrable d’ouverts de X formée d’ensembles relativement compacts.
L’implication (ii) =⇒ (i) est triviale. L’implication (i) =⇒ (iii) résulte des corollaire 3.4.1,
théorème 2.5.1 et proposition 3.4.4. L’implication (iii) =⇒ (i) résulte des proposition 3.4.4
et théorème 2.2.1. �

Corollaire 3.4.5. Soit X un espace compact. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
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(i) L’espace X possède une base dénombrable d’ouverts.

(ii) L’espace X est métrisable.

On verra, remarque 3.5.3, qu’un espace compact séparable n’est pas forcément métrisable.

Proposition 3.4.5. Soient (X, T ) un espace compact et ((Yn, dn))n≥0 une suite d’espa-
ces métriques. On suppose que pour tout n ≥ 0, il existe une application continue fn :
X −→ Yn, et que la famille (fn)n≥0 est séparante. Alors l’espace compact (X, T ) est
métrisable.

Démonstration. Soit Ti la topologie initiale surX associée à la famille (fn)n≥0. D’après
la proposition 2.5.1, l’espace (X, Ti) est métrisable. Comme pour tout n ≥ 0, fn est
continue, alors on a Ti ⊂ T . D’après le corollaire 3.2.2, on a alors Ti = T . Donc (X, T )
est métrisable. �

Remarque 3.4.2. Soit I un ensemble infini non dénombrable et soit X = [0, 1]I l’espace
topologique produit. AlorsX est un espace compact. Pour tout i ∈ I, soit pi la projection
canonique de X dans [0, 1]. Alors (pi)i∈I est une famille infinie non dénombrable et
séparante d’applications continues de X dans [0, 1]. Mais on verra, exemple 3.6.1, que X
n’est pas métrisable.

Proposition 3.4.6. Soit (X, d) un espace métrique. Si X est localement compact, alors
il existe une distance ρ sur X topologiquement équivalente à d et telle que (X, ρ) soit
complet. La réciproque est en général fausse.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir ([12], p. 294).

Théorème 3.4.4 (Baire). Soit X un espace localement compact. Alors X est un espace
de Baire. Autrement dit, si (Un)n≥0 est une suite d’ouverts denses dans X, alors l’inter-
section ∩

n≥0
Un est dense dans X.

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 3 du supplément.

3.5 Compactification

Une compactification d’un espace topologique X est la donnée d’un couple (X̂, f)

constitué d’un espace compact X̂ et d’un homéomorphisme f de X sur un sous-ensemble
dense de X̂. On identifie fréquemment l’espace X avec f(X) ⊂ X̂, et on dit simplement

que X̂ est un compactifié de X . Si X est déjà compact, l’espace X̂ est homéomorphe à
X , et dans ce cas, il ne sert à rien de parler de compactifié de X .
Un espace topologique X n’a pas toujours de compactifié ; seulement les espaces complè-
tement réguliers peuvent avoir des compactifiés, puisque tout sous-espace d’un espace
compact est complètement régulier. D’autre part, si X̂ est un compactifié de X , tout
espace homéomorphe à X̂ est encore un compactifié de X . Enfin, deux compactifiés
peuvent ne pas être homéomorphes. Dans ce paragraphe, on considère deux compactifica-
tions, la première est appliquée seulement aux espaces localement compacts, et la deuxiè-
me est appliquée aux espaces complètement réguliers.
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Compactification d’Alexandroff.

Soit (X, T ) un espace localement compact. Ajoutons à X un nouveau point, noté w ou
∞ et appelé point à l’infini, et considérons l’ensemble X∞ = X ∪{∞}. On dit souvent
que ∞ est le point à l’infini de X∞, et que X∞ résulte de X par adjonction d’un point à
l’infini. Soit T∞ l’ensemble des parties de X∞ défini par : une partie U de X∞ appartient
à T∞ si U appartient à T , ou bien si U est le complémentaire dans X∞ d’un compact
de (X, T ). On vérifiera que T∞ est une topologie sur X∞, le détail est facile et laissé au
soin du lecteur. Vérifions que X∞ est un espace compact.
Il est clair que l’espaceX∞, muni de la topologie T∞, est séparé †. En effet, deux points de
X peuvent évidemment être séparés par des éléments de T , puisque X est séparé ; d’autre

part, soit x un point de X et soit K un voisinage compact de x dans X ; l’intérieur
◦
K

de K dans X et le complémentaire de K dans X∞ sont des éléments de T∞ qui séparent
x et ∞. Vérifions que de tout recouvrement ouvert de X∞, on peut extraire un sous-
recouvrement fini. Soit (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de X∞, il existe un i0 ∈ I tel
que ∞ ∈ Ui0 . Or X∞ \Ui0 est un compact de X et

(
Ui ∩X

)
i∈I\{i0} est un recouvrement

ouvert de X∞ \Ui0 , donc il existe un sous-ensemble fini J de I tel que X∞ \Ui0 ⊂ ∪
i∈J

Ui,

d’où on a X∞ ⊂ Ui0 ∪
(

∪
i∈J

Ui

)
. Par conséquent, (X∞, T∞) est un espace compact.

Notons que si X est déjà compact, alors ∞ est un point isolé de X∞, et dans ce
cas, il n’y a aucune utilité d’introduire l’espace compact X∞. Par contre, si X est
localement compact, non compact, alors ∞ appartient à l’adhérence de X dans X∞,
et par conséquent X est dense dans X∞.

Définition 3.5.1. Soit (X, T ) un espace localement compact. L’espace compact
(X∞, T∞) est appelé le compactifié d’Alexandroff ‡ de (X, T ).

Théorème 3.5.1 (Alexandroff). Soit X un espace localement compact. Alors il existe
un espace compact X∞ vérifiant les propriétés suivantes :

1. X est un sous-espace de X∞.

2. X∞ \X est réduit à un point {∞}.

3. X est dense dans X∞ ⇐⇒ X n’est pas compact ⇐⇒ ∞ n’est pas un point isolé
dans X∞.

4. Soient Y un espace compact et g : X −→ Y un homéomorphisme de X sur g(X)
tel que Y \ g(X) soit réduit à un point {w′}. Alors l’application h : X∞ −→ Y
définie par :

h(x) =

{
g(x) si x ∈ X ,
w′ si x = ∞ ,

est un homéomorphisme. En particulier, X∞ est homéomorphe à Y . Autrement
dit, l’espace X∞ est unique à un homéomorphisme près.

†On peut construire l’espace X∞ pour n’importe espace topologique X, mais dans ce cas, X∞ n’est
pas toujours séparé. En fait, X∞ est séparé si et seulement si X est localement compact.

‡Si X est compact, X n’est pas dense dans X∞, mais on continue à utiliser le terme compactifié
d’Alexandroff pour désigner l’espace compact X∞.



3.5. Compactification 139

5. Le compactifié d’Alexandroff d’un espace localement compact non compact est une
compactification ��minimale ��. Autrement dit, si X est un espace localement com-
pact non compact et si (Z, f) est une compactification de X, alors il existe une
application continue surjective ϕ de Z sur X∞ telle que pour tout x ∈ X, on ait
ϕ ◦ f(x) = x, i.e. le diagramme suivant est commutatif.

X X∞

Z

�

�
��f �

��
ϕ

Démonstration. On a déjà montré les propriétés 1, 2 et 3.
4. Il est clair que h est une application bijective. Puisque X est un ouvert de X∞ et g
est continue, alors h est continue en tout point x de X . Il reste à montrer la continuité
de h en ∞. Soit V un voisinage ouvert de w′ dans Y , alors K = Y \ V est un compact
de Y \ {w′} = g(X). Or g est un homéomorphisme de X sur g(X), donc X∞ \ h−1(V ) =
h−1(K) = g−1(K) est un compact deX . Donc h−1(V ) est un ouvert de X∞ contenant∞,
d’où h est continue en ∞. On déduit du théorème 3.2.1 que h est un homéomorphisme.
5. On supposeX localement compact non compact. Pour tout x ∈ X , on pose ϕ(f(x)) = x
et pour tout z ∈ Z \ f(X), on pose ϕ(z) = ∞. Alors ϕ est une application surjective de
Z dans X∞. Soit U un ouvert de X∞. Si ∞ �∈ U , alors U est un ouvert de X et on a
ϕ−1(U) = f(U). Comme f est un homéomorphisme de X sur f(X), et comme f(X) est
un ouvert de Z, car f(X) est localement compact et est dense dans Z, voir proposition
3.4.3, alors f(U) est un ouvert de Z. Si ∞ ∈ U , alors K = X∞ \U est un compact de X ,
d’où f(K) est un compact de Z et on a ϕ−1(U) = Z \ f(K), donc ϕ−1(U) est un ouvert
de Z. Par conséquent, ϕ est continue. �

Corollaire 3.5.1. Un espace topologique est localement compact si et seulement s’il est
homéomorphe à un ouvert d’un espace compact.

Démonstration. On a vu, corollaire 3.4.3, que tout ouvert d’un espace localement
compact est localement compact, donc tout espace topologique homéomorphe à un ouvert
d’un espace compact est localement compact.
Réciproquement, si X est un espace localement compact, alors X est ouvert dans son
compactifié d’Alexandroff X∞. �

Exemple 3.5.1. Si X = ]0, 1], le compactifié d’Alexandroff de X est l’espace compact
[0, 1].

Exemple 3.5.2. Si X = R, alors le compactifié d’Alexandroff de R est la sphère

S =
{
z ∈ C ; |z| = 1

}
.

En effet, R est homéomorphe à ]− 1, 1[ via l’application suivante :

R −→ ]− 1, 1[

x �−→ x

1 + |x|
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Puis, considérons l’application

g : ]− 1, 1[ −→ S
t �−→ eitπ

alors g est un homéomorphisme de ]− 1, 1[ sur S \
{
(−1, 0)

}
. Donc R est homéomorphe

à S \
{
(−1, 0)

}
. On en déduit que S est le compactifié d’Alexandroff de R.

Une autre méthode pour voir que S est le compactifié d’Alexandroff de R. On considère
la projection stéréographique suivante :

S \
{
(0, 1)

}
−→ R

(x, y) �−→ x

1− y

C’est un homéomorphisme dont l’application
réciproque est donnée par :

R −→ S \
{
(0, 1)

}
x �−→

( 2x

x2 + 1
,
x2 − 1

x2 + 1

)
x

1−y

S

0

(0, 1)

(x, y)

Donc R est homéomorphe à S\
{
(−1, 0)

}
. On en déduit que S est le compactifié d’Alexan-

droff de R.

Exemple 3.5.3. Plus généralement, le compactifié d’Alexandroff de Rn est la sphère

Sn =
{
(x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Rn+1 ; x2

1 + · · ·+ x2
n + x2

n+1 = 1
}
.

En effet, soit N = (0, . . . , 0, 1) ∈ Sn, et considérons la projection stéréographique
suivante :

Sn \ {N} −→ Rn

(x1, . . . , xn, xn+1) �−→
( x1

1− xn+1
, . . . ,

xn

1− xn+1

)
C’est un homéomorphisme dont l’application réciproque est donnée par :

Rn −→ Sn \ {N}

y �−→
( 2y1
y21 + · · ·+ y2n + 1

, . . . ,
2yn

y21 + · · ·+ y2n + 1
,
y21 + · · ·+ y2n − 1

y21 + · · ·+ y2n + 1

)
Par conséquent, Sn est le compactifié d’Alexandroff de Rn.

Remarque 3.5.1. Soient X un espace localement compact et F une partie fermée de
X . Alors le sous-ensemble F ∪ {∞} est fermé dans X∞. En effet, soit U = X \ F , alors
U est un ouvert de X . Comme X est ouvert dans X∞, alors U est un ouvert de X∞.
Comme on a F ∪ {∞} = X∞ \ U , alors F ∪ {∞} est fermé dans X∞. Notons aussi que
le compactifié d’Alexandroff de F s’identifie à F ∪ {∞}.
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Compactification de Stone-Čech.

D’un certain point de vue, la compactification d’Alexandroff n’est pas satisfaisante, parce
que si X est un espace localement compact dense dans un espace compact X̂, et si f
est une application continue bornée sur X et à valeurs dans R, on aimerait étendre f en
une application continue sur X̂, mais la compactification d’Alexandroff ne réalise pas cet
objectif ; en effet, si X = ]0, 1], et f(x) = sin

(
1
x

)
, le compactifié d’Alexandroff de X est

[0, 1], et on ne peut pas étendre f en une application continue sur [0, 1]. D’où la nécessité
d’introduire d’autres types de compactification.

On a vu au théorème 3.3.4 que si X est un espace complètement régulier et si CX =
C(X, [0, 1]) est l’ensemble des applications continues de X dans [0, 1], alors l’application

ρX : X −→ [0, 1]CX

x �−→ (f(x))f∈CX

est un homéomorphisme de X sur ρX(X). On pose β(X) = ρX(X), l’adhérence de ρX(X)
dans [0, 1]CX , c’est un espace compact, et X est dense dans β(X). Soit ρ l’application de
X dans β(X) induit par ρX . Alors le couple (β(X), ρ) est appelé la compactification
de Stone-Čech de X .
Notons que si X est un espace compact, alors ρX(X) est compact et donc β(X) = ρX(X)
et ρ est un homéomorphisme deX sur β(X). Par conséquent, on peut identifierX à β(X).

Théorème 3.5.2 (M. Stone, E. Čech). Soit X un espace complètement régulier. Alors
il existe une compactification (β(X), ρ) de X telle que :

1. Pour tout espace compact Y et toute application
continue h : X −→ Y , il existe une (unique)
application continue β(h) : β(X) −→ Y telle que le
diagramme ci-contre soit commutatif.

X Y

β(X)

�h

�
���ρ �

���
β(h)

2. Pour toute application continue et bornée h : X −→
R, il existe une (unique) application continue β(h) :
β(X) −→ R prolongeant h, i.e. le diagramme ci-
contre est commutatif.

X R

β(X)

�h

�
���ρ �

���
β(h)

3. Si (X̂, h) est une compactification de X vérifiant

la propriété 1 ou la propriété 2, alors X̂ est
homéomorphe à β(X). De façon plus précise, il existe

un homéomorphisme g : β(X) −→ X̂ tel que le
diagramme ci-contre soit commutatif.

X X

β(X) X̂

�id

�

ρ

�

h

�g

4. La compactification (β(X), ρ) est une
compactification ��maximale �� de X. Autrement
dit, si (X̂, h) est une compactification de X, il
existe une (unique) application continue surjective

g : β(X) −→ X̂ tel que le diagramme ci-contre soit
commutatif.

X X

β(X) X̂

�id

�

ρ

�
h

�g
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5. Pour tout espace complètement régulier Z et toute
application continue h : X −→ Z, il existe une
(unique) application continue β(h) : β(X) −→ β(Z)
telle que le diagramme ci-contre soit commutatif.

X Z

β(X) β(Z)

�h

�

ρ

�

ρ

�β(h)

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 3 du supplément.

Corollaire 3.5.2. Soit X un espace complètement régulier.

1. Si Y est un sous-ensemble de X tel que toute fonction continue et bornée de Y
dans R se prolonge en une application continue bornée de X dans R, alors on a

β(Y ) = Y
β(X)

, l’adhérence de Y dans β(X).

2. Si Y est un sous-ensemble de β(X) tel que X ⊂ Y ⊂ β(X), alors on a β(Y ) =
β(X).

Proposition 3.5.1. Soit X un espace complètement régulier. Alors on a :

1. Si A et B sont des parties de X telles qu’il existe une application continue f :
X −→ [0, 1] vérifiant f|A = 0 et f|B = 1, alors les adhérences de A et B dans β(X)
sont disjoints.

2. Si A est une partie à la fois ouverte et fermée dans X, alors son adhérence dans
β(X) est à la fois ouverte et fermée dans β(X).

Démonstration. 1. D’après le théorème 3.5.2, il existe une application continue g :
β(X) −→ [0, 1] prolongeant f . Alors g−1({0}) et g−1({1}) sont fermés disjoints dans
β(X) et contiennent respectivement A et B. Par conséquent, on a A∩B = ∅, où A (resp.
B) désigne l’adhérence de A (resp. B) dans β(X).
2. Soit B = X \A, alors B est à la fois ouvert et fermé dans X . Pour tout a ∈ A, on pose
f(a) = 0, et pour tout b ∈ B, on pose f(b) = 1, alors f est une application continue de
X dans [0, 1] vérifiant f|A = 0 et f|B = 1. Soit A (resp. B) l’adhérence de A (resp. B)

dans β(X), d’après 1, on a A∩B = ∅. Or on a X ⊂ A∪B ⊂ β(X), d’où β(X) = A∪B.
Par conséquent, A est à la fois ouvert et fermé dans β(X). �

Remarque 3.5.2. Soit X un espace complètement régulier. On déduit de la proposition
3.4.3 et du corollaire 3.4.3 que X est localement compact si et seulement si X est ouvert
dans β(X).

Remarque 3.5.3. Un espace compact séparable n’est pas forcément métrisable. En
effet, soit X = R muni de la topologie Tl, voir exercice 1.16. Alors X est un espace
complètement régulier, séparable et non métrisable parce qu’il n’admet pas de base
dénombrable d’ouverts, voir théorème 2.2.1. Alors β(X) est un espace compact séparable
non métrisable. Un autre exemple ; β(N) est un espace compact séparable non métrisable,
voir exercice 4.45 du supplément.
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3.6 Espaces C(X), C0(X), Cc(X)

Soient X un espace compact et (Y, d) un espace métrique. D’après les théorèmes 3.1.1 et
3.2.1, toute application continue de X dans Y est bornée. Donc l’ensemble C(X, Y ) des
applications continues de X dans Y est un sous-ensemble de B(X, Y ), l’ensemble des
applications bornées de X dans Y . Rappelons que B(X, Y ) est muni de la distance de la
convergence uniforme d∞ définie par d∞(f, g) = sup

x∈X
d(f(x), g(x)). D’après la proposition

2.6.8, l’ensemble C(X, Y ) muni de la distance d∞ est fermé dans (B(X, Y ), d∞), donc
(C(X, Y ), d∞) est un espace métrique complet.

Proposition 3.6.1. Soient (X, T ) un espace compact et C(X) l’ensemble des applica-
tions continues de X dans K muni de la distance de la convergence uniforme d∞. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) L’espace (X, T ) est métrisable.

(ii) L’espace métrique (C(X, R), d∞) est séparable.

(iii) L’espace métrique (C(X), d∞) est séparable.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soit d une distance sur X dont
la topologie associée est T . Pour tout n ≥ 1, il existe xn,1, . . . , xn,kn ∈ X tels que

X =
kn∪
j=1

B
(
xn,j ,

1
n

)
. Pour tout x ∈ X et pour tout j ∈ {1, . . . , kn}, on pose :

φn,j(x) =
d
(
x,X \B

(
xn,j ,

1
n

))
kn∑
i=1

d
(
x,X \B

(
xn,i,

1
n

)) .

Alors on a les propriétés suivantes :

1. φn,j est une application continue sur X .

2. Pour tout x ∈ X , on a 0 ≤ φn,j(x) ≤ 1.

3. On a φn,j(x) = 0, si x �∈ B
(
xn,j ,

1
n

)
.

4. Pour tout x ∈ X , on a

kn∑
j=1

φn,j(x) = 1.

Pour tout n ≥ 1, soit An =
{ kn∑

j=1

λjφn,j ; λj ∈ Q
}

et soit A = ∪
n≥1

An, alors A est un

sous-ensemble dénombrable de C(X, R). Montrons que A est dense dans (C(X, R), d∞).
Soient f ∈ C(X, R) et ε > 0. Puisque f est uniformément continue, il existe n ≥ 1
tel que pour tout x, y ∈ X vérifiant d(x, y) < 1

n , on ait |f(x) − f(y)| < ε. Soit g =
kn∑
j=1

f(xn,j)φn,j ∈ C(X, R). Pour tout x ∈ X , on a :

f(x)− g(x) = f(x)

kn∑
j=1

φn,j(x) −
kn∑
j=1

f(xn,j)φn,j(x) =

kn∑
j=1

(f(x)− f(xn,j))φn,j(x) ,
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d’où |f(x)− g(x)| ≤
kn∑
j=1

|f(x)− f(xn,j)|φn,j(x). Si x ∈ B
(
xn,j ,

1
n

)
, on a :

|f(x) − f(xn,j)| < ε. Si x �∈ B
(
xn,j ,

1
n

)
, on a φn,j(x) = 0. Donc, pour tout x ∈ X , on

a |f(x) − f(xn,j)|φn,j(x) ≤ εφn,j(x), d’où |f(x) − g(x)| ≤ ε. On en déduit que l’on a
d∞(f, g) ≤ ε. Puisque Q est dense dans R, pour tout j ∈ {1, . . . , kn}, il existe λi ∈ Q

tel que |λi − f(xn,j)| <
ε

kn
. Soit h =

kn∑
j=1

λiφn,j ∈ A, alors on a d∞(g, h) ≤ ε, d’où

d∞(f, h) ≤ 2ε. Donc A est dense dans (C(X, R), d∞). Par conséquent, (C(X, R), d∞)
est séparable.
L’implication (ii) =⇒ (iii) est triviale.
Preuve de (iii) =⇒ (i). Soit (fn)n≥1 une suite dense dans (C(X), d∞). Pour tous x, y ∈ X ,
on pose :

d(x, y) =

∞∑
n=1

1

2n
|fn(x)− fn(y)|

1 + |fn(x) − fn(y)|
.

Montrons que d est une distance surX . Il est clair que d(x, y) = d(y, x) et que d(x, y) ≥ 0.
L’inégalité triangulaire résulte de la proposition 2.3.5. Il reste à vérifier que d(x, y) =
0 =⇒ x = y. Si on a d(x, y) = 0, alors pour tout n ≥ 1, on a fn(x) = fn(y). Comme
(fn)n≥1 est une suite dense dans (C(X), d∞), alors pour tout f ∈ C(X), on a f(x) =
f(y). Il résulte du théorème 1.9.2 et du corollaire 3.1.3 que l’on a x = y. Donc d est
bien une distance sur X . Pour finir la preuve, on montre que l’application identique
idX : (X, T ) −→ (X, d) est un homéomorphisme. D’après le théorème 3.2.1, il suffit de
montrer que idX est continue. Soient x0 ∈ X et ε > 0. Alors il existe N ∈ N tel que

∞∑
n=N+1

1

2n
< ε. Puisque f1, . . . , fN sont continues en x0, alors il existe des voisinages

V1, . . . , VN de x0 dans X tels que pour tout n ∈ {1, . . . , N} et pour tout x ∈ Vn, on ait

|fn(x) − fn(x0)| < ε. Soit V =
N
∩

n=1
Vn, alors V est un voisinage de x0 dans X et pour

tout x ∈ V , on a d(x, x0) ≤
N∑

n=1

1

2n
|fn(x) − fn(x0)| +

∞∑
n=N+1

1

2n
< ε

N∑
n=1

1

2n
+ ε < 2ε.

Donc l’application idX est continue en x0, ce qui achève la preuve. �

Exemple 3.6.1. Soient I un ensemble infini non dénombrable et X = [0, 1]I l’espace
topologique produit. Alors X est compact non métrisable. En effet, la compacité de
X résulte du théorème 3.3.3. Pour montrer que X n’est pas métrisable, on utilise la
proposition précédente en montrant que C(X) muni de la distance d∞ n’est pas séparable.
Pour tout i ∈ I, soit pi la projection canonique de X dans [0, 1], donc pi est un élément de
C(X). Pour tous i, j ∈ I tels que i �= j, on a d∞(pi, pj) = 1 car pour tout x = (xi)i∈I ∈ X ,
on a |pi(x)−pj(x)| = |xi−xj| ≤ 1 et si y = (yi)i∈I ∈ X , avec yi = 1 et yk = 0 si k �= i, on
a |pi(y) − pj(y)| = |yi| = 1. Alors

(
B
(
pi,

1
2

))
i∈I

est une famille infinie non dénombrable

d’ouverts non vides deux à deux disjoints de (C(X), d∞). Il résulte de la proposition
1.2.5 que (C(X), d∞) n’est pas séparable.

Proposition 3.6.2. Soient (X, d) un espace métrique compact et C(X) l’ensemble des
applications continues de X dans K muni de la distance de la convergence uniforme d∞.
Soient f ∈ C(X) et ε > 0, alors il existe une fonction lipschitzienne g sur X telle que



3.6. Espaces C(X), C0(X), Cc(X) 145

d∞(f, g) ≤ ε. Autrement dit, l’ensemble des fonctions lipschitziennes sur X est dense
dans (C(X), d∞).

Démonstration. On peut supposer que f est à valeurs dans R. Comme f est uniformé-
ment continue, voir théorème 3.2.3, il existe η > 0 tel que pour tous x, y ∈ X vérifiant
d(x, y) < η, on ait |f(x) − f(y)| < ε. Soient M = max

x∈X
|f(x)| et k > 0 tels que 2

kM < η.

Pour tout x ∈ X , on pose g(x) = inf
y∈X

{
f(y) + kd(x, y)

}
. Comme l’application x �−→

f(y) + kd(x, y) est k-lipschitzienne, d’après le lemme 2.3.1, g est k-lipschitzienne. De
plus, pour tout x ∈ X , on a g(x) ≤ f(x). Soient x, y ∈ X tels que d(x, y) > 2

kM , alors
on a g(x) ≤ f(x) − f(y) + f(y) ≤ 2M + f(y) < f(y) + kd(x, y). Comme l’application
y �−→ f(y)+kd(x, y) est continue et X est compact, on en déduit que pour tout x ∈ X , on
a g(x) = inf

{
f(y)+kd(x, y) ; y ∈ B′(x, 2

kM
)}

, d’où inf
{
f(y) ; y ∈ B′(x, 2

kM
)}

≤ g(x).

Soit x ∈ X . Comme B′(x, 2
kM

)
est compact, il existe y0 ∈ B′(x, 2

kM
)
tel que f(y0) =

inf
{
f(y) ; y ∈ B′(x, 2

kM
)}

, d’où on a f(y0) ≤ g(x). Donc on a 0 ≤ f(x) − g(x) ≤
f(x)− f(y0) < ε car d(x, y0) ≤ 2

kM < η. Par conséquent, on a d∞(f, g) ≤ ε. �

Définition 3.6.1. Soient X un espace topologique et f une fonction définie sur X et à
valeurs dans K. On appelle support de f et on note Supp(f) l’adhérence de l’ensemble
X \ f−1({0}). Autrement dit, on a Supp(f) = {x ∈ X ; f(x) �= 0}.

Remarquons qu’un point x de X n’est pas dans Supp (f) si et seulement s’il existe un
voisinage V de x dans X tel que pour tout y ∈ V , on ait f(y) = 0.

Exemple 3.6.2. Soit (X, d) un espace métrique, a ∈ X et r > 0. On pose :

f(x) =

⎧⎨
⎩

1− d(a,x)
r si x ∈ B(a, r) ,

0 si x ∈ X \B(a, r) .

Alors f est une fonction continue de X dans [0, 1] et on a Supp(f) ⊂ B′(a, r). En effet,
comme f|B(a,r)

est continue et B(a, r) est un ouvert de X , alors f est continue en tout
point de B(a, r). De même, f|X\B′(a,r)

est continue et X \ B′(a, r) est un ouvert de X ,

donc f est continue en tout point de X \ B′(a, r). Soit x ∈ X tel que d(x, a) = r.
Montrons que f est continue en x. Soit (xn)n≥0 une suite dans X convergeant vers x.
Alors on a lim

n→+∞ d(a, xn) = d(a, x) = r. Soit ε > 0, alors il existe N ∈ N tel que

pour tout n ≥ N , on ait
∣∣1 − d(a,xn)

r

∣∣ < ε. Soit n ≥ N . Si xn ∈ B(a, r), alors on a

f(xn) = 1− d(a,xn)
r , d’où |f(xn)− f(x)| = |f(xn)| =

∣∣1− d(a,xn)
r

∣∣ < ε. Si x ∈ X \B(a, r),
alors on a f(xn) = 0 = f(x). Donc la suite (f(xn))n≥0 converge vers f(x). Donc f est
continue en x. Par conséquent, f est une application continue. Il est clair que f est à
valeurs dans [0, 1] et que l’on a Supp(f) ⊂ B′(a, r).

Définition 3.6.2. Soient X un espace localement compact et f : X −→ K une applica-
tion.

1. On dit que f tend vers 0 à l’infini si pour tout ε > 0, il existe un compact K de
X tel que pour tout x ∈ X \K, on ait |f(x)| < ε.

2. On dit que f est à support compact s’il existe un compact K de X tel que pour
tout x ∈ X \K, on ait f(x) = 0. Ceci revient à dire que Supp (f) est compact.
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Notations. Soit X un espace localement compact.

1. On note C0(X) l’ensemble des applications de X dans K continues et tendant vers
0 à l’infini.

2. On note Cc(X) l’ensemble des applications de X dans K continues et à support
compact.

Remarque 3.6.1. Soient X un espace localement compact et X∞ = X ∪ {∞} son
compactifié d’Alexandroff.

1. Pour tout f ∈ C0(X), soit :

f∞(x) =

{
f(x) si x ∈ X ,
0 si x = ∞ .

Alors f∞ ∈ C(X∞). Réciproquement, si g ∈ C(X∞) telle que g(∞) = 0, alors
g|X ∈ C0(X).

2. Soit f ∈ C0(X), alors f est bornée. Autrement dit, on a C0(X) ⊂ Cb(X). En effet,
il existe un compact K de X tel que pour tout x ∈ X \ K, on ait |f(x)| < 1.
Comme la fonction x �−→ |f(x)| est continue sur K, d’après le théorème 3.2.2, il
existe α ≥ 0 tel que |f(x)| ≤ α, pour tout x ∈ K. Par conséquent, pour tout x ∈ X ,
on a |f(x)| ≤ max(1, α). Donc f est bornée.

Théorème 3.6.1 (Urysohn). Soient X un espace localement compact, K un compact
de X et U un ouvert de X contenant K. Alors il existe f ∈ Cc(X) telle que :

1. Pour tout x ∈ X, on ait 0 ≤ f(x) ≤ 1.

2. Pour tout x ∈ K, on ait f(x) = 1.

3. On ait Supp (f) ⊂ U . En particulier, on a f(x) = 0 pour tout x ∈ X \ U .

Démonstration. D’après le théorème 3.4.1, il existe deux ouverts U1 et U2 dans X tels
que U1 et U2 soient compacts et K ⊂ U1 ⊂ U1 ⊂ U2 ⊂ U2 ⊂ U . Comme U2 est un espace
compact, alors U2 est un espace normal, voir corollaire 3.1.3. D’après le théorème 1.9.2, il
existe une fonction continue g : U2 −→ [0, 1] telle que pour tout x ∈ K, on ait g(x) = 1,
et pour tout y ∈ U2 \U1, on ait g(y) = 0. Soit f : X −→ [0, 1] telle que f(z) = g(z) pour
tout z ∈ U2 et f(z) = 0 pour tout z ∈ X \ U2. Comme f|U2

et f|X\U1
sont continues et

f|U2
= f|X\U1

sur U2∩ (X \U1), alors f est continue sur X , voir proposition 1.4.5. Notons

enfin que l’on a Supp(f) ⊂ U2 ⊂ U . �

Remarque 3.6.2. Lorsque X est métrisable dans le théorème précédent, la démons-
tration est bien plus facile. En effet, d’après le théorème 3.4.1, il existe un ouvert V dans
X tel que V soit compact et K ⊂ V ⊂ V ⊂ U . Pour tout x ∈ X , il suffit de poser :

f(x) =
d(x,X \ V )

d(x,K) + d(x,X \ V )
.

Corollaire 3.6.1. Si X est un espace localement compact, alors X est un espace complè-
tement régulier.
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Un espace localement compact n’est pas forcément un espace normal, voir exercice 3.57
du supplément.

Proposition 3.6.3. Soit X un espace localement compact. Si K est un compact de X

et U1, . . . , Un sont des ouverts de X tels que K ⊂
n
∪
i=1

Ui, alors il existe des fonctions

ϕ1, . . . , ϕn ∈ Cc(X) telles que :

1. Pour tout i ∈ {1, . . . , n} et tout x ∈ X, on ait 0 ≤ ϕi(x) ≤ 1.

2. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on ait Supp (ϕi) ⊂ Ui.

3. Pour tout x ∈ K, on ait
n∑

i=1

ϕi(x) > 0.

Démonstration. D’après le corollaire 3.4.2, il existe des compacts K1, . . . ,Kn de X

tels que pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on ait Ki ⊂ Ui et K ⊂
n
∪
i=1

◦
Ki, d’où K =

n
∪
i=1

K ∩Ki.

D’après le théorème précédent, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, il existe une fonction continue
ϕi de X dans [0, 1] telle que pour tout x ∈ K ∩Ki, on ait ϕi(x) = 1, Supp (ϕi) ⊂ Ui et

Supp (ϕi) soit compact. Alors pour tout x ∈ K, on a
n∑

i=1

ϕi(x) > 0. �

Lorsque X est métrisable dans la proposition précédente, la démonstration est bien plus
facile et on a un résultat meilleur.

Proposition 3.6.4. Soit (X, d) un espace métrique localement compact. Si K est un

compact de X et U1, . . . , Un sont des ouverts de X tels que K ⊂
n
∪
i=1

Ui, alors il existe des

fonctions ϕ1, . . . , ϕn ∈ Cc(X) telles que :

1. Pour tout i ∈ {1, . . . , n} et tout x ∈ X, on ait 0 ≤ ϕi(x) ≤ 1.

2. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on ait Supp (ϕi) ⊂ Ui.

3. Pour tout x ∈ K, on ait

n∑
i=1

ϕi(x) = 1.

4. Pour tout x ∈ X, on ait
n∑

i=1

ϕi(x) ≤ 1.

Démonstration. Soient K1, . . . ,Kn des compacts comme dans le corollaire 3.4.2. Pour
tout x ∈ X et pour tout i ∈ {1, . . . , n}, il suffit de poser :

ϕi(x) =
d
(
x,X\

◦
Ki

)
d(x,K) +

n∑
j=1

d
(
x,X\

◦
Kj

) .

En particulier, on a Supp (ϕi) ⊂ Ki ⊂ Ui. �
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Théorème 3.6.2 (Tietze). Soient X un espace localement compact, K un compact de
X et U un ouvert de X contenant K. Alors pour tout f ∈ C(K), il existe g ∈ Cc(X)
telle que g|K = f , Supp(g) ⊂ U et sup

x∈X
|g(x)| = sup

x∈K
|f(x)|. Autrement dit, pour toute

fonction continue f : K −→ K, il existe une fonction continue g : X −→ K prolongeant
f telle que Supp(g) soit compact, Supp(g) ⊂ U et sup

x∈X
|g(x)| = sup

x∈K
|f(x)|.

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 3 du supplément.

Proposition 3.6.5. Soit X un espace localement compact. Alors on a :

1. C0(X) est fermé dans (Cb(X), d∞). Donc (C0(X), d∞) est un espace métrique
complet.

2. Cc(X) est dense dans (C0(X), d∞).

Démonstration. 1. Notons d’abord que l’on a l’inclusion C0(X) ⊂ Cb(X), voir remar-
que 3.6.1. Soit (fn)n≥0 une suite dans C0(X) convergeant vers un élément f ∈ Cb(X).
Soit ε > 0. Alors il existe N ≥ 0 tel que pour tout n ≥ N , on a d∞(fN , f) < ε

2 . Comme
fN ∈ C0(X), alors il existe un compact K de X tel que pour tout x ∈ X \ K, on ait
|fN (x)| < ε

2 . D’où, pour tout x ∈ X \ K, on a |f(x)| ≤ |f(x) − fN (x)| + |fN (x)| <
ε
2 + ε

2 = ε. Donc on a f ∈ C0(X). Par conséquent, C0(X) est fermé dans (Cb(X), d∞).
D’après la proposition 2.6.8, (Cb(X), d∞) est complet, d’où (C0(X), d∞) est complet,
voir proposition 2.6.5.
2. Soient f ∈ C0(X) et ε > 0. Soit K un compact dans X tel que pour tout x ∈ X \K, on
ait |f(x)| < ε. On applique le théorème d’Urysohn à K et U = X , on obtient φ ∈ Cc(X)
tel que 0 ≤ φ ≤ 1 et φ = 1 sur K. Alors fφ ∈ Cc(X) et pour tout x ∈ X , on a
|f(x)−f(x)φ(x)| < ε, d’où d∞(f, fφ) ≤ ε. Donc Cc(X) est dense dans (C0(X), d∞). �

Proposition 3.6.6. Soit X un espace localement compact. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) X est métrisable et séparable.

(ii) L’espace métrique (C0(X), d∞) est séparable.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soit (Kn)n∈N une suite exhaustive
de compacts de X , voir théorèmes 3.4.2 et 2.2.1. Soit :

CKn(X) =
{
f ∈ Cc(X) ; Supp (f) ⊂ Kn

}
.

Alors on a Cc(X) = ∪
n≥0

CKn(X). Or l’application f �−→ f|Kn
de CKn(X) dans C(Kn)

est une isométrie, donc on peut identifier CKn(X) à un sous-espace de C(Kn). On déduit
de la proposition 3.6.1 que CKn(X) est séparable. Par conséquent, C0(X) est séparable.
Preuve de (ii) =⇒ (i). Soit X∞ = X ∪ {∞} le compactifié d’Alexandroff de X . D’après
la remarque 3.6.1, on a C0(X) =

{
f ∈ C(X∞) ; f(∞) = 0

}
. Puisque (C0(X), d∞) est

séparable, on en déduit que (C(X∞), d∞) est séparable. Il résulte alors de la proposition
3.6.1 que X∞ est métrisable. D’après la proposition 3.1.7, X∞ est aussi séparable. Or on
a X ⊂ X∞, donc X est métrisable et séparable. �

Remarque 3.6.3. On verra, exercices 6.37 et 6.39, les deux résultats suivants :
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1. Soit (X, d) un espace métrique. Alors (X, d) est compact si et seulement si
(Cb(X), d∞) est séparable.

2. Soit (X, d) un espace métrique localement compact. Alors X est séparable si et
seulement si C0(X) contient une fonction à valeurs strictement positives.

3.7 Applications propres

Définition 3.7.1. Soient X , Y des espaces topologiques, avec X séparé et f : X −→ Y
une application. On dit que f est propre † si f est continue et fermée et si pour tout
y ∈ Y , f−1({y}) est une partie compacte de X .

Remarque 3.7.1. Soient X un espace compact, Y un espace topologique séparé et
f : X −→ Y une application continue. Alors f est une application propre.

Proposition 3.7.1. Soient X, Y des espaces topologiques, avec X séparé et f : X −→ Y
une application continue injective. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est propre.

(ii) f est fermée.

(iii) f(X) est fermé dans Y et f est un homéomorphisme de X sur f(X).

Démonstration. L’implication (i) =⇒ (ii) résulte de la définition.
Preuve de (ii) =⇒ (iii). Puisque f est fermée, alors f(X) est fermé dans Y et f est une
application fermée de X dans f(X). Comme f est continue, bijective et fermée de X
dans f(X), alors f est un homéomorphisme de X sur f(X).
Preuve de (iii) =⇒ (i). Soit A une partie fermée de X . Comme f est un homéomorphisme
de X sur f(X), alors f(A) est fermé dans f(X). Or f(X) est fermé dans Y , donc f(A)
est fermé dans Y . Par conséquent, f est une application fermée. Soit y ∈ Y . Si y �∈ f(X),
alors f−1({y}) = ∅, donc c’est une partie compacte de X . Supposons y ∈ f(X). Comme
f est un homéomorphisme de X sur f(X) et {y} est une partie compacte de f(X), alors
f−1({y}) est une partie compacte de X . Donc f est une application propre. �

Remarque 3.7.2. Soient Y un espace topologique séparé et A une partie de Y . Il résulte
de la proposition précédente que l’injection canonique ı : A ↪→ Y est une application
propre si et seulement si A est fermé dans Y .

Lemme 3.7.1. Soient X, Y des espaces topologiques, avec X séparé et f : X −→ Y
une application propre. Pour toute partie fermée A de X et pour toute partie B de Y ,
les restrictions f|A : A −→ Y et fB : f−1(B) −→ B sont des applications propres.

Démonstration. Les applications f|A et fB sont continues. Si D est une partie fermée
de A, alors D est une partie fermée de X . Or on a f|A(D) = f(D), donc f|A est une

application fermée. Si y ∈ Y , on a f−1
|A ({y}) = f−1({y}) ∩ A. Or f−1({y}) est une

partie compacte de X et A est fermée dans X , donc f−1
|A ({y}) est une partie compacte

de A. Par conséquent, f|A est une application propre. Soit F une partie de X , on a

†La terminologie utilisée en anglais pour désigner une application propre est perfect.
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fB
(
F ∩ f−1(B)

)
= f(F ) ∩ B, donc si F est fermée dans X , alors fB

(
F ∩ f−1(B)

)
est une partie fermée de B. Par conséquent, fB est une application fermée. Si y ∈ B,
f−1
B ({y}) = f−1({y}), donc f−1

B ({y}) est une partie compacte de f−1(B). Donc fB est
bien une application propre. �

Théorème 3.7.1. Soient X, Y des espaces topologiques, avec X séparé et f : X −→ Y
une application propre. On a :

1. L’espace f(X) est séparé.

2. Si X est régulier, alors f(X) est aussi régulier.

3. Si X est normal, alors f(X) est aussi normal.

4. Si X possède une base dénombrable d’ouverts, alors f(X) possède aussi une base
dénombrable d’ouverts.

5. Si X est métrisable, alors f(X) est aussi métrisable.

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 3 du supplément.

Théorème 3.7.2. Soient X, Y des espaces topologiques, avec X séparé et f : X −→ Y
une application propre. Alors pour toute partie compacte K de Y , l’ensemble f−1(K) est
compact dans X.

Démonstration. Soit K une partie compacte K de Y . Comme la restriction fK :
f−1(K) −→ K est propre, alors on peut supposer Y compact et il s’agit de montrer que
X est compact. Puisque f est une application fermée, alors f(X) est une partie fermée
de Y , d’où f(X) est compacte. Donc on peut supposer f surjective. Soit (Fi)i∈I une
famille de fermés de X telle que pour tout sous-ensemble fini J de I, on ait ∩

i∈J
Fi �= ∅. Il

s’agit de montrer qu’alors ∩
i∈I

Fi �= ∅, voir proposition 3.1.1. Comme f est fermée, alors

(f(Fi))i∈I est une famille de fermés dans Y . Soit J un sous-ensemble fini de I. Comme
on a ∅ �= f

(
∩
i∈J

Fi

)
⊂ ∩

i∈J
f(Fi) et comme Y est compact, alors on a ∩

i∈I
f(Fi) �= ∅.

Soit y ∈ ∩
i∈I

f(Fi). Par hypothèse, f−1({y}) est une partie compacte de X . Supposons

∩
i∈I

Fi = ∅, et pour tout i ∈ I, soit Ui = X \ Fi, alors (Ui)i∈I est un recouvrement ouvert

de X , donc il existe un sous-ensemble fini J de I tel que f−1({y}) ⊂ ∪
i∈J

Ui. D’où on a

y ∈ ∪
i∈J

f(Ui) = ∪
i∈J

Y \ f(Fi), car on a supposé f surjective. Donc on a y ∈ Y \ ∩
i∈J

f(Fi).

Autrement dit, y �∈ ∩
i∈J

f(Fi), ce qui est impossible. Donc on a bien ∩
i∈I

Fi �= ∅. Par
conséquent, X est compact. �

Corollaire 3.7.1. Soient X, Y et Z des espaces topologiques, avec X et Y séparés.
Soient f : X −→ Y et g : Y −→ Z des applications propres. Alors g ◦ f est une
application propre de X dans Z.

Remarque 3.7.3. Si X est un espace topologique séparé non compact et si Y est un
espace compact, on déduit du théorème précédent qu’il n’y a pas d’application propre de
X dans Y .
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Théorème 3.7.3. Soient X, Y des espaces topologiques, avec X séparé et f : X −→ Y
une application propre. Alors on a :

1. X est compact si et seulement si f(X) est compact.

2. X est localement compact si et seulement si f(X) est localement compact.

Démonstration. Puisque la restriction ff(X) : X −→ f(X) est propre, on peut
supposer que f est surjective, i.e. f(X) = Y . Il résulte du théorème 3.7.1 que Y est
un espace séparé.
1. Si X est compact, alors Y est compact car f est continue.
Réciproquement, si Y est compact, alors X est compact par le théorème précédent.
2. Supposons X localement compact. Soit y ∈ Y , alors f−1({y}) est une partie compacte
de X . D’après le théorème 3.4.1, il existe un ouvert U de X tel que U soit compact et
f−1({y}) ⊂ U . Comme f est fermée, d’après la proposition 1.3.6, il existe un voisinage
V de y dans Y tel que f−1(V ) ⊂ U , d’où V ⊂ f(U) ⊂ f

(
U
)
, avec f

(
U
)
compact. On

en déduit que Y est localement compact.
Réciproquement, supposons Y localement compact. Soit (Ui)i∈I une famille d’ouverts
de Y telle que Y = ∪

i∈I
Ui et pour tout i ∈ I, Ui soit compact. Alors, pour tout i ∈ I,

f−1(Ui) est un ouvert de X et on a X = ∪
i∈I

f−1(Ui). D’après le théorème précédent,

pour tout i ∈ I, f−1
(
Ui

)
est compact. Donc, pour tout i ∈ I, f−1(Ui) est compact. Par

conséquent, X est localement compact. �

Définition 3.7.2. Soit Y un espace topologique séparé. On dit que Y est engendré
par les compacts si pour toute partie F de Y , F est fermée dans Y si et seulement si
pour toute partie compacte K de Y , F ∩K est fermé dans Y .

Lemme 3.7.2. Soit Y un espace topologique séparé.

1. Si Y est localement compact ou vérifie le premier axiome de dénombrabilité, alors
Y est engendré par les compacts.

2. Supposons que Y est engendré par les compacts. Soient Z un espace topologique
et f : Y −→ Z une application. Alors f est continue si et seulement si pour tout
compact K de Y , f|K est continue.

Pour une preuve du lemme précédent, voir chapitre 3 du supplément.

Théorème 3.7.4. Soient X un espace topologique séparé et Y un espace localement
compact ou un espace topologique séparé vérifiant le premier axiome de dénombrabi-
lité †. Soit f : X −→ Y une application continue. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) L’application f est propre.

(ii) Pour toute partie compacte K de Y , la restriction fK : f−1(K) −→ K est propre.

(iii) Pour toute partie compacte K de Y , f−1(K) est une partie compacte de X.

†Ce théorème est encore valable si on suppose seulement que Y est un espace topologique séparé
engendré par les compacts.
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Démonstration. L’implication (i) =⇒ (ii) résulte du lemme 3.7.1. L’implication (ii)
=⇒ (iii) résulte du théorème 3.7.2.
Montrons l’implication (iii) =⇒ (i). Vérifions d’abord que f(X) est fermé dans Y . Soit
K une partie compacte de Y telle que f(X)∩K �= ∅. Alors K ′ = f−1(K) est une partie
compacte de X , et f|K′ : K ′ −→ Y est une application fermée, voir théorème 3.2.1. Or on
a f|K′ (K

′) = f(X)∩K, donc f(X)∩K est fermé dans Y . Il résulte du lemme précédent
que f(X) est fermé dans Y . Soit F un fermé de X , alors g = f|F : F −→ Y est une
application continue et pour partie compacte K de Y , on a g−1(K) = f−1(K)∩F , donc
g−1(K) est une partie compacte de F . Il résulte de ce qui précède que f(F ) = f|F (F )
est fermé dans Y . Donc f est bien une application fermée. Puisque pour tout y ∈ Y , {y}
est une partie compacte de Y , alors pour tout y ∈ Y , l’ensemble f−1({y}) est compact
dans X . Par conséquent, f est une application propre. �

Proposition 3.7.2. Soient X, Y des espaces localement compacts et f : X −→ Y
une application continue. On note respectivement X̃ = X ∪ {∞} et Ỹ = Y ∪ {∞} le
compactifié d’Alexandroff de X et Y . Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) L’application f admet un prolongement continue f̃ : X̃ −→ Ỹ tel que f̃(∞) = ∞.

(ii) L’application f est propre.

(iii) Le graphe Gf de f est fermé dans X̃ × Y .

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Comme f̃ est continue et comme

X̃ est compact et Ỹ est séparé, alors f̃ est propre. Donc la restriction f = f̃Y : X −→ Y
est propre, voir lemme 3.7.1.
Preuve de (ii) =⇒ (i). Puisque f est continue et X est ouvert dans X̃ , il reste à montrer

la continuité de f̃ en ∞. Soit V∞ un voisinage de ∞ dans Ỹ . Alors il existe un compact
K de Y tel que Ỹ \K ⊂ V∞, d’où on a X̃ \f−1(K) = f̃−1

(
Ỹ \K

)
⊂ f̃−1(V∞). Comme f

est une application propre, alors f−1(K) est un compact de X . Donc X̃ \ f−1(K) est un

ouvert de X̃ contenant ∞, d’où f̃−1(V∞) est un voisinage de ∞ dans X̃. Par conséquent,

f̃ est continue en ∞.
Preuve de (i) =⇒ (iii). Puisque f̃ est continue, alors Gf̃ , le graphe de f̃ est fermé dans

X̃ × Ỹ , voir exercice 1.32, d’où Gf̃ ∩ (X̃ × Y ) est fermé dans X̃ × Y . Comme on a

Gf̃ = Gf ∪ {(∞,∞)}, alors Gf̃ ∩ (X̃ × Y ) = Gf . Par conséquent, Gf est fermé dans

X̃ × Y .
Preuve de (iii) =⇒ (ii). Montrons d’abord que f est fermée. L’application x �−→ (x, f(x))

est fermée de X dans Gf , voir exercice 1.32, et comme Gf est fermé dans X̃ × Y , alors

x �−→ (x, f(x)) est une application fermée de X dans X̃ × Y . D’après le théorème

3.2.4, la projection canonique de X̃ × Y dans Y est fermée, et comme la composée
de deux applications fermées est une application fermée, on en déduit que f est une
application fermée de X dans Y . Soit y ∈ Y , alors X̃ × {y} est fermé dans X̃ × Y . Or

on a Gf ∩
(
X̃ × {y}

)
= f−1({y}) × {y}, donc f−1({y}) × {y} est fermé dans X̃ × Y .

Par conséquent, f−1({y}) est fermé dans X̃ , donc f−1({y}) est compact dans X̃ , d’où
f−1({y}) est compact dans X . Par conséquent, f est une application propre. �
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Proposition 3.7.3. On munit Rn et Rm de la topologie usuelle et soit f : Rn −→ Rm

une application continue telle que pour toute partie B de Rn, on ait l’implication : f(B)
est borné dans Rm =⇒ B est borné dans Rn. Alors f est une application propre. En
particulier, f est une application fermée.

Démonstration. Soit K une partie compacte de Rm. Comme f est continue, alors
K ′ = f−1(K) est fermé dans Rn et on a f(K ′) ⊂ K. Donc f(K ′) est borné dans Rm.
Par conséquent, K ′ est borné et fermé dans Rn. D’après le corollaire 3.3.2, K ′ est une
partie compacte de Rn. On déduit du théorème 3.7.4 que f est une application propre.
Donc f est une application fermée.
Une autre manière de montrer que f est une application fermée. Soit F une partie fermée
de Rn. Soit y ∈ f(F ), alors il existe une suite (xn)n≥0 dans F telle que lim

n→+∞ f(xn) = y.

Donc la suite (f(xn))n≥0 est bornée dans Rm, d’où la suite (xn)n≥0 est bornée dans
Rn. D’après le corollaire 3.3.3, il existe une sous-suite convergente (xnk

)k≥0 de (xn)n≥0.
Comme F est fermé, alors x = lim

n→+∞ xnk
∈ F , d’où f(x) = lim

n→+∞ f(xnk
) = y. Donc on

a y ∈ f(F ), d’où f(F ) = f(F ). Par conséquent, f est une application fermée. �

Proposition 3.7.4. Soient X un espace compact et Y un espace topologique séparé,
alors la projection canonique p : X × Y −→ Y est une application propre.

Démonstration. La projection canonique p est continue. CommeX est compact, d’après
le théorème 3.2.4, p est une application fermée. Soit y ∈ Y , on a p−1({y}) = X × {y},
donc p−1({y}) est une partie compacte de X × Y . Par conséquent, p est une application
propre. �

Théorème 3.7.5. Soient X, Y des espaces topologiques, avec X séparé et f : X −→ Y
une application continue. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) L’application f est propre.

(ii) Pour tout espace topologique Z, l’application f×idZ : (x, z) �−→ (f(x), z) de X×Z
dans Y × Z est fermée.

(iii) Pour tout espace topologique séparé Z, l’application f × idZ : (x, z) �−→ (f(x), z)
de X × Z dans Y × Z est propre.

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 3 du supplément.

Proposition 3.7.5. Soient X, Y des espaces topologiques séparés, Z1, Z2 des espaces
topologiques et f : X −→ Z1, g : Y −→ Z2 des applications propres. Alors l’application
suivante est propre.

f × g : X × Y −→ Z1 × Z2

(x, y) �−→ (f(x), g(y))

Démonstration. Pour montrer que f × g est propre, d’après le théorème précédent, il
suffit de montrer que pour tout espace topologique Z, l’application

f × g × idZ : X × Y × Z −→ Z1 × Z2 × Z
(x, y, z) �−→ (f(x), g(y), z)

est fermée. Comme on a f ×g× idZ =
(
idZ1 ×g× idZ

)
◦
(
f × idY × idZ

)
et idZ1 ×g× idZ ,

f × idY × idZ sont des applications fermées car f et g sont propres, on en déduit que
f × g × idZ est fermée. Donc f × g est bien une application propre. �
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Corollaire 3.7.2. Soient X un espace topologique séparé, Z1, Z2 des espaces topologi-
ques et f : X −→ Z1, g : X −→ Z2 des applications propres. Alors l’application suivante
est propre.

h : X −→ Z1 × Z2

x �−→ (f(x), g(x))

Démonstration. D’après la proposition 3.7.1, l’application

T : X −→ X ×X
x �−→ (x, x)

est propre car elle est clairement fermée. Comme on a h = (f × g) ◦ T , on déduit de la
proposition précédente et du corollaire 3.7.1 que h est propre. �

3.8 Espaces quotients des espaces localement com-

pacts

Théorème 3.8.1. Soient X un espace compact, R une relation d’équivalence dans X,
G(R) son graphe dans X × X et q : X −→ X/R l’application quotient. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) L’espace topologique quotient X/R est séparé.

(ii) Le graphe G(R) est fermé dans X ×X.

(iii) La relation R est fermée.

(iv) L’application quotient q est propre.

En outre, lorsque ces propriétés sont vérifiées, alors l’espace X/R est compact.

Démonstration. L’implication (i) =⇒ (ii) résulte de la proposition 1.5.6.
Preuve de (ii) =⇒ (iii). Soit p2 : (x, y) �−→ y la deuxième projection canonique de X×X
sur X . Soit F une partie fermée de X , alors (F × X) ∩ G(R) est fermé dans X × X ,
donc (F ×X)∩G(R) est une partie compacte de X×X . Comme on a q−1(q(F )) =

{
y ∈

X ; il existe x ∈ F avec xRy
}
= p2

(
(F ×X)∩G(R)

)
et p2 est continue, alors q−1(q(F ))

est une partie fermée de X . Par conséquent, q est une application fermée. Autrement dit,
la relation R est fermée.
Preuve de (iii) =⇒ (iv). L’application q est continue, et dire que R est fermée cela signifie
que q est une application fermée. Soit x ∈ X , d’où q−1({q(x)}) est fermé dans X qui
est compact, donc q−1({q(x)}) est une partie compacte de X . Par conséquent, q est une
application propre.
L’implication (iv) =⇒ (i) résulte du théorème 3.7.1.
Lorsque ces propriétés sont vérifiées, il résulte du théorème 3.2.1 que X/R est compact.

�

Proposition 3.8.1. Soient X un espace compact, Y un espace topologique séparé et
f : X −→ Y une application continue surjective, alors la relation d’équivalence Rf dans

X est fermée et l’application canonique f̃ : X/Rf −→ Y est un homéomorphisme. En
particulier, l’espace quotient X/Rf est compact.
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Démonstration. Ceci résulte du corollaire 1.4.1 et du théorème 3.2.1. �

Théorème 3.8.2. Si (X, d) est un espace métrique compact et si R est une relation
d’équivalence fermée dans X, alors l’espace topologique quotient X/R est compact et
métrisable.

Démonstration. Ceci résulte des théorème 3.8.1 et 3.7.1. �

Théorème 3.8.3. Soient X un espace localement compact, R une relation d’équivalence
dans X, G(R) son graphe dans X ×X et q : X −→ X/R l’application quotient. Soient

X̃ = X ∪{∞} le compactifié d’Alexandroff de X et R∞ la relation d’équivalence dans X̃
dont le graphe est G(R) ∪ {(∞,∞)}. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) L’application quotient q est propre.

(ii) Le saturé pour R de toute partie compacte de X est un ensemble compact.

(iii) La relation R∞ est fermée.

(iv) La restriction à G(R) de l’application (x, y) �−→ y de X ×X dans X est propre.

(v) La relation R est fermée et les classes suivant R sont compactes.

En outre, lorsque ces propriétés sont vérifiées, alors l’espace X/R est localement compact.

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 3 du supplément.

3.9 Exercices

Exercice 3.1. Soit I = ]0, 1[ de R, et pour tout x ∈ I, on considère Ux =
]
x
2 , x

[
.

Montrer que
(
Ux

)
x∈I

est un recouvrement ouvert de I qui n’admet aucun sous-recouvre-
ment ouvert fini. En déduire que I n’est pas compact.
Solution. Pour tout z ∈

]
1
2 , 1

[
, on a z ∈ U1. Soit z ∈

]
0, 1

2

]
, alors x = 4

3z ∈ I et on a

z ∈ Ux. Donc on a I = ∪
x∈I

Ux. Autrement dit,
(
Ux

)
x∈I

est un recouvrement ouvert de

I. Soit {x1, . . . , xn} un sous-ensemble fini de I. Soit α = inf
1≤i≤n

xi

2 , alors α ∈ I et on a

]0, α[∩
n
∪
i=1

Uxi = ∅. Donc
(
Ux

)
x∈I

n’admet aucun sous-recouvrement ouvert fini de I.

Par conséquent, I n’est pas compact.

Exercice 3.2. Soient X un espace compact et U un ouvert de X .

1. Soit (Fi)i∈I une famille de parties fermées de X telle que ∩
i∈I

Fi ⊂ U . Montrer qu’il

existe un sous-ensemble fini J de I tel que ∩
i∈J

Fi ⊂ U .

2. En déduire que si (Kn)n≥0 est une suite décroissante de parties fermées de X telle
que ∩

n≥0
Kn ⊂ U , alors il existe n0 ∈ N tel que Kn0 ⊂ U .
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Solution. 1. Pour tout i ∈ I, soit Ui = X \ Fi, alors Ui est un ouvert de X et on
a X \ U ⊂ ∪

i∈I
Ui. Donc les ouverts Ui et U forment un recouvrement ouvert de X .

Comme X est un espace compact, il existe alors un sous-ensemble fini J de I tel que
X = U ∪ ∪

i∈J
Ui, d’où on a ∅ =

(
X \ U

)
∩ ∩

i∈J
Fi. Par conséquent, on a ∩

i∈J
Fi ⊂ U .

2. D’après 1, il existe un sous-ensemble fini J de N tel que ∩
n∈J

Kn ⊂ U . Soit n0 = max(J),

alors n0 ∈ N et on a Kn0 = ∩
n∈J

Kn, d’où Kn0 ⊂ U .

Exercice 3.3. Soient X un espace topologique séparé et B une base d’ouverts de X .
Montrer que X est compact si et seulement si de tout recouvrement ouvert (Ui)i∈I de X
par des éléments de B, on peut extraire un sous-recouvrement fini.
Solution. Si X est compact, il résulte immédiatement de la définition que de tout
recouvrement ouvert (Ui)i∈I de X par des éléments de B, on peut extraire un sous-
recouvrement fini.
Réciproquement, soit (Vj)j∈J un recouvrement ouvert de X . Comme B est une base
d’ouverts de X , pour tout j ∈ J , il existe un ensemble Ij tel que Vj = ∪

i∈Ij
Uj,i, où Uj,i est

un élément de B. SoitD = {(j, i) ; j ∈ J et i ∈ Ij}, alors (Uj,i)(j,i)∈D est un recouvrement
ouvert de X par des éléments de B. Par hypothèse, il existe un sous-ensemble fini E de
D tel que X = ∪

(j,i)∈E
Uj,i. Soit J

′ =
{
j ∈ J ; il existe i ∈ Ij avec (j, i) ∈ E

}
, alors J ′ est

un sous-ensemble fini de J et on a X = ∪
j∈J′

Vj . Donc X est un espace compact.

Exercice 3.4. Soit E = C([0, 2π], C) l’espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 2π]
et à valeurs dans C, muni de la distance de la convergence uniforme d∞. On considère la
suite (fn)n≥0 dans E définie par fn(x) = einx, pour tout x ∈ [0, 2π]. Calculer d∞(fn, fp).
En déduire que B′(0, 1), la boule fermée de centre 0 et de rayon 1 dans E, n’est pas
compacte.
Solution. Pour tout f, g ∈ E, on a d∞(f, g) = sup

0≤x≤2π
|f(x)− g(x)|. Pour tout n ≥ 0, on

a d∞(0, fn) = 1, donc fn ∈ B′(0, 1). Pour n, p ∈ N tels que n �= p, par exemple p > n,
on a d∞(fn, fp) = sup

0≤x≤2π
|einx − eipx| = sup

0≤x≤2π
|1 − ei(p−n)x| ≤ 2, et si x = π

p−n , on a

|1−ei(p−n)x| = 2, donc d∞(fn, fp) = 2. Par conséquent, la suite (fn)n≥0 n’admet aucune
sous-suite convergente. On déduit du théorème 3.1.3 que B′(0, 1) n’est pas compacte.

Exercice 3.5. Soit E = C([0, 1], R) l’espace vectoriel des fonctions à valeurs réelles
continues sur [0, 1], muni de la distance de la convergence uniforme d∞. Soit f un élément
fixé de E. Montrer que l’application

T : [0, 1] −→ E
t �−→ ft

où ft(x) = f(tx), pour tout x ∈ [0, 1], est continue. En déduire que l’ensemble
{
ft ; t ∈

[0, 1]
}
est un compact de (E, d∞).

Solution. Pour tous t, s ∈ [0, 1], on a :

d∞(ft, fs) = sup
0≤x≤1

|ft(x) − fs(x)| = sup
0≤x≤1

|f(tx)− f(sx)| .

Comme [0, 1] est un compact et f est continue sur [0, 1], alors f est uniformément
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continue sur [0, 1], donc, pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que pour tous α, β ∈ [0, 1]
vérifiant |α − β| < η, on ait |f(α) − f(β)| < ε. Alors pour tous t, s ∈ [0, 1] tels que
|t− s| < η et pour tout x ∈ [0, 1], on a |tx− sx| ≤ |t− s| < η, d’où |f(tx) − f(sx)| < ε.
Donc on a d∞(ft, fs) ≤ ε. Par conséquent, l’application T est continue de [0, 1] dans
(E, d∞), donc l’ensemble T ([0, 1]) =

{
ft ; t ∈ [0, 1]

}
est un compact de (E, d∞).

Exercice 3.6. Soient (X, d) un espace métrique compact et (Ui)1≤i≤n une famille finie

d’ouverts de X telle que
n
∪
i=1

Ui = X . On suppose que pour tout i, Ui �= X . Pour tout

x ∈ X , on pose f(x) = 1
n

n∑
i=1

d(x,X \ Ui).

1. Vérifier que f est continue et que pour tout x ∈ X , on a f(x) > 0.

2. Soit r = inf
x∈X

f(x). Montrer que r > 0 et que pour tout x ∈ X , il existe i tel que

B(x, r) ⊂ Ui.

Solution. 1. Pour tout i, l’application x �−→ d(x,X\Ui) est continue, donc f est continue.

Comme on a
n
∩
i=1

X \ Ui = ∅, alors pour tout x ∈ X , il existe i tel que x �∈ X \ Ui. Or

X \ Ui est fermé dans X , donc d(x,X \ Ui) > 0, d’où on a f(x) > 0.
2. Comme f est continue et X est compact, alors il existe x0 ∈ X tel que r = inf

x∈X
f(x) =

f(x0) > 0. Soit x ∈ X . Soit i0 ∈ {1, . . . , n} tel que d(x,X \ Ui0) = max
1≤i≤n

d(x,X \ Ui),

alors on a r ≤ f(x) ≤ d(x,X \ Ui0). D’où on a B(x, r) ⊂ Ui0 .

Exercice 3.7. Soient (X, d) un espace métrique compact et (Fi)i∈I une famille de fermés
de X telle que ∩

i∈I
Fi = ∅. Montrer qu’il existe un r > 0 tel que toute partie de X qui

rencontre tous les Fi ait un diamètre au moins égal à r.
Solution. Pour tout i ∈ I, soit Ui = X \ Fi, alors (Ui)i∈I est un recouvrement ouvert
de X . D’après la proposition 3.1.5 et le lemme 3.1.1, il existe r > 0 tel que toute boule
ouverte de rayon r soit contenue dans au moins un des Ui. Soit A une partie non vide
de X telle que δ(A) < r. Soit a ∈ A, alors on a A ⊂ B(a, r) et il existe i ∈ I tel que
B(a, r) ⊂ Ui, d’où A ⊂ Ui = X \Fi. Donc on a A ∩ Fi = ∅. Par conséquent, toute partie
de X qui rencontre tous les Fi a un diamètre au moins égal à r.

Exercice 3.8. Soient K un compact de l’espace métrique (X, d) et r > 0.

1. Montrer que F = ∪
x∈K

B′(x, r) est fermé dans (X, d).

2. Montrer que U = ∩
x∈K

B(x, r) est ouvert dans (X, d).

Solution. 1. Soient (yn)n≥0 une suite dans F et y ∈ X tels que lim
n→+∞ yn = y. Pour

tout n ≥ 0, il existe an ∈ K tel que d(an, yn) ≤ r. Puisque K est compact, la suite
(an)n≥0 admet une sous-suite convergente (ank

)k≥0 vers un élément a ∈ K, d’où on a
lim

k→+∞
d(ank

, ynk
) = d(a, y). Par conséquent, on a d(a, y) ≤ r, d’où y ∈ B′(a, r) ⊂ F .

Donc F est fermé dans (X, d).
2. Montrons que X \U = ∪

x∈K
X \B(x, r) est fermé dans (X, d). Soient (yn)n≥0 une suite
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dans X \ U et y ∈ X tels que lim
n→+∞ yn = y. Pour tout n ≥ 0, il existe xn ∈ K tel que

d(xn, yn) ≥ r. Puisque K est compact, la suite (xn)n≥0 admet une sous-suite convergente
(xnk

)k≥0 vers un élément x ∈ K, d’où on a lim
k→+∞

d(xnk
, ynk

) = d(x, y). Par conséquent,

on a d(x, y) ≥ r, d’où y ∈ X \B(x, r) ⊂ X \ U . Donc X \ U est fermé dans (X, d).

Exercice 3.9. Soit (X, d) un espace métrique tel que pour tout x ∈ X , la boule fermée
B′(x, 1) soit compacte. Soient λ ∈ [0, 1[ et K une partie compacte de X . Montrer que
K ′ =

{
x ∈ X ; d(x,K) ≤ λ

}
est une partie compacte de X .

Solution. Puisque l’application x �−→ d(x,K) est continue de X dans R, alors K ′ est
fermé dans X . Soit α ∈ ]λ, 1[. Pour tout y ∈ K ′, il existe x ∈ K tel que d(y, x) < α.
D’où on a K ′ ⊂ ∪

x∈K
B(x, α). Comme K est un compact, il existe un sous-ensemble fini

{x1, . . . , xn} de K tel que K ⊂
n
∪
i=1

B(xi, 1 − α). Soit y ∈ K ′, il existe x ∈ K tel que

d(y, x) < α et il existe xi ∈ K tel que d(x, xi) < 1 − α, d’où on a d(y, xi) < 1. Par

conséquent, on a K ′ ⊂
n
∪
i=1

B′(xi, 1). Or
n
∪
i=1

B′(xi, 1) est un compact, donc K ′ est une

partie compacte de X .

Exercice 3.10. Soient K une partie compacte non vide d’un espace métrique (X, d) et
(xn)n≥0 une suite dans X telle que la suite de réelle (d(xn,K))n≥0 tende vers 0. Montrer
qu’il existe une sous-suite de (xn)n≥0 convergeant vers un point de K.
Solution. Pour tout n ≥ 0, il existe an ∈ K tel que d(xn, an) < d(xn,K) + 1

n+1 .
Comme K est compacte, il existe une sous-suite convergente (ank

)k≥0 de (an)n≥0. Soit
a = lim

k→+∞
ank

, alors a ∈ K et pour tout k ≥ 0, on a 0 ≤ d(xnk
, a) ≤ d(xnk

, ank
) +

d(ank
, a) < d(xnk

,K) + 1
nk+1 + d(ank

, a). Donc on a lim
k→+∞

d(xnk
, a) = 0, i.e. la sous-

suite (xnk
)k≥0 converge vers a.

Exercice 3.11. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie compacte de X .

1. Montrer que pour tout x de X , il existe a dans A tel que d(x, a) = d(x,A).

2. Montrer que si B est une partie compacte de X , il existe a ∈ A et b ∈ B tels que
d(a, b) = d(A,B).

3. Montrer que si B est une partie fermée de X telle que A ∩B = ∅, alors :
d(A,B) > 0 †.

4. Donner un exemple de deux parties fermées disjointes de distance nulle.

Solution. 1. Soit x ∈ X , l’application a �−→ d(x, a) est continue du compact A dans
R, donc il existe a ∈ A tel que d(x, a) = inf

α∈A
d(x, α). Par définition, on a inf

α∈A
d(x, α) =

d(x,A), d’où d(x, a) = d(x,A).
2. L’application (a, b) �−→ d(a, b) est continue du compact A×B dans R, donc il existe a ∈
A et b ∈ B tels que d(a, b) = inf

(α,β)∈A×B
d(α, β). Par définition, on a inf

(α,β)∈A×B
d(α, β) =

d(A,B), d’où d(a, b) = d(A,B).

†Dans ce cas, la distance d(A,B) n’est pas toujours atteinte, voir exercice 6.45.
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3. L’application a �−→ d(a,B) est continue du compact A dans R, donc il existe a ∈ A tel
que d(a,B) = inf

α∈A
d(α,B). Par définition, on a inf

α∈A
d(α,B) = d(A,B), d’où d(A,B) =

d(a,B) > 0 car a �∈ B et B est fermée dans X .
4. Soient X = R2 muni de la distance usuelle d2, A = {(x, 0) ; x ∈ R} et B ={(

x, 1
x

)
; x ∈ R∗}. Alors A et B sont deux parties fermées de X telles que A ∩ B = ∅,

mais on a 0 ≤ d(A,B) ≤ d2
(
(n, 0),

(
n, 1

n

))
= 1

n pour tout n ≥ 1. D’où on a d(A,B) = 0.

Exercice 3.12. Soient A une partie non vide d’un espace métrique (X, d) et ε > 0. On
pose, U(A, ε) = {x ∈ X ; d(x,A) < ε}.

1. Montrer que l’on a U(A, ε) = ∪
a∈A

B(a, ε).

2. Montrer que si A est compact et si U est un ouvert de X tels que A ⊂ U , alors il
existe ε > 0 tel que U(A, ε) ⊂ U .

3. Montrer que le résultat dans 2 n’est pas en général vrai si A est fermé non compact.

Solution. 1. Soit x ∈ ∪
a∈A

B(a, ε), alors il existe a ∈ A tel que x ∈ B(a, ε), d’où

d(x, a) < ε. Donc on a d(x,A) ≤ d(x, a) < ε. Par conséquent, on a x ∈ U(A, ε), d’où
∪

a∈A
B(a, ε) ⊂ U(A, ε).

Réciproquement, soit x ∈ U(A, ε), alors on a d(x,A) < ε. Comme on a d(x,A) =
inf
a∈A

d(x, a), alors il existe b ∈ A tel que d(x, b) < ε. D’où on a x ∈ B(b, ε) ⊂ ∪
a∈A

B(a, ε).

Par conséquent, on a U(A, ε) ⊂ ∪
a∈A

B(a, ε). D’où on a l’égalité U(A, ε) = ∪
a∈A

B(a, ε).

2. Soit F = X \ U , alors F est un fermé de X tel que A ∩ F = ∅, et on peut supposer
F �= ∅, sinon le résultat est trivial. D’après l’exercice précédent, on a ε = d(F,A) > 0.
Soit x ∈ U(A, ε). Si x ∈ F , alors on a d(x,A) ≥ d(F,A) = ε, ce qui est impossible. Donc
x �∈ F , d’où x ∈ X \ F = U . Par conséquent, on a U(A, ε) ⊂ U .
3. Soient X = R2 muni de la distance euclidienne, A = {(x, y) ∈ R2 ; xy = 1 et x > 0}
et U = {(x, y) ∈ R2 ; x > 0 et y > 0}. Alors A est fermé non compact de R2, U est un
ouvert de R2 tel que A ⊂ U et pour tout ε > 0, on a U(A, ε) �⊂ U .

Exercice 3.13. Soient (X, d) un espace métrique compact et W un ouvert de X × X
contenant la diagonale Δ = {(x, x) ; x ∈ X}. Montrer qu’il existe r > 0 tel que pour
tout (x, y) ∈ X ×X vérifiant d(x, y) < r, on ait (x, y) ∈ W .
Solution. Une distance définissant la topologie produit sur X ×X est donnée par :

d∞
(
(x, y), (x′, y′)

)
= max

(
d(x, x′), d(y, y′)

)
.

Puisque la diagonale Δ est une partie compacte de X ×X , d’après l’exercice précédent,
il existe r > 0 tel que pour tout (x, y) ∈ X × X vérifiant d∞

(
(x, y),Δ

)
< r, on ait

(x, y) ∈ W . Soit (x, y) ∈ X×X tel que d(x, y) < r, alors on a d∞
(
(x, y), (x, x)

)
= d(x, y),

d’où d∞
(
(x, y),Δ

)
≤ d∞

(
(x, y), (x, x)

)
< r. Par conséquent, on a (x, y) ∈ W .

Exercice 3.14. Soit (X, d) un espace métrique compact et (Kn)n≥0 une suite décrois-
sante de fermés non vides de X . On pose K = ∩

n≥0
Kn. Montrer que lim

n→+∞ δ(Kn) = δ(K),

où δ désigne le diamètre.
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Solution. D’après la proposition 3.1.5, K �= ∅. Pour tout n ≥ 0, on a K ⊂ Kn+1 ⊂ Kn,
d’où δ(K) ≤ δ(Kn+1) ≤ δ(Kn). Donc la suite (δ(Kn))n≥0 est décroissante et minorée par
δ(K). Par conséquent, la suite (δ(Kn))n≥0 converge et on a δ(K) ≤ lim

n→+∞ δ(Kn). Si l’on a

δ(K) < lim
n→+∞ δ(Kn), alors il existe α tel que δ(K) < α < lim

n→+∞ δ(Kn). D’où on a δ(K) <

α < δ(Kn) pour tout n ≥ 0. On en déduit que pour tout n ≥ 0, il existe xn, yn ∈ Kn tels
que α < d(xn, yn). PuisqueX est compact, il existe une application strictement croissante
ϕ : N −→ N telle que (xϕ(n))n≥0 et (yϕ(n))n≥0 convergent respectivement vers x, y ∈ X .
Soit p ∈ N, pour tout n ≥ p, on a ϕ(n) ≥ ϕ(p) ≥ p, d’où xϕ(n), yϕ(n) ∈ Kϕ(n) ⊂ Kp.
Donc on a x, y ∈ Kp. Ceci étant vrai pour tout p ∈ N, d’où x, y ∈ K. Or on a
d(x, y) = lim

n→+∞(xϕ(n), yϕ(n)) ≥ α, d’où δ(K) < α ≤ d(x, y), ce qui est impossible.

Donc on a bien lim
n→+∞ δ(Kn) = δ(K).

Un autre méthode pour montrer que l’on a lim
n→+∞ δ(Kn) = δ(K). Pour tout (x, y) ∈ X×

X , soit f(x, y) = d(x, y), alors f est continue surX×X et on a sup
(x,y)∈K×K

f(x, y) = δ(K).

Soit ε > 0, alors f−1
(
[0, δ(K) + ε[

)
est un ouvert de X ×X contenant K ×K. D’après

la proposition 3.1.4, il existe un ouvert U de X contenant K tel que K ×K ⊂ U × U ⊂
f−1

(
[0, δ(K) + ε[

)
. D’où pour tout (x, y) ∈ U × U , on a f(x, y) ≤ δ(K) + ε. Donc on a

δ(U) ≤ δ(K) + ε. D’après l’exercice 3.2, il existe un n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0, on
ait Kn ⊂ U , d’où δ(Kn) ≤ δ(U). Par conséquent, on a lim

n→+∞ δ(Kn) ≤ δ(U) ≤ δ(K) + ε.

Ceci étant vrai pour tout ε > 0, on en déduit que l’on a lim
n→+∞ δ(Kn) ≤ δ(K). Donc on

a bien lim
n→+∞ δ(Kn) = δ(K).

Exercice 3.15. Soit (xn)n≥0 une suite dans R qui n’admet aucune valeur d’adhérence.

1. Montrer que si (xn)n≥0 est minorée, alors (xn)n≥0 tend vers +∞.

2. Montrer que si (xn)n≥0 est majorée, alors (xn)n≥0 tend vers −∞.

Solution. 1. Soit M ∈ R tel que pour tout n ≥ 0, on ait M ≤ xn. Supposons que
(xn)n≥0 ne tend pas vers +∞. Alors il existe A > 0 tel que pour tout k ≥ 0, il existe
n ≥ k tel que xn ≤ A. On construit, par récurrence, une sous-suite (xnk

)k≥0 de (xn)n≥0

telle que pour tout k ≥ 0, on ait xnk
≤ A. En effet, soit n0 = inf

{
n ≥ 0 ; xn ≤ A

}
. Soit

k ≥ 1 et supposons nk−1 construit, on pose alors nk = inf
{
n > nk−1 ; xn ≤ A

}
. Alors

(xnk
)k≥0 est une sous-suite de (xn)n≥0 telle que pour tout k ≥ 0, on ait M ≤ xnk

≤ A.
Puisque l’intervalle [M, A] est compact, il résulte de la proposition 3.1.5 que (xnk

)k≥0

possède une valeur d’adhérence. On déduit de la proposition 1.7.2 que (xn)n≥0 possède
une valeur d’adhérence, ce qui est impossible. Donc (xn)n≥0 tend bien vers +∞.
2. Pour tout n ≥ 0, on pose yn = −xn, alors (yn)n≥0 est une suite minorée dans R et
n’admet aucune valeur d’adhérence. On déduit de 1 que (yn)n≥0 tend vers +∞, donc
(xn)n≥0 tend vers −∞.

Exercice 3.16. On munit R2 de la distance euclidienne d2. Soit λ > 0 et posons K =
∪

n≥1
B′

n, où B′
n = B′(( 1

n ,
1
n

)
, λ

n

)
est la boule fermée de centre

(
1
n ,

1
n

)
et de rayon λ

n dans

R2. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que K soit compact.
Solution. Supposons d’abord que K est compact. Pour tout n ≥ 1, on a

(
1
n ,

1
n

)
∈ K

et on a (0, 0) = lim
n→+∞

(
1
n ,

1
n

)
, d’où (0, 0) ∈ K. Donc il existe n ≥ 1 tel que (0, 0) ∈ B′

n.
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Autrement dit, il existe n ≥ 1 tel que d2
((

1
n ,

1
n

)
, (0, 0)

)
≤ λ

n , d’où
√
2

n ≤ λ
n . Donc on a

λ ≥
√
2.

Réciproquement, supposons λ ≥
√
2. Montrons que pour tout n ≥ 1, on a Bn+1 ⊂ Bn.

Soit (x, y) ∈ Bn+1. Alors on a :

d2
(
(x, y),

(
1
n ,

1
n

))
≤ d2

(
(x, y),

(
1

n+1 ,
1

n+1

))
+ d2

((
1

n+1 ,
1

n+1

)
,
(
1
n ,

1
n

))
≤ λ

n+1 +
√
2

n(n+1)

≤ λ
n+1 + λ

n(n+1) = λ
n .

Donc on a (x, y) ∈ Bn, d’où Bn+1 ⊂ Bn. Par conséquent, on a K = B′((1, 1), λ), donc
K est compact. En conclusion, K est compact si et seulement si λ ≥

√
2.

Exercice 3.17. Soient X un espace compact, Y un espace topologique séparé et f :
X −→ Y une application continue. Montrer que si (Fn)n≥0 est une suite décroissante de
fermés de X , alors on a f

(
∩

n≥0
Fn

)
= ∩

n≥0
f(Fn).

Solution. Il est clair que l’on a f
(

∩
n≥0

Fn

)
⊂ ∩

n≥0
f(Fn).

Réciproquement, soit y ∈ ∩
n≥0

f(Fn), alors pour tout n ≥ 0, il existe xn ∈ Fn tel que

f(xn) = y. Puisque X est compact, d’après la proposition 3.1.5, la suite (xn)n≥0 possède

une valeur d’adhérence x dans X . D’après la proposition 1.7.1, on a x ∈ ∩
n≥0

{xp ; p ≥ n}.
Comme pour tout n ≥ 0, Fn est fermé dans X et on a {xp ; p ≥ n} ⊂ Fn, alors on a
x ∈ ∩

n≥0
Fn. Il s’agit maintenant de montrer que l’on a f(x) = y. Soit V un voisinage de

f(x) dans Y . Comme f est continue en x, il existe un voisinage U de x dans X tel que
f(U) ⊂ V . Comme pour tout N ∈ N, il existe n ≥ N tel que xn ∈ U , d’où il existe n ≥ 0
tel que f(xn) ∈ V . Donc on a y ∈ V . Par conséquent, pour tout voisinage V de f(x)
dans Y , on a y ∈ V , donc y = f(x) car Y est séparé. Donc on a y ∈ f

(
∩

n≥0
Fn

)
, d’où

f
(

∩
n≥0

Fn

)
= ∩

n≥0
f(Fn).

Exercice 3.18. Soient X un espace compact non vide et f : X −→ X une application
continue. Montrer qu’il existe un compact non vide K de X tel que f(K) = K.
Solution. Pour tout n ≥ 1, on pose Kn = fn(X), où fn = f ◦ f ◦ f · · · ◦ f , l’application
f composée avec elle-même n fois. Alors Kn est un compact non vide de X et on a
Kn+1 = fn+1(X) = fn(f(X)) ⊂ fn(X) = Kn. Donc (Kn)n≥1 est une suite décroissante
de compacts non vides dans X , d’où K = ∩

n≥0
Kn est un compact non vide de X . D’après

l’exercice précédent, on a f(K) = f
(

∩
n≥0

Kn

)
= ∩

n≥0
f(Kn) = ∩

n≥0
Kn+1 = K.

Exercice 3.19. Soient (X, d), (Y, d′) des espaces métriques et f : X −→ Y une
application.

1. Montrer que f est continue si et seulement si f|K est continue pour tout compact
K de X .

2. On suppose que f est injective et que l’image par f de toute partie compacte de
X soit une partie compacte de Y . Montrer qu’alors f est continue.
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3. Donner un contre-exemple montrant que le résultat dans 2 n’est plus vrai si f n’est
pas injective.

Solution. 1. Ceci résulte du lemme 3.7.2, mais donnons une preuve directe. Si f est
continue, alors la restriction de f à toute partie A de X est continue, voir proposition
1.4.3.
Réciproquement, supposons que pour tout compact K de X , f|K est continue sur K.
Soient x ∈ X et (xn)n≥0 une suite dans X telle que lim

n→+∞xn = x. Alors l’ensemble

K = {x} ∪ {xn ; n ≥ 0} est un compact de X , voir exemple 3.1.1. Comme f|K est
continue en x, alors on a lim

n→+∞ f(xn) = f(x). Par conséquent, f est continue en x, donc

f est continue sur X .
2. Soit K une partie compacte de X . Alors f(K) est une partie compacte de Y . Soit
g : K −→ f(K) définie par g(x) = f(x), pour tout x ∈ K. Alors g est une application
bijective. Soit F un fermé de K, alors F est un compact, donc g(F ) = f(F ) est un
compact, d’où g(F ) est une partie fermée de f(K). Par conséquent, l’application g−1

est continue. On déduit du théorème 3.2.1 que g est continue, d’où f|K est continue. Il
résulte de 1 que f est continue.
3. Soit X = {0} ∪

{
1
n ; n ≥ 0 = 1

}
, alors X est un espace métrique compact. Soit

f : X −→ X définie par f(0) = 0 et f
(
1
n

)
= 1 pour tout n ≥ 1. Alors pour tout compact

K de X , f(K) est un compact de X , f n’est pas injective et elle n’est pas continue en 0.

Exercice 3.20. Soient X un espace topologique, K une partie compacte de X , Y un
espace topologique séparé et f : X −→ Y une application continue. On suppose que la
restriction de f à K est injective et que pour tout x ∈ K, il existe un voisinage ouvert
Vx de x dans X tel que la restriction de f à Vx soit injective.

1. Posons D = {(x, z) ∈ X ×X ; f(x) �= f(z)} ∪ {(x, x) ; x ∈ X}. Montrer que si A
est un sous-ensemble de X , alors la restriction de f à A est injective si et seulement
si A×A ⊂ D.

2. Montrer qu’il existe un ouvert W de X ×X tel que K ×K ⊂ W ⊂ D.

3. Montrer qu’il existe un ouvert U de X tel que K ⊂ U et la restriction de f à U
soit injective.

Solution. 1. Soit A un sous-ensemble de X . Il est clair que si A × A ⊂ D, alors la
restriction de f à A est injective.
Réciproquement, supposons que la restriction de f à A soit injective. Pour tout x ∈ A,
on a (x, x) ∈ D. Soient x, z ∈ A tels que x �= z, alors on a f(x) �= f(z), d’où (x, z) ∈ D.
Par conséquent, on a A×A ⊂ D.
2. Soit x ∈ K. Par hypothèse, il existe un voisinage ouvert Vx de x dans X tel que la
restriction de f à Vx soit injective. Il résulte alors de 1 que l’on a (x, x) ∈ Vx × Vx ⊂ D.
Soient x, z ∈ K tels que x �= z, alors on a f(x) �= f(z). Comme Y est séparé, il existe
deux ouverts disjoints Ux et Uz dans Y tels que f(x) ∈ Ux et f(z) ∈ Uz. Comme f est
continue, alors il existe deux ouverts Vx et Vz dans X tels que x ∈ Vx, z ∈ Vz , f(Vx) ⊂ Ux

et f(Vz) ⊂ Uz. Par conséquent, pour tout a ∈ Vx et pour tout b ∈ Vz , on a f(a) �= f(b),
d’où on a (x, z) ∈ Vx × Vz ⊂ D. Par conséquent, il existe un ouvert W de X ×X tel que
K ×K ⊂ W ⊂ D.
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3. Comme K est compact, d’après la proposition 3.1.4, il existe un ouvert U de X tel que
K×K ⊂ U×U ⊂ D. Par conséquent, U contientK et la restriction de f à U est injective.

Exercice 3.21. Soient X un espace compact et f : X −→ R une application locale-
ment majorée, i.e. pour tout x ∈ X , il existe un voisinage Vx de x dans X tel que la
restriction de f à Vx soit majoré. Montrer que f est majorée sur X .
Solution. Pour tout x ∈ X , il existe un voisinage ouvert Ux de x dans X et il existe
Mx ∈ R tels que pour tout y ∈ Ux, on ait f(y) ≤ Mx. Or (Ux)x∈X est un recouvrement

ouvert de X , donc il existe un sous-ensemble fini {x1, . . . , xn} de X tel que X =
n
∪
i=1

Uxi.

Soit M = max
1≤i≤n

Mxi , alors M ∈ R et pour tout x ∈ X , on a f(x) ≤ M . Donc f est

majorée.

Exercice 3.22. Soient X , Y deux espaces topologiques et f : X −→ Y une application.
Montrer que l’on a :

1. Si Y est séparé et si f est continue, alors G(f), le graphe de f , est fermé dans
X × Y .

2. Si Y est compact et si G(f) est fermé, alors f est continue.

Solution. 1. On a déjà montré ce résultat, voir exercice 1.32.
2. Soit p la projection canonique de X × Y sur X . Alors p est continue et d’après le
théorème 3.2.4, p est aussi une application fermée. Soit π la restriction de p à G(f).
Alors π est continue, et comme G(f) est fermé dans X × Y , alors π est aussi une
application fermée. Puisque π est une application bijective de G(f) sur X , alors π
est un homéomorphisme, donc l’application inverse π−1 : X −→ G(f), définie par
π−1(x) = (x, f(x)) pour tout x ∈ X , est continue. Soit q la projection canonique de
X × Y sur Y , alors q est continue et on a f = q ◦ π−1, donc f est continue.

Le résultat montré dans l’exercice précédent est plus facile à montrer dans le cadre des
espaces métriques, et la démonstration mérite d’être vue. Donc on va montrer ce résultat
ci-dessous quand X et Y sont des espaces métriques.

Exercice 3.23. Soient (X, d), (Y, d′) des espaces métriques et f : X −→ Y une
application. Montrer que l’on a :

1. Si f est continue, alors G(f), le graphe de f , est fermé dans X × Y .

2. Si Y est compact et si G(f) est fermé, alors f est continue.

Solution. 1. Soient (x, y) ∈ X × Y et (xn)n≥0 une suite dans X tels que (x, y) =
lim

n→+∞(xn, f(xn)) dans l’espace topologique produit X×Y , d’où on a lim
n→+∞xn = x dans

X et lim
n→+∞ f(xn) = y. Comme f est continue, alors on a lim

n→+∞ f(xn) = f(x), d’où

y = f(x), i.e. (x, y) ∈ G(f). Par conséquent, G(f) est fermé dans X × Y .
2. Soient x ∈ X et (xn)n≥0 une suite dans X tels que lim

n→+∞xn = x. Pour montrer que

l’on a lim
n→+∞ f(xn) = f(x), il suffit de montrer que f(x) est l’unique valeur d’adhérence

de la suite (f(xn))n≥0, voir proposition 3.1.5. Soit y une valeur d’adhérence de la suite
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(f(xn))n≥0, alors il existe une application strictement croissante k �−→ nk de N dans N
telle que la sous-suite (f(xnk

))k≥0 converge vers y. Or la suite (xnk
)k≥0 converge aussi

vers x, d’où on a (x, y) = lim
k→+∞

(xnk
, f(xnk

)). Comme G(f) est fermé dans X × Y , alors

on a (x, y) ∈ G(f), d’où y = f(x). Donc f(x) est l’unique valeur d’adhérence de la suite
(f(xn))n≥0. Par conséquent, on a lim

n→+∞ f(xn) = f(x). Donc f est continue en x, d’où la

continuité de f .

Exercice 3.24. Soit f une application d’un espace métrique compact (X, d) dans un
espace métrique (Y, d′). Montrer que f est uniformément continue X si et seulement si
f transforme toute suite de Cauchy de (X, d) en une suite de Cauchy de (Y, d′)
Solution. On a montré, proposition 2.6.3, que l’image d’une suite de Cauchy par une
application uniformément continue est de Cauchy.
Réciproquement, supposons que (X, d) est compact et que f transforme toute suite de
Cauchy de (X, d) en une suite de Cauchy de (Y, d′). D’après l’exercice 2.23, l’application
f est alors continue. Si f n’est pas uniformément continue, alors il existe ε > 0 tel que pour
tout η > 0, il existe x, z ∈ X vérifiant d(x, z) < η, mais on a d(f(x), f(z)) ≥ ε. En prenant
η = 1

n , avec n ∈ N∗, on trouve xn, zn ∈ X tels que d(xn, zn) <
1
n et d(f(xn), f(zn)) ≥ ε

pour tout n ≥ 1. Puisque X est compact, il existe une application strictement croissante
k �−→ nk de N∗ dans N∗ telle que les sous-suites (xnk

)k≥1 et (ynk
)k≥1 convergent dans

X . Comme pour tout k ≥ 1, on a d(xn, zn) < 1
nk

et on a lim
k→+∞

1
nk

= 0, on en déduit

que l’on a lim
k→+∞

xnk
= lim

k→+∞
ynk

, d’où on a lim
k→+∞

d′(f(xnk
), f(ynk

)) = 0 , ce qui est

impossible. Donc f est bien uniformément continue.

Exercice 3.25. Soient (X, d) un espace métrique compact et f : X −→ X une application
continue telle que f(x) �= x pour tout x ∈ X . Montrer qu’il existe k > 0 tel que
d(x, f(x)) ≥ k pour tout x ∈ X .
Solution. Pour tout x ∈ X , soit g(x) = d(x, f(x)), alors g est une application continue de
X dans R et pour tout x ∈ X , on a g(x) > 0. Comme X est compact, il existe x0 ∈ X tel
que inf

x∈X
g(x) = g(x0). Soit k = g(x0), alors k > 0 et pour tout x ∈ X , on a d(x, f(x)) ≥ k.

Exercice 3.26. Soient (X, d) un espace métrique compact non vide et f : X −→ X une
application telle que d(f(x), f(y)) < d(x, y) pour tous x, y ∈ X tels que x �= y.

1. A l’aide d’un exemple, montrer que f n’est pas nécessairement contractante.

2. Montrer que f admet un unique point fixe a.

3. Soit K une partie fermée non vide X telle que f(K) ⊂ K. Montrer que l’on a
a ∈ K.

4. Montrer que pour tout x ∈ X , la suite
(
fn(x)

)
n≥0

converge vers a, où fn =

f ◦ f ◦ f · · · ◦ f , l’application f composée avec elle-même n fois.

Solution. 1. Soit X = {0}∪
{

1
n ; n ∈ N∗} muni de la distance induite par R. Alors X est

compact. Soit f : X −→ X définie par f(0) = 0 et f
(
1
n

)
= 1

n+1 . On a d
(
f(0), f

(
1
n

))
=

1
n+1 < 1

n = d
(
0, 1

n

)
. Si n �= m, par exemple, n > m, on a d

(
f
(
1
n

)
, f
(

1
m

))
= n−m

(n+1)(m+1) <
n−m
nm = d

(
1
n ,

1
m

)
. Donc, pour tout x, y ∈ X , on a d(f(x), f(y)) < d(x, y). Soit k ≥ 0 tel
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que d
(
f(0), f

(
1
n

))
≤ k d

(
0, 1

n

)
pour tout n ∈ N∗. Alors on a n

n+1 ≤ k pour tout n ∈ N∗,
d’où k ≥ 1. Donc f n’est pas contractante.
2. Pour tout x ∈ X , soit g(x) = d(x, f(x)), alors g est une application continue de X
dans R. Comme X est compact, il existe a ∈ X tel que inf

x∈X
g(x) = g(a). Si f(a) �= a,

alors on a d(f(a), f(f(a))) < d(a, f(a)) ≤ d(f(a), f(f(a))), ce qui est impossible, donc
on a bien f(a) = a, i.e. a est un point fixe de f . Soit b un point fixe de f . Si b �= a, alors
on a d(a, b) = d(f(a), f(b)) < d(a, b), ce qui est impossible, donc on a bien b = a. Par
conséquent, a est l’unique point fixe de f .
3. Soit K une partie fermée non vide X telle que f(K) ⊂ K. Alors K est compact
et l’application h : K −→ K définie par h(x) = f(x), pour tout x ∈ K, vérifie
d(h(x), h(y)) < d(x, y) pour tous x, y ∈ K tels que x �= y. D’après 2, il existe b ∈ K tel
que h(b) = b, donc b est aussi un point fixe de f , d’où on a a = b ∈ K.
4. Soit x ∈ X . Soit K l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite

(
fn(x)

)
n≥0

. D’après

la proposition 1.7.1, on a K = ∩
n≥0

{fp(x) ; p ≥ n}. Alors K est une partie fermée non

vide de X telle que f(K) ⊂ K. D’après 3, on a a ∈ K. Donc a est une valeur d’adhérence
de
(
fn(x)

)
n≥0

. Autrement dit, il existe une application strictement croissante k �−→ nk

de N dans N telle que la sous-suite
(
fnk(x)

)
k≥0

converge vers a. S’il existe n ≥ 0 tel que

fn(x) = a, alors pour tout m ≥ n, on a fm(x) = a, et donc la suite converge vers a.
Supposons que pour tout n ≥ 0, fn(x) �= a, alors pour tout n, p ∈ N tels que n > p, on
a 0 < d

(
fn(x), a

)
< d

(
fp(x), a

)
. Donc la suite de réels

(
d(fn(x), a)

)
n≥0

est convergente

car elle est décroissante et minorée. Puisque on a lim
k→+∞

d
(
fnk(x), a

)
= 0, alors on a

lim
n→+∞ d

(
fn(x), a

)
= 0. Par conséquent, la suite

(
fn(x)

)
n≥0

converge vers a.

Exercice 3.27. On munit Rn de la distance euclidienne. Soit B = B′(0, 1) la boule
fermée de centre 0 et de rayon 1 dans Rn et soit f une application 1-lipschitzienne de B
dans B. Montrer que f admet un point fixe. Ce point fixe est-il unique ?
Solution. Soit (rn)n≥0 une suite dans ]0, 1[ convergente vers 1. Pour tout n ≥ 0, soit
fn(x) = rnf(x), alors fn est une application rn-lipschitzienne de B dans B. Comme B
est complet, d’après le théorème du point fixe, il existe xn ∈ B tel que rnf(xn) = xn.
Comme B est compact, la suite (xn)n≥0 admet une sous-suite convergente (xnk

)k≥0. Soit
x = lim

k→+∞
xnk

, alors x ∈ B et on a f(x) = x, donc x est un point fixe pour f .

Le point fixe n’est pas toujours unique car si f(x) = x pour tout x ∈ B, alors f est
1-lipschitzienne de B dans B et tout point de B est un point fixe pour f .

Exercice 3.28. Soient (X, d) un espace métrique compact non vide et f : X −→ X une
application telle que pour tous x, y ∈ X , on ait d(f(x), f(y)) ≥ d(x, y). Soient x et y des
points de X .

1. Montrer qu’il existe un application strictement croissante k �−→ nk de N dans N
telle que les suites

(
fnk(x)

)
k≥0

et
(
fnk(y)

)
k≥0

convergent dans (X, d).

2. Posons ϕ(k) = nk+1 − nk. Montrer que la suite
(
fϕ(k)(x)

)
k≥0

converge vers x et

que la suite
(
fϕ(k)(y)

)
k≥0

converge vers y.

3. En déduire que f est une isométrie de X sur X .
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Solution. 1. Puisque
(
fn(x)

)
n≥0

est une suite dans l’espace métrique compact (X, d),

alors il existe une application strictement croissante α : N −→ N telle que la sous-suite(
fα(n)(x)

)
n≥0

converge dans X . De même, comme (X, d) est compact et
(
fα(n)(y)

)
n≥0

est une suite dansX , il existe une application strictement croissante β : N −→ N telle que
la sous-suite

(
fβ(α(n))(y)

)
n≥0

converge dans X . Pour tout k ≥ 0, on pose nk = β(α(k)),

alors k �−→ nk est une application strictement croissante de N dans N et les suites(
fnk(x)

)
k≥0

et
(
fnk(y)

)
k≥0

convergent dans (X, d).

2. Pour tout k ≥ 0, soit ϕ(k) = nk+1 − nk. Alors on a :

0 ≤ d
(
x, fϕ(k)(x)

)
≤ d

(
fnk(x), fϕ(k)

(
fnk(x)

))
= d

(
fnk(x), fnk+1(x)

)
.

Or on a lim
k→+∞

d
(
fnk(x), fnk+1(x)

)
= 0, d’où lim

k→+∞
d
(
x, fϕ(k)(x)

)
= 0. Autrement dit,

la suite
(
fϕ(k)(x)

)
k≥0

converge vers x. De même, la suite
(
fϕ(k)(y)

)
k≥0

converge vers y.

3. Pour tout k ≥ 1, on a ϕ(k) ≥ k ≥ 1, d’où :

d(x, y) ≤ d(f(x), f(y)) ≤ d
(
fϕ(k)(x), fϕ(k)(y)

)
.

Or on a d(x, y) = lim
k→+∞

d
(
fϕ(k)(x), fϕ(k)(y)

)
, donc d(x, y) ≤ d(f(x), f(y)) ≤ d(x, y),

d’où on a d(f(x), f(y)) = d(x, y). Par conséquent, f est une application isométrique. Il
reste à vérifier que f est surjective. Comme la suite

(
fϕ(k)(y)

)
k≥0

est dans f(X) et f(X)

est fermé dans X car f est continue, alors y ∈ f(X). Donc f est surjective. D’où f est
une isométrie de X sur X .

Exercice 3.29. Soient X,Y des espaces métriques. Montrer que la projection canonique
π : X × Y −→ Y est fermée si et seulement si X est compact ou Y est discret.
Solution. D’après le théorème 3.2.4, si X est compact, alors la projection canonique
π : X × Y −→ Y est fermée. Si Y est discret, alors toute partie de Y est fermée, et par
conséquent, π est une application fermée.
Réciproquement, supposons que la projection canonique π : X × Y −→ Y est fermée.
Si X n’est pas compact et si Y n’est pas discret, alors il existe une suite (xn)n≥0 dans
X qui n’admet aucune sous-suite convergente, et il existe une partie B de Y tel que
B �= B, d’où il existe une suite (bn)n≥0 dans B qui converge vers un élément b ∈ B \B.
Puisque la suite ((xn, bn))n≥0 de l’espace métrique produit X × Y n’admet aucune sous-
suite convergente, alors l’ensemble F = {(xn, bn) ; n ≥ 0} est fermé dans X × Y , voir
exercice 2.24. Comme π est fermée, alors π(F ) = {bn ; n ≥ 0} est fermé dans Y . Donc
on a b ∈ π(F ) ⊂ B, ce qui est impossible. Par conséquent,X est compact ou Y est discret.

Exercice 3.30. Soit Y l’espace topologique décrit dans l’exercice 1.13. Montrer que la
projection canonique π : N× Y −→ Y est fermée. Cet exercice montre que le résultat de
l’exercice précédent n’est plus vrai dans le cadre non métrique.
Solution. Rappelons que Y est un ensemble infini et on se donne un point y0 ∈ Y et
l’ensemble des fermés de la topologie de Y est :

F =
{
A ⊂ Y ; y0 ∈ A

}
∪
{
A ⊂ Y ; A est au plus dénombrable

}
.

Soit F un fermé de N×Y . Si y0 ∈ π(F ), alors π(F ) est fermé dans Y . Si y0 �∈ π(F ), alors(
N×{y0}

)
∩F = ∅. Donc, pour tout n ∈ N, il existe une partie au plus dénombrable An
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de Y tel que
(
{n} ×

(
Y \An

))
∩ F = ∅. Soit A = ∪

n≥0
An, alors A est une partie au plus

dénombrable de Y et on a
(
N×

(
Y \ A

))
∩ F = ∅, d’où

(
Y \ A

)
∩ π(F ) = ∅, donc on a

π(F ) ⊂ A. Par conséquent, π(F ) est au plus dénombrable, donc π(F ) est fermé dans Y .
Ainsi, π est une application fermée.

Exercice 3.31. On munit R de la topologie usuelle et soit X = R \
{

1
n ; n ∈ N∗}.

1. Montrer que X n’est pas localement compact.

2. Montrer que X \ {0} est localement compact. En déduire qu’une réunion de deux
parties localement compactes de R n’est pas toujours localement compacte.

3. Montrer qu’une intersection dénombrable de parties localement compactes de R
n’est pas toujours localement compacte.

Solution. 1. Notons d’abord que X est dense dans R, voir exercice 1.3. Si X était
localement compact, alors X serait ouvert dans R, voir proposition 3.4.3, ce qui est
impossible, car pour tout r > 0, ]r, r[ �⊂ X . Donc X n’est pas localement compact.
2. On a X \ {0} = R \K, où K = {0}∪

{
1
n ; n ∈ N∗} est un compact de R, donc X \ {0}

est ouvert dans R. Par conséquent, X \ {0} est localement compact, voir corollaire 3.4.3.
On a X =

(
X \ {0}

)
∪{0} et X \ {0} et {0} sont localement compacts, mais X n’est pas

localement compact.
3. On a X = ∩

n≥1
R \

{
1
n

}
, et pour tout n ≥ 1, R \

{
1
n

}
est localement compact, mais X

n’est pas localement compact.

Exercice 3.32. Montrer que l’espace topologique produit RN n’est pas localement com-
pact.
Solution. Soit x = (xn)n≥0 ∈ RN. Si x possède un voisinage compact K, alors il existe

N ≥ 0 et r0 > 0, . . . , rN > 0 tels que F =
N∏

n=0
[xn − rn, xn + rn]

∞∏
n=N+1

R ⊂ K. Comme

F est fermé, alors F est compact, ce qui est impossible. Donc RN n’est pas localement
compact.

Exercice 3.33. Soient X un espace topologique séparé et K une partie compacte de X .
Montrer que l’espace topologique quotient X/K est séparé.
Solution. Rappelons que la relation d’équivalence R dans X est définie par : xR y si
x = y ou si x ∈ K et y ∈ K. Soit q : X −→ X/K l’application quotient. Soient x, y ∈ X
tels que q(x) �= q(y). On distingue deux cas :
Premier cas : x, y ∈ X \K. Comme X est séparé et X \K est un ouvert de X , alors il
existe deux ouverts disjoints U et V de X contenant respectivement x et y et tels que
U ∩K = ∅ et V ∩K = ∅. Donc U et V sont des ouverts disjoints saturés pour R. Par
conséquent, q(U) et q(V ) sont des ouverts disjoints de X/K contenant respectivement
q(x) et q(y).
Deuxième cas : x ∈ K et y ∈ X\K. Comme X est séparé et K est compact, alors il existe
deux ouverts disjoints U et V de X tels que K ⊂ U et y ∈ V , voir proposition 3.1.2. Donc
U et V sont des ouverts disjoints saturés pour R. Par conséquent, q(U) et q(V ) sont des
ouverts disjoints de X/K contenant respectivement q(x) et q(y). Par conséquent, X/K
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est séparé.

Exercice 3.34. Soient X un espace compact et U un ouvert de X tel que F = X \ U
ne soit pas vide. Montrer que le compactifié d’Alexandroff de U s’identifie à l’espace
topologique quotient X/F .
Solution. Soit q : X −→ X/F l’application quotient. D’après l’exercice précédent,
l’espace X/F est séparé, donc X/F est compact. On a X/F = q(U) ∪ {q(x)}, où x est
un point de F , et la restriction qq(U) : U −→ q(U) est un homéomorphisme, donc le
compactifié d’Alexandroff de U s’identifie à l’espace topologique quotient X/F .

Exercice 3.35. Soit (X, d) un espace métrique tel que d possède la propriété suivante :
Il existe ε > 0 tel que pour tout x ∈ X , B(x, ε) soit compact. Montrer que (X, d) est
localement compact et complet.
Solution. Comme pour tout x ∈ X , B(x, ε) est un voisinage compact de x, alors (X, d)
est localement compact. Soit (xn)n≥0 une suite de Cauchy dans (X, d). Alors il existe
N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait d(xN , xn) < ε. D’où on a xn ∈ B(xN , ε) ⊂
B(xN , ε) pour tout n ≥ N . Comme B(xN , ε) est compact, alors (xn)n≥0 admet une
sous-suite convergente, donc (xn)n≥0 converge par la proposition 2.6.2. Par conséquent,
(X, d) est complet.

Exercice 3.36. Donner un exemple d’un espace métrique localement compact (X, d)
vérifiant :
Pour tout x ∈ X , il existe ε > 0 tel que B(x, ε) soit compact, alors que (X, d) n’est pas
complet.
Solution. Il suffit de prendre X =

{
1
n ; n ≥ 1

}
muni de la distance induite par R.

Exercice 3.37. Soient (X, d), (Y, d′) des espaces métriques, K une partie compacte de
X et f : X −→ Y une application. On suppose que f est continue en tout point de K.
Montrer que pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que, pour tous x ∈ K et z ∈ X vérifiant
d(x, z) < η, on ait d′(f(x), f(z)) < ε.
Solution. Soit ε > 0. Comme f est continue en tout point de K, alors pour tout x ∈ K, il
existe ηx > 0 tel que pour tout z ∈ X vérifiant d(x, z) < ηx, on ait d′(f(x), f(z)) < ε

2 . Or
K est compact et on aK ⊂ ∪

x∈K
B
(
x, ηx

2

)
, donc il existe un sous-ensemble fini {x1, . . . , xn}

de K tel que K ⊂
n
∪
i=1

B
(
xi,

ηxi

2

)
. Soit η = inf

1≤i≤n

ηxi

2 , alors η > 0. Soient x ∈ K et z ∈ X

tels que d(x, z) < η. Alors il existe xi tel que d(x, xi) <
ηxi

2 et d′(f(x), f(xi)) < ε
2 .

On a aussi d(z, xi) ≤ d(z, x) + d(x, xi) < η +
ηxi

2 < ηxi , d’où d′(f(z), f(xi)) < ε
2 . Par

conséquent, on a d′(f(x), f(z)) < ε.

Pour plus d’exercices, voir le supplément associé à ce livre.



Chapitre 4

ESPACES CONNEXES

L
a notion de connexité nous permet de mieux comprendre le rôle que jouent dans R
les intervalles et de généraliser le théorème de la valeur intermédiaire. Cette notion

peut être aussi très utile pour démontrer que deux espaces topologiques ne sont pas
homéomorphes. De plus, certains espaces topologiques peuvent être considérés comme
d’un seul tenant, par exemple une sphère, une boule, dans un espace Rn, alors que
d’autres sont composés de plusieurs ��morceaux �� distincts, par exemple l’espace formé
par la réunion de deux sphères sans point commun, ou le complémentaire d’une sphère
dans Rn. Il s’agit, dans ce chapitre, de préciser cette idée intuitive. Notons enfin que la
notion de connexité est à la base de la théorie de l’homotopie, partie importante de la
topologie algébrique.

4.1 Espaces connexes

Définition 4.1.1. On dit qu’un espace topologique X est connexe s’il n’est pas réunion
de deux ensembles ouverts non vides disjoints. Autrement dit, pour tous ouverts disjoints
U et V de X tels que X = U ∪ V , alors on ait U = ∅ ou V = ∅.

Proposition 4.1.1. Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) L’espace X est connexe.

(ii) L’espace X n’est pas réunion de deux ensembles fermés non vides disjoints.

(iii) Il n’existe pas dans X d’autres parties qui soient à la fois ouvertes et fermées que
X et ∅.

(iv) Toute application continue de X dans l’espace discret Z est constante.

(v) Toute application continue de X dans l’espace discret {0, 1} est constante.

Démonstration. L’équivalence (i) ⇐⇒ (ii) s’obtient par passage aux complémentaires.
Preuve de (ii) =⇒ (iii). Soit A une partie non vide de X et supposons que A est à la fois
ouverte et fermée dans X . Soit B = X \A, alors B est fermé dans X tel que X = A∪B
et A ∩B = ∅. Donc on a B = ∅, d’où A = X .

169
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Preuve de (iii) =⇒ (iv). Soit f : X −→ Z une application continue. Soit x0 ∈ X , alors
{f(x0)} est une partie à la fois ouverte et fermée dans Z. Comme f est continue, alors
f−1

(
{f(x0)}

)
est une partie non vide à la fois ouverte et fermée dans X , donc on a

X = f−1
(
{f(x0)}

)
, d’où f(x) = f(x0) pour tout x ∈ X . Autrement dit, f est constante.

Preuve de (iv) =⇒ (v). Soit f : X −→ {0, 1} une application continue. Or l’injection
ı : {0, 1} ↪→ Z est continue. Donc ı ◦ f est constante. Par conséquent, f est constante.
Preuve de (iv) =⇒ (i). Si X n’était pas connexe, alors il existerait deux ouverts non vides
et disjoints U et V dans X tels que X = U ∪ V . Pour tout x ∈ U , on pose f(x) = 0 et
pour tout x ∈ V , on pose f(x) = 1, alors f est une application continue non constante
de X dans l’espace discret {0, 1}, ce qui est contraire à l’hypothèse. Donc X est bien
connexe. �

Remarque 4.1.1. Si X est un espace connexe et si A et B sont deux ensembles non
vides et ouverts (resp. fermés) tels que X = A ∪B, alors A ∩B �= ∅.

Définition 4.1.2. On dit qu’un espace topologique X est discontinu s’il n’est pas
connexe. Autrement dit, s’il existe deux ouverts disjoints et non vides U et V dans X
tels que X = U ∪ V .

Définition 4.1.3. On dit qu’une partie A d’un espace topologique X est un ensemble
connexe, si A muni de la topologie induite est un espace connexe.

Exemple 4.1.1. 1. Tout espace muni de la topologie grossière est connexe.

2. Dans un espace topologique, l’ensemble vide et tout ensemble réduit à un point
sont connexes.

3. Dans un espace topologique séparé, tout ensemble fini comprenant plus d’un point,
et plus généralement tout ensemble non réduit à un point et possédant au moins
un point isolé est non connexe.

Proposition 4.1.2. Soient X un espace topologique et A une partie connexe de X.

1. Si U et V sont des ouverts (resp. fermés) disjoints de X tels que X = U ∪V , alors
ou bien A ⊂ U ou bien A ⊂ V .

2. Si U est une partie à la fois ouverte et fermée de X et si A ∩ U �= ∅, alors on a
A ⊂ U .

Démonstration. 1. On a A = (A ∩ U) ∪ (A ∩ V ) et A ∩ U , A ∩ V sont des ouverts
(resp. fermés) disjoints de A. Comme A est connexe, alors ou bien A ∩ U = ∅ ou bien
A ∩ V = ∅. Si A ∩ U = ∅, alors on a A ⊂ V , et si A ∩ V = ∅, alors on a A ⊂ U .
2. Soit V = X \ U , alors V est un ouvert de X . Donc U et V sont des ouverts disjoints
de X tels que X = U ∪ V . Comme on a A ∩U �= ∅, il résulte de 1 que l’on a A ⊂ U . �

Proposition 4.1.3. Soient A et B deux parties d’un espace topologique X. Si A est
connexe et si on a A ⊂ B ⊂ A, alors B est connexe.

Démonstration. Soient U et V deux ouverts disjoints de B tels que B = U ∪V . Soient
U ′ et V ′ deux ouverts de X tels que U = B ∩U ′ et V = B ∩ V ′. Comme A est connexe,
d’après la proposition précédente, ou bien on a A ⊂ U ou bien A ⊂ V . Si on a A ⊂ U ,
alors A∩V = ∅, d’où A∩V ′ = A∩B∩V ′ = A∩V = ∅. Par conséquent, on a A∩V ′ = ∅,
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donc V = B ∩ V ′ = B ∩A ∩ V ′ = ∅. Si on a A ⊂ V , on fait le même raisonnement et on
montre qu’alors U = ∅. Donc B est connexe. �

Corollaire 4.1.1. Soit X un espace topologique. Alors on a :

1. L’adhérence de toute partie connexe de X est connexe.

2. S’il existe une partie connexe et dense dans X, alors X est connexe †.

Proposition 4.1.4. Soit A une partie d’un espace topologique X. Si B est une partie
connexe de X telle que B ∩A �= ∅ et B ∩ (X \A) �= ∅, alors B ∩ Fr(A) �= ∅.

Démonstration. Supposons le contraire, i.e. B ∩ Fr(A) = ∅. Rappelons que Fr(A) =

A \
◦
A. Donc on a B = B ∩

(
X \A

)
∪
(
B∩

◦
A
)
et B ∩

(
X \A

)
, B ∩

◦
A sont des ouverts

disjoints de B. Comme B est connexe, alors ou bien B ∩
◦
A= ∅ ou bien B∩

(
X\A

)
= ∅. Si

B ∩
◦
A= ∅, alors on a B ⊂ X \A, ce qui est impossible car B∩A �= ∅. Si B∩

(
X \A

)
= ∅,

alors on a B ⊂
◦
A, ce qui est impossible car B ∩

(
X \A

)
�= ∅. Par conséquent, on a bien

B ∩ Fr(A) �= ∅. �

Corollaire 4.1.2. Soient X un espace topologique connexe et A une partie de X telle
que A �= ∅ et A �= X. Alors on a Fr(A) �= ∅.

Théorème 4.1.1. Soit X un espace topologique.

1. Soit (Ai)i∈I une famille de parties connexes de X. Si pour tout i, j ∈ I, avec i �= j,
on a Ai ∩Aj �= ∅, alors ∪

i∈I
Ai est connexe. En particulier, si on a ∩

i∈I
Ai �= ∅, alors

∪
i∈I

Ai est connexe.

2. Si (An)n≥0 est une famille de parties connexes de X telle que pour tout n ≥ 0, on
ait An ∩An+1 �= ∅, alors ∪

n≥0
An est connexe.

Démonstration. 1. Soit f : ∪
i∈I

Ai −→ {0, 1} une application continue, où {0, 1} est

muni de la topologie discrète. Soient x, y ∈ ∪
i∈I

Ai, alors il existe i, j ∈ I tels que x ∈ Ai

et y ∈ Aj . Comme les restrictions f|Ai
et f|Aj

sont continues et Ai et Aj sont connexes,

alors f|Ai
et f|Aj

sont constantes, voir proposition 4.1.1. Puisque Ai ∩ Aj �= ∅, alors il

existe z ∈ Ai ∩Aj , d’où on a f(x) = f(z) = f(y). Donc f est constante. Par conséquent,
∪
i∈I

Ai est connexe.

2. Soit f : ∪
n≥0

An −→ {0, 1} une application continue, où {0, 1} est muni de la topologie

discrète. Comme pour tout n ≥ 0, An est connexe, alors pour tout n ≥ 0, f|An
est

constante. Soient x, y ∈ ∪
n≥0

An, alors il existe n,m ≥ 0 tels que x ∈ An et y ∈ Am. On

peut supposer que m ≥ n. Pour tout i ∈ {n, . . . ,m− 1}, soit xi ∈ Ai ∩Ai+1. Alors on a
f(x) = f(xn) = f(xn+1) = · · · = f(xm−1) = f(y). Donc f est constante. Par conséquent,
∪

n≥0
An est connexe. �

†Voir également remarque 4.1.2.
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Corollaire 4.1.3. Soient X un espace topologique et (Bi)i∈I une famille de parties
connexes de X. S’il existe α ∈ I tel que Bα ∩ Bi �= ∅ pour tout i ∈ I, alors ∪

i∈I
Bi est

connexe.

Démonstration. Pour tout i ∈ I, soit Ai = Bα ∪ Bi, alors Ai est une partie connexe
de X et on a ∩

i∈I
Ai �= ∅. Or on a ∪

i∈I
Bi = ∪

i∈I
Ai, donc ∪

i∈I
Bi est connexe. �

Théorème 4.1.2. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X −→ Y une application
continue. Si X est connexe, alors f(X) est connexe.

Démonstration. Soit B une partie non vide ouverte et fermée dans f(X). Comme f
est continue de X dans f(X), alors f−1(B) est une partie non vide ouverte et fermée
dans X . Or X est connexe, donc on a f−1(B) = X , d’où B = f(X). Il résulte de la
proposition 4.1.1 que f(X) est connexe. �

Corollaire 4.1.4. Si X et Y sont des espaces topologiques homéomorphes, alors X est
connexe si et seulement si Y est connexe.

L’image réciproque d’un ensemble connexe par une application continue n’est pas néces-
sairement connexe, comme le montre l’exemple d’une application d’un espace discret
dans un espace réduit à un point. D’où l’intérêt du théorème suivant.

Théorème 4.1.3. Soient X un espace topologique et R une relation d’équivalence dans
X. On note q : X −→ X/R l’application quotient.

1. Si X est connexe, alors l’espace quotient X/R est connexe.

2. Si l’espace quotient X/R est connexe et si chaque classe d’équivalence suivant R
est connexe, alors X est connexe.

3. Supposons que chaque classe d’équivalence suivant R est connexe. Soit D une partie
connexe et fermée (resp. ouverte) de X/R, alors q−1(D) est une partie connexe de
X.

Démonstration. 1. Ceci résulte du théorème précédent.
2. Soit A une partie non vide et à la fois ouverte et fermée dans X . Comme pour tout
x ∈ X , q−1

(
{q(x)}

)
est une partie connexe de X , il résulte de la proposition 4.1.2 que

pour tout a ∈ A, on a q−1
(
{q(a)}

)
⊂ A. Donc on a A = q−1(q(A)). Par conséquent, q(A)

est une partie non vide et à la fois ouverte et fermée dans X/R. Or X/R est connexe,
donc on a q(A) = X/R, d’où A = X . Il résulte de la proposition 4.1.1 que X est connexe.
3. Soit A = q−1(D), alors A est une partie saturée pour R et fermée (resp. ouverte) de
X et on a q(A) = D. D’après le corollaire 1.4.3, A/RA est homéomorphe à q(A) = D,
donc A/RA est connexe. Or, pour tout a ∈ A, la classe d’équivalence de a suivant RA
est égal à la classe d’équivalence de a suivant R, donc connexe. Il résulte de 2 que A est
connexe. �

Théorème 4.1.4. Soit (Xi)i∈I une famille d’espaces topologiques non vides. Alors l’espa-
ce topologique produit X =

∏
i∈I

Xi est connexe si et seulement si pour tout i ∈ I, Xi est

connexe.

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 4 du supplément.
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Définition 4.1.4. SoientX , Y deux espaces topologiques et f : X −→ Y une application.
On dit que f est localement constante si, pour tout x ∈ X , il existe un voisinage V
de x dans X tel que la restriction de f à V soit constante sur V .

Toute application constante est localement constante. Mais la réciproque est en général
fausse ; il suffit de prendre X = U ∪ V la réunion de deux ouverts U et V non vides et
disjoints, et poser pour tout x ∈ U , f(x) = 0 et pour tout x ∈ V , f(x) = 1. Alors f est
localement constante, mais non constante de X dans R.
Notons aussi que toute application localement constante est continue, voir proposition
1.4.4.

Proposition 4.1.5. Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) L’espace X est connexe.

(ii) Pour tout espace topologique séparé Y , toute application localement constante de
X dans Y est constante.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soient Y un espace topologique
séparé et f : X −→ Y une application localement constante. Soit x0 ∈ X . Alors
f−1

(
{f(x0)}

)
est une partie fermée non vide de X . Soit x ∈ f−1

(
{f(x0)}

)
, d’où f(x) =

f(x0). Comme f est localement constante, il existe un ouvert U de X contenant x tel
que pour tout z ∈ U , on ait f(z) = f(x) = f(x0). Donc on a U ⊂ f−1

(
{f(x0)}

)
. Par

conséquent, f−1
(
{f(x0)}

)
est aussi une partie ouverte de X . Comme X est connexe, on

en déduit que X = f−1
(
{f(x0)}

)
. Autrement dit, pour tout x ∈ X , on a f(x) = f(x0).

Donc f est constante.
L’implication (ii) =⇒ (i) résulte du fait que toute application continue de X dans {0, 1}
est localement constante, et de la proposition 4.1.1. �

Théorème 4.1.5. Soit A une partie de R. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) A est connexe.

(ii) A est un intervalle.

En particulier, l’espace R est connexe.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Si A n’est pas un intervalle de R,
il existe x, z ∈ A et y ∈ R \ A tels que x < y < z. Soient U = ]−∞, y[ et V = ]y, +∞[,
alors on a A = (A ∩U) ∪ (A ∩ V ) et A∩U , A∩ V sont deux ouverts non vides disjoints
de A, donc A n’est pas connexe, ce qui est impossible. Par conséquent, A est bien un
intervalle de R.
Preuve de (ii) =⇒ (i). Si A est vide ou si A est réduit à un point, alors A est connexe.
Supposons que A est non vide et non réduit à un point. Si A n’est pas connexe, il existe
deux ouverts U et V dans R tels que A = (A∩U) ∪ (A∩ V ), avec A∩U �= ∅, A∩ V �= ∅
et (A∩U)∩ (A∩V ) = ∅. Soient x ∈ A∩U et y ∈ A∩ V . Quitte à intervertir les rôles de
U et V , on peut supposer x < y. On a [x, y] ⊂ A et [x, y] = ([x, y] ∩ U) ∪ ([x, y] ∩ V ),
avec ([x, y] ∩ U) ∩ ([x, y] ∩ V ) = ∅. Soit B = [x, y] ∩ U , alors B est une partie non vide
et majorée par y dans R, donc x0 = sup(B) existe dans R et on a x0 ∈ B ⊂ [x, y]. On
distingue deux cas :
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Premier cas : x0 ∈ [x, y] ∩ V , alors il existe ε > 0 tel que ]x0 − ε, x0 + ε[⊂ V car V est
un ouvert de R, et il existe z ∈ B tel que x0 − ε < z ≤ x0, d’où z ∈ B ∩ V , ce qui est
impossible.
Deuxième cas : x0 ∈ B. Si x0 = y, alors x0 ∈ [x, y] ∩ V , ce qui est impossible. Donc on
a x0 < y. Comme U est un ouvert de R, il existe η > 0 tel que ]x0 − η, x0 + η[⊂ U et
x0 + η < y. Donc on a ]x0, x0 + η[⊂ B, d’où il existe z ∈ B tel que x0 < z, ce qui est
impossible.
Donc, dans les deux cas, on arrive à une contradiction. Par conséquent, A est bien
connexe. �

Corollaire 4.1.5. Pour tout n ≥ 1, Rn et Cn munis de la topologie usuelle sont connexes.

Démonstration. Ceci résulte du théorème précédent et du théorème 4.1.4. �

Exemple 4.1.2. On déduit du corollaire 4.1.1 que le compactifié d’Alexandroff d’un
espace localement compact non compact et connexe est connexe. En particulier, les
sphères euclidiennes Sn sont connexes, pour n ≥ 1.

Exemple 4.1.3. SoitX = [0, 1[∪ ]1, 2], alorsX est un localement compact non compact
et non connexe, mais le compactifié d’Alexandroff de X est [0, 2], donc c’est un espace
connexe.

Corollaire 4.1.6 (théorème de la valeur intermédiaire). Soient I un intervalle de
R et f : I −→ R une application continue. Alors on a :

1. f(I) est un intervalle de R. Autrement dit, pour tous α, β ∈ f(I) et y ∈ R tels que
α ≤ y ≤ β, il existe x ∈ I tel que f(x) = y.

2. Si I = [a, b] est un intervalle fermé borné, alors f(I) = [c, d] est aussi un intervalle
fermé et borné.

Démonstration. 1. Ceci résulte du théorème précédent et du théorème 4.1.2.
2. Si I = [a, b], alors I est compact et connexe. On déduit de 1, du théorème 3.2.1 et du
corollaire 3.3.2 que l’on a f(I) = [c, d]. �

Remarque 4.1.2. 1. Un ensemble dense dans un espace connexe peut ne pas être
connexe. Il suffit de considérer Q qui est dense dans R et R est un espace connexe,
mais l’ensemble Q n’est pas connexe.

2. Le complémentaire d’un ensemble dense peut être connexe. Il suffit de considérer
l’ensemble Q2 qui est dense dans R2 et R2 \Q2 est connexe, voir exercice 4.9.

Proposition 4.1.6. Soit I un intervalle ouvert de R et f : I −→ R une application
continue. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) L’application f est ouverte.

(ii) L’application f est injective.

(iii) L’application f est strictement monotone.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 4 du supplément.
Dans la preuve de l’implication (ii) =⇒ (iii), l’intervalle I n’a pas besoin d’être ouvert.
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Corollaire 4.1.7. Soient I un intervalle de R et f : I −→ R une application. Soit
J = f(I). Alors f est un homéomorphisme de I sur J si et seulement si f est continue
et strictement monotone.

Pour une preuve du corollaire précédent, voir chapitre 4 du supplément.

Définition 4.1.5. Soient (X, d) un espace métrique, x, y ∈ X et ε > 0. On appelle
ε–châıne joignant x et y une suite finie (a0, . . . , an) de X telle que a0 = x, an = y et
d(ai−1, ai) ≤ ε pour tout i ∈ {1, . . . , n}. On note x ∼

ε
y s’il existe une ε–châıne joignant

x et y.

Lemme 4.1.1. Soient (X, d) un espace métrique et ε > 0. La relation ∼
ε
définie dans

X est une relation d’équivalence, et les classes d’équivalence pour cette relation sont
ouvertes et fermées dans X.

Démonstration. Il est clair que ∼
ε
est une relation d’équivalence dans X . Soient a ∈ X

et Aε = {x ∈ X ; a ∼
ε
x} la classe d’équivalence de a. Soit x ∈ Aε, pour tout y ∈ B′(x, ε),

on a d(x, y) ≤ ε. Donc on a a ∼
ε
y. Par conséquent, on a B′(x, ε) ⊂ Aε, donc Aε est ouvert

dans X . Soit z ∈ Aε, alors il existe x ∈ Aε tel que d(x, z) ≤ ε. Comme on a a ∼
ε
x, alors

on a a ∼
ε
z, donc z ∈ Aε. Par conséquent, Aε est aussi fermé dans X . �

Définition 4.1.6. Soit (X, d) un espace métrique. On dit que (X, d) est bien enchâıné
si pour tout ε > 0, X possède une unique classe d’équivalence pour ∼

ε
. Autrement dit,

pour tout ε > 0 et pour tous x, y ∈ X , il existe une suite finie (a0, . . . , an) de X telle que
a0 = x, an = y et d(ai−1, ai) ≤ ε pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

Le théorème ci-dessous donne un critère de connexité en termes de la distance d.

Théorème 4.1.6. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Si (X, d) est connexe, alors (X, d) est bien enchâıné.

2. Si (X, d) est compact, alors (X, d) est connexe si et seulement si (X, d) est bien
enchâıné.

Démonstration. 1. Soient ε > 0, a ∈ X et Aε = {x ∈ X ; a ∼
ε
x} la classe d’équivalence

de a. D’après le lemme précédent, Aε est une partie non vide ouverte et fermée dans X .
Comme X est connexe, alors on a Aε = X . Ceci étant vrai pour tout ε > 0, donc X est
bien enchâıné.
2. Il reste à montrer que si (X, d) est compact et bien enchâıné, alors X est connexe.
Soit f : X −→ {0, 1} une application continue. Alors f est uniformément continue, donc
il existe ε > 0 tel que pour tous x, y ∈ X vérifiant d(x, y) ≤ ε, on ait |f(x)−f(y)| < 1, et
par suite f(x) = f(y). Soient x, y ∈ X . Comme X est bien enchâıné, il existe une suite
finie (a0, . . . , an) deX telle que a0 = x, an = y et d(ai−1, ai) ≤ ε pour tout i ∈ {1, . . . , n}.
D’où on a f(ai−1) = f(ai) pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Par conséquent, on a f(x) = f(y).
Donc f est constante. Il résulte de la proposition 4.1.1 que X est connexe. �

Remarque 4.1.3. L’espace métrique Q est bien enchâıné, mais Q n’est pas connexe.
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4.2 Composantes connexes d’un espace topologique

On va maintenant étudier la structure des espaces topologiques qui ne sont pas connexes,
en précisant la notion vague de ��morceau �� d’un tel espace. On définit sur un espace
topologique X la relation de connexité suivante : pour x, y ∈ X , xR y si et seulement s’il
existe un ensemble connexe A de X tel que {x, y} ⊂ A. Il est clair que R est réflexive et
symétrique. Pour montrer la transitivité de R, on utilise le théorème 4.1.1. Donc R est
une relation d’équivalence dans X .

Définition 4.2.1. Une classe d’équivalence de l’espace topologique X par rapport à la
relation d’équivalence ci-dessus est appelée une composante connexe deX . On appelle
composante connexe d’un point x de X , la composante connexe de X qui le contient, et
on note celle-là par Cx.

Notez que l’espace topologique X est alors la réunion de ses composantes connexes qui
sont deux à deux disjoints.

Théorème 4.2.1. Soit X un espace topologique. On a les propriétés suivantes :

1. La composante connexe d’un point x de X est la réunion des ensembles connexes
de X contenant x. C’est aussi la plus grande, pour l’inclusion, partie connexe de
X contenant x.

2. Les composantes connexes de X sont connexes et fermées dans X.

3. Si X possède un nombre fini de composantes connexes, alors chacune de ces compo-
santes est ouverte dans X.

4. Si U est un ensemble à la fois ouvert et fermé dans X, alors pour tout x ∈ U , on
a Cx ⊂ U .

5. Tout ensemble connexe de X est contenu dans une composante connexe. Autrement
dit, si A est un ensemble connexe de X et si C est une composante connexe de X
tels que A ∩ C �= ∅, alors on a A ⊂ C. En particulier, pour tout x ∈ A, on a
A ⊂ Cx.

6. Tout ensemble connexe non vide qui est à la fois ouvert et fermé dans X, est une
composante connexe.

7. Si X = ∪
i∈I

Xi tel que pour tout i ∈ I, Xi est connexe et ouvert non vide dans

X, et tels que les Xi sont deux à deux disjoints, alors les Xi sont les composantes
connexes de X.

Démonstration. 1. Soient x ∈ X et Dx la réunion des ensembles connexes de X
contenant x. D’après le théorème 4.1.1, Dx est une partie connexe de X contenant x.
Donc, pour tout y ∈ Dx, on a xR y, d’où y ∈ Cx. Par conséquent, on a Dx ⊂ Cx.
Réciproquement, soit y ∈ Cx, il existe un ensemble connexe A de X tel que {x, y} ⊂ A,
d’où on a y ∈ A ⊂ Dx. Par conséquent, on a Cx ⊂ Dx, donc Dx = Cx.
Puisque Cx est connexe et c’est la réunion des ensembles connexes de X contenant x,
alors Cx est la plus grande, pour l’inclusion, partie connexe de X contenant x.
2. Soit x ∈ X . D’après le corollaire 4.1.1, Cx est une partie connexe de X contenant x,
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donc on a Cx ⊂ Cx. Par conséquent, Cx est fermé dans X .
3. Si (Cxi)1≤i≤n sont les composantes connexes de X , alors pour tout k ∈ {1, . . . , n},
Cxk

est le complémentaire du fermé ∪
i�=k

Cxi , donc Cxk
est ouvert dans X .

4. Pour tout x ∈ U , on a Cx∩U �= ∅. Il résulte de la proposition 4.1.2 que l’on a Cx ⊂ U .
5. Soient A un ensemble connexe de X et C une composante connexe de X tels que
A ∩ C �= ∅. Soit x ∈ A ∩ C. D’après le théorème 4.1.1, A ∪ C est un connexe de X
contenant x, donc on a A ∪ C ⊂ Cx = C, d’où A ⊂ C.
6. Soit U un ensemble connexe non vide de X et on suppose que U est à la fois ouvert
et fermé dans X . Soit x ∈ U , d’après 4, on a Cx ⊂ U . D’après 5, on a U ⊂ Cx. Donc on
a U = Cx. Autrement dit, U est une composante connexe.
7. Puisque les Xi sont deux à deux disjoints, alors pour tout j ∈ I, Xj est le complémen-
taire de l’ouvert ∪

i�=j
Xi, donc pour tout j ∈ I, Xj est aussi fermé dans X . Il résulte de 6,

que les Xi sont les composantes connexes de X . �

Remarque 4.2.1. Les composantes connexes d’un espace topologique ne sont pas en
général des ouverts. En effet, considérons l’espace Q muni de la topologie induite par R.
Soit A un sous-ensemble non vide et non réduit à un point de Q. Soient x, z ∈ Q tels que
x < z et soit y ∈ R\Q tel que x < y < z. Alors on a A =

(
]−∞, y[∩A

)
∪
(
]y, +∞[∩A

)
et

]−∞, y[∩A, ]y, +∞[∩A sont des ouverts non vides et disjoints de A. Donc si A est non
vide et non réduit à un point de Q, alors A n’est pas connexe. Donc chaque composante
connexe de Q est réduit à un point de Q. Par conséquent, les composante connexes de Q
sont des fermés, mais ne sont pas des ouverts dans Q.

Définition 4.2.2. On dit qu’un espace topologique X est totalement discontinu si la
composante connexe de tout point de X est réduit à ce point. Autrement dit, pour tout
x ∈ X , on a Cx = {x}.

Un espace discret est totalement discontinu, mais il faut prendre garde de ne pas confondre
ces deux notions. On a vu, remarque précédente, que l’espace métrique Q est totalement
discontinu, mais Q n’est pas discret.

Proposition 4.2.1. Soit X un espace compact. Pour tout x ∈ X, la composante connexe
de x est l’intersection des voisinages de x à la fois ouverts et fermés dans X.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 4 du supplément.

Proposition 4.2.2. Soient X un espace topologique et R la relation d’équivalence dans
X dont les classes d’équivalence sont les composantes connexes de X.

1. L’espace topologique quotient X/R est totalement discontinu.

2. Si X est compact, alors l’espace topologique quotient X/R est compact.

Démonstration. 1. Soit q : X −→ X/R l’application quotient. Notons d’abord que
chaque classe d’équivalence suivant R est connexe. Soit D une composante connexe de
X/R. Alors D est connexe et fermé dans X/R. D’après le théorème 4.1.3, q−1(D) est
une partie connexe de X . Soit y ∈ D, alors q−1

(
{y}

)
est une composante connexe de

X et on a q−1
(
{y}

)
⊂ q−1(D), d’où on a q−1

(
{y}

)
= q−1(D). Par conséquent, on a

D = q(q−1(D)) = q
(
q−1

(
{y}

))
= {y}. Donc X/R est totalement discontinu.

2. Pour montrer que l’espace topologique quotient X/R est compact, il suffit de montrer
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que X/R est séparé. Soient a, b ∈ X/R tels que a �= b. Soient x, z ∈ X tels que q(x) = a
et q(z) = b. Alors q−1

(
{a}

)
= Cx est la composante connexe de x et q−1

(
{b}
)
= Cz est la

composante connexe de z et on a Cx ∩Cz = ∅. Comme Cx et Cz sont compacts, d’après
la proposition 3.1.2, il existe deux ouverts disjoints U et V dans X tels que Cx ⊂ U
et Cz ⊂ V . D’après la proposition précédente et l’exercice 3.2, il existe deux parties A
et B à la fois ouvertes et fermées dans X telles que Cx ⊂ A ⊂ U et Cz ⊂ B ⊂ V .
D’après le théorème 4.2.1, pour tout α ∈ A, on a q−1

(
{α}

)
⊂ A et pour tout β ∈ B, on

a q−1
(
{β}

)
⊂ B, donc on a q−1(q(A)) = A et q−1(q(B)) = B. Par conséquent, q(A) et

q(B) sont des ouverts disjoints de X/R contenant respectivement a et b. Donc X/R est
séparé. �

Remarque 4.2.2. Soit X un espace topologique. On déduit des propositions 1.1.1 et
1.1.3 que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Tout point de X possède un système fondamental de voisinages formé d’ensembles
à la fois ouverts et fermés.

(ii) X admet une base d’ouverts formée d’ensembles fermés.

Définition 4.2.3. Un espace topologique séparé vérifiant l’une des propriétés ci-dessus
est appelé espace éparpillé .

Théorème 4.2.2. Soit X un espace topologique. Alors on a :

1. Si X est éparpillé, alors X est totalement discontinu.

2. Si X est localement compact et totalement discontinu, alors X est éparpillé.

Démonstration. 1. Supposons X éparpillé. Soient x ∈ X et Cx la composante connexe
de x. Soit y ∈ X tel que y �= x. Comme X \ {y} est un ouvert de X contenant x, alors il
existe une partie U à la fois ouverte et fermée dans X contenant x telle que U ⊂ X \{y}.
D’après le théorème 4.2.1, on a Cx ⊂ U , d’où y �∈ Cx. Par conséquent, on a Cx = {x}.
Donc X est totalement discontinu.
2. Soient x ∈ X et W un voisinage de x dans X . D’après le théorème 3.4.1, il existe un
ouvert V de X tel que x ∈ V ⊂ V ⊂ W et V soit compact. Comme toute partie fermée
(resp. ouverte) d’un espace totalement discontinu est un espace totalement discontinu,
alors le compact V est totalement discontinu. D’après la proposition 4.2.1 et l’exercice
3.2, il existe une partie A à la fois ouverte et fermée dans V telle que x ∈ A ⊂ V ⊂ V .
Comme V est fermé dans X , alors A est fermé dans X . Soit U un ouvert de X tel que
A = U ∩ V , alors on a A = A ∩ V = U ∩ V ∩ V = U ∩ V , donc A est aussi ouvert dans
X . On vient de montrer qu’il existe une partie A à la fois ouverte et fermée dans X telle
que x ∈ A ⊂ W . Donc X est un espace éparpillé. �

Pour un exemple d’un espace métrisable totalement discontinu non éparpillé, voir
(
[3],

IX, p. 119
)
.

Proposition 4.2.3. Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) Pour tout ensemble ouvert U de X, U est ouvert dans X.
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(ii) Pour tout ensemble fermé F de X,
◦
F est fermé dans X.

(iii) Pour tous ouverts U et V de X tels que U ∩ V = ∅, on ait U ∩ V = ∅.

Démonstration. L’équivalence (i) ⇐⇒ (ii) s’obtient par passage aux complémentaires,
et de la proposition 1.2.2.
Preuve de (i) =⇒ (iii). Soient U et V deux ouverts de X tels que U ∩ V = ∅. D’où on a
U ⊂ X \ V et X \ V est fermé dans X . Donc on a U ⊂ X \ V , d’où U ∩ V = ∅. Comme
X \ U est fermé dans X et on a V ⊂ X \ U , alors V ⊂ X \ U . Donc on a U ∩ V = ∅.
Preuve de (iii) =⇒ (i). Soit U un ouvert de X . Soit F = X \ U , d’après la proposition

1.2.2, on a
◦
F = X \ U . Soit V =

◦
F , alors V est un ouvert de X et on a U ∩ V = ∅, d’où

U ∩ V = ∅. D’après la proposition 1.2.2, on a V = X\
◦
U , donc X\

◦
U ⊂ X \ U . Par

conséquent, on a U ⊂
◦
U . Autrement dit, U est ouvert dans X . �

Définition 4.2.4. Un espace topologique séparé vérifiant l’une des propriétés ci-dessus
est appelé extrêmement discontinu.

Il est clair que tout espace discret est extrêmement discontinu et que tout espace extrême-
ment discontinu est totalement discontinu. En effet, soient X un espace extrêmement
discontinu et x, y ∈ X tels que x �= y. Comme X est séparé, il existe deux ouverts
disjoints U et V dans X tels que x ∈ U et y ∈ V . Alors U est ouvert et fermé dans
X contenant x. Si Cx est la composante connexe de x, d’après le théorème 4.2.1, on a
Cx ⊂ U . Or on a y �∈ U , donc y �∈ Cx, d’où Cx = {x}. Par conséquent, X est totalement
discontinu. Notons aussi que d’après le théorème 4.2.2, tout espace localement compact
extrêmement discontinu est éparpillé.
On a vu, remarque 4.2.1, que l’espace Q est totalement discontinu. En fait, l’espace Q est
même éparpillé et n’est pas extrêmement discontinu, voir exercice 4.41 du supplément.
Notons aussi que β(N), la compactification de Stone-Čech de N, est un espace compact
séparable extrêmement discontinu non discret, voir exercice 4.45 du supplément.

4.3 Espaces localement connexes

Définition 4.3.1. On dit qu’un espace topologique X est localement connexe si tout
point de X possède un système fondamental de voisinages connexes.

Comme l’indique son nom, le fait pour un espace d’être localement connexe, est une
propriété locale, alors que le fait d’être connexe est une propriété globale. Ces deux
propriétés n’ont donc aucun rapport l’une avec l’autre †. Notons enfin, que tout espace
topologique discret est localement connexe.

Exemple 4.3.1. Pour tout n ≥ 1, l’espace Rn muni de la topologie usuelle est localement
connexe.

Exemple 4.3.2. Considérons dans R2, l’espace X =
{
(x, 0) ; x ∈ R

}
∪
{
(x, 1) ; x ∈ R

}
.

Alors X est localement connexe, mais il n’est pas connexe.

†Ce n’est pas la même chose pour la compacité : tout espace compact est localement compact (la
réciproque n’étant pas vraie), alors qu’un espace connexe n’est pas nécessairement localement connexe.
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Exemple 4.3.3. Considérons dans R2, l’espace X =
{
(x, 0) ; x ∈ R

}
∪
(

∪
q∈Q

Dq

)
, où

Dq =
{
(q, y) ; y ∈ R

}
. Alors X est connexe, mais il n’est pas localement connexe.

Théorème 4.3.1. Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) X est localement connexe.

(ii) Pour tout ouvert U dans X, les composantes connexes de U sont des ouverts dans
X.

(iii) L’espace X admet une base d’ouverts formée d’ensembles connexes.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soit U un ouvert de X . Soient
x ∈ U et Cx la composante connexe de x dans U . Pour tout y ∈ Cx, il existe un voisinage
connexe Vy de y dans X tel que Vy ⊂ U . Comme Cx ∩ Vy �= ∅, alors Cx ∪ Vy est un
connexe de U contenant x, d’où Cx ∪ Vy ⊂ Cx. Par conséquent, on a Vy ⊂ Cx. Donc Cx

est un ouvert de X .
Preuve de (ii) =⇒ (iii). Soit U un ouvert non vide de X . Soit x ∈ U , alors Cx la
composante connexe de x dans U est un ouvert connexe de X tel que x ∈ Cx ⊂ U . Donc
les ouverts connexes de X forment une base d’ouverts de X , voir proposition 1.1.1.
L’implication (iii) =⇒ (i) résulte de la proposition 1.1.3. �

Corollaire 4.3.1. Les composantes connexes d’un espace topologique localement connexe
X sont des ouverts de X.

Corollaire 4.3.2. Tout ouvert de R est réunion d’une famille au plus dénombrable
d’intervalles ouverts deux à deux disjoints.

Démonstration. Soit U un ouvert de R. Puisque R est localement connexe, les compo-
santes connexes de U sont des intervalles ouverts deux à deux disjoints et dont la réunion
est U . Comme R est séparable, il résulte de la proposition 1.2.5 que toute famille d’ouverts
de R deux à deux disjoints est au plus dénombrable, d’où le résultat. �

Proposition 4.3.1. Soient X un espace topologique localement connexe et R une relation
d’équivalence dans X. Alors l’espace topologique quotient X/R est localement connexe.

Démonstration. Soit q : X −→ X/R l’application quotient. Soient U un ouvert de
X/R et C une composante connexe de U . Soient x ∈ q−1(C) ⊂ q−1(U) et Dx la
composante connexe de x dans l’ouvert q−1(U). D’après le théorème précédent, Dx est
un ouvert de X . Or on a q(x) ∈ q(Dx) ∪C ⊂ U et q(Dx)∪C est un connexe de U , d’où
q(Dx) ⊂ q(Dx) ∪ C = C. Donc on a x ∈ Dx ⊂ q−1(C). Par conséquent, q−1(C) est un
ouvert de X . Donc C est un ouvert de X/R. En appliquant une fois de plus le théorème
précédent, on déduit que X/R est localement connexe. �

Remarque 4.3.1. L’image par une application continue d’un espace localement connexe
n’est pas forcément localement connexe. En effet, soient X = N, Y =

{
0
}
∪
{

1
n ; n ≥ 1

}
et f : X −→ Y définie par f(0) = 0 et f(n) = 1

n pour n ≥ 1. Alors f est continue
bijective, X est localement connexe et Y n’est pas localement connexe.

Proposition 4.3.2. Soit (X, d) un espace métrique compact. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.
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(i) X est localement connexe.

(ii) Pour tout ε > 0, X est réunion finie de connexes de diamètre ≤ ε.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 4 du supplément.

4.4 Espaces connexes par arcs

Dans de nombreuses branches des mathématiques, on n’utilise que des espaces connexes
d’un type très régulier ; par exemple en géométrie différentielle, les espaces utilisés sont
en général localement homéomorphes à Rn ou à un demi-espace fermé de Rn. En plus,
il est toujours commode d’avoir des critères pour reconnâıtre qu’un espace est connexe.
C’est pourquoi, on introduit la notion d’espaces connexes par arcs.

Définition 4.4.1. Soient X un espace topologique et x, y ∈ X . On appelle chemin ou
arc dans X reliant x à y toute application continue ϕ : [0, 1] −→ X telle que ϕ(0) = x
et ϕ(1) = y. Le point x est alors appelé l’origine du chemin et y son extrémité.

Il ne faut pas confondre un chemin qui est une application avec son image qui est une
partie de X . Deux chemins différents peuvent avoir la même image.

Lemme 4.4.1. Soit X un espace topologique. On définit dans X la relation suivante :

x ∼ y ⇐⇒ il existe un chemin dans X reliant x à y .

Alors ∼ est une relation d’équivalence dans X.

Démonstration. Pour tout x ∈ X et pour tout t ∈ [0, 1], soit γ0(t) = x, alors γ0 est
un chemin dans X reliant x à x. Donc ∼ est réflexive.
Soient x, y ∈ X tels que x ∼ y, et soit γ un chemin dans X reliant x à y. Pour tout
t ∈ [0, 1], soit η(t) = γ(1− t), alors η est application continue de [0, 1] dans X telle que
η(0) = y et η(1) = x, d’où y ∼ x. Donc ∼ est symétrique.

Soient x, y, z ∈ X tels que x ∼ y et y ∼ z.
Soient γ et η deux applications continues de
[0, 1] dans X telles que γ(0) = x, γ(1) = y
et η(0) = y, η(1) = z. Soit :

ξ(t) =

⎧⎨
⎩

γ(2t) si 0 ≤ t ≤ 1
2 ,

η(2t− 1) si 1
2 ≤ t ≤ 1 .

γ(t) η(s)

x y

X

z

D’après la proposition 1.4.5, ξ est une application continue de [0, 1] dans X . Or on a
ξ(0) = x et ξ(1) = z, donc x ∼ z. Donc ∼ est transitive. Par conséquent, ∼ est bien une
relation d’équivalence dans X . �

Définition 4.4.2. Soit X un espace topologique.

1. On dit que X est connexe par arcs si X possède une unique classe d’équivalence
pour la relation d’équivalence ∼. Autrement dit, pour tout x, y ∈ X , il existe une
application continue ϕ : [0, 1] −→ X telle que ϕ(0) = x et ϕ(1) = y.
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2. On dit que X est localement connexe par arcs si tout point de X possède un
système fondamental de voisinages connexes par arcs.

Proposition 4.4.1. Soit X un espace topologique.

1. Si X est connexe par arcs, alors X est connexe.

2. Si X est localement connexe par arcs, alors X est localement connexe.

Démonstration. 1. Soit a ∈ X . Pour tout x ∈ X , il existe une application continue
ϕx : [0, 1] −→ X telle que ϕx(0) = a et ϕx(1) = x. Soit Ax = ϕx

(
[0, 1]

)
, alors Ax est une

partie connexe de X contenant a et x. Comme on a X = ∪
x∈X

Ax, il résulte du théorème

4.1.1 que X est connexe.
2. Ceci résulte immédiatement de 1. �

Remarque 4.4.1. La réciproque de la proposition précédente est en général fausse. En
effet, considérons dans R2 l’espaceX =

{
(0, y) ; −1 ≤ y ≤ 1

}
∪
{(

x, sin
(
1
x

))
; x ∈ ]0, 1]

}
.

Montrons queX est connexe, mais qu’il n’est
pas connexe par arcs. Puisque l’application
x �−→

(
x, sin

(
1
x

))
est continue de ]0, 1]

dans R et ]0, 1] est connexe, alors A ={(
x, sin( 1x

))
; x ∈ ]0, 1]

}
est connexe. Soit

y ∈ [−1, 1], alors il existe θ ∈
[
− π

2 ,
π
2

]
tel que sin(θ) = y. Pour tout n ≥ 1, soit

xn =
1

2πn+ θ
, alors xn ∈ ]0, 1] et on a

sin
(

1
xn

)
= y, donc lim

n→+∞
(
xn, sin

(
1
xn

))
=

(0, y), d’où (0, y) ∈ A. Par conséquent, on a
A ⊂ X ⊂ A. Il résulte de la proposition 4.1.3
que X est une partie connexe de R2.

x

y

0 1
|

1 +

−1 +

f(x) = sin
(
1
x

)

X

Soient a = (0, y) ∈ X et b =
(
α, sin

(
1
α

))
, avec α ∈ ]0, 1]. Montrons que l’on ne peut pas

relier a et b par un chemin dans X . Supposons le contraire, et soit ϕ : [0, 1] −→ X
une application continue telle que ϕ(0) = a et ϕ(1) = b. Comme F = {0} × [−1, 1]
est fermé dans X , alors ϕ−1(F ) est une partie fermée de [0, 1] contenant 0, donc s =
sup(ϕ−1(F )) ∈ ϕ−1(F ) et on a 0 ≤ s < 1. On a ϕ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t)), alors pour tout
t ∈ ]s, 1], on a ϕ1(t) > 0 et ϕ2(t) = sin

(
1

ϕ1(t)

)
. Comme ϕ2 est continue en s, alors il

existe η > 0 tel que s + η ≤ 1 et pour tout t ∈ [s, s + η], on ait |ϕ2(s) − ϕ2(t)| < 1.
Comme ϕ1 est continue, alors on a [0, ϕ1(s + η)] ⊂ ϕ1

(
[s, s + η]

)
. Soient p, q ∈ N∗ tels

que
1

2πp+ π
2

,
1

2πq − π
2

∈ ]0, ϕ1(s+ η)], alors il existe tp, tq ∈ ]s, s+ η] tels que ϕ1(tp) =

1

2πp+ π
2

et ϕ1(tq) =
1

2πq − π
2

. Or on a |ϕ2(s)−ϕ2(tp)| < 1 et |ϕ2(s)−ϕ2(tq)| < 1, d’où

on a |ϕ2(s)− 1| < 1 et |ϕ2(s) + 1| < 1, ce qui est impossible. Par conséquent, on ne peut
pas relier a et b par un chemin dans X . Donc X n’est pas connexe par arcs.

Remarque 4.4.2. Soit X un espace topologique. Les classes d’équivalence pour la
relation d’équivalence ∼ ne sont pas toujours fermées dans X . En effet, si
X =

{
(0, y) ; − 1 ≤ y ≤ 1

}
∪
{(

x, sin
(
1
x

))
; x ∈ ]0, 1]

}
. Alors X a deux classes
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d’équivalence pour ∼ ; d’une part A =
{
(0, y) ; − 1 ≤ y ≤ 1

}
qui est fermée non ouverte

dans X et d’autre part B =
{(

x, sin
(
1
x

))
; x ∈ ]0, 1]

}
qui est ouverte non fermée dans

X .

Théorème 4.4.1. Soit X un espace topologique localement connexe par arcs. On a :

1. Les classes d’équivalence pour ∼ sont ouvertes et fermées dans X.

2. Si X est connexe, alors il est connexe par arcs.

3. Si X n’est pas connexe, alors chacune de ses composantes connexes est ouverte,
fermée et connexe par arcs.

Démonstration. 1. Soient a ∈ X et Da = {x ∈ X ; a ∼ x} la classe d’équivalence de a
pour ∼. L’ensemble Da est non vide car a ∈ Da. Soit x ∈ Da, il existe un voisinage Vx de
x dans X tel que Vx soit connexe par arcs. Donc, pour tout y ∈ Vx, on a x ∼ y, d’où on
a a ∼ y. Par conséquent, on a Vx ⊂ Da. Donc Da est ouvert dans X . Soit z ∈ Da. Soit
Vz un voisinage de z dans X tel que Vz soit connexe par arcs. Comme Vz ∩ Da �= ∅, il
existe x ∈ Vz ∩Da. On a a ∼ x et x ∼ z, d’où a ∼ z. Donc on a z ∈ Da. Par conséquent,
Da est aussi fermé dans X .
2. Soient a ∈ X et Da = {x ∈ X ; a ∼ x} la classe d’équivalence de a pour ∼. D’après ce
qui précède,Da est une partie non vide et ouverte et fermée dans X . Comme X connexe,
alors on a Da = X . Ceci étant vrai pour tout a ∈ X , donc X est connexe par arcs.
3. Soit C une composante connexe de X . D’après le théorème 4.2.1, C est fermée dans
X . Comme X est localement connexe, d’après le corollaire 4.3.1, C est ouverte dans X .
Or tout ouvert d’un espace localement connexe par arcs est localement connexe par arcs,
donc C est localement connexe par arcs. Comme C est aussi connexe, il résulte de 2 que
C est connexe par arcs. �

Il y a un corollaire très important de ce théorème dans le cadre des �� espaces normés ��,
voir proposition 6.1.5.

La notion de connexité peut être utilisée pour prouver que deux espaces topologiques
ne sont pas homéomorphes : si l’un de ces espaces est connexe et l’autre pas, les deux
espaces ne sont évidemment pas homéomorphes.

Proposition 4.4.2. Soient n ≥ 2 et B une partie au plus dénombrable de Rn, alors
Rn \B est connexe par arcs.

Démonstration. Soient a, x ∈ Rn\B tels que a �= x.
Soit z ∈ Rn tel que a + x et a + z ne soient pas
colinéaires, un tel z existe car n ≥ 2. Pour tout y ∈
I =

[
a+x
2 , z

]
, soit Ly = [a, y] ∪ [y, x], alors on a

Ly ∩ Ly′ = ∅ si y �= y′. Comme le segment I n’est
pas dénombrable, si pour tout y ∈ I, on a Ly ∩ B �=
∅, alors B serait infini non dénombrable, ce qui est
impossible. Par conséquent, il existe y ∈ I tel que
Ly ⊂ Rn \B. Donc Rn \B est connexe par arcs. �

a

z

x

a+x
2

y

Corollaire 4.4.1. Pour tout n ≥ 2, les espaces Rn et R ne sont pas homéomorphes.
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Démonstration. S’il existe un homéomorphisme f de Rn sur R, alors pour tout x ∈ Rn,
Rn \ {x} et R\ {f(x)} seront homéomorphes. Or Rn \ {x} est connexe et R\ {f(x)} n’est
pas connexe, donc Rn \ {x} et R \ {f(x)} ne sont homéomorphes. Par conséquent, Rn et
R ne sont pas homéomorphes. �

Remarque 4.4.3. On peut montrer, mais c’est nettement plus difficile, que si p �= q,
alors les espaces Rp et Rq ne sont pas homéomorphes.

4.5 Ensemble de Cantor

Définition 4.5.1. L’espace topologique produit C = {0, 1}N∗

, où chaque facteur {0, 1}
est muni de la topologie discrète, est appelé l’ensemble de Cantor abstrait.

Proposition 4.5.1. L’espace de Cantor C est compact et métrisable, infini non dénom-
brable, sans points isolés et totalement discontinu.

Démonstration. Notons d’abord qu’un élément de C est une suite (xn)n≥1 où pour
tout n ≥ 1, xn ∈ {0, 1}. D’après le théorème 3.3.2 et la proposition 2.4.3, l’espace de
Cantor C est compact et métrisable, et une distance définissant sa topologie est définie
par :

d
(
(xn)n≥1, (yn)n≥1

)
=

+∞∑
n=1

|xn − yn|
2n

.

Il est clair que C est infini. Supposons que C est dénombrable. Alors C =
{
ξp ; p ≥ 1

}
où ξp = (xp,n)n≥1, avec xp,n ∈ {0, 1}. Soit ξ : N∗ −→ {0, 1} définie par ξ(n) = 1− ξn(n).
Alors ξ ∈ C et pour tout n ≥ 1, on a ξ(n) �= ξn(n), donc ξ �= ξn, ce qui est impossible.
Donc l’ensemble C n’est pas dénombrable.
Soit x = (xn)n≥1 ∈ C. Soient N ∈ N∗ et VN = {y = (yn)n≥1 ∈ C ; yN = xN}, alors VN

est un ouvert élémentaire de C contenant x. Soit y = (yn)n≥1 ∈ C tel que yN+1 �= xN+1

et yn = xn pour tout n �= N + 1. Alors y ∈ VN et y �= x. Comme tout ouvert de C
contenant x contient un ouvert de la forme VN , on en déduit que x n’est pas un point
isolé de C.
Il reste à montrer que C est totalement discontinu. Soient x = (xn)n≥1 ∈ C et Cx sa
composante connexe. Soit y = (yn)n≥1 ∈ C tel que y �= x. Alors il existe p ≥ 1 tel que
yp �= xp. Pour tout z = (zn)n≥1 ∈ C, on pose P (z) = zp, alors P est une projection
canonique de C sur {0, 1}, donc P est continue. Comme {xp} est ouvert et fermé dans
{0, 1}, alors Up = P−1

(
{xp}

)
= {z = (zn)n≥1 ∈ C ; zp = xp} est ouvert et fermé dans C

contenant x. Il résulte du théorème 4.2.1 que l’on a Cx ⊂ Up. Or y �∈ Up, donc y �∈ Cx.
Par conséquent, on a Cx = {x}. Donc C est totalement discontinu. �

Ensemble triadique de Cantor. Si I = [a, a+ h] est un segment de R, on pose :

T (I) =
[
a, a+ h

3

]
∪
[
a+ 2h

3 , a+ h
]
= I \

]
a+ h

3 , a+ 2h
3

[
.

L’opération T sur I consiste à enlever le �� tiers médian �� ouvert
]
a+ h

3 , a+2h
3

[
de I. Si

Y est une union finie de segments disjoints I1, . . . , Ip, on pose T (Y ) =
p
∪

j=1
T (Ij). Soient :

K1 = T
(
[0, 1]

)
, Kn+1 = T (Kn) pour tout n ≥ 1 et K = ∩

n≥1
Kn .
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Alors K est une partie compacte de [0, 1] appelée l’ensemble triadique de Cantor.
On a la propriété suivante :

Pour tout n ≥ 1, on a Kn = ∪
α
In(α), où In(α) =

[ n∑
i=1

αi

3i
,

n∑
i=1

αi

3i
+

1

3n

]
et α =

(α1, . . . , αn) parcourt l’ensemble {0, 2}n. En effet, pour n = 1, on a K1 =
[
0, 1

3

]
∪
[
2
3 , 1

]
.

Supposons la propriété vraie à l’ordre n. Alors on a Kn+1 = T (Kn) = ∪
α
T (In(α)) et on a

T (In(α)) = In+1(α
0) ∪ In+1(α

2), avec α0 = (α1, . . . , αn, 0) et α
2 = (α1, . . . , αn, 2), d’où

on a Kn+1 = ∪
β
In+1(β), avec β = (β1, . . . , βn+1) parcourt l’ensemble {0, 2}n+1.

Proposition 4.5.2. Pour tout x = (xn)n≥1 ∈ C, on pose f(x) =

+∞∑
n=1

2xn

3n
. Alors f est

un homéomorphisme de C sur K.

Démonstration. Pour tous x = (xn)n≥1, y = (yn)n≥1 ∈ C, on a 0 ≤ f(x) ≤ 2

+∞∑
n=1

1

3n
=

1 et |f(x) − f(y)| ≤ 2
+∞∑
n=1

|xn − yn|
3n

≤ 2
+∞∑
n=1

|xn − yn|
2n

= 2 d(x, y). Donc f est une

application lipschitzienne de C dans [0, 1], donc f est continue.
Montrons que f est injective. Soient x = (xn)n≥1, y = (yn)n≥1 ∈ C tels que x �= y.
Soit N = inf{n ≥ 1 ; xn �= yn}, alors N ∈ N∗ et on a yN �= xN . Supposons yN = 1

et xN = 0. Alors on a f(y) − f(x) =
2

3N
+

+∞∑
n=N+1

2(xn − yn)

3n
, d’où f(y) − f(x) ≥

2

3N
− 2

+∞∑
n=N+1

1

3n
=

2

3N
− 1

3N
=

1

3N
. Donc f est injective. Par conséquent, f est un

homéomorphisme de C sur son image f(C). Il reste à montrer que l’on a f(C) = K. Soit
x = (xn)n≥1 ∈ C. Soit n fixé dans N∗ et soit α = (2x1, . . . , 2xn), alors α ∈ {0, 2}n et on a

0 ≤ f(x)−
n∑

i=1

2xi

3i
=

+∞∑
i=n+1

2xi

3i
≤

+∞∑
i=n+1

2

3i
=

1

3n
, d’où f(x) ∈ In(α) ⊂ Kn. Donc, pour

tout n ≥ 1, on a f(x) ∈ Kn, d’où f(x) ∈ ∩
n≥1

Kn = K. Donc on a f(C) ⊂ K.

Réciproquement, soit y ∈ K, alors pour tout n ≥ 1, il existe α = (α1, . . . , αn) ∈ {0, 2}n

tel que y ∈ In(α), d’où on a 0 ≤ y −
n∑

i=1

αi

3i
≤ 1

3n
. Or on a

n∑
i=1

αi

3i
= f(ηn), où ηn =

(α1

2 , . . . , αn

2 , 0, . . .) ∈ C, donc pour tout n ≥ 1, il existe ηn ∈ C tel que 0 ≤ y−f(ηn) ≤
1

3n
,

on en déduit que y ∈ f(C). Comme f(C) est compact, alors on a f(C) = f(C), d’où
y ∈ f(C). Donc on a K ⊂ f(C). Par conséquent, on a f(C) = K. �

Remarque 4.5.1. L’application

C −→ [0, 1]

(xn)n≥1 �−→
+∞∑
n=1

xn

2n

est continue et surjective, voir exercice 2.44 du supplément.



186 Chapitre 4. ESPACES CONNEXES

Courbe de Peano. Pour tout x = (xn)n≥1 ∈ C, on pose p(x) = (g(x), h(x)), où g(x) =
+∞∑
n=1

x2n+1

2n
et h(x) =

+∞∑
n=1

x2n

2n
. Alors p est continue et surjective de C dans [0, 1]× [0, 1].

En effet, pour tous x = (xn)n≥1, y = (yn)n≥1 ∈ C, on a :

|g(y)− g(x)| ≤
+∞∑
n=1

|x2n+1 − y2n+1|
2n

≤
+∞∑
n=1

|x2n+1 − y2n+1|
22n+1

≤
+∞∑
n=1

|xn − yn|
2n

= d(x, y) .

Donc g est continue. De même, h est continue. Soit (a, b) ∈ [0, 1]× [0, 1], alors il existe

αn, βn ∈ {0, 1} tels que a =
+∞∑
n=1

αn

2n
et b =

+∞∑
n=1

βn

2n
. Pour tout n ≥ 0, on pose x2n+1 = αn

et pour tout n ≥ 1, on pose x2n = βn, alors x = (xn)n≥1 ∈ C et on a p(x) = (a, b). Donc p
est une application surjective de C sur [0, 1]×[0, 1]. En composant avec l’application f−1,
on obtient une application continue surjective de K sur [0, 1]× [0, 1]. On prolonge cette
application en une application continue à [0, 1], voir théorème 1.9.4, on obtient finalement
une application continue surjective de [0, 1] sur [0, 1] × [0, 1]. Une telle application est
appelée une courbe de Peano.

Théorème 4.5.1. Si (X, d) est un espace métrique compact, alors il existe une applica-
tion continue surjective de C sur X. Autrement dit, tout espace métrique compact est
image continue de C.

Théorème 4.5.2. Si (X, d) est un espace métrique compact totalement discontinu et
sans aucun point isolé, alors X est homéomorphe à C.

Pour une preuve des théorèmes précédents, voir ([2], chapitre 24).

4.6 Exercices

Exercice 4.1. Soit d la distance euclidienne sur R (resp. C). On considère les sous-
ensembles A =

{
x ∈ R ; d(x,Z) < r

}
et B =

{
z ∈ C ; d(z,Z) < r

}
. A quelle condition

sur r a-t-on A connexe puis B connexe ?
Solution. Soit x ∈ R, alors x ∈ A si et seulement s’il existe n ∈ Z tel que d(x, n) < r.
Donc on a A = ∪

n∈Z
B(n, r) dans R. Si r ≤ 1

2 , alors B(n, r) ∩B(m, r) = ∅ si n,m ∈ Z tels

que n �= m. Donc A n’est pas connexe. Si r > 1
2 , alors B(n, r)∩B(n+1, r) �= ∅ pour tout

n ∈ Z. Il résulte du théorème 4.1.1 que A est connexe. De même, on a B = ∪
n∈Z

B(n, r)

dans C et B est connexe si et seulement si r > 1
2 .

Exercice 4.2. Montrer que si X est un espace topologique connexe et s’il existe f :
X −→ R une application continue non constante, alors X est infini non dénombrable.
Solution. Puisque X est connexe et f est continue non constante, alors f(X) est un
intervalle de R non vide et non réduit à un point, donc f(X) est infini non dénombrable.
Par conséquent, X est infini non dénombrable.

Exercice 4.3. Montrer que si (X, d) est un espace métrique connexe qui contient deux
points distincts, alors X est infini non dénombrable.
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Solution. Soit a ∈ X et pour tout x ∈ X , soit f(x) = d(a, x). Alors f est continue non
constante de X dans R. D’après l’exercice précédent, X est infini non dénombrable.

Exercice 4.4. Soit (X, d) un espace métrique connexe. On suppose que d n’est pas
bornée. Montrer que toute sphère dans (X, d) est non vide.
Solution. Soient a ∈ X et r > 0. Comme d n’est pas bornée, alors il existe x ∈ X tel
que d(a, x) > r, donc X \ B′(a, r) est un ouvert non vide de X . On a X = B(a, r) ∪
S(a, r)∪

(
X\B′(a, r)

)
. Si S(a, r) = ∅, alors on aX = B(a, r)∪

(
X\B′(a, r)

)
, doncX n’est

pas connexe, ce qui est impossible. Par conséquent, toute sphère dans (X, d) est non vide.

Exercice 4.5. Soient A et B deux parties non vides connexes d’un espace topologique
X telles que A ∩B �= ∅. Montrer que A ∪B est connexe.
Solution. Supposons que A∪B n’est pas connexe. Alors il existe deux ouverts non vides
et disjoints U et V dans A ∪B tels que A ∪B = U ∪ V . Comme A et B sont connexes,
d’après la proposition 4.1.2, on peut supposer A ⊂ U et B ⊂ V . Soit V ′ un ouvert dans
X tel que V ′ ∩ (A ∪ B) = V , alors on a V ′ ∩ A = ∅, d’où A ∩ V ′ = ∅. Comme on a
B ⊂ V ′, on en déduit que A ∩B = ∅, ce qui est contraire à l’hypothèse. Donc A ∪B est
bien connexe.

Exercice 4.6. Soient A et B deux sous-ensembles non vides d’un espace topologique X
tels que A ∪B et A ∩B soient connexes.

1. Montrer que si A et B sont fermés dans X , alors A et B sont connexes.

2. Montrer que si A et B sont ouverts dans X , alors A et B sont connexes.

3. L’hypothèse de fermeture ou d’ouverture dans 1 et 2 est-elle essentielle ?

Solution. 1. Supposons que A n’est pas connexe. Alors il existe deux fermés non vides
et disjoints E et F dans X tels que A = E ∪ F . Comme A ∩ B est connexe, d’après la
proposition 4.1.2, ou bien A∩B ⊂ E ou bien A∩B ⊂ F . Supposons A∩B ⊂ E. Alors F
et E ∪B sont deux fermés non vides et disjoints dans X tels que A ∪B = F ∪

(
E ∪B

)
,

d’où A ∪B n’est pas connexe, ce qui est impossible, donc A est bien connexe. On fait le
même raisonnement pour montrer que B est aussi connexe.
2. Si A et B sont ouverts dans X , on fait le même raisonnement comme ci-dessus, mais
en utilisant des ouverts de X .
3. Soient A = [−1, 0[∪ [1, 3] et B = [0, 1[∪ [2, 3] dans R, alors A et B ne sont pas
connexes et pourtant A ∪B = [−1, 3] et A ∩B = [2, 3] sont connexes.

Exercice 4.7. Soit 0 < r < R. Montrer que la couronne C = {z ∈ C ; r < |z| < R}
est un ouvert connexe de C. Montrer que B = {z ∈ C ; |Re(z)| < r} est aussi un
ouvert connexe de C. En déduire que l’intersection de deux ouverts connexes n’est pas
nécessairement connexe.
Solution. Soit X = ]r, R[×[0, 2π], l’application

f : X −→ C
(t, θ) �−→ (t cos(θ), t sin(θ))

est continue et on a f(X) = C. Comme X est connexe, alors C est connexe. Comme
l’application z �−→ |z| est continue de C dans R, alors C est un ouvert de C. Comme
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z �−→ |Re(z)| est continue de C dans R, alors B est un ouvert de C. Il est clair que B est
connexe par arcs, donc B est connexe. On a B ∩ C = U ∪ V , où U = {z ∈ C ; r < |z| <
R , |Re(z)| < r et Im(z) > 0} et V = {z ∈ C ; r < |z| < R , |Re(z)| < r et Im(z) < 0}.
Alors U et V sont des ouverts disjoints non vides de C. Donc B ∩ C n’est pas connexe.

Exercice 4.8. Montrer que l’intérieur et la frontière d’un ensemble connexe d’un espace
topologique ne sont pas toujours connexes.
Solution. Soit X = B′(−2, 1) ∪

(
[−1, 1]× {0}

)
∪ B′(2, 1) dans R2 muni de la distance

euclidienne. Alors X est connexe, mais
◦
X= B(−2, 1) ∪B(2, 1) n’est pas connexe.

Soient r, R > 0 tels que r < R et X = {z ∈ C ; r < |z| < R}, alors X est connexe, mais

Fr(X) = X \
◦
X= {z ∈ C ; |z| = r} ∪ {z ∈ C ; |z| = R} n’est pas connexe.

Exercice 4.9. Soit X = R2 \ Q2 muni de la topologie induite par R2. Montrer que X
est connexe par arcs.
Solution. Ceci résulte de la proposition 4.4.2, mais donnons une preuve directe. Soit
(x, y) ∈ X . Si x �∈ Q, alors la réunion de deux segments[
(x, y),

(
x,

√
2
)]

∪
[(
x,

√
2
)
,
(√

2,
√
2
)]

est un chemin dans X reliant (x, y) à
(√

2,
√
2
)
.

Si y �∈ Q, alors la réunion de deux segments
[
(x, y),

(√
2, y

)]
∪
[(√

2), y
)
,
(√

2,
√
2
)]

est

un chemin dans X reliant (x, y) à
(√

2,
√
2
)
. Par conséquent, X est connexe par arcs.

Exercice 4.10. Soit X un espace topologique séparé.

1. Soit K une partie compacte et non connexe de X . Montrer qu’il existe deux ouverts
disjoints U et V dans X tels que K ⊂ U ∪ V , K ∩ U �= ∅ et K ∩ V �= ∅.

2. Soit (Kn)n≥0 une suite décroissante de parties compactes non vides et connexes de
X . On pose K = ∩

n≥0
Kn. Montrer que K est compact et connexe.

3. Trouver une suite décroissante de parties fermées non vides et connexes de R2 dont
l’intersection n’est pas connexe.

Solution. 1. Puisque K est fermé dans X et non connexe, alors il existe deux fermés
non vides et disjoints E et F dans X tels que K = E ∪ F . Donc E et F sont compacts.
D’après la proposition 3.1.2, il existe deux ouverts disjoints U et V dans X tels que
E ⊂ U et F ⊂ U . Donc on a K ⊂ U ∪ V , K ∩ U �= ∅ et K ∩ V �= ∅.
2. K est une partie fermée du compact K0, donc K est compacte. Si K n’est pas connexe,
d’après 1, il existe deux ouverts disjoints U et V dans X tels que K ⊂ U ∪V , K ∩U �= ∅
et K∩V �= ∅. D’après l’exercice 3.2., il existe n ≥ 0 tel que Kn ⊂ U ∪V , d’où Kn∩U �= ∅
et Kn ∩V �= ∅. Donc Kn n’est pas connexe, ce qui est impossible. Par conséquent, K est
bien connexe.
3. Pour tout n ≥ 1, soit Fn =

(
[1, +∞[×{0}

)
∪
(
{0} × [1, +∞[

)
∪
{
(x, y) ∈ R2 ; x ≥

0, y ≥ 0 et x2 + y2 ≥ n2
}
. Alors (Fn)n≥1 est une suite décroissante de parties fermées

non vides et connexes de R2. On a F = ∩
n≥1

Fn =
(
[1, +∞[×{0}

)
∪
(
{0} × [1, +∞[

)
,

donc F n’est pas connexe.

Exercice 4.11. Soit (X, d) un espace métrique compact tel que pour tout x ∈ X et
pour tout r > 0, on ait B′(x, r) = B(x, r).
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1. Montrer que toute boule de X est connexe.

2. Montrer que X est connexe et localement connexe.

Solution. 1. Puisque l’adhérence de toute partie connexe est connexe, corollaire 4.1.1,
il suffit de montrer que toute boule ouverte est connexe. Soient a ∈ X et r > 0.
Supposons que B(a, r) n’est pas connexe, alors il existe deux ouverts non vides et
disjoints U et V dans X tels que B(a, r) = U ∪ V . On U ∩ V = ∅ , d’où U ∩ V = ∅ et
U ∩ V = ∅. Quitte à échanger les rôles de U et V , on peut supposer a ∈ U , alors on a
0 < d(a, V ) = d(a, V ) = s < r. On a B′(a, r) = B(a, r) = U ∪ V = U ∪ V , donc V est
compact. Comme l’application x �−→ d(a, x) est continue sur V , alors il existe x0 ∈ V
tel que d(a, x0) = d(a, V ) = d(a, V ) < r. Donc on a x0 ∈ B(a, r) = U ∪ V , d’où x0 ∈ V .
D’autre part, pour tout x ∈ V , on a s = d(a, V ) ≤ d(a, x), d’où B(a, s)∩ V = ∅. Comme
V est un ouvert, alors B(a, s)∩V = ∅. Or on a B′(a, s) = B(a, s), donc pour tout x ∈ V ,
on a s < d(a, x), d’où d(a, x0) < d(a, x0), ce qui est impossible. Donc B(a, r) est bien
connexe.
2. Soit a ∈ X , alors on a X = ∪

n≥1
B(a, n). Comme pour tout n ≥ 1, B(a, n) est connexe,

alors X est connexe. Pour tout x ∈ X , les boules ouvertes B
(
x, 1

n

)
, avec n ≥ 1, forment

un système fondamental de voisinages connexes de X , donc X est localement connexe.

Exercice 4.12. Pour tout a ∈ Q, on pose Da = {a}×]0, 1], et pour tout b ∈ R \ Q, on
pose Db = {b} × [−1, 0]. Soient X = ∪

x∈R
Dx muni de la topologie induite par R2 et U

une partie à la fois ouverte et fermée de X .

1. Montrer que si x ∈ R tel que Dx ∩ U �= ∅, alors on a Dx ⊂ U .

2. Soit s ∈ R \ Q tel que (s, 0) ∈ U . Montrer qu’il existe ε > 0 tel que pour tout
x ∈ ]s− ε, s+ ε[, on ait Dx ⊂ U .

3. Soient r ∈ Q et t ∈ ]0, 1] tels que (r, t) ∈ U . Montrer qu’il existe η > 0 tel que pour
tout x ∈ ]r − η, r + η[, on ait Dx ⊂ U .

4. Soit f : X −→ {0, 1} une application continue. Montrer que f est constante. En
déduire que X est connexe.

Solution. 1. Soit x ∈ R. Comme Dx est connexe, il résulte de la proposition 4.1.2 que si
Dx ∩ U �= ∅, alors on a Dx ⊂ U .
2. Soit s ∈ R \Q tel que (s, 0) ∈ U . Comme U est ouvert dans X , il existe ε > 0 tel que(
]s− ε, s+ ε[×]− ε, ε[

)
∩X ⊂ U . Si x ∈ ]s− ε, s+ ε[, alors on a Dx ∩ U �= ∅. Il résulte

de 1 que l’on a Dx ⊂ U .
3. Soient r ∈ Q et t ∈]0, 1] tels que (r, t) ∈ U . Comme U est ouvert dans X , il existe
η > 0 tel que

(
]r−η, r+η[×]t−η, t+η[

)
∩X ⊂ U . Alors pour tout q ∈ ]r−η, r+η[∩Q,

on a Dq ∩ U �= ∅, d’où Dq ⊂ U . Soit s ∈ ]r − η, r + η[∩ (R \Q), alors il existe une suite
(qn)n≥1 dans ]r − η, r + η[∩Q telle que lim

n→+∞ qn = s, d’où on a lim
n→+∞

(
qn,

1
n

)
= (s, 0).

Or, pour tout n ≥ 1, on a
(
qn,

1
n

)
∈ U et U est fermé dans X , alors on a (s, 0) ∈ U . Par

conséquent, on a Ds ⊂ U .
4. Soit f : X −→ {0, 1} une application continue. Comme pour tout x ∈ R, Dx est
connexe, alors pour tout x ∈ R, f|Dx

est constante. Soient U = f−1({0}) et V = f−1({1}),
alors U et V sont des parties disjointes à la fois ouvertes et fermées dans X telles que
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X = U ∪ V . Soit C = {x ∈ R ; f|Dx
= 0}. Alors on a R \ C = {x ∈ R ; f|Dx

= 1}.
Soit x ∈ C. Si x ∈ R \ Q, alors on a (x, 0) ∈ U . Il résulte de 2 qu’il existe ε > 0 tel que
]x− ε, x+ ε[⊂ C. Si x ∈ Q, alors on a (x, 1) ∈ U . Il résulte de 3 qu’il existe η > 0 tel que
]x− η, x+ η[⊂ C. Par conséquent, C est un ouvert de R. De même, R \C est un ouvert
de R. Par conséquent, C est à la fois ouvert et fermé dans R. Or R est connexe, alors ou
bien C = ∅ ou bien C = R. Donc f est constante. Il résulte de la proposition 4.1.1 que
X est connexe.

Exercice 4.13. Soit F un fermé de R tel que pour tout x, z ∈ F avec x < z, il existe
y ∈ F tel que x < y < z. Montrer que F est un intervalle de R.
Solution. Soient x, z ∈ F tels que x < z. Supposons qu’il existe y ∈ R tel que y �∈ F et
x < y < z. Soient A = {t ∈ F ; t ≤ y} et B = {s ∈ F ; y ≤ s}. Alors A est une partie
fermée non vide de R et majorée par y, donc sup(A) = t0 ∈ A ⊂ F et on a t0 < y. De
même, B est une partie fermée non vide de R et minorée par y, donc inf(B) = s0 ∈ A ⊂ F
et on a y < s0. Par conséquent, on a ]t0, s0[∩F = ∅, ce qui contredit l’hypothèse. Donc
F est bien un intervalle de R.

Exercice 4.14. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Montrer que (X, d) est bien enchâıné si et seulement si pour toute partie A de X ,
non vide et distincte de X , on a d(A,X \A) = 0.

2. Soient A et B deux parties non vides bien enchâınées de X . Montrer que A∪B est
bien enchâıné si et seulement si d(A,B) = 0.

3. Montrer qu’une partie bien enchâınée et fermée de R est connexe.

4. Est-ce que toute partie bien enchâınée et fermée de R2 est connexe ?

Solution. 1. Supposons que (X, d) est bien enchâıné. Soit A une partie non vide et
distincte deX . Soient a ∈ A et b ∈ X\A. Soit ε > 0, il existe n ∈ N et (a0, . . . , an) ∈ Xn+1

telle que a0 = a, an = b et d(ai−1, ai) ≤ ε pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Alors il existe
i ∈ {1, . . . , n} tel que ai−1 ∈ A et ai ∈ X \ A, d’où on a d(A,X \ A) ≤ d(ai−1, ai) ≤ ε.
Ceci étant vrai pour tout ε > 0, donc on a d(A,X \A) = 0.
Réciproquement, supposons que pour toute partie A de X , non vide et distincte de
X , on a d(A,X \ A) = 0. Soient ε > 0 et Aε une classe d’équivalence de X pour la
relation d’équivalence ∼

ε
, voir lemme 4.1.1. Alors Aε est non vide. Si Aε �= X , alors on

a d(Aε, X \ Aε) = 0. Donc il existe a ∈ Aε et b ∈ X \ Aε tels que d(a, b) ≤ ε, d’où on a
a ∼

ε
b, donc b ∈ Aε, ce qui est impossible. Par conséquent, on a Aε = X . Ceci étant vrai

pour tout ε > 0, donc X est bien enchâıné.
2. Supposons que A ∪ B est bien enchâıné. On peut supposer A �⊂ B. Alors on a
0 ≤ d(A,B) ≤ d(A, (A ∪B) \A) = 0, d’où d(A,B) = 0.
Réciproquement, supposons que d(A,B) = 0. Soit ε > 0, il existe a ∈ A et b ∈ B tels
que d(a, b) ≤ ε, d’où a ∼

ε
b. Or, pour tout x ∈ A, on a x ∼

ε
a, et pour tout y ∈ B, on a

b ∼
ε
y, donc on a x ∼

ε
y. Par conséquent, A ∪B est bien enchâıné.

3. Soit F une partie bien enchâınée et fermée de R. Il s’agit de montrer que F est un
intervalle. D’après l’exercice précédent, il suffit de montrer que pour tous x, z ∈ F tels
que x < z, il existe a ∈ F tel que x < a < z. Soit ε = z−x

2 . Comme F est bien enchâınée,
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il existe n ∈ N et (a0, . . . , an) ∈ Fn+1 telle que a0 = x, an = z et d(ai−1, ai) ≤ ε pour
tout i ∈ {1, . . . , n}. Si on a {a0, . . . , an}∩ ]x, z[ = ∅, alors il existe i ∈ {1, . . . , n− 1} tel
que ai−1 ≤ x et z ≤ ai, d’où on a z − x ≤ d(ai−1, ai) ≤ z−x

2 , ce qui est impossible. Par
conséquent, il existe i ∈ {1, . . . , n− 1} tel que ai ∈ ]x, z[.
4. Soient A =

{
(x, y) ∈ R2 ; x > 0 et xy = 1

}
et B =

{
(x, 0) ∈ R2 ; x ∈ R

}
. Alors A

et B sont des parties fermées connexes disjointes de R2, donc X = A ∪B est une partie
fermée non connexe de R2. Or on a d(A,B) = 0 et A et B sont bien enchâınées car ils
sont connexes, voir théorème 4.1.6, alors on déduit de 2 que X est bien enchâınée.

Exercice 4.15. Soient (X, d) et (Y, d′) deux espaces métriques et f : X −→ Y une
application uniformément continue surjective. Montrer que si X est bien enchâıné, alors
Y est bien enchâıné.
Solution. Soient ε > 0 et a, b ∈ Y . Comme f est surjective, il existe α, β ∈ X tels que
f(α) = a et f(β) = b. Comme f est uniformément continue, il existe η > 0 tel que pour
tous t, s ∈ X vérifiant d(t, s) ≤ η, on ait d′(f(t), f(s)) ≤ ε. Comme X est bien enchâıné,
il existe n ∈ N et x0, . . . , xn ∈ X tels que x0 = α, xn = β et pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on
ait d(xi−1, xi) ≤ η. Soit yi = f(xi), alors on a y0 = a, yn = b et pour tout i ∈ {1, . . . , n},
on a d′(yi−1, yi) ≤ ε. Par conséquent, Y est bien enchâıné.

Exercice 4.16. Soit f : [0, 1] −→ R une application dérivable telle que f = ff ′. Soit
G = f−1({0}). Montrer que G est un intervalle. En déduire que f = 0 ou f ′ = 1.
Solution. Comme f est continue, alorsG est une partie fermée de R. Pour montrer que G
est un intervalle, il suffit de montrer que pour tous x, z ∈ G tels que x < z, il existe y ∈ G
tel que x < y < z, voir exercice 4.13. Soient x, z ∈ G tels que x < z. D’après le théorème
des accroissements finis, il existe y ∈ R tel que x < y < z et f(z)− f(x) = f ′(y)(z − x).
On a f(z) = f(x) = 0 et z − x �= 0, alors f ′(y) = 0. Or on a f(y)(1 − f ′(y)) = 0, d’où
f(y) = 0. Donc on a y ∈ G. Par conséquent, G est un intervalle.
Si G = ∅, alors on a f ′ = 1. Si G �= ∅, alors on a G = [a, b] ⊂ [0, 1]. Si a = b, alors
f(x) = x− a pour tout x ∈ [0, 1], d’où f ′ = 1. Supposons maintenant a < b.
Si 0 < a, alors pour tout x ∈ [0, a], on a f(x) = x − a, donc f n’est pas dérivable en
a, ce qui est impossible. Donc on a 0 = a. Si b < 1, alors pour tout x ∈ [b, 1], on a
f(x) = x− b, donc f n’est pas dérivable en b, ce qui est impossible. Donc on a b = 1. Par
conséquent, on a G = [0, 1]. Autrement dit, on a f = 0.

Exercice 4.17. Soient [a, b] un intervalle borné fermé de R et f : [a, b] −→ [a, b] une
application continue. Montrer qu’elle admet un point fixe. Autrement dit, qu’il existe
x ∈ [a, b] tel que f(x) = x.
Solution. Pour tout x ∈ [a, b], soit g(x) = f(x)−x, alors g est une application continue
sur [a, b] et on a g(a) = f(a)− a ≥ 0 et g(1) = f(b)− b ≤ 0. D’après le corollaire 4.1.6,
il existe x ∈ [a, b] tel que g(x) = 0, d’où f(x) = x.

Exercice 4.18. Soit X un espace topologique. On dit que X a la propriété du point fixe
si toute application continue de X dans X a au moins un point fixe.

1. Montrer que si X a la propriété du point fixe, alors X est connexe.

2. Montrer par un exemple que la réciproque dans 1 est fausse.

Solution. 1. Si X n’est pas connexe, alors il existe deux ouverts non vides et disjoints U
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et V dans X tels que X = U ∪ V . Soient a ∈ U et b ∈ V . Pour tout x ∈ U , soit f(x) = b
et pour tout y ∈ V , soit f(y) = a. Alors f est une application continue de X dans X qui
n’admet aucun point fixe, ce qui contredit l’hypothèse. Donc X est bien connexe.
2. L’espace R est connexe et pourtant l’application x �−→ x+ 1 est un homéomorphisme
de R qui n’admet pas de point fixe.

Exercice 4.19. Soient X Y des espaces topologiques et f : X −→ Y une application
continue. Montrer que si X est connexe, alors le graphe de f est une partie connexe de
X × Y .
Solution. Comme f est continue, l’application x �−→ (x, f(x)) est continue de X dans
X × Y , et son image est le graphe de f . Comme X est connexe, alors le graphe de f est
une partie connexe de X × Y .

Exercice 4.20. Montrer que le graphe de la fonction f : R −→ R définie par f(x) =
sin
(
1
x

)
si x �= 0 et f(0) = 0 est connexe bien qu’elle ne soit pas continue.

Solution. Comme l’application x �−→ sin
(
1
x

)
est continue de ]0, +∞[ dans R, alors

A =
{(

x, sin
(
1
x

))
; x > 0

}
est une partie connexe de R2. De même,

B =
{(

x, sin
(
1
x

))
; x < 0

}
est une partie connexe de R2. Soit xn = 1

2πn , on a

(0, 0) = lim
n→+∞

(
xn, sin

(
1
xn

))
, d’où (0, 0) ∈ A. De même, si xn = −1

2πn , on a (0, 0) =

lim
n→+∞

(
xn, sin

(
1
xn

))
, d’où (0, 0) ∈ B. Comme on a A ⊂ A ∪ {(0, 0)} ⊂ A et B ⊂

B ∪ {(0, 0)} ⊂ B, il résulte de la proposition 4.1.3 que A ∪ {(0, 0)} et B ∪ {(0, 0)} sont
connexes. Comme le graphe de f est l’ensemble A∪{(0, 0)}∪B, d’après le théorème 4.1.1,
le graphe de f est connexe. Notons enfin, que si αn = 1

2πn+π
2
, alors on a lim

n→+∞αn = 0

et lim
n→+∞ f(αn) = 1 �= f(0), donc f n’est pas continue en 0.

Exercice 4.21. Soient X un espace compact, Y un espace topologique séparé connexe
et f : X −→ Y une application continue et ouverte. Montrer que f est surjective.
Solution. Comme f est continue, alors f(X) est une partie compacte de Y , donc f(X)
est fermée dans Y . Puisque f est une application ouverte, alors f(X) est aussi une partie
ouverte de Y . Or Y est connexe, donc on a f(X) = Y . Autrement dit, f est surjective.

Exercice 4.22. Soit S = {z ∈ C ; |z| = 1} = {(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 = 1}.

1. Montrer qu’il existe une application continue surjective de R sur S. En déduire que
S est connexe.

2. Montrer qu’il n’existe pas d’application continue injective du cercle S dans R.

3. En déduire que R2 n’est pas homéomorphe à R.

Solution. 1. L’application t �−→ (cos(t), sin(t)) est continue et surjective de R sur S.
Donc S est connexe.
2. Soit f : S −→ R une application continue et posons h(z) = f(z) − f(−z), alors
h : S −→ R est aussi continue, donc h(S) est connexe dans R, i.e. un intervalle. Soit

z ∈ S, l’intervalle h(S) contient h(z) et h(−z), donc il contient
h(z) + h(−z)

2
= 0. Par

conséquent, il existe w ∈ S tel que h(w) = 0, i.e. f(w) = f(−w). Cela montre que f n’est
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pas injective.
3. Si R2 était homéomorphe à R, il existerait une application continue injective de S dans
R, ce qui est impossible, donc R2 n’est pas homéomorphe à R.

Exercice 4.23. Soit f : R −→ R une application continue. Montrer que f est monotone
si et seulement si pour tout x ∈ R, f−1

(
{x}

)
est connexe.

Solution. Supposons que f est monotone. Soient x ∈ R et a, b ∈ f−1
(
{x}

)
tels que

a < b. Alors on a f(a) = f(b) = x. Si f est croissante, alors pour tout t ∈ [a, b], on a
f(a) ≤ f(t) ≤ f(b), d’où f(t) = x, donc on a t ∈ f−1

(
{x}

)
. Si f est décroissante, alors

pour tout t ∈ [a, b], on a f(b) ≤ f(t) ≤ f(a), d’où f(t) = x, donc on a t ∈ f−1
(
{x}

)
. Par

conséquent, f−1
(
{x}

)
est un intervalle. Donc f−1

(
{x}

)
est connexe.

Réciproquement, supposons que pour tout x ∈ R, f−1
(
{x}

)
est un intervalle de R.

Si f n’est pas monotone, alors il existe a, b, c ∈ R tels que a < b < c et vérifiant
f(b) < f(a) = f(c), ou f(a) = f(c) < f(b). Par conséquent, f−1

(
{f(a)}

)
n’est pas un

intervalle de R, ce qui est contraire à l’hypothèse. Donc f est bien monotone.

Exercice 4.24. Soient n ≥ 2 et f : Rn −→ R une application continue surjective.
Montrer que pour tout x ∈ R, f−1

(
{x}

)
n’est pas borné dans Rn.

Solution. Supposons qu’il existe x ∈ R tel que f−1
(
{x}

)
soit borné dans Rn. Alors

il existe r > 0 tel que f−1
(
{x}

)
⊂ B′(0, r). Comme Rn \ B′(0, r) est connexe, même

connexe par arcs, alors f
(
Rn \ B′(0, r)

)
est une partie connexe de R ne contenant pas

x. Donc, soit on a f
(
Rn \ B′(0, r)

)
⊂ ]x, +∞[, soit on a f

(
Rn \ B′(0, r)

)
⊂ ] − ∞, x[.

Comme B′(0, r) est une partie compacte de Rn, alors f
(
B′(0, r)

)
est borné dans R. Par

conséquent, f n’est pas surjective, ce qui contredit l’hypothèse. Donc pour tout x ∈ R,
f−1

(
{x}

)
n’est pas borné dans Rn.

Exercice 4.25. Quelles sont les composantes connexes de A =
{
(x, y) ∈ R2 ; x �= y

}
?

Solution. Soient U+ =
{
(x, y) ∈ R2 ; x > 0 et y > 0

}
, U− =

{
(x, y) ∈ R2 ; x > 0 et y <

0
}
, V + =

{
(x, y) ∈ R2 ; x < 0 et y > 0

}
et V − =

{
(x, y) ∈ R2 ; x < 0 et y < 0

}
. Alors

U+, U−, V + et V − sont des ouverts connexes non vides et deux à deux disjoints dans
R2 tels que A = U+ ∪ U− ∪ V + ∪ V −. Il résulte du théorème 4.2.1 que U+, U−, V +

et V − sont les composantes connexes de A.
On déduira de l’exercice 6.20 que l’ensemble

{
(z, z′) ∈ C2 ; z �= z′

}
est connexe.

Exercice 4.26. Soit f : R −→ R une application continue de graphe G. Montrer
que les composantes connexes de R2 \ G sont G− = {(x, y) ∈ R2 ; y < f(x)} et
G+ = {(x, y) ∈ R2 ; f(x) < y}.
Solution. Comme f est continue, alors G− et G+ sont des ouverts disjoints de R2 tels
que R2\G = G+∪G−. Soient (x, y), (x′, y′) ∈ G−, on peut supposer x′ ≤ x. Comme f est
continue, alors f

(
[x′, x]

)
est une partie bornée dans R. Soit z ∈ R tel que z < f(t) pour

tout t ∈ [x′, x]. Alors A =
(
{x′}×]−∞, y′]

)
∪
(
[x′, x]×{z}

)
∪
(
{x}×]−∞, y]

)
est une

partie connexe de G− contenant (x, y) et (x′, y′), donc G− est connexe. De même, G+

est connexe. Il résulte du théorème 4.2.1 que G− et G+ sont les composantes connexes
de R2 \G.

Exercice 4.27. Soient X un espace topologique non connexe et A, B deux parties non
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vides connexes et disjointes de X telles que X = A ∪ B. Montrer que A et B sont les
composantes connexes de X .
Solution. Comme X n’est pas connexe, il existe deux ouverts non vides et disjoints U
et V dans X tels que X = U ∪ V . D’après la proposition 4.1.2, on a A = U et B = V . Il
résulte du théorème 4.2.1 que A et B sont les composantes connexes de X .

Exercice 4.28. Soit X un espace compact localement connexe. Montrer que X possède
un nombre fini de composantes connexes.
Solution. Puisque X est localement connexe, d’après le corollaire 4.3.1, toute compo-
sante connexe de X est un ouvert de X . Donc les composantes connexes de X forment
un recouvrement ouvert de X . Comme X est compact, alors X possède un nombre fini
de composantes connexes.

Exercice 4.29. Soit (X, d) un espace ultramétrique. Montrer que X est totalement
discontinu.
Solution. Soient x, y ∈ X tels que x �= y. Alors on a r = d(x, y) > 0. Comme (X, d)
est ultramétrique, toute boule ouverte de X est aussi fermée, voir exercice 2.18. Donc
U = B(x, r) est à la fois ouvert et fermé dans X tel que y �∈ U . D’après le théorème
4.2.1, on a Cx ⊂ U , d’où y �∈ Cx. Par conséquent, on a Cx = {x}. Donc X est totalement
discontinu.

Exercice 4.30. Soient U un ouvert d’un espace localement connexe X et V une compo-
sante connexe de U . Montrer que la frontière de V relativement à X est contenue dans
la frontière de U .
Solution. On a Fr(U) = U \ U . D’après le corollaire 4.3.1, V est un ouvert de X , d’où
on a Fr(V ) = V \ V . Comme V est aussi fermé dans U et l’adhérence de V dans U est
V ∩ U , alors on a V = V ∩ U . Or on a V ⊂ U , d’où V =

(
V ∩ U

)
∪
(
V ∩

(
U \ U

))
=

V ∪
(
V ∩

(
U \ U

))
. Par conséquent, on a V \ V ⊂ U \ U .

Exercice 4.31. Soit X un espace topologique complètement régulier. Montrer que X
est connexe si et seulement si sa compactification de Stone-Čech β(X) est connexe.
Solution. Supposons que X est connexe. Comme X est dense dans β(X), il résulte du
corollaire 4.1.1 que β(X) est connexe. Réciproquement, supposons que β(X) est connexe.
Soit f : X −→ {0, 1} une application continue. Comme {0, 1} est compact, d’après le
théorème 3.5.2, il existe une application continue β(f) : β(X) −→ {0, 1} prolongeant f .
Or β(X) est connexe, donc β(f) est constante, d’où f est constante. Par conséquent, X
est connexe.

Exercice 4.32. Montrer que tout espace éparpillé est complètement régulier.
Solution. Soit X un espace éparpillé. Notons d’abord que par définition, X est séparé.
Soient F un fermé de X et x ∈ X tel que x �∈ F . Alors U = X \ F est un ouvert de
X contenant x. Donc il existe une partie A à la fois ouverte et fermée dans X telle que
x ∈ A ⊂ U . Pour tout a ∈ A, on pose f(a) = 1 et pour tout y ∈ X \A, on pose f(y) = 0.
Alors f est une application continue de X dans [0, 1] telle que f(x) = 1 et pour tout
y ∈ F , on ait f(y) = 0. Par conséquent, X est complètement régulier.

Pour plus d’exercices, voir le supplément associé à ce livre.



Chapitre 5

ESPACES FONCTIONNELS

U
nE motivation essentielle de l’étude générale des espaces topologiques et des espaces
métriques est de fournir un cadre adapté à la théorie des espaces fonctionnels,

c’est-à-dire des espaces dont les éléments représentent eux-mêmes des applications d’un
ensemble dans un autre. On peut, dans un tel espace, parler de la convergence d’applica-
tions vers une autre application, en un sens défini par la topologie de l’espace. Inversement,
lorsque l’on désire étudier certains caractères donnés d’un ensemble de fonctions données,
il est souvent commode de mettre sur cet ensemble une topologie adaptée à l’étude de
ces caractères. Dans ce chapitre, on étudie plusieurs notions de convergence d’une suite
d’applications et on démontre trois théorèmes importants d’analyse ; à savoir le théorème
de Dini, le théorème d’Ascoli, et le théorème de Stone-Weierstrass.
Notation. Soient X et Y des ensembles. L’ensemble des applications de X dans Y est
noté Y X . Si H est une partie de Y X et si x ∈ X , on note H(x) =

{
f(x) ; f ∈ H

}
. Si

X et Y sont des espaces topologiques, on notera C(X, Y ) la partie de Y X formée des
applications continues de X dans Y .

5.1 Topologie de la convergence simple

Définition 5.1.1. Soient X un ensemble, muni ou non d’une topologie, et Y un espace
topologique. On dit qu’une suite (fn)n≥0 d’applications de X dans Y converge simple-
ment vers une application f : X −→ Y si pour tout x ∈ X , la suite (fn(x))n≥0 converge
vers f(x) dans Y .

Remarquons que si (fn)n≥0 est une suite dans Y X telle que pour tout x ∈ X , la suite
(fn(x))n≥0 soit convergente dans Y et si Y est séparé, alors (fn)n≥0 converge simplement
vers f ∈ Y X définie par f(x) = lim

n→+∞ fn(x) pour tout x ∈ X .

Notons aussi que si (Y, d) est un espace métrique, une suite (fn)n≥0 dans Y X converge
simplement vers f si et seulement si pour tout x ∈ X et pour tout ε > 0, il existe N ∈ N
tel que pour tout n ≥ N , on ait d(fn(x), f(x)) < ε. (N dépend de x et de ε).
On a défini la convergence simple sans utiliser de topologie sur Y X ; en fait il y a bien
une topologie sous-jacente sur cet ensemble, que l’on va définir toute de suite.
Soient X un ensemble et Y un espace topologique. Pour tout x ∈ X , considérons
l’application d’évaluation en x de Y X dans Y définie par evx(f) = f(x). On appelle

195
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topologie de la convergence simple sur Y X la topologie initiale associée à la famille
(evx)x∈X . On note une telle topologie Tcs. C’est aussi la topologie la moins fine sur Y X

rendant continues toutes les applications d’évaluations evx, voir paragraphe 1.4.
Notons que même si X est un espace topologique, la topologie de la convergence simple
sur Y X ne fait pas intervenir la topologie de X .

Proposition 5.1.1. Soient X un ensemble et Y un espace topologique.

1. Pour tout x ∈ X et pour tout ouvert U de Y , on pose :

Ωx,U =
{
f ∈ Y X ; f(x) ∈ U

}
= ev−1

x (U) .

Alors les intersections finies de parties de la forme Ωx,U , où x et U arbitraires,
forment une base pour la topologie de la convergence simple Tcs sur Y X .

2. Si Y est séparé, alors l’espace topologique (Y X , Tcs) est séparée.

3. Supposons que (Y, d) est un espace métrique. Soit f ∈ Y X . Pour tous x1, . . . , xn

∈ X et ε > 0, on pose :

V (f, ε, x1, . . . , xn) =
{
g ∈ Y X ; d(f(xi), g(xi)) < ε pour tout i ∈ {1, . . . , n}

}
.

Alors les V (f, ε, x1, . . . , xn), où ε, n et les xi arbitraires, forment un système
fondamental de voisinages ouverts de f dans (Y X , Tcs).

Démonstration. 1. Ceci résulte de la définition de la topologie de la convergence simple,
voir paragraphe 1.4.
2. Ceci résulte du lemme 1.5.1, mais donnons une preuve directe. Soient f, g ∈ Y X tels
que f �= g, alors il existe un point x ∈ X tel que f(x) �= g(x). Or l’espace topologique
Y est séparé, donc il existe deux ouverts disjoints U et V dans Y tels que f(x) ∈ U et
g(x) ∈ V . Alors Ωx,U et Ωx,V sont deux ouverts disjoints dans (Y X , Tcs) et on a f ∈ Ωx,U

et g ∈ Ωx,V . Donc (Y X , Tcs) est séparée.
3. Ceci résulte du lemme 1.4.1, mais donnons une preuve directe. On a :

V (f, ε, x1, . . . , xn) =
n
∩
i=1

Ωxi,Ui ,

où Ui = B(f(xi), ε) est la boule ouverte de centre f(xi) et de rayon ε dans Y . Donc
V (f, ε, x1, . . . , xn) est un voisinage ouvert de f .
Réciproquement, soit W un ouvert de (Y X , Tcs) contenant f , alors il existe x1, . . . , xn

∈ X et il existe des ouverts U1, . . . , Un dans Y tels que f ∈
n
∩
i=1

Ωxi,Ui ⊂ W . On a

f(xi) ∈ Ui, donc il existe εi > 0 tel que B(f(xi), εi) ⊂ Ui. Soit ε = inf
1≤i≤n

εi, alors ε > 0

et on a f ∈ V (f, ε, x1, . . . , xn) ⊂
n
∩
i=1

Ωxi,Ui ⊂ W . Par conséquent, les V (f, ε, x1, . . . , xn),

où ε, n et les xi arbitraires, forment un système fondamental de voisinages ouverts de f
dans (Y X , Tcs). �

On déduit de la proposition 1.7.3 le résultat suivant :



5.1. Topologie de la convergence simple 197

Proposition 5.1.2. Une suite (fn)n≥0 d’applications de X dans Y converge simplement
vers une application f : X −→ Y si et seulement si la suite (fn)n≥0 converge vers f
dans l’espace topologique (Y X , Tcs)
Remarque 5.1.1. Soient X un ensemble, Y un espace topologique et pour tout x ∈ X ,
soit Yx = Y . Considérons l’espace topologique produit

∏
x∈X

Yx. Alors l’application

(Y X , Tcs) −→
∏

x∈X

Yx

f �−→ (f(x))x∈X

est un homéomorphisme. On en déduit, voir théorème 3.3.3, le résultat suivant :

Théorème 5.1.1. Soient X un ensemble, Y un espace topologique séparé et H une partie
de Y X . Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) H est relativement compact pour la topologie de la convergence simple.

(ii) Pour tout x ∈ X, l’ensemble H(x) est relativement compact dans Y .

La topologie de la convergence simple souffre de nombreuses lacunes que l’on va énumérer :

– Si X et Y sont des espaces topologiques et si (fn)n≥0 est une suite d’applications
continues de X dans Y qui converge simplement vers une application f de X dans
Y , alors f n’est pas forcément continue. Autrement dit, l’ensemble C(X, Y ) n’est
pas toujours fermé dans (Y X , Tcs). En effet, si X = Y = [0, 1] et fn(x) = xn, alors
(fn)n≥0 est une suite de fonctions continues sur [0, 1] qui converge simplement vers
la fonction f définie par f(1) = 1 et f(x) = 0 si x ∈ [0, 1[. Donc f n’est pas
continue sur [0, 1]. Autrement dit, en général, on a :

lim
x→x0

(
lim

n→+∞ fn(x)
)

�= lim
n→+∞

(
lim
x→x0

fn(x)
)
.

– Si (fn)n≥0 est une suite de fonctions continues sur un segment [a, b] qui converge
simplement sur [a, b] vers une fonction continue f , alors, en général, on a :

lim
n→+∞

∫ b

a

fn(x) dx �=
∫ b

a

lim
n→+∞ fn(x) dx .

En effet, pour tout x ∈ [0, 1] et pour tout n ≥ 0, soit fn(x) = n(xn − x2n), alors
(fn)n≥0 est une suite de fonctions continues sur [0, 1] qui converge simplement vers

la nulle 0. Or on a

∫ 1

0

fn(x) dx =

∫ 1

0

n(xn − x2n) dx =
n2

(n+ 1)(2n+ 1)
. Donc on

a lim
n→+∞

∫ 1

0

fn(x) dx = 1
2 . Alors que

∫ 1

0

lim
n→+∞ fn(x) dx = 0.

– Si (fn)n≥1 est une suite de fonctions dérivables sur un intervalle ouvert I ⊂ R
qui converge simplement sur I vers une fonction f , alors f n’est pas, en général,

dérivable sur I. En effet, pour tout x ∈ R et pour tout n ≥ 1, soit fn(x) =
√
x2 + 1

n ,

alors (fn)n≥1 est une suite de fonctions dérivables sur R qui converge simplement
vers la fonction f(x) = |x| qui n’est pas dérivable en x = 0.

Pour remédier à tous ces défauts, on introduit la topologie de la convergence uniforme.
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5.2 Topologie de la convergence uniforme

Définition 5.2.1. Soient X un ensemble et (Y, d) un espace métrique. On dit qu’une
suite (fn)n≥0 d’applications de X dans Y converge uniformément vers une applica-
tion f : X −→ Y si pour tout ε > 0, il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N et pour
tout x ∈ X , on ait d(fn(x), f(x)) < ε.

Pour un ε > 0 donné, l’entier naturel N qui figure dans l’énoncé est indépendant de x.
C’est toute la différence avec la notion de convergence simple.

Interprétation graphique de la convergence uniforme.
Soit T (f, ε) l’ensemble des points de X × Y tels que d(y, f(x)) < ε. Cet ensemble
représente une sorte de �� tube �� de rayon ε autour du graphe de f . Dire que
d(fn(x), f(x)) < ε, pour tout x ∈ X , est équivaut à dire que le graphe de fn est contenu
dans T (f, ε). Donc dire que la suite (fn)n≥0 converge uniformément vers f , cela signifie
que pour tout ε > 0, il existe un entier naturel N à partir duquel le graphe de fn est
contenu dans T (f, ε).

f

fn

T (f, ε)

X

Y

Remarque 5.2.1. Si (fn)n≥0 converge uniformément vers f , alors pour toute suite
(xn)n≥0 dans X , la suite de réels

(
d(fn(xn), f(xn))

)
n≥0

converge vers 0.

Remarque 5.2.2. Il résulte de la définition précédente que si la suite (fn)n≥0 converge
uniformément vers f , elle converge aussi simplement vers f , mais la réciproque est en
général inexacte. En voici quelques exemples :

1. Soit fn(x) = exp
(
x
n

)
, la suite (fn)n≥1 converge simplement, sur R, vers la fonction

constante et égale à 1, mais la convergence n’est pas uniforme car pour tout n ≥ 0,
on a fn(n)− 1 = e− 1 �= 0.

2. Soit fn(x) =
nx

1 + |nx| , la suite (fn)n≥0 converge simplement, sur R, vers la fonction

définie par :

f(x) =

⎧⎨
⎩

−1 si x < 0 ,
0 si x = 0 ,
1 si x > 0 .

Mais la convergence n’est pas uniforme car pour tout n ≥ 0, on a fn
(
1
n

)
− 1 =

1
2 − 1 �= 0.
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3. Soit fn(x) = nx(1− x)n, la suite (fn)n≥0 converge simplement, sur [0, 1], vers
la fonction nulle, mais la convergence n’est pas uniforme, car on a fn

(
1

n+1

)
=(

n
1+n

)1+n −→
n→+∞

1
e �= 0.

Lemme 5.2.1. Soient X un ensemble, (Y, d) un espace métrique, f ∈ Y X et (fn)n≥0

une suite dans Y X . Soit d′ une distance sur Y uniformément équivalente à d. Alors la
suite (fn)n≥0 converge uniformément vers f pour la distance d si et seulement si elle
converge uniformément vers f pour d′.

Pour une preuve du lemme précédent, voir chapitre 5 du supplément.

On va construire une topologie sur Y X qui rend compte de la convergence uniforme des
suites d’applications.
Soient X un ensemble, (Y, d) un espace métrique et d′ une distance bornée sur Y
uniformément équivalente à d, par exemple d′(x, y) = inf{d(x, y), 1}, voir proposition
2.3.5. Pour f, g ∈ Y X , on pose :

D′(f, g) = sup
{
d′(f(x), g(x)) ; x ∈ X

}
.

Alors D′ est une distance sur Y X , appelée distance de la convergence uniforme
associée à d′. Soient d′′ une autre distance bornée sur Y et uniformément équivalente
à d, donc à d′, et D′′ la distance de la convergence uniforme associée à d′′. Alors les
distances D′ et D′′ sont uniformément équivalentes sur Y X . Notons aussi que si d1 est
une distance sur Y uniformément équivalente à d et si d′1 est une distance bornée sur Y
uniformément équivalente à d1, alors D

′
1 la distance de la convergence uniforme associée

à d′1 est uniformément équivalente à D′. Donc la topologie Tcu sur Y X définie par D′

ne dépend que de la classe d’équivalence de la distance d. La topologie Tcu est appelée
topologie de la convergence uniforme sur Y X associée à d.
Il y a aussi une autre manière de définir la topologie de la convergence uniforme sur Y X ;
pour f, g ∈ Y X , on pose e(f, g) = sup

{
d(f(x), g(x)) ; x ∈ X

}
∈ [0, +∞]. Alors e est

un écart séparé sur Y X . On pose D(f, g) = min(e(f, g), 1), alors D est une distance sur
Y X uniformément équivalente à D′, voir propositions 2.3.5 et 2.9.4. Donc la topologie
induite par D sur Y X est la topologie de la convergence uniforme Tcu.
On appelle aussi topologie de la convergence uniforme sur B(X, Y ) (resp. C(X, Y ), si
X est un espace topologique) associée à d, et on note aussi Tcu la topologie induite par
Tcu sur B(X, Y ) (resp. C(X, Y )).
Pour f, g ∈ B(X,Y ), on pose :

D∞(f, g) = sup
{
d(f(x), g(x)) ; x ∈ X

}
.

Alors D∞ est une distance sur B(X, Y ) uniformément équivalente à la distance induite
par D′ sur B(X, Y ). En fait, si d′(x, y) = inf{d(x, y), 1}, alors on a :
D′(f, g) = inf

{
D∞(f, g), 1

}
. Donc la topologie sur B(X, Y ) définie par D∞ est égale à

la topologie de la convergence uniforme Tcu sur B(X, Y ). Si X est un espace compact, on
a C(X, Y ) ⊂ B(X, Y ), et donc la topologie de la convergence uniforme Tcu sur C(X, Y )
est définie par la distanceD∞. Quand on considère l’espace B(X, Y ) ou l’espace C(X, Y )
si X est compact, muni de la topologie de la convergence uniforme Tcu, il est plus naturel
de travailler avec la distance D∞ qu’avec la distance D′.
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Proposition 5.2.1. Soient X un ensemble quelconque et (Y, d) un espace métrique. Une
suite (fn)n≥0 d’applications de X dans Y converge uniformément vers une application
f : X −→ Y si et seulement si la suite (fn)n≥0 converge vers f dans l’espace topologique
(Y X , Tcu).
Démonstration. Supposons d’abord que la suite (fn)n≥0 converge uniformément vers
f pour la distance d. Pour tous a, b ∈ X , soit d′(a, b) = inf(d(a, b), 1). D’après le lemme
5.2.1, la suite (fn)n≥0 converge uniformément vers f pour la distance d′. Soit ε > 0, alors il
existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N et pour tout x ∈ X , on ait d′(fn(x), f(x)) < ε. D’où
on a D′(fn, f) ≤ ε. Donc (fn)n≥0 converge vers f dans l’espace topologique (Y X , Tcu).
Réciproquement, supposons que la suite (fn)n≥0 converge vers f dans l’espace topolo-
gique (Y X , Tcu). Soit ε > 0, alors il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait
D′(fn, f) < ε. Donc pour tout n ≥ N et pour tout x ∈ X , on a d′(fn(x), f(x)) < ε. Par
conséquent, la suite (fn)n≥0 converge uniformément vers f pour la distance d′. �

Remarque 5.2.3. Soient X un ensemble quelconque et (Y, d) un espace métrique.
La topologie de la convergence uniforme sur Y X est plus fine que la topologie de la
convergence simple. Autrement dit, on a l’inclusion Tcs ⊂ Tcu.
Théorème 5.2.1. Soient X un espace topologique, (Y, d) un espace métrique et (fn)n≥0

une suite d’applications de X dans Y qui converge uniformément vers une application
f : X −→ Y . On a :

1. Si toutes les fn sont continues en a ∈ X, alors f est aussi continue en a. Autrement
dit, l’ensemble des applications continues en a ∈ X est fermé dans (Y X , Tcu).

2. Si toutes les fn sont continues, alors f est aussi continue. Autrement dit, C(X, Y )
est fermé dans (Y X , Tcu).

Démonstration. 1. Soit ε > 0, alors il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N et pour
tout x ∈ X , on ait d(fn(x), f(x)) <

ε
3 . Pour tout x ∈ X , on a :

d(f(x), f(a)) ≤ d(f(x), fN (x)) + d(fN (x), fN (a)) + d(fN (a), f(a))

< 2ε
3 + d(fN (x), fN (a)) .

Comme fN est continue en a, alors il existe un voisinage V de a dans X tel que pour tout
x ∈ V , on ait d(fN (x), fN (a)) < ε

3 . Par conséquent, pour tout x ∈ V , on a d(f(x), f(a)) <
ε. Donc f est continue en a. La deuxième partie de l’assertion résulte du fait que l’espace
topologique (Y X , Tcu) est métrisable, voir proposition 2.2.3.
2. Ceci résulte de 1. �

Proposition 5.2.2. Soient (X, d1), (Y, d) des espaces métriques et (fn)n≥0 une suite
d’applications uniformément continues de X dans Y . Si la suite (fn)n≥0 converge unifor-
mément vers une application f : X −→ Y , alors f est uniformément continue.

Démonstration. Puisque (fn)n≥0 converge uniformément vers f , alors pour tout ε > 0,
il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N et pour tout x ∈ X , on ait d(fn(x), f(x)) <

ε
3 .

Pour tous x, z ∈ X , on a :

d(f(x), f(z)) ≤ d(f(x), fN (x)) + d(fN (x), fN (z)) + d(fN (z), f(z))

< 2ε
3 + d(fN (x), fN (z)) .
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Comme fN est uniformément continue, alors il existe η > 0 tel que pour tous x, z ∈ X
vérifiant d1(x, z) < η, on ait d(fN (x), fN (z)) < ε

3 . Par conséquent, pour tous x, z ∈ X
vérifiant d1(x, z) < η, on a d(f(x), f(z)) < ε. Donc f est uniformément continue. �

Proposition 5.2.3. Soient X un espace topologique et (Y, d) un espace métrique. On
munit C(X, Y ) de la topologie de la convergence uniforme. Alors l’application suivante
est continue.

C(X, Y )×X −→ Y
(f, x) �−→ f(x)

Démonstration. Puisque la distance d est uniformément équivalente à une distance
bornée sur Y , alors on peut supposer que la distance d est bornée et que la distance sur
C(X, Y ) induisant la topologie de la convergence uniforme est donnée par D∞(f, g) =
sup
x∈X

d(f(x), g(x)). Soient (f0, x0) ∈ C(X, Y )×X et ε > 0. Puisque f0 est continue en x0, il

existe un voisinage V de x0 dans X tel que pour tout x ∈ V , on ait d(f0(x), f0(x0)) <
ε
2 .

Soit B = B(f0,
ε
2 ) la boule ouverte de centre f0 et de rayon ε

2 dans (C(X, Y ), D∞).
Alors pour tout f ∈ B et pour tout x ∈ X , on a d(f(x), f0(x)) <

ε
2 . Donc B × V est un

voisinage de (f0, x0) dans C(X, Y )×X et pour tout (f, x) ∈ B×V , on a d(f(x), f0(x0)) ≤
d(f(x), f0(x)) + d(f0(x), f0(x0)) < ε. Par conséquent, l’application (f, x) �−→ f(x) est
continue en (f0, x0). �

Théorème 5.2.2 (Dini). Soient X un espace compact et (fn)n≥0 une suite d’applica-
tions continues de X dans R. On suppose que :

1. La suite (fn)n≥0 est croissante, i.e. pour tout x ∈ X, la suite de réels (fn(x))n≥0

est croissante.

2. La suite (fn)n≥0 converge simplement vers une application continue f de X dans
R.

Alors la suite (fn)n≥0 converge uniformément vers f .

Démonstration. Notons d’abord que pour tous x ∈ X et n ≥ 0, on a fn(x) ≤ f(x) car la
suite (fn(x))n≥0 est croissante et on a f(x) = lim

n→+∞ fn(x). Soit ε > 0 et pour tout n ≥ 0,

soit Fn =
{
x ∈ X ; |f(x)− fn(x)| ≥ ε

}
=
{
x ∈ X ; f(x)− fn(x) ≥ ε

}
. Comme f et fn

sont continues, alors Fn est une partie fermée de X . On a f(x)−fn(x) ≥ f(x)−fn+1(x),
donc (Fn)n≥0 est une suite décroissante. Soit x ∈ ∩

n≥0
Fn, alors pour tout n ≥ 0, on a

f(x) − fn(x) ≥ ε. Comme on a f(x) = lim
n→+∞ fn(x), alors 0 ≥ ε, ce qui est impossible.

Donc on a ∩
n≥0

Fn = ∅. Comme X est compact et (Fn)n≥0 est une suite décroissante de

parties fermées de X d’intersection vide, il résulte de la proposition 3.1.5 qu’il existe
N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait Fn = ∅. Autrement dit, il existe N ∈ N tel que
pour tout n ≥ N et pour tout x ∈ X , on ait |f(x)− fn(x)| < ε. Par conséquent, la suite
(fn)n≥0 converge uniformément vers f . �

Dans le théorème précédent, on peut remplacer l’hypothèse �� croissante �� par �� décrois-
sante ��, quitte à remplacer fn par −fn.
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L’hypothèse �� f continue �� dans le théorème précédent est essentielle. En effet, soit fn :
[0, 1] −→ R définie par :

fn(x) =

⎧⎨
⎩

nx si 0 ≤ x ≤ 1
n ,

1 si 1
n ≤ x ≤ 1 .

Alors (fn)n≥1 est une suite croissante de fonctions continues qui converge simplement
vers f définie par f(0) = 0 et f(x) = 1 si x ∈ ]0, 1], donc f n’est pas continue, et la
convergence n’est pas uniforme, car on a sup

0≤x≤1
|fn(x) − f(x)| = 1.

Proposition 5.2.4. Soient [a, b] un intervalle fermé borné de R et (fn)n≥0 une suite
d’applications continues de [a, b] dans R. On suppose que :

1. Pour tout n ≥ 0, l’application fn est croissante, i.e. pour tous x, y ∈ [a, b] tels que
x ≤ y, on ait fn(x) ≤ fn(y).

2. La suite (fn)n≥0 converge simplement vers une application continue f de [a, b] dans
R.

Alors la suite (fn)n≥0 converge uniformément vers f .

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 5 du supplément.

Lemme 5.2.2. Soient X un ensemble, (Y, d) un espace métrique et (fn)n≥0 une suite de
Cauchy dans (Y X , Tcu), i.e. pour tout ε > 0, il existe N ∈ N tel que pour tous p, q ≥ N
et pour tout x ∈ X, on ait d(fp(x), fq(x)) ≤ ε. Si pour tout x ∈ X, la suite (fn(x))n≥0

converge vers un élément f(x) de (Y, d). Alors la suite (fn)n≥0 converge uniformément
vers f .

Démonstration. D’après le lemme 5.2.1 et le corollaire 2.6.1, on peut supposer que la
distance d est majorée par 1 et que la distance induisant la topologie Tcu est donnée par
D∞(f, g) = sup

x∈X
d(f(x), g(x)). Soit ε > 0. Comme (fn)n≥0 est de Cauchy, alors il existe

N ∈ N tel que pour tous p, q ≥ N , on ait D∞(fp, fq) ≤ ε. Donc, pour tous p, q ≥ N
et pour tout x ∈ X , on a d(fp(x), fq(x)) ≤ ε. Pour x fixé dans X , la suite (fq(x))q≥0

converge vers f(x) dans (Y, d), donc pour tout p ≥ N , on a lim
q→+∞ d(fp(x), fq(x)) =

d(fp(x), f(x)). Par conséquent, pour tout p ≥ N et pour tout x ∈ X , on a d(fp(x), f(x)) ≤
ε. Autrement dit, la suite (fn)n≥0 converge uniformément vers f . �

Théorème 5.2.3. Soient X un ensemble et (Y, d) un espace métrique complet. Alors
les espaces métriques (Y X , Tcu) et (B(X, Y ), Tcu) sont complets.

Démonstration. D’après le corollaire 2.6.1 et la proposition 2.3.5, on peut supposer
que la distance d est majorée par 1, et que la distance sur Y X induisant la topologie
Tcu est donnée par D∞(f, g) = sup

x∈X
d(f(x), g(x)). Soit (fn)n≥0 une suite de Cauchy

dans (Y X , Tcu). Alors pour tout x ∈ X et pour tout n,m ∈ N, on a d(fn(x), fm(x)) ≤
D∞(fn, fm). Donc pour tout x ∈ X , la suite (fn(x))n≥0 est de Cauchy dans (Y, d) qui est
complet, donc la suite (fn(x))n≥0 converge vers un élément f(x) dans (Y, d). Il résulte du
lemme précédent que (fn)n≥0 converge vers f dans (Y X , Tcu). Par conséquent, (Y X , Tcu)
est complet. On a démontré, proposition 2.6.8, que (B(X, Y ), Tcu) est complet. �
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Corollaire 5.2.1. Soient X un espace topologique et (Y, d) un espace métrique complet.
Alors l’espace métrique (C(X, Y ), Tcu) est complet. Si de plus X est compact, alors
l’espace métrique (C(X, Y ), D∞) est complet.

Démonstration. Ceci résulte du théorème précédent et du théorème 5.2.1. �

Proposition 5.2.5. Soient [a, b] un intervalle fermé borné de R et (fn)n≥0 une suite
dans C([a, b], R) convergeant uniformément vers une fonction f : [a, b] −→ R.
Alors on a :

lim
n→+∞

∫ b

a

fn(t) dt =

∫ b

a

f(t) dt .

Démonstration. Notons d’abord que f est continue, voir théorème 5.2.1 ou corollaire
précédent. Pour tout n ≥ 0, on a :∣∣∣∣∣

∫ b

a

fn(t) dt−
∫ b

a

f(t) dt

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ b

a

[
fn(t)− f(t)

]
dt

∣∣∣∣∣
≤

∫ b

a

∣∣fn(t)− f(t)
∣∣ dt

≤
∫ b

a

D∞(fn, f) dt = (b− a)D∞(fn, f) .

Or on a lim
n→+∞D∞(fn, f) = 0, d’où lim

n→+∞

∫ b

a

fn(t) dt =

∫ b

a

f(t) dt. �

Théorème 5.2.4 (théorème d’interversion des limites). Soient X un espace topolo-
gique, A une partie de X, x0 ∈ A, (Y, d) un espace métrique complet et (fn)n≥0 une suite
dans Y A convergeant uniformément vers f ∈ Y A. Si pour tout n, l’application fn admet
en x0 une limite �n ∈ Y , alors il existe � ∈ Y tel que :

1. La suite (�n)n≥0 converge vers �.

2. L’application f admet en x0 la limite �.

Autrement dit, on a la formule suivante :

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

(
lim

n→+∞ fn(x)
)
= lim

n→+∞
(
lim
x→x0

fn(x)
)
.

Démonstration. Soit ε > 0. Comme la suite (fn)n≥0 est uniformément convergente
vers f , alors il existe N ∈ N tel que pour tous n,m ≥ N et pour tout x ∈ A, on ait
d(fn(x), fm(x)) < ε

3 . Soient n,m ∈ N tels que n,m ≥ N . Comme l’application fn admet
en x0 la limite �n et fm admet en x0 la limite �m, il existe un voisinage V de x0 dans
X tel que pour tout x ∈ A ∩ V , on ait d(�n, fn(x)) < ε

3 et d(�m, fm(x)) < ε
3 . Comme

x0 ∈ A, alors il existe a ∈ A ∩ V , d’où :

d(�n, �m) ≤ d(�n, fn(a)) + d(fn(a), fm(a)) + d(fm(a), �m) < ε
3 + ε

3 + ε
3 = ε .

Par conséquent, la suite (�n)n≥0 est de Cauchy dans (Y, d), donc convergente dans (Y, d),
car (Y, d) est complet. Soit � = lim

n→+∞ �n. Montrons que f admet en x0 la limite �. Soit
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ε > 0. Comme la suite (fn)n≥0 converge uniformément vers f et la suite (�n)n≥0 converge
vers �, alors il existe N ∈ N tel que pour tout x ∈ A, on ait d(fN (x), f(x)) < ε

3 et
d(�N , �) < ε

3 . Comme fN admet en x0 la limite �N , il existe un voisinage V de x0 dans
X tel que pour tout x ∈ A ∩ V , on ait d(fN (x), �N ) < ε

3 . D’où pour tout x ∈ A ∩ V , on
a d(f(x), �) ≤ d(f(x), fN (x)) + d(fN (x), �N )+ d(�N , �) < ε

3 +
ε
3 +

ε
3 = ε. Par conséquent,

l’application f admet en x0 la limite �. �

Exemple 5.2.1. Soient fn, f ∈ C(R, R). Si la suite (fn)n≥0 converge uniformément vers
f et si pour tout n ≥ 0, lim

x→+∞ fn(x) = �n existe, alors lim
x→+∞ f(x) = � existe aussi et la

suite (�n)n≥0 converge vers �.

Proposition 5.2.6. Soient I un intervalle de R et (fn)n≥0 une suite de fonctions
dérivables de I dans R. On suppose que :

1. La suite (fn)n≥0 converge simplement vers une fonction f : I −→ R.

2. La suite (f ′
n)n≥0 est uniformément convergente vers une fonction g : I −→ R.

Alors la fonction f est dérivable sur I et sa dérivée est g.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 5 du supplément.

5.3 Théorème d’Ascoli

Soient X un espace topologique et (Y, d) un espace métrique. Malgré l’intérêt que
présentent les espaces métriques complets mis en évidence par le théorème 5.2.3 et
le corollaire 5.2.1, il est souvent précieux de pouvoir disposer d’espaces fonctionnels
compacts. Mais, même en imposant à X et Y des hypothèses très restrictives, l’espace
C(X, Y ) muni de la topologie Tcu est loin d’être compact ou localement compact. Par
exemple, siX = Y = [0, 1] muni de la topologie usuelle, alors (C(X, Y ), Tcu) est complet,
mais n’est pas localement compact ; en effet, pour tout λ > 0, la suite (fn)n≥0 dans
(C(X, Y ), Tcu) définie par fn(x) = λ sin2(nx) n’admet aucune sous-suite convergente.
Donc la fonction nulle n’admet aucun voisinage compact. On va voir dans ce paragraphe,
théorème d’Ascoli, des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une partie A de
(C(X, Y ), Tcu) soit relativement compacte. C’est la notion d’équicontinuité qui va nous
en fournir une classe importante.

Définition 5.3.1. Soient X un espace topologique, (Y, d) un espace métrique et H une
partie de Y X .

1. On dit que H est équicontinue en un point x0 ∈ X si pour tout ε > 0, il existe
un voisinage Vx0 de x0 dans X tel que pour tout x ∈ Vx0 et pour tout f ∈ H, on
ait d(f(x0), f(x)) < ε.

2. On dit que H est équicontinue s’elle est équicontinue en tout point de X .

Remarque 5.3.1. Si d′ est une distance sur Y uniformément équivalente à d, alors
H est équicontinue en x0 (resp. équicontinue) par rapport à d si et seulement si H est
équicontinue en x0 (resp. équicontinue) par rapport à d′.
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Remarque 5.3.2. Il est clair que si H est équicontinue en un point x0 ∈ X , alors tout
f ∈ H est continue en x0. La réciproque est en général fausse. En effet, pour tout n ≥ 0,
la fonction fn : x �−→ sin(nx) est continue sur R, mais la famille de fonctions {fn ; n ≥ 0}
n’est pas équicontinue en 0.

Remarque 5.3.3. 1. Toute partie finie de C(X, Y ) est équicontinue.

2. La reunion de deux parties équicontinue en x0 (resp. équicontinue) est équiconti-
nue en x0 (resp. équicontinue). On peut donc ajouter à une partie équicontinue,
un nombre fini d’applications continues ; la nouvelle partie ainsi obtenue est encore
équicontinue.

3. Toute partie d’une partie équicontinue en x0 (resp. équicontinue) est équicontinue
en x0 (resp. équicontinue).

Exemple 5.3.1. 1. Si k > 0, alors l’ensembles des applications k-lipschitziennes d’un
espace métrique dans un autre est une partie équicontinue.

2. Soient X = [a, b], Y = R, k > 0 et

H =
{
f : [a, b] −→ R, dérivable telle que |f ′(t)| ≤ k pour tout t ∈ ]a, b[

}
.

Alors H est une partie équicontinue de C([a, b], R).

Exemple 5.3.2. Soient X un espace topologique, Z un espace topologique compact,
(Y, d) un espace métrique et f : X×Z −→ Y une application continue. Pour tout z ∈ Z,
on note fz : X −→ Y l’application x �−→ f(x, z). Alors H = {fz ; z ∈ Z} est une partie
équicontinue de C(X, Y ). En effet, soient x0 ∈ X et ε > 0. Pour tout a ∈ Z, f est
continue en (x0, a), donc il existe un voisinage Vx0,a de x0 dans X et un voisinage Wa

de a dans Z tels que pour tout (x, z) ∈ Vx0,a × Wa, on ait d(f(x0, a), f(x, z)) < ε
2 et

d(f(x0, a), f(x0, z)) <
ε
2 , d’où d(f(x0, z), f(x, z)) < ε. Comme Z est compact et (Wa)a∈Z

forment un recouvrement ouvert de Z, alors il existe une partie finie {a1, . . . , an} de Z

telle que
n
∪
i=1

Wai = Z. Soit Vx0 =
n
∩
i=1

Vx0,ai , alors Vx0 est un voisinage de x0 dans X .

Soient x ∈ Vx0 et z ∈ Z, alors il existe i tel que z ∈ Wai , d’où (x, z) ∈ Vx0,ai × Wai .
Donc on a d(f(x0, z), f(x, z)) < ε. Par conséquent, on a d(fz(x0), fz(x)) < ε pour tout
x ∈ Vx0 et pour tout z ∈ Z. Autrement dit, H est équicontinue en x0.

Proposition 5.3.1. Soient X un espace topologique et (Y, d) un espace métrique.

1. Si H est une partie précompacte dans (C(X, Y ), Tcu), alors H est équicontinue.

2. Si (fn)n≥0 est une suite dans C(X, Y ) qui converge uniformément vers une applica-
tion f , alors

{
fn ; n ∈ N

}
est équicontinue.

Démonstration. Notons d’abord que l’on peut supposer que la distance d est majorée
par 1, voir remarque 5.3.1 et proposition 2.3.5, et dans ce cas la topologie de la convergence
uniforme est donnée par la distance D∞(f, g) = sup

x∈X
d(f(x), g(x)).

1. Soit ε > 0. Comme H est précompacte, il existe un sous-ensemble fini {f1, . . . , fN} de

H tel que H ⊂
n
∪
i=1

B
(
fi,

ε
3

)
. Soit x0 ∈ X . Comme les fi sont continues en x0, alors il existe

un voisinage V de x0 dans X tel que pour tout x ∈ V et pour tout i ∈ {1, . . . , N}, on
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ait d(fi(x), fi(x0)) <
ε
3 . Soit f ∈ H, alors il existe i ∈ {1, . . . , N} tel que D∞(f, fi) <

ε
3 .

Pour tout x ∈ V , on a :

d(f(x), f(x0)) ≤ d(f(x), fi(x)) + d(fi(x), fi(x0)) + d(fi(x0), f(x0)) <
ε
3 + ε

3 + ε
3 = ε .

Par conséquent, H est équicontinue en x0.
2. Puisque

{
fn ; n ∈ N

}
est précompacte, il résulte de 1 que {fn ; n ∈ N} est

équicontinue. �

Proposition 5.3.2. Soient X un espace topologique, (Y, d) un espace métrique et H une
partie de Y X . Alors H est équicontinue si et seulement si pour tout ε > 0, il existe un
ouvert U de X ×X contenant la diagonale Δ = {(x, x) ; x ∈ X} et telle que, pour tout
(x, x′) ∈ U et pour tout f ∈ H, on ait d(f(x), f(x′)) < ε.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 5 du supplément.

Proposition 5.3.3. Soient X un espace topologique, (Y, d) un espace métrique, x0 ∈ X
et H une partie de Y X équicontinue en x0 (resp. équicontinue).

1. Soit Hcs
l’adhérence de H pour la topologie de la convergence simple. Alors Hcs

est
équicontinue en x0 (resp. équicontinue).

2. Soit Hcu
l’adhérence de H pour la topologie de la convergence uniforme. Alors Hcu

est équicontinue en x0 (resp. équicontinue).

Démonstration. 1. Supposons que H est équicontinue en x0. Soit ε > 0, alors il existe
un voisinage V de x0 dans X tel que pour tout x ∈ V et pour tout f ∈ H, on ait
d(f(x), f(x0)) ≤ ε. Soit x ∈ V . Alors l’ensemble Fx =

{
f ∈ Y X ; d(f(x), f(x0)) ≤ ε

}
est une partie fermée de Y X pour la topologie de la convergence simple et on a H ⊂ Fx,
d’où Hcs ⊂ Fx. Ceci étant vrai pour tout x ∈ V . Donc, pour tout x ∈ V et pour tout
f ∈ Hcs

, on a d(f(x), f(x0)) ≤ ε. Par conséquent, Hcs
est équicontinue en x0.

2. Comme on a Tcs ⊂ Tcu, on en déduitHcu ⊂ Hcs
. Il résulte de 1 queHcu

est équicontinue
en x0 (resp. équicontinue). �

Proposition 5.3.4. Soient X un espace topologique, (Y, d) un espace métrique et (fn)n≥0

une suite dans Y X .

1. Supposons que (fn)n≥0 converge simplement vers une application f : X −→ Y . Si
{fn ; n ≥ 0} est équicontinue en x0 (resp. équicontinue), alors f est continue en
x0 (resp. continue).

2. Si (Y, d) est complet et si {fn ; n ≥ 0} est équicontinue telle que pour tout point x
d’un sous-ensemble dense D de X, la suite (fn(x)) soit convergente dans Y . Alors
la suite (fn)n≥0 converge simplement vers une application continue f .

Démonstration. 1. Ceci résulte immédiatement de la proposition précédente, mais on
va donner une preuve directe. Soit ε > 0, alors il existe un voisinage V de x0 dans X
tel que pour tout x ∈ V et pour tout n ≥ 0, on ait d(fn(x), fn(x0)) ≤ ε. Or on a
d(f(x), f(x0)) = lim

n→+∞ d(fn(x), fn(x0)), d’où d(f(x), f(x0)) ≤ ε. Ainsi, f est continue

en x0.
2. Pour avoir le résultat, il suffit, d’après 1, de montrer que pour tout x ∈ X , la suite
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(fn(x))n≥0 est convergente dans (Y, d). Soient x ∈ X et ε > 0. Comme {fn ; n ≥ 0} est
équicontinue en x, alors il existe un voisinage U de x dans X tel que pour tout z ∈ U et
pour tout n ≥ 0, on ait d(fn(z), fn(x)) ≤ ε

3 . CommeD est dense, alors il existe z ∈ D∩U ,
d’où pour tout n,m ≥ 0, on a :

d(fn(x), fm(x)) ≤ d(fn(x), fn(z)) + d(fn(z), fm(z)) + d(fm(z), fm(x))

< 2ε
3 + d(fn(z), fm(z)) .

Comme la suite (fn(z))n≥0 est convergente dans Y , donc de Cauchy, alors il existe N ∈
N tel que pour tout n,m ≥ N , on ait d(fn(z), fm(z)) < ε

3 . Par conséquent, la suite
(fn(x))n≥0 est de Cauchy, donc convergente car (Y, d) est complet. �

Théorème 5.3.1. Soient X un espace compact, (Y, d) un espace métrique et (fn)n≥0

une suite dans Y X . Si {fn ; n ≥ 0} est équicontinue et si (fn)n≥0 converge simplement
vers une fonction f , alors elle converge uniformément vers f . De plus f est continue.

Démonstration. Il résulte de la proposition précédente que f est continue. Il reste à
montrer que (fn)n≥0 converge uniformément vers f . Soit ε > 0. Comme {fn ; n ≥ 0} est
équicontinue et f est continue, alors pour tout x ∈ X , il existe un voisinage ouvert Ux

de x dans X tel que pour tout z ∈ Ux et pour tout n ≥ 0, on ait d(fn(x), fn(z)) <
ε
3 et

d(f(x), f(z)) < ε
3 . commeX est compact, alors il existe un sous-ensemble fini {x1, . . . , xp}

de X tel que X =
p
∪
i=1

Uxi . Comme pour tout i, la suite (fn(xi))n≥0 converge vers f(xi),

alors il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N et pour tout i ∈ {1, . . . , p}, on ait
d(fn(xi), f(xi)) <

ε
3 . Soit n ≥ N . Soit x ∈ X , alors il existe xi tel que x ∈ Uxi .

Donc on a :

d(fn(x), f(x)) ≤ d(fn(x), fn(xi)) + d(fn(xi), f(xi)) + d(f(xi), f(x)) <
ε
3 + ε

3 + ε
3 = ε .

Par conséquent, la suite (fn)n≥0 converge uniformément vers f . �

Remarque 5.3.4. L’hypothèse X compact dans le théorème précédent n’est pas super-

flue. En effet, la suite (fn)n≥0, où fn(x) =
1

1 + (x− n)
2 , converge simplement vers la

fonction nulle sur R et {fn ; n ≥ 0} est équicontinue, mais ne converge pas uniformément
vers la fonction nulle sur R.

Théorème 5.3.2 (Ascoli). Soient X un espace topologique, (Y, d) un espace métrique
et H une partie de C(X, Y ). On a :

1. Si H est relativement compacte dans (C(X, Y ), Tcu), alors H est équicontinue et
pour tout x ∈ X, H(x) est relativement compact dans Y .

2. Supposons de plus que X est compact. Si H est équicontinue et si pour tout x ∈ X,
H(x) est relativement compact dans Y , alors H est relativement compacte dans
(C(X, Y ), Tcu).

Démonstration. 1. Comme toute partie relativement compacte dans un espace métri-
que est précompacte, voir remarque 3.1.7, il résulte de la proposition 5.3.1 que H est
équicontinue. D’autre part, pour tout x ∈ X , l’application f �−→ f(x) est continue de
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(C(X, Y ), Tcu) dans (Y, d), voir proposition 5.2.3, donc
{
f(x) ; f ∈ H

}
est une partie

compacte de (Y, d) contenant H(x). Par conséquent,H(x) est relativement compact dans
Y .
2. Puisque X est compact, la topologie Tcu est donnée par la distance D∞, où pour tout
f, g ∈ C(X, Y ), on a D∞(f, g) = sup

x∈X
d(f(x), g(x)). Pour montrer que H est relativement

compact, d’après le théorème 3.1.3 et la proposition 3.1.6, il suffit de montrer que H est
précompacte et H est complète. Montrons d’abord que H est précompacte. Soit ε > 0.
Comme H est équicontinue, alors pour tout z ∈ X , il existe un voisinage Vz de z dans
X tel que pour tout x ∈ Vz , et pour tout f ∈ H, on ait d(f(z), f(x)) < ε

4 . Comme X est
compact, alors il existe une partie finie A de X telle que X = ∪

z∈A
Vz. Comme A est finie

et pour tout z ∈ A, l’ensemble H(z) =
{
f(z) ; f ∈ H

}
est relativement compact dans Y ,

alors K = ∪
z∈A

H(z) est relativement compact dans (Y, d), donc K est précompact. Par

conséquent, il existe une partie finie B = {y1, . . . , yp} de Y telle que K ⊂
p
∪
j=1

B
(
yj,

ε
4

)
.

Pour toute application ϕ : A −→ B, on pose :

Cϕ =
{
f : X −→ Y ; d(f(x), ϕ(z)) < ε

2 , pour tout z ∈ A et pour tout x ∈ Vz

}
.

Montrons que pour tout ϕ ∈ BA, le diamètre de Cϕ est ≤ ε et que l’on a H ⊂ ∪
ϕ∈BA

Cϕ .

Soient f, g ∈ Cϕ. Alors, pour tout x ∈ X , il existe z ∈ A tel que x ∈ Vz , d’où on a
d(f(x), g(x)) ≤ d(f(x), ϕ(z)) + d(ϕ(z), g(x)) < ε

2 + ε
2 = ε. Donc on a D∞(f, g) ≤ ε.

Autrement dit, le diamètre de Cϕ est ≤ ε. Soit f ∈ H. Pour tout z ∈ A, il existe
j ∈ {1, . . . , p} tel que f(z) ∈ B

(
yj ,

ε
4

)
. Soit jz = inf

{
j ; f(z) ∈ B

(
yj ,

ε
4

)}
, alors

ϕ : z �−→ yjz est une application de A dans B, et pour tout z ∈ A et pour tout x ∈ Vz,
on a d(f(z), ϕ(z)) < ε

4 et d(f(x), f(z)) < ε
4 , donc on a d(f(x), ϕ(z)) ≤ d(f(x), f(z)) +

d(f(z), ϕ(z)) < ε
4 +

ε
4 = ε

2 . Par conséquent, on a f ∈ Cϕ, d’où H ⊂ ∪
ϕ∈BA

Cϕ. Donc H est

bien précompacte car l’ensemble BA est fini. Montrons maintenant que H est complète.
Soit (fn)n≥0 une suite de Cauchy dans H. Pour tout n ≥ 0, il existe gn ∈ H tel que
D∞(fn, gn) < 2−n, donc (gn)n≥0 une suite de Cauchy dans H. Or pour tous n,m ≥ 0
et pour tout x ∈ X , on a d(gn(x), gm(x)) ≤ D∞(gn, gm), donc la suite (gn(x))n≥0 est

de Cauchy dans le compact H(x), donc (gn(x))n≥0 converge vers un élément g(x) ∈ Y .
D’après le lemme 5.2.2, la suite (gn)n≥0 converge uniformément vers l’application g.
D’après le théorème 5.2.1, on a g ∈ C(X, Y ). Or on a D∞(fn, g) ≤ D∞(fn, gn) +
D∞(gn, g) < 2−n +D∞(gn, g), donc la suite (fn)n≥0 converge uniformément vers g. Par
conséquent, H est complète. Donc H est compacte. �

Remarque 5.3.5. 1. Le théorème précédent ne s’étend pas au cas où X est locale-
ment compact. En effet, soientX = R, Y = [0, 1] et considérons la suite de fonctions

fn : R −→ [0, 1]

x �−→ 1

1 + (x− n)2

Soit H = {fn ; n ≥ 0}, alors on a :

(a) H est équicontinue, car on a |fn(x)− fn(y)| ≤ 2|x− y|.
(b) Pour tout x ∈ R, H(x) est relativement compact dans [0, 1].



5.3. Théorème d’Ascoli 209

(c) Pour tout n ≥ 0, on a fn(n) = 1 et (fn)n≥0 converge simplement vers 0,
donc (fn)n≥0 n’admet aucune sous-suite convergente pour la topologie de
la convergence uniforme, et donc H n’est pas relativement compacte dans
(C(R, [0, 1]), Tcu). Notons aussi que H est fermé pour Tcu.

2. Soient X = Y = [0, 1] et pour tous x ∈ [0, 1] et n ≥ 0, soit fn(x) = xn. Soit
H = {fn ; n ≥ 0}, H est une partie de C(X, Y ). Alors on a :

(a) H est équicontinue en tout point de [0, 1[, mais H n’est pas équicontinue en
1.

(b) Pour tout x ∈ X , H(x) est relativement compact dans Y .

(c) Chacune des fn est uniformément continue et la suite (fn)n≥0 converge sim-
plement vers la fonction f définie par f(1) = 1 et f(x) = 0 si x ∈ [0, 1[,
mais (fn)n≥0 n’admet aucune sous-suite convergente pour la topologie de la
convergence uniforme, donc H n’est pas relativement compacte dans
(C(X, Y ), Tcu).

3. Si X = [0, 1], Y = R et H l’ensemble des fonctions constantes de [0, 1] dans R,
alorsH est une partie équicontinue ; cependant elle n’est pas relativement compacte
dans (C([0, 1], R), Tcu). En fait, H est homéomorphe à R et pour tout x ∈ [0, 1],
on a H(x) = R.

Corollaire 5.3.1. Soient X un espace compact et (Y, d) un espace métrique compact.
Les parties relativement compactes dans (C(X, Y ), Tcu) sont les parties équicontinues.

Corollaire 5.3.2. Soient X un espace compact et H une partie de C(X, Rn). L’espace
Rn est muni de la distance euclidienne. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) H est relativement compacte dans (C(X, Rn), Tcu).

(ii) H est équicontinue et pour tout x ∈ X, H(x) est borné dans Rn.

Corollaire 5.3.3. Soient X un espace compact et H une partie de C(X, Rn). L’espace
Rn est muni de la distance euclidienne. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) H est compacte dans (C(X, Rn), D∞).

(ii) H est fermée, bornée et équicontinue.

Corollaire 5.3.4. Soient X un espace compact et (fn)n≥0 une suite d’applications
continues de X dans Rp, muni de la distance euclidienne, telle que :

1. Pour tout x ∈ X, la suite (fn(x))n≥0 est bornée dans Rp.

2. La famille {fn ; n ≥ 0} est équicontinue.

Alors la suite (fn)n≥0 possède une sous-suite convergente pour la topologie de la conver-
gence uniforme.
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5.4 Théorème de Stone-Weierstrass

Rappelons que si X est un espace compact, alors la topologie de la convergence uniforme
Tcu sur C(X) est définie par la distance D∞, où D∞(f, g) = sup

x∈X
|f(x)− g(x)|, pour tout

f, g ∈ (X).

Définition 5.4.1. Soient X un espace topologique et A un sous-ensemble non vide de
C(X). On dit que :

1. A sépare les points de X si pour tout x, y ∈ X , avec x �= y, il existe f ∈ A telle
que f(x) �= f(y). Autrement dit, A est une famille séparante.

2. A est une sous-algèbre de C(X) si pour tout f, g ∈ A et pour tout λ ∈ K, on a
f + λg, fg ∈ A.

Lemme 5.4.1. Il existe une suite (Pn)n≥0 de fonctions polynômiales à une variable,
à coefficients réels convergeant uniformément sur [0, 1] vers la fonction racine carrée
t �−→

√
t. De plus, pour tout n ≥ 0, on a Pn(0) = 0.

Pour une preuve du lemme précédent, voir chapitre 5 du supplément.

Lemme 5.4.2. Soient X un espace compact et A une sous-algèbre de (C(X, R), D∞).
Alors on a :

1. A est une sous-algèbre de C(X, R).

2. Pour tout f, g ∈ A, on a sup(f, g), inf(f, g) ∈ A.

Pour une preuve du lemme précédent, voir chapitre 5 du supplément.

Lemme 5.4.3. Soient X un espace compact et A une partie de C(X, R) telle que :

1. Pour tout f, g ∈ A, on ait sup(f, g), inf(f, g) ∈ A.

2. Pour tout x ∈ X et pour tout λ ∈ R, il existe f ∈ A telle que f(x) = λ.

3. Pour tous x, y ∈ X tels que x �= y et pour tout λ, μ ∈ R, il existe f ∈ A telle que
f(x) = λ et f(y) = μ.

Alors A est dense dans (C(X, R), D∞).

Démonstration. Soient f ∈ C(X, R) et ε > 0. Soit x ∈ X . Par hypothèse, pour tout
y ∈ X , il existe gx,y ∈ A telle que gx,y(x) = f(x) et gx,y(y) = f(y). Comme f et gx,y sont
continues, alors Ux,y = {z ∈ X ; gx,y(z) < f(z) + ε} est un ouvert de X contenant x et
y. En faisant parcourir X par le point y, on obtient un recouvrement ouvert

(
Ux,y

)
y∈X

de X . Comme X est compact, alors il existe une partie finie {y1, . . . , yp} de X telle que
p
∪
i=1

Ux,yi = X . Chaque ouvert Ux,yi est défini par une fonction continue gx,yi ∈ A. Soit

gx = inf
(
gx,y1 , . . . , gx,yp

)
, alors on a gx ∈ A, gx(x) = f(x) et gx(z) < f(z) + ε pour tout

z ∈ X . Considérons à présent l’ouvert Wx = {z ∈ X ; gx(z) > f(z)− ε}, alors on a x ∈
Wx. En faisant parcourir X par le point x, on obtient un recouvrement ouvert

(
Wx

)
x∈X

de X . Comme X est compact, alors il existe une partie finie {x1, . . . , xn} de X telle que
n
∪
i=1

Wxi = X . Comme chaque ouvert Wxi est défini par une fonction continue gxi ∈ A,

alors g = sup
(
gx1 , . . . , gxn

)
∈ A et pour tout z ∈ X , on a f(z) − ε < g(z) < f(z) + ε.

Donc on a D∞(f, g) < ε. Par conséquent, A est dense dans (C(X, R), D∞). �
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Remarque 5.4.1. Dans le lemme précédent, en supprimant l’hypothèse 2 et en ajoutant
l’hypothèse que X contient au moins deux points, on obtient toujours le même résultat.
Par contre, si X contient un seul point, l’hypothèse 2 n’est pas superflue. En effet, si X
est réduit à un point, alors on a C(X, R) = R, et si A = Z, alors A vérifie les hypothèses
1 et 3, mais A n’est pas dense dans C(X, R).

Théorème 5.4.1 (Stone-Weierstrass). Soient X un espace compact et A une sous-
algèbre de C(X, R) telle que :

1. Pour tout x ∈ X, il existe f ∈ A telle que f(x) �= 0.

2. A sépare les points de X, i.e. pour tous x, y ∈ X tels que x �= y, il existe f ∈ A
telle que f(x) �= f(y).

Alors A est dense dans (C(X, R), D∞).

Démonstration. Pour montrer que A est dense dans (C(X, R), D∞), d’après les lem-
mes précédents, il suffit de montrer que A vérifie les propriétés suivantes :

(a) Pour tout x ∈ X et pour tout λ ∈ R, il existe f ∈ A telle que f(x) = λ.

(b) Pour tous x, y ∈ X tels que x �= y et pour tous λ, μ ∈ R, il existe f ∈ A telle que
f(x) = λ et f(y) = μ.

Soient x ∈ X et λ ∈ R. Par hypothèse, il existe f ∈ A telle que f(x) �= 0. Soit g = λ
f

f(x)
,

alors g ∈ A et on a g(x) = λ. Ainsi, A vérifie la propriété (a).
Soient x, y ∈ X tels que x �= y, et considérons l’application linéaire suivante :

ϕ : A −→ R2

f �−→ (f(x), f(y))

Montrons d’abord qu’il existe f ∈ A telle que f(x) �= 0, f(y) �= 0 et f(x) �= f(y). Par
hypothèse, il existe f1 ∈ A telle que f1(x) �= f1(y). Si f1(x) �= 0 et f1(y) �= 0, on prend
f = f1. Si, par exemple, f1(x) = 0, il existe, par hypothèse, f2 ∈ A telle que f2(x) �= 0.
On pose alors f = f1 + εf2, avec ε > 0 assez petit, on obtient que f ∈ A, f(x) �= 0,
f(y) �= 0 et f(x) �= f(y). On a f, f2 ∈ A et le déterminant∣∣∣∣f(x) f2(x)

f(y) f2(y)

∣∣∣∣ = f(x)f2(y)− f(y)f2(x) = f(x)f(y)[f(y)− f(x)] �= 0 .

Ainsi, les deux vecteurs ϕ(f) et ϕ(f2) sont linéairement indépendants dans R2. Donc ϕ
est surjective. Par conséquent, on a ϕ(A) = R2, d’où pour tous λ, μ ∈ R, il existe f ∈ A
telle que f(x) = λ et f(y) = μ. D’où le résultat. �

Remarque 5.4.2. Dans le théorème précédent, pour avoir l’hypothèse 1, il suffit que A
contient une fonction constante non nulle.

Il est commode dans les applications de formuler ainsi ce théorème : si une famille (fi)i∈I

d’éléments de C(X, R) sépare les points de X , et si les fi ne s’annulent pas toutes en
un même point de X , alors toute f ∈ C(X, R) est limite uniforme de polynômes, sans
terme constant, par rapport aux fi.
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Théorème 5.4.2 (Stone-Weierstrass). Soient X un espace compact et A une sous-
algèbre de C(X, C) telle que :

1. Pour tout x ∈ X, il existe f ∈ A telle que f(x) �= 0.

2. A sépare les points de X, i.e. pour tous x, y ∈ X tels que x �= y, il existe f ∈ A
telle que f(x) �= f(y).

3. Pour tout f ∈ A, le conjugué f de f appartient à A.

Alors A est dense dans (C(X, C), D∞).

Démonstration. Soit AR = A ∩ C(X, R). Pour tout f ∈ A, on a Re(f) =
f + f

2
et

Im(f) =
f − f

2i
, donc on a Re(f), Im(f) ∈ AR. On en déduit que AR vérifie les hypothèses

du théorème précédent, donc AR est dense dans (C(X, R), D∞). Soit f ∈ C(X, C), alors
il existe deux suites (hn)n≥0 et (gn)n≥0 dans AR convergeant respectivement vers Re(f)
et Im(f) dans (C(X, R), D∞). Pour tout n ≥ 0, soit fn = hn + ign, alors fn ∈ A et la
suite (fn)n≥0 converge vers f dans (C(X, C), D∞). Par conséquent, A est dense dans
(C(X, C), D∞). �

La condition 3 du théorème précédent n’est pas superflue. En effet, soient X = D le
disque unité fermé dans C, i.e. D =

{
z ∈ C ; |z| ≤ 1

}
et A l’ensemble des restrictions sur

X des polynômes par rapport à la variable z. Alors A est une sous-algèbre de C(X, C)
qui vérifie les conditions 1 et 2, mais pas la condition 3. On vérifie également que A n’est
pas dense dans (C(X, C), D∞), par exemple en remarquant que pour toute f ∈ A, f(0)
est la moyenne de f sur le cercle unité, ce qui n’est pas vrai de toute f ∈ C(X, C).

Corollaire 5.4.1. Soit X une partie compacte de Rn. La famille des n fonctions coordon-
nées, (x1, . . . , xn) �−→ xi, pour i = 1, . . . , n, sépare les points de X. Donc l’ensemble
des fonctions polynômiales à n variables et à coefficients dans K, avec terme constant
si 0 ∈ X ; sans terme constant, si on le désire, si 0 �∈ X est une sous-algèbre de C(X)
vérifiant les hypothèses du théorème de Stone-Weierstrass, donc dense dans (C(X), D∞).
Autrement dit, pour toute f ∈ C(X), et pour tout ε > 0, il existe une fonction polynômiale

de n variables p(x1, . . . , xn) =
∑

|α|≤m

aαx
α1
1 xα2

2 · · ·xαn
n , avec aα ∈ K, α = (α1, . . . , αn) ∈

Nn et |α| = α1+· · ·+αn telle que pour tout x = (x1, . . . , xn) ∈ X, on ait |f(x)−p(x)| < ε.
De plus, si 0 �∈ X, on peut considérer a0 = 0.

Soit S le cercle unité de C ; la fonction z �−→ z sépare les points de S et ne s’annule pas
sur S ; donc l’ensemble des polynômes en z et z̄ et à coefficients complexes est dense dans
C(S, C). Soit ϕ l’application t �−→ eit de R dans C. Pour toute f ∈ C(S, C), f ◦ ϕ est
une fonction continue sur R, périodique de période 2π, et réciproquement toute fonction
continue périodique de période 2π sur R est de cette forme, voir exemples 1.4.3 et 3.2.1.
Puisque f est limite uniforme de polynômes en z et z̄, f ◦ ϕ est limite uniforme de
polynômes en eit et e−it.
On appelle polynôme trigonométrique une fonction définie sur R et à valeurs dans C de

la forme t �−→
N∑

n=−N

cne
int, avec cn ∈ C. On en déduit le corollaire suivant :
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Corollaire 5.4.2. Toute fonction f définie sur R à valeurs complexes, continue et
périodique de période 2π est limite uniforme de polynômes trigonométriques. Autrement

dit, pour tout ε > 0, il existe un polynôme trigonométrique p(t) =

N∑
n=−N

cne
int tel que

pour tout t ∈ R, on ait |f(t)− p(t)| < ε.

Rappelons que si X est un espace localement compact, On désigne par C0(X) l’ensemble
des applications de X dans K continues et tendant vers 0 à l’infini. Alors C0(X) ⊂ Cb(X)
et la distance D∞, où D∞(f, g) = sup

x∈X
|f(x) − g(x)|, pour tout f, g ∈ C0(X), induit sur

C0(X) la topologie de la convergence uniforme Tcu.

Théorème 5.4.3. Soient X un espace localement compact et A une sous-algèbre de
C0(X) telle que :

1. Pour tout x ∈ X, il existe f ∈ A telle que f(x) �= 0.

2. A sépare les points de X, i.e. pour tous x, y ∈ X tels que x �= y, il existe f ∈ A
telle que f(x) �= f(y).

3. Pour tout f ∈ A, le conjugué f de f appartient à A.

Alors A est dense dans (C0(X), D∞).

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 5 du supplément.

5.5 Exercices

Exercice 5.1. Soit E = R[0, 1], l’ensemble des fonctions réelles sur [0, 1], muni de la
topologie de la convergence simple Tcs. On note par F l’ensemble des fonctions dans E
qui sont nulles partout sauf en un nombre fini de points.

1. Montrer que F est dense dans E.

2. Montrer que si f est limite d’une suite dans F , alors f est nulle partout sauf
peut-être sur un ensemble au plus dénombrable de [0, 1].

3. En déduire que E n’est pas métrisable.

4. Montrer que toute fonction de F est limite d’une suite de fonctions continues sur
[0, 1]. En déduire que C([0, 1], R) est dense dans E.

5. Soit g la fonction dans E, qui vaut 1 sur les rationnels et 0 ailleurs. Montrer que g
est limite d’une suite de fonctions dans F .

6. Montrer que g n’est pas limite d’une suite dans C([0, 1], R).

Solution. 1. Soient f ∈ E et U un ouvert de E contenant f . Alors il existe ε > 0
et il existe x1, . . . , xn ∈ [0, 1] tels que V (f, ε, x1, . . . , xn) ⊂ U , où V (f, ε, x1, . . . , xn) ={
g ∈ R[0, 1] ; |f(xi) − g(xi)| < ε , pour tout i ∈ {1, . . . , n}

}
. Soit g ∈ F définie par

g(xi) = f(xi) pour tout i ∈ {1, . . . , n} et g(x) = 0 si x ∈ [0, 1] \ {x1, . . . , xn}, alors on a
g ∈ V (f, ε, x1, . . . , xn). Donc F est bien dense dans E.
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2. Soit (fn)n≥0 une suite dans F convergeant vers f ∈ E. Pour tout n ≥ 0, soit An une
partie finie de [0, 1] telle que pour tout x ∈ [0, 1]\An, on ait fn(x) = 0. Soit A = ∪

n≥0
An,

alors A est au plus dénombrable et pour tout x ∈ [0, 1] \ A et pour tout n ≥ 0, on a
fn(x) = 0. Or pour tout x ∈ [0, 1], on a f(x) = lim

n→+∞ fn(x), donc pour tout x ∈ [0, 1]\A,
on a f(x) = 0.
3. Si E était métrisable, alors tout élément de E serait la limite d’une suite dans F .
D’après 2, la fonction constante 1 n’est pas limite d’une suite dans F , donc E n’est pas
métrisable.
4. Soit f ∈ F , alors il existe x1, . . . , xk ∈ [0, 1] tels que pour tout x ∈ [0, 1]\{x1, . . . , xk},

on ait f(x) = 0. D’où on a f =
k∑

i=1

f(xi)χi, où χi est la fonction caractéristique au point

xi. Pour avoir le résultat, il suffit donc de montrer que toute fonction caractéristique
en un point est la limite d’une suite de fonctions continues sur [0, 1]. Soit x ∈ [0, 1].
Pour tout n ≥ 1, soit gn la fonction affine sur R telle que gn(x) = 1 et pour tout
t ∈ R \ [x− 1

n , x+ 1
n ], on ait gn(t) = 0. Soit fn = gn|[0, 1] , alors fn est continue sur [0, 1]

et la suite (fn)n≥1 converge dans E vers la fonction caractéristique au point x. On en
déduit que C([0, 1], R) est dense dans F . D’après 1, F est dense dans E. Par conséquent,
C([0, 1], R) est dense dans E, voir exercice 1.25.
5. On a [0, 1]∩Q = {xn ; n ≥ 0}. Pour tout n ≥ 0, soit hn ∈ F définie par hn(xk) = 1 si
0 ≤ k ≤ n et hn(x) = 0 si x ∈ [0, 1] \ {x0, . . . , xk}. Alors la suite (hn)n≥0 converge dans
E vers g.
6. La fonction g n’est continue en aucun point de [0, 1]. Comme [0, 1] est un espace de
Baire, il résulte du théorème 2.8.2 que g n’est pas limite d’une suite de fonctions continues
sur [0, 1].

Exercice 5.2. Soit (fn)n≥1 la suite de fonctions définies sur R par fn(t) =
(
1 + t

n

)n
.

1. Établir, pour tout u ≥ 0, l’inégalité ln(1 + u) ≥ u

1 + u
.

2. En déduire que, quel que soit le réel t ≥ 0, la suite (fn(t))n≥1 est croissante.

3. Démontrer que lim
n→∞

∫ 1

0

(
1 + t

n

)n
dt = e− 1.

Solution. 1. Pour tout u ≥ 0, soit g(u) = ln(1 + u) − u

1 + u
, alors g est dérivable sur

[0, +∞[ et on a g′(u) =
1

1 + u
− 1

(1 + u)2
≥ 0. Donc g est une fonction croissante. Or on

a g(0) = 0, d’où, pour tout u ≥ 0, on a g(u) ≥ 0, donc ln(1 + u) ≥ u

1 + u
.

2. Soit t ≥ 0. Pour tout s ≥ 1, soit h(s) = s ln
(
1 + t

s

)
, h est dérivable sur [1, +∞[ et

on a h′(s) = ln
(
1 + t

s

)
−

t
s

1 + t
s

≥ 0. Donc h est croissante. Par conséquent, pour tous

n,m ∈ N tels que n ≥ m, on a n ln
(
1 + t

n

)
≥ m ln

(
1 + t

m

)
, d’où

(
1 + t

n

)n ≥
(
1 + t

m

)m
.

Donc la suite (fn(t))n≥1 est croissante.
3. Comme la suite (fn)n≥1 converge simplement vers la fonction f : t �−→ et sur
l’intervalle [0, 1], on déduit de 2 et du théorème de Dini que la suite (fn)n≥1 converge
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également uniformément vers f sur l’intervalle [0, 1]. D’après la proposition 5.2.5, on a

lim
n→∞

∫ 1

0

(
1 + t

n

)n
dt =

∫ 1

0

etdt = e− 1.

Exercice 5.3. Soit (fn)n≥1 la suite de fonctions définies sur [0, +∞[ par fn(t) =
net + te−t

n+ t
. Montrer que pour tout réel t ≥ 0, la suite (fn(t))n≥1 est croissante.

En déduire que lim
n→∞

∫ 1

0

(t2 + 1)fn(t) dt = 2e− 3.

Solution. 1. Soit t ≥ 0. On a fn+1(t) − fn(t) =
t(et − e−t)

(n+ t)(n+ 1 + t)
≥ 0, donc la suite

(fn(t))n≥1 est croissante.
Pour tout t ≥ 0, soit gn(t) = (t2+1)fn(t). Alors la suite (gn(t))n≥1 converge simplement
sur [0, +∞[ vers la fonction g : t �−→ (t2 + 1)et. D’après le théorème de Dini, la suite
(gn)n≥1 converge uniformément vers g sur l’intervalle [0, 1]. D’après la proposition 5.2.5,

on a lim
n→∞

∫ 1

0

(t2 + 1)fn(t)dt =

∫ 1

0

(t2 + 1)et dt. On fait une intégration par partie, on

obtient que

∫ 1

0

(t2 + 1)et dt = 2e− 3.

Exercice 5.4. Soient X un espace topologique et (Y, dY ), (Z, dZ) des espaces métriques.

1. Soit g : (Y, dY ) −→ (Z, dZ) une application uniformément continue. Montrer que
l’application suivante est continue.

T (g) : (C(X,Y ), Tcu) −→ (C(X,Z), Tcu)
f �−→ g ◦ f

2. Soit f : X −→ Y une application continue. Montrer que l’application suivante est
continue.

T (f) : (C(Y, Z), Tcu) −→ (C(X,Z), Tcu)
g �−→ g ◦ f

Solution. 1. Puisque toute distance est uniformément équivalente à une distance bornée,
donc on peut supposer que les distances dY et dZ sont bornées et que la distance induisant
la topologie de la convergence uniforme Tcu estD∞. Puisque g est uniformément continue,
alors pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que pour tous y, y′ ∈ Y vérifiant dY (y, y

′) ≤ η,
on ait dZ(g(y), g(y

′) ≤ ε. Soient f, h ∈ C(X,Y ) tels que D∞(f, h) ≤ η, alors pour tout
x ∈ X , on a dY (f(x), h(x)) ≤ η, d’où pour tout x ∈ X , on a dZ(g(f(x)), g(h(x)) ≤ ε.
Donc on a D∞(g ◦ f, g ◦ h) ≤ ε. Ainsi, pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que pour
tous f, h ∈ C(X,Y ) vérifiant D∞(f, h) ≤ η, on ait D∞(g ◦ f, g ◦ h) ≤ ε. Par conséquent,
l’application T (g) est continue.
2. Soient g, h ∈ C(Y, Z), on a :

D∞(g ◦ f, h ◦ f) = sup
x∈X

dZ(g(f(x)), h(f(x))) ≤ sup
y∈Y

dZ(g(y), h(y)) = D∞(g, h) .

Donc T (f) est continue.
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Remarque 5.5.1. Soient X = Y = Z = R muni de la distance usuelle. Pour tout
t ∈ R, soit g(t) = t2, alors g est une application continue de R dans R, mais n’est pas
uniformément continue. Alors l’application

T (g) : (C(R,R), Tcu) −→ (C(R,R), Tcu)
f �−→ g ◦ f

n’est pas continue. En effet, pour tout t ∈ R et pour tout n ≥ 1, soient f(t) = t et
fn(t) = t+ 1

n . Une distance sur C(R,R) induisant la topologie Tcu est donnée par :

D(f, h) = sup
t∈R

min
(
|f(t)− h(t)|, 1

)
.

On a D(fn, f) =
1
n et min

(
|g ◦ fn(n) − g ◦ f(n)|, 1

)
= min

(
2 + 1

n2 , 1
)
= 1, donc on a

D(g ◦ fn, g ◦ f) = 1. Par conséquent, l’application T (g) n’est pas continue.

Exercice 5.5. Soit (fn)n≥0 une suite de fonctions réelles continues sur l’intervalle [a, b]
et dérivables sur ]a, b[ telle que pour tout n ≥ 0 et pour tout x ∈ ]a, b[, on ait |f ′

n(x)| ≤ K.
On suppose que la suite (fn)n≥0 converge simplement vers une fonction réelle f sur [a, b].

1. Montrer que la suite (fn)n≥0 converge uniformément vers f sur [a, b].

2. Soit A > 0. Étudier la convergence uniforme de la suite (fn)n≥0 définie sur [−A, A]
par fn(x) = n

(
e

x
x+n − 1

)
.

Solution. 1. D’après le théorème des accroissements finis, pour tout x, y ∈ [a, b] et pour
tout n ≥ 0, on a |fn(x)−fn(y)| ≤ K|x−y|, donc la famille

{
fn ; n ≥ 0

}
est équicontinue.

Il résulte du théorème 5.3.1 que la suite (fn)n≥0 converge uniformément vers f sur [a, b].
2. La suite (fn)n≥0 converge simplement sur [−A, A] vers f , où f(x) = x pour tout
x ∈ [−A, A]. Pour tout n ≥ 0, fn est continue sur [−A, A] et dérivable sur ] − A, A[,

et pour tout x ∈ ] − A, A[, on a f ′
n(x) =

n2

(x+ n)2
e

x
x+n . Soit N ∈ N tel que N > A.

Alors pour tout n ≥ N et pour tout x ∈ ] − A, A[, on a |f ′
n(x)| ≤

e(
1− A

n

)2 . Or on a

lim
n→+∞

1(
1− A

n

)2 = 1, donc il existe p ∈ N tel que p ≥ N et pour tout n ≥ p, on ait

1(
1− A

n

)2 ≤ 2. Il résulte de 1 que la suite (fn)n≥0 converge uniformément vers f sur

[−A, A].

Définition 5.5.1. Soient (X, d1) et (Y, d) des espaces métriques et H une partie de Y X .
On dit que H est uniformément équicontinue si pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel
que pour tous x, y ∈ X vérifiant d1(x, y) < η, on ait d(f(x), f(y)) < ε, pour tout f ∈ H.

Exercice 5.6. Soient (X, d1) un espace métrique compact, (Y, d) un espace métrique et
H une partie équicontinue de C(X, Y ). Montrer que H est uniformément équicontinue.
Solution. Soit ε > 0. Puisque H est une partie équicontinue, alors pour tout x ∈ X ,
il existe ηx > 0 tel que pour tout z ∈ B(x, ηx), on ait d(f(x), f(z)) < ε

2 , pour tout
f ∈ H. D’après la proposition 3.1.5 et le lemme 3.1.1, il existe r > 0 tel que toute boule
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ouverte de rayon r dans X soit contenue dans au moins B(x, ηx). Soient x, z ∈ X tels
que d1(x, z) < r. Alors il existe a ∈ X tel que x, z ∈ B(a, ηa). D’où pour tout f ∈ H, on
a d(f(a), f(x)) < ε

2 et d(f(a), f(z)) < ε
2 , donc d(f(x), f(z)) < ε. Ainsi, pour tout ε > 0,

il existe r > 0 tel que pour tout x, z ∈ X vérifiant d1(x, z) < r, on ait d(f(x), f(z)) < ε,
pour tout f ∈ H. Autrement dit, H est uniformément équicontinue.

Exercice 5.7. Soit f : R −→ R définie par :

f(x) =

⎧⎨
⎩

0 si x ≤ 0 ,
x si 0 ≤ x ≤ 1 ,
1 si x ≥ 1 .

Considérons la suite définie par fn(x) = f(nx − n2). Montrer que la famille {fn ; n ≥
0} est équicontinue mais non uniformément équicontinue dans R, bien que formée de
fonctions uniformément continues.
Solution. Soient x ∈ R et ε > 0. Alors il existe N ∈ N tel que x < N . Alors pour tout
n ≥ N et pour tout y ∈ R tel que |x− y| < N − x, on a on a fn(x)− fn(y) = 0. Comme
la famille {fn ; 0 ≤ n ≤ N} est équicontinue en x, car finie, alors la famille {fn ; n ≥ 0}
est équicontinue en x. Par conséquent, la famille {fn ; n ≥ 0} est équicontinue.
La famille {fn ; n ≥ 0} est uniformément équicontinue si pour tout ε > 0, il existe
η > 0 tel que pour tous x, y ∈ R vérifiant |x − y| < η, on ait |fn(x) − fn(y)| < ε, pour
tout n ≥ 0. Soit ε = 1

2 , alors pour tout η > 0, il existe n ≥ 1 tel que 1
n < η et on a

fn(n)− fn
(
n+ 1

n

)
= 1 > ε. Donc la famille n’est pas uniformément équicontinue.

Soit n ≥ 1. La fonction fn est uniformément continue sur les intervalles ] − ∞, n],[
n− 1, n+ 1

n + 1
]
et
[
n+ 1

n ,+∞
[
, donc fn est uniformément continue sur R.

Exercice 5.8. Soient X un espace topologique et (Y, d), (Z, d′) des espaces métriques.
Soient A ⊂ C(X, Y ) et B ⊂ C(Y, Z). Montrer que si A est équicontinue et B est
uniformément équicontinue, alors B ◦ A =

{
g ◦ f ; f ∈ A, g ∈ B

}
est équicontinue. Ce

résultat reste-t-il vrai si on suppose seulement que B est équicontinue.
Solution. Soient x0 ∈ X et ε > 0. Comme B est uniformément équicontinue, il existe
η > 0 tel que pour tous y, y′ ∈ Y vérifiant d(y, y′) < η, on ait d′(g(y), g(y′)) < ε, pour
tout g ∈ B. Comme A est équicontinue en x0, il existe un voisinage Vx0 de x0 dans X
tel que pour tout x ∈ Vx0 et pour tout f ∈ A, on ait d(f(x), f(x0)) < η. Par conséquent,
pour tout x ∈ Vx0 et pour tous f ∈ A et g ∈ B, on a d′(g(f(x)), g(f(x0))) < ε. Donc
B ◦A est équicontinue en x0. Par conséquent, B ◦A est équicontinue.
Ce résultat n’est plus vrai si on suppose seulement que B est équicontinue. En effet,
soient X = Y = Z = R, B = {g}, où g(x) = x2, et A =

{
fa ; a ∈ R

}
, où fa(x) = a+ x,

pour tout x ∈ R. Alors A est uniformément équicontinue, B est équicontinue, mais B ◦A
n’est pas équicontinue en 0.

Exercice 5.9. Soient X , Y des espaces topologiques, (Z, d) un espace métrique et f :
X × Y −→ Z une application. Pour tout x ∈ X , on note gx : Y −→ Z l’application
y �−→ f(x, y) et pour tout y ∈ Y , on note hy : X −→ Z l’application x �−→ f(x, y). On
suppose que pour tout x ∈ X , gx est continue et que la partie H =

{
hy ; y ∈ Y

}
⊂ ZX

est équicontinue. Montrer que f est une application continue.
Solution. Soient ε > 0 et (x0, y0) ∈ X × Y . Comme H est équicontinue en x0, alors il
existe un voisinage Vx0 de x0 dans X tel que pour tout x ∈ Vx0 et pour tout y ∈ Y ,
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on ait d(hy(x), hy(x0)) < ε
2 , d’où d(f(x, y), f(x0, y)) < ε

2 . Puisque gx0 est continue
en y0, alors il existe un voisinage Wy0 de y0 dans Y tel que pour tout y ∈ Wy0 , on
ait d(gx0(y), gx0(y0)) < ε

2 , d’où d(f(x0, y), f(x0, y0)) < ε
2 . Par conséquent, pour tout

(x, y) ∈ Vx0 ×Wy0 , on a :

d(f(x, y), f(x0, y0)) ≤ d(f(x, y), f(x0, y)) + d(f(x0, y), f(x0, y0)) <
ε
2 + ε

2 = ε .

Donc f est bien continue en (x0, y0).

Exercice 5.10. Soit L l’ensemble des fonctions lipschitzienne de rapport 1 de [0, 1] dans
[0, 1]. Autrement dit, L est l’ensemble des fonctions f de [0, 1] dans [0, 1] telles que pour
tous s, t ∈ [0, 1], on ait |f(t)−f(s)| ≤ |t−s|. On munit L de la distance de la convergence
uniforme D∞. Montrer que (L, D∞) est compact.
Solution. Il est clair que L est une partie équicontinue et fermée de C([0, 1], [0, 1]) muni
de la distance D∞. En plus pour tout s ∈ [0, 1],

{
f(s) ; f ∈ L

}
est une partie compacte

de [0, 1], il résulte du théorème d’Ascoli que (L, D∞) est compact.

Exercice 5.11. Considérons la suite de fonctions continues définies par :

fn : I = [0,+∞[ −→ R

x �−→ sin

√
x+ 4(nπ)

2

1. Montrer que la famille
{
fn ; n ≥ 1

}
est équicontinue sur I et que la suite (fn)n≥1

converge simplement vers 0.

2. Montrer que (fn)n≥1 n’admet aucune sous-suite convergente pour la topologie de
la convergence uniforme dans C(I, R).

Solution. 1. Pour tout n ≥ 1, fn est dérivable sur [0, +∞[ et on a :

f ′
n(x) =

1

2

√
x+ 4(nπ)

2
cos

√
x+ 4(nπ)

2
.

D’où |f ′
n(x)| ≤ 1

4nπ ≤ 1
4π . Il résulte du théorème des accroissements finis que la famille{

fn ; n ≥ 1
}
est équicontinue sur I, et que pour tout x ≥ 0 et pour tout n ≥ 1, on a

|fn(x) − fn(0)| ≤ 1
4nπ |x|, donc la suite (fn)n≥1 converge simplement vers 0.

2. Soit (fnk
)k≥1 une sous-suite de (fn)n≥1. Notons que (fnk

)k≥1 converge simplement
vers 0. Dire que (fnk

)k≥1 converge uniformément sur I revient à dire que pour tout ε > 0,
il existe k0 ∈ N tel que pour tout k ≥ k0 et pour tout x ≥ 0, on ait |fnk

(x)| < ε. Or

en prenant xk =
(
4(nkπ) +

π
2

)2 − 4(nkπ)
2
, alors xk ≥ 0 et on a fnk

(xk) = 1. Donc la
sous-suite (fnk

)k≥1 ne converge pas uniformément sur I.

Exercice 5.12. Soient K : [a, b]× [a, b] −→ R une application continue et B une partie
bornée de E = (C([a, b], R), D∞). Pour tout f ∈ E et pour tout s ∈ [a, b], on pose :

K(f)(s) =

∫ b

a

K(s, t)f(t)dt .

1. Montrer que la partie H =
{
K(f) ; f ∈ B

}
est uniformément équicontinue.
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2. Montrer que H est une partie relativement compacte de E.

Solution. 1. Soit M > 0 tel que |f(t)| ≤ M pour tout f ∈ B et pour tout t ∈ [a, b].
Pour tous s, s′ ∈ [a, b] et pour tout f ∈ B, on a :

K(f)(s)−K(f)(s′) =
∫ b

a

(
K(s, t)−K(s′, t)

)
f(t) dt, d’où :

∣∣K(f)(s)−K(f)(s′)
∣∣ ≤

∫ b

a

∣∣K(s, t)−K(s′, t)
∣∣ |f(t)| dt

≤ M

∫ b

a

∣∣K(s, t)−K(s′, t)
∣∣ dt .

Comme K est continue sur le compact [a, b]× [a, b], alors K est uniformément continue.
Donc, pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que pour tous s, s′, t, t′ ∈ [a, b] vérifiant

|s− s′| < η et |t− t′| < η, on ait |K(s, t)−K(s′, t′)| < ε

M(b− a)
. Par conséquent, pour

tous s, s′ ∈ [a, b] vérifiant |s− s′| < η, on a |K(f)(s)−K(f)(s′)| < ε, pour tout f ∈ B.
Donc H est uniformément équicontinue.
2. Comme K est continue et [a, b]× [a, b] est compact, il existe λ > 0 tel que pour tout
(s, t) ∈ [a, b] × [a, b], on ait |K(s, t)| ≤ λ. Soit s ∈ [a, b]. Alors pour tout f ∈ B, on a
|K(f)(s)| ≤ Mλ(b− a), donc

{
K(f)(s) ; f ∈ B

}
est une partie relativement compacte

dans R. D’après le théorème d’Ascoli, H est une partie relativement compacte de E.

Exercice 5.13. Soit (Pn)n≥0 une suite de fonctions polynômiales qui converge unifor-
mément sur R vers une fonction f . Montrer que f est une fonction polynômiale.
Solution. Soit ε > 0, alors il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N et pour tout
x ∈ R, on ait |Pn(x) − f(x)| < ε. Alors pour tous n,m ≥ N et pour tout x ∈ R, on a
|Pn(x)− Pm(x)| < 2ε. D’où pour tous n,m ≥ N et pour tout x ∈ R, on a :∣∣(Pn(x)− Pn(0)

)
−
(
Pm(x)− Pm(0)

)∣∣ < 4ε. On a :

Pn(x)− Pn(0) = a1x+ a2x
2 + · · ·+ akx

k et Pm(x)− Pm(0) = b1x+ b2x
2 + · · ·+ bkx

k .

S’il existe j ∈ {1, . . . , k} tel que aj �= bj, alors on a :
lim

n→+∞
∣∣(Pn(x)−Pn(0)

)
−
(
Pm(x)−Pm(0)

)∣∣ = +∞, ce qui est impossible. Donc il existe

k ∈ N∗ et des constantes a1, . . . ak ∈ R tels que pour tout n ≥ N et pour tout x ∈ R, on
ait Pn(x) = Pn(0)+a1x+a2x

2+ · · ·+akx
k. Or on a f(x)− f(0) = lim

n→+∞Pn(x)−Pn(0),

d’où pour tout x ∈ R, on a f(x) = f(0)+a1x+a2x
2+ · · ·+akx

k. Donc f est une fonction
polynômiale.

Exercice 5.14. Soient X et Y des espaces topologiques compacts et notons A le sous-
espace vectoriel de C(X × Y ) engendré par les applications (x, y) �−→ f(x)g(y), pour
f ∈ C(X) et g ∈ C(Y ). On munit C(X × Y ) de la topologie de la convergence uniforme.

1. Montrer que A est dense dans C(X × Y ). Autrement dit, pour tout h ∈ C(X × Y )
et pour tout ε > 0, il existe f1, . . . , fn ∈ C(X) et g1, . . . , gn ∈ C(Y ) tels que pour

tout (x, y) ∈ X × Y , on ait
∣∣h(x, y)− n∑

i=1

fi(x)gi(y)
∣∣ < ε.
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2. Soient X = Y = I = [0, 1]. Pour tout x ∈ I on définit fx ∈ C(I, R) par fx(y) =
|x − y|. Montrer, en étudiant la dérivabilité, que la famille (fx)x∈I est libre dans
C(I, R), i.e. toute sous-famille finie est libre.

3. Montrer que la fonction h : (x, y) �−→ |x − y| de I × I n’appartient pas à A. En
déduire que A n’est pas fermé dans C(I × I, R).

Solution. 1. Il est clair queA est une sous-algèbre de C(X×Y ) contenant les applications
constantes. En plus, d’après le théorème 3.6.1, A sépare les points de X × Y . Il résulte
alors du théorème de Stone-Weierstrass que A est dense dans C(X × Y ).
2. Soient x1, . . . , xn, n éléments distincts de ]0, 1[ et λi, α, β ∈ K tels que αf0 + βf1 +
n∑

i=1

λifxi = 0. S’il existe λi0 �= 0, alors on a fxi0
= −αf0 − βf1 −

n∑
i=1,i�=i0

λi

λi0

fxi . Or

la fonction fxi0
n’est pas dérivable en xi0 , par contre −αf0 − βf1 −

n∑
i=1,i�=i0

λi

λi0

fxi est

dérivable en xi0 , d’où la contradiction. Par conséquent, pour tout i, on a λi = 0. D’où
αf0 + βf1 = 0. En prenant y = 0 et puis y = 1, on obtient β = α = 0. Donc la famille
(fx)x∈I est libre.
3. Si h ∈ A, alors il existe f1, . . . , fn, g1, . . . , gn ∈ C(I, R) tels que pour tout (x, y) ∈

I × I, on ait |x − y| =

n∑
i=1

fi(x)gi(y), d’où fx(y) =

n∑
i=1

fi(x)gi(y), donc on a fx ∈

Vect{g1, . . . , gn}, l’espace vectoriel engendré par les gi. Or la famille (fx)x∈I est libre
et infinie, d’où la contradiction. Donc h �∈ A. Par conséquent, A n’est pas fermé dans
C(I × I, R).

Exercice 5.15. Soit f une fonction continue de [a, b] dans R et k un entier naturel
impair.

1. Montrer que pour tout ε > 0, il existe une fonction polynômiale P telle que pour
tout x ∈ [a, b], on ait

∣∣f(x)− P
(
xk
)∣∣ < ε.

2. Montrer que si k est pair, le résultat ci-dessus n’est plus vrai.

Solution. 1. Pour tout x ∈ [a, b], soit ϕ(x) = xk, alors ϕ est une fonction continue
sur [a, b], d’où ϕ([a, b]) = [c, d]. Comme k est impair, alors ϕ est injective, donc ϕ−1

est continue de [c, d] dans [a, b]. Pour tout y ∈ [c, d], soit g(y) = f
(
ϕ−1(y)

)
, alors g

est une fonction continue sur [c, d]. D’après le théorème de Stone–Weierstrass, il existe
une fonction polynômiale P telle que pour tout y ∈ [c, d], on ait |g(y)− P (y)| < ε. Soit
x ∈ [a, b], alors on a xk ∈ [c, d], d’où

∣∣g(xk
)
− P

(
xk
)∣∣ < ε. Or on a g

(
xk
)
= f(x), donc∣∣f(x)− P

(
xk
)∣∣ < ε.

2. Supposons k pair. Soient f(x) = x, ε = 1
2 et [a, b] = [−1, 1]. Comme k est pair, pour

toute fonction polynômiale P et pour tout x ∈ [−1, 1], on a P
(
xk
)
= P

(
(−x)k

)
, d’où

pour tout x ∈ [−1, 1], on a |2x| =
∣∣x − P

(
xk
)
−
(
− x − P

(
(−x)k

))∣∣ ≤ ∣∣x − P
(
xk
)∣∣ +∣∣ − x − P

(
xk
)∣∣. S’il existe une fonction polynômiale P telle que pour tout x ∈ [−1, 1],

on ait
∣∣f(x)−P

(
xk
)∣∣ < 1

2 , alors pour tout x ∈ [−1, 1], on a |2x| < 2, ce qui est impossible.

Pour plus d’exercices, voir le supplément associé à ce livre.



Chapitre 6

ESPACES NORMÉS

D
aNS ce chapitre, le corps des scalaires K désigne soit R, soit C. Les espaces vectoriels
seront des K-espaces vectoriels. Lorsque le corps des scalaires n’est pas précisé, il

est sous-entendu que les définitions et résultats sont valables dans les deux cas. Lorsque
plusieurs espaces vectoriels interviennent dans le même énoncé, il est sous-entendu, à
moins que le contraire ne soit spécifié, qu’ils ont le même corps des scalaires. Les espaces
normés sont extrêmement utilisés dans de nombreuses branches des mathématiques. Les
espaces de Banach, i.e. les espaces normés complets se présentent naturellement dans
l’étude des espaces fonctionnels liés à la théorie de l’intégration �� espaces Lp

��. En plus,
dans le cadre des espaces de Banach, on peut étendre le calcul différentiel à n variables.
On étudie dans ce chapitre les propriétés élémentaires des espaces normés. On poursuivra
leur étude dans le chapitre 7.

6.1 Espaces normés

Définition 6.1.1. Une norme sur un K-espace vectoriel E est une application :

‖ ‖ : E −→ R+

x �−→ ‖x‖

possédant les propriétés suivantes :

(N1) pour tout x ∈ E non nul, on a ‖x‖ �= 0 ;

(N2) pour tout x ∈ E et tout λ ∈ K, on a ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ ;

(N3) pour tout x, y ∈ E, on a ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (inégalité de convexité).

L’espace E, muni de la norme ‖ ‖, est dit espace normé ou espace vectoriel normé
(ou K-espace vectoriel normé, si on veut préciser le corps K). On note souvent un tel
espace (E, ‖ ‖). On déduit de la propriété (N2) que l’on a ‖0‖ = 0.

Proposition 6.1.1. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé.

221
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1. La propriété (N2) ci-dessus est équivalente à la forme affaiblie suivante :
(N2′) pour tout x ∈ E et tout λ ∈ K, on a ‖λx‖ ≤ |λ| ‖x‖.

2. On peut remplacer la propriété (N3) ci-dessus par la propriété suivante :
(N3′) pour tout x, y ∈ E et tout t ∈ [0, 1], on a :

‖tx+ (1− t)y‖ ≤ t‖x‖+ (1− t)‖y‖ .

3. Pour tout x, y ∈ E, on a l’inégalité | ‖x‖ − ‖y‖ | ≤ ‖x− y‖.

4. L’inégalité (N3) se généralise à n points. Pour tout x1, x2, . . . , xn ∈ E, on a :

∥∥∥ n∑
i=1

xi

∥∥∥ ≤
n∑

i=1

‖xi‖.

Démonstration. 1. Il est clair que (N2) =⇒ (N2′). Réciproquement, supposons (N2′)
vérifiée. Soient x ∈ E et λ ∈ K. Si λ = 0, alors 0 ≤ ‖λx‖ ≤ |λ| ‖x‖ = 0. Si λ �= 0, alors
on a |λ|‖x‖ = |λ| ‖λ−1(λx)‖ ≤ |λ| |λ−1| ‖λx‖ = ‖λx‖ ≤ |λ| ‖x‖. On en déduit (N2).
2. Supposons (N3) vérifiée, alors pour tout x, y ∈ E et tout t ∈ [0, 1], on a :

‖tx+ (1 − t)y‖ ≤ ‖tx‖+ ‖(1− t)y‖ = t‖x‖+ (1− t)‖y‖.

Réciproquement, supposons (N3′) vérifiée. Soient x, y ∈ E, en prenant t = 1
2 , on obtient :

‖x+ y‖ =
∥∥1
2 (2x) +

1
2 (2y)

∥∥ ≤ 1
2‖2x‖+

1
2‖2y‖ = 1

22‖x‖+
1
22‖y‖ = ‖x‖+ ‖y‖ .

3. On a ‖x‖ = ‖y+ (x− y)‖ ≤ ‖y‖+ ‖x− y‖, d’où ‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x− y‖. De même, on a
‖y‖ − ‖x‖ ≤ ‖y − x‖ = ‖x− y‖. Par conséquent, on a | ‖x‖ − ‖y‖ | ≤ ‖x− y‖.
La dernière propriété est triviale. On vérifie celle-ci par récurrence sur n. �

Distance associée à une norme. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Pour tout x, y ∈ E,
on pose d(x, y) = ‖x − y‖. On vérifie facilement que d est une distance sur E, appelée
distance associée à la norme. La topologie correspondante sera appelée topologie
normique. Sauf mention du contraire, on munit tous les espaces normés de la topologie
normique. La distance d associée à la norme possède les propriétés suivantes :

(a) d(x+ z, y + z) = d(x, y) quels que soient x, y, z ∈ E.

(b) d(λx, λy) = |λ|d(x, y) pour tout x ∈ E et tout λ ∈ K.

Réciproquement, si E est un K-espace vectoriel muni d’une distance d possédant les deux
propriétés (a) et (b) ci-dessus, alors d est définie à partir d’une norme ; il suffit de poser
‖x‖ = d(0, x), pour tout x ∈ E.

Proposition 6.1.2. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Alors on a :

1. L’application
E × E −→ E
(x, y) �−→ x+ y

est lipschitzienne, donc uniformément continue.
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2. L’application suivante est continue.

K× E −→ E
(λ, x) �−→ λx

3. L’application suivante est lipschitzienne, donc uniformément continue.

E −→ R+

x �−→ ‖x‖

4. Les translations, et les homothéties de rapport non nul sont des homéomorphismes
de E. Autrement dit, pour tout a ∈ E et tout λ ∈ K, non nul, les applications
suivantes sont des homéomorphismes de E.

E −→ E
x �−→ x+ a

et
E −→ E
x �−→ λx

Démonstration. 1. On a :

‖x+ y − (x′ + y′)‖ = ‖x− x′ + y − y′‖ ≤ ‖x− x′‖+ ‖y − y′‖ = D1

(
(x, y), (x′, y′)

)
.

Comme la topologie produit sur E × E est définie par la distance D1, voir paragraphe
2.4, on en déduit que l’application (x, y) �−→ x + y est lipschitzienne, donc elle est
uniformément continue.
2. Rappelons que la topologie produit sur K×E est aussi définie par la distance D∞, où
D∞

(
(λ, x), (λ0, x0)

)
= max

{
|λ− λ0|, ‖x− x0‖

}
. Soient (λ0, x0) ∈ K× E et ε > 0, alors

η =
ε

‖x0‖+ |λ0|+ ε+ 1
> 0. Soit (λ, x) ∈ K × E tel que D∞

(
(λ, x), (λ0, x0)

)
< η, alors

on a |λ− λ0| < η et ‖x− x0‖ < η. D’où on a :

‖λx− λ0x0‖ = ‖λx− λx0 + λx0 − λ0x0‖

≤ |λ| ‖x− x0‖+ |λ− λ0| ‖x0‖

≤ η
(
|λ|+ ‖x0‖

)
< η

(
|λ0|+ η + ‖x0‖

)
< η

(
|λ0|+ 1 + ‖x0‖

)
< ε .

Il en résulte que l’application (λ, x) �−→ λx est continue en (λ0, x0), donc elle est continue.
3. Ceci résulte de la proposition précédente.
4. Cette propriété est triviale. �

Corollaire 6.1.1. Soient (E, ‖ ‖) un K-espace vectoriel normé, (xn)n≥0, (yn)n≥0 deux
suites convergentes dans E et (λn)n≥0 une suite convergente dans K. Alors les suites
(xn + yn)n≥0, (λnxn)n≥0 et

(
‖xn‖

)
n≥0

sont convergentes dans leurs espaces respectives,

et on a lim
n→+∞ xn + yn = lim

n→+∞xn + lim
n→+∞ yn, lim

n→+∞ λnxn =
(

lim
n→+∞λn

) (
lim

n→+∞ xn

)
et lim

n→+∞ ‖xn‖ =
∥∥ lim

n→+∞ xn

∥∥.
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Définition 6.1.2. Deux normes ‖ ‖ et ‖ ‖′ sur un espace vectoriel E sont dites équiva-
lentes s’il existe α, β ∈ ]0, +∞[ tels que pour tout x ∈ E, on ait α ‖x‖ ≤ ‖x‖′ ≤ β ‖x‖.

On va voir, exercice 6.6, que deux normes sur E sont équivalentes si et seulement si
elles définissent des distances équivalentes, ou encore si et seulement si elles définissent
la même topologie sur E.

Remarque 6.1.1. Soient E un espace vectoriel et ‖ ‖, ‖ ‖′ deux normes sur E. S’il existe
une suite (xn)n≥0 dans E telle que la suite (‖xn‖)n≥0 soit bornée et la suite (‖xn‖′)n≥0

ne soit pas bornée, alors les deux normes ‖ ‖ et ‖ ‖′ ne sont pas équivalentes. On va
beaucoup utiliser cette remarque dans les exercices.

Définition 6.1.3. Un espace de Banach est un espace normé (E, ‖ ‖) qui est complet
pour la distance associée à la norme.

Remarque 6.1.2. Soient E un espace vectoriel et ‖ ‖, ‖ ‖′ deux normes équivalentes
sur E. Alors (E, ‖ ‖) est un espace de Banach si et seulement si (E, ‖ ‖′) est un espace
de Banach.

Exemple 6.1.1. 1. La valeur absolue est une norme sur R , le module est une norme
sur C.

2. Les normes sur C considéré comme un C-espace vectoriel sont de la forme : a|z|,
avec a > 0. En effet, soit ‖ ‖ une norme sur C, alors pour tout z ∈ C , on a z = z.1
d’où ‖z‖ = |z| ‖1‖. On pose alors a = ‖1‖.

3. Sur le K-espace vectoriel Kn, on peut définir les trois normes suivantes :
pour tout x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn, on a :

‖x‖1 =
n∑

i=1

|xi| , ‖x‖2 =
( n∑

i=1

|xi|2
) 1

2

, ‖x‖∞ = sup
1≤i≤n

|xi|.

La norme ‖ ‖2 est appelée la norme euclidienne sur Kn, voir proposition 2.1.2.

4. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et F un sous-espace vectoriel de F . La restriction
de la norme ‖ ‖ sur F est une norme, appelée norme induite.

5. Soient X un ensemble non vide et B(X, K) le K-espace vectoriel des applications
bornées définies sur X et à valeurs dans K . Pour tout f ∈ B(X, K), on pose
‖f‖∞ = sup

x∈X
|f(x)|. Alors ‖ ‖∞ est une norme sur B(X, K). Notons que cette

norme est associée à la distance d∞ ; définie par d∞(f, g) = sup
x∈X

|f(x)− g(x)|, voir
proposition 2.6.8.

6. Soient X un espace compact et C(X) l’espace vectoriel des applications continues
de X dans K , on a C(X) ⊂ B(X, K). Donc (C(X), ‖ ‖∞) est un espace normé.

7. Soient X un espace localement compact et C0(X) l’espace vectoriel des applications
de X dans K continues et tendant vers 0 à l’infini, on a C0(X) ⊂ B(X, K). Donc
(C0(X), ‖ ‖∞) est un espace normé.
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8. Sur le K-espace vectoriel C([0, 1]) des applications continues de [0, 1] dans K , on

a la norme suivante : pour tout f ∈ C([0, 1]), ‖f‖1 =
∫ 1

0

|f(t)| dt.

Les exemples ci-dessus sont des espaces de Banach sauf l’espace C([0, 1]) muni de la
norme ‖ ‖1, voir exercice 2.32. On verra d’autres exemples d’espaces normés dans le
paragraphe 6.2.

Remarque 6.1.3. Sur un espace vectoriel admettant plusieurs normes, le choix d’une
norme donnée dépend de ce que l’on veut étudier exactement. Par exemple, sur E =
C1([0, 1], R), l’espace vectoriel des fonctions réelles de classe C1 définies sur [0, 1], on a
plusieurs normes.

– Si on désire exprimer qu’une fonction f ∈ E est voisine de 0 lorsqu’elle est petite
pour tout x, on choisira la norme ‖f‖ = sup

0≤x≤1
|f(x)|.

– Si par contre on veut seulement exprimer qu’une fonction f ∈ E est petite en

moyenne, on choisira la norme ‖f‖ =

∫ 1

0

|f(x)|dx.

– Si on souhaite exprimer qu’une fonction f ∈ E, non seulement est petite partout,
mais aussi n’oscille pas trop, on choisira la norme ‖f‖ = |f(0)|+ sup

0≤x≤1
|f ′(x)|.

Notations. Soient E un K-espace vectoriel, A, B deux sous-ensembles de E, x ∈ E et
λ ∈ K, on définit :

A+B = {a+ b ; a ∈ A , b ∈ B} , x+A = {x}+A = {x+ a ; a ∈ A}

λA = {λa ; a ∈ A} , −A = (−1)A = {−a ; a ∈ A} .
Notez que avec ces conventions, il est possible que 2A �= A+A.

Définition 6.1.4. Soient E un K-espace vectoriel et A un sous-ensemble de E.

1. Soient x, y ∈ E. On appelle segment de E d’extrémités x et y l’ensemble :

[x, y] = {(1− t)x+ ty ; 0 ≤ t ≤ 1}.

2. On dit que A est convexe si pour tout x, y ∈ A, le segment de E d’extrémités x
et y est contenu dans A. Autrement dit, A est convexe si pour tout t ∈ [0, 1], on a
tA+ (1− t)A ⊂ A.

x

y

ensemble convexe

x

y

ensemble non convexe

Dans un espace normé, tout ensemble convexe est connexe par arcs, mais la réciproque
est en général fausse. En effet, soit E = R2 muni de la norme euclidienne. Si A = {(x, y) ∈
R2 ; xy ≥ 0}, alors A est connexe par arcs et non convexe.
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Exemple 6.1.2. 1. Soient E un espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E.
Alors pour tout a ∈ E, a+ F est un sous-ensemble convexe de E.

2. Les sous-ensembles convexes de l’espace vectoriel R sont les intervalles.

Proposition 6.1.3. Soit E un K-espace vectoriel.

1. Si A est un sous-ensemble convexe de E, alors pour tout n ∈ N∗, pour toute suite
finie x1, . . . , xn d’éléments de A et pour toute suite finie t1 ≥ 0, . . . , tn ≥ 0 tels que
n∑

i=1

ti = 1, on a
n∑

i=1

tixi ∈ A.

2. Si A est un sous-ensemble convexe de E, alors pour tout n ≥ 1, on a nA =
A+ · · ·+A︸ ︷︷ ︸

n fois

.

3. Si A est un sous-ensemble convexe de E tel que 0 ∈ A, alors on a tA ⊂ A pour
tout 0 ≤ t ≤ 1.

4. Si A et B sont des sous-ensembles convexes de E et λ ∈ K, alors λA et A+B sont
des ensembles convexes.

5. Une intersection de sous-ensembles convexes de E est convexe.

6. Soient F est un K-espace vectoriel et f : E −→ F une application affine.
Autrement dit, il existe b ∈ F et g : E −→ F une application linéaire tels que
f = g+b. Alors l’image par f (resp. l’image réciproque) d’un sous-ensemble convexe
de E (resp. F ) est un sous-ensemble convexe de F (resp. E).

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 6 du supplément.

Proposition 6.1.4. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Alors on a :

1. Pour tout a ∈ E et pour tout r > 0, les boules B(a, r) et B′(a, r) sont convexes.

2. Tout ouvert de (E, ‖ ‖) est localement connexe par arcs.

Démonstration. 1. Soient x, y ∈ E et t ∈ [0, 1], on a :

a− (tx+ (1− t)y) = ta+ (1 − t)a− (tx+ (1 − t)y) = t(a− x) + (1 − t)(a− y) .

D’où on a ‖a− (tx+ (1− t)y)‖ ≤ t ‖a− x‖+ (1− t) ‖a− y‖. Si x, y ∈ B(a, r), alors on a
t ‖a−x‖+(1−t) ‖a−y‖ < tr+(1−t)r = r. Par conséquent, on a ‖a−(tx+(1−t)y)‖ < r,
d’où tx + (1 − t)y ∈ B(a, r). Si x, y ∈ B′(a, r), alors on a t ‖a− x‖ + (1 − t) ‖a − y‖ ≤
tr+(1−t)r = r. Par conséquent, on a ‖a−(tx+(1−t)y)‖ ≤ r, d’où tx+(1−t)y ∈ B′(a, r).
Donc B(a, r) et B′(a, r) sont des sous-ensembles convexes de E.
2. Ceci résulte de 1. �

On déduit du théorème 4.4.1 et de la proposition précédente le résultat suivant.

Proposition 6.1.5. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et U un ouvert dans E. On a :

1. U est connexe si et seulement si U est connexe par arcs.

2. Les composantes connexes de U sont ouvertes, fermées dans U , et connexes par
arcs.
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6.2 Deux inégalités fondamentales et espaces �p

Soit p ∈ ]1,+∞[, il existe un unique q ∈ ]1,+∞[ tel que 1
p + 1

q = 1. En effet, il suffit de

prendre q = p
p−1 . Notons que l’on a (p− 1)q = p et (q − 1)(p− 1) = 1. Notons aussi que

si p = 2, alors on a q = 2.

Lemme 6.2.1. Soient p, q ∈ ]1,+∞[ tels que 1
p + 1

q = 1. Pour tout s, t ≥ 0, on a :

s t ≤ 1
p s

p + 1
q t

q

s t = 1
p s

p + 1
q t

q ⇐⇒ sp = tq .

Démonstration. Soit s ≥ 0 fixé et pour
tout t ≥ 0, soit ϕ(t) = 1

p s
p + 1

q t
q − s t, alors

ϕ est dérivable sur ]0, +∞[ et on a ϕ′(t) =
tq−1−s. On en déduit le tableau de variation
ci-contre de ϕ. Donc pour tout t ≥ 0, on a
ϕ(t) ≥ 0, et ϕ(t) = 0 ⇐⇒ sp = tq. �

t 0 sp−1 +∞

ϕ′(t) − 0 +

ϕ(t) 1
ps

p

� 0 �
+∞

Notations.

– Pour tout n ∈ N∗ et pour tout x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn, on pose :

‖x‖p =

⎧⎨
⎩
(
|x1|p + · · · + |xn|p

) 1
p si 1 ≤ p < +∞ ,

max
(
|x1| , . . . , |xn|

)
si p = ∞ .

– On désigne par �∞ le K-espace vectoriel des suites de scalaires bornées en module.
Autrement dit, on a �∞ = B(N, K) = Cb(N). Pour tout x = (xn)n≥0 ∈ �∞, on
pose :

‖x‖∞ = sup
n≥0

|xn| .

– On désigne par c0 le sous-espace vectoriel de �∞ formé des suites qui convergent
vers 0. On désigne par cc le sous-espace vectoriel de c0 formé des suites dont tous les
termes sont nuls sauf un nombre fini. En fait, N est un espace métrique localement
compact et on a c0 = C0(N) et cc = Cc(N), voir définition 3.6.2.

– Pour tout entier n ≥ 0, soit en = (δn,k)k≥0 ∈ cc, où δn,k est le symbole de Kronecker
défini par :

δn,k =

{
1 si k = n ,
0 si k �= n .

Autrement dit, en est la suite dont le terme d’indice n vaut 1 et tous les autres
sont nuls.

– Pour tout p ∈ [1,+∞[, on désigne par �p l’ensemble des suites de scalaires x =

(xn)n≥0 pour lesquelles la série
∑
n≥0

|xn|p est convergente. Pour tout x = (xn)n≥0 ∈

�p, on pose :

‖x‖p =
( ∞∑

n=0

|xn|p
) 1

p

.
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Théorème 6.2.1. Soient p, q ∈ ]1,+∞[ tels que 1
p + 1

q = 1. Pour tous x = (x1, . . . , xn),

y = (y1, . . . , yn) ∈ Kn, on a :

1.
∣∣∣ n∑
j=1

xj yj

∣∣∣ ≤ ( n∑
j=1

|xj |p
) 1

p
( n∑

j=1

|yj |q
) 1

q

(inégalité de Hölder).

2.
( n∑

j=1

|xj + yj |p
) 1

p ≤
( n∑

j=1

|xj |p
) 1

p

+
( n∑

j=1

|yj |p
) 1

p

(inégalité de Minkowski).

Démonstration. 1. Si ‖x‖p = 0 ou ‖y‖q = 0, l’inégalité est triviale, donc on suppose
‖x‖p �= 0 et ‖y‖q �= 0 . D’après le lemme précédent, pour tout j ∈ {1, . . . , n}, on a :

|xj |
‖x‖p

|yj |
‖y‖q

≤ 1

p

|xj |p

‖x‖pp
+

1

q

|yj |q

‖y‖qq

donc on a :

n∑
j=1

|xj |
‖x‖p

|yj |
‖y‖q

≤ 1

p ‖x‖pp

n∑
j=1

|xj |p +
1

q ‖y‖qq

n∑
j=1

|yj |q

=
1

p ‖x‖pp
‖x‖pp +

1

q ‖y‖qq
‖y‖qq

=
1

p
+

1

q
= 1 .

Par conséquent, on a
∣∣∣ n∑
j=1

xj yj

∣∣∣ ≤ n∑
j=1

|xj | |yj | ≤ ‖x‖p ‖y‖q .

2. On a :

n∑
j=1

|xj + yj |p =

n∑
j=1

|xj + yj| |xj + yj |p−1

≤
n∑

j=1

(
|xj |+ |yj |

)
|xj + yj |p−1

=

n∑
j=1

|xj | |xj + yj |p−1
+

n∑
j=1

|yj | |xj + yj |p−1
.

D’autre part, d’après l’inégalité de Hölder, on a :

n∑
j=1

|xj | |xj + yj |p−1 ≤
( n∑

j=1

|xj |p
) 1

p( n∑
j=1

|xj + yj |(p−1)q
) 1

q

n∑
j=1

|yj | |xj + yj |p−1 ≤
( n∑

j=1

|yj|p
) 1

p( n∑
j=1

|xj + yj |(p−1)q
) 1

q

.
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Par conséquent, on a :

‖x+ y‖pp ≤
(
‖x‖p + ‖y‖p

) ( n∑
j=1

|xj + yj |p
) 1

q

=
(
‖x‖p + ‖y‖p

) (
‖x+ y‖p

) p
q .

D’où on a
(
‖x+ y‖p

)p− p
q ≤ ‖x‖p + ‖y‖p, donc ‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p . �

Remarque 6.2.1. Notons que l’inégalité de Cauchy–Schwarz, voir proposition 2.1.2, est
un cas particulier de l’inégalité de Hölder.

Proposition 6.2.1. Soit n ∈ N∗, on a les propriétés suivantes :

1. Pour tout p ∈ [1, +∞], l’application x �−→ ‖x‖p est une norme sur Kn.

2. Pour tous p, q ∈ [1, +∞[ tels que p ≤ q et pour tout x ∈ Kn, on a :

‖x‖∞ ≤ ‖x‖q ≤ ‖x‖p ≤ n
1
p ‖x‖∞ .

3. On a lim
p→+∞ ‖x‖p = ‖x‖∞.

Démonstration. 1. Il est clair que x �−→ ‖x‖∞ est une norme sur Kn. On déduit de
l’inégalité de Minkowski que pour tout p ∈ [1, +∞[ , x �−→ ‖x‖p est une norme sur Kn.
Notons aussi que pour tout x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Kn, on a :

∣∣∣ n∑
j=1

xj yj

∣∣∣ ≤ n∑
i=1

|xi| |yi| ≤
n∑

i=1

|xi| ‖y‖∞ = ‖x‖1 ‖y‖∞ .

2. Soit x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a |xi|q ≤ |x1|q+ · · · + |xn|q =
‖x‖qq, d’où |xi| ≤ ‖x‖q . Par conséquent, on a ‖x‖∞ ≤ ‖x‖q . Si x = 0, alors les inégalités à

montrer sont triviales, donc on peut supposer x �= 0. On a ‖x‖q ≤ ‖x‖p ⇐⇒
∥∥∥ x

‖x‖p

∥∥∥
q
≤

1, d’où l’idée de poser yi =
xi

‖x‖p
. On a |yi| ≤ 1 et q ≥ p, on en déduit que l’on

a |yi|q ≤ |yi|p, d’où
|xi|q

‖x‖qp
≤ |xi|p

‖x‖pp
. Donc on a

‖x‖qq
‖x‖qp

=

n∑
i=1

|xi|q

‖x‖qp
≤

n∑
i=1

|xi|p

‖x‖pp
= 1,

d’où ‖x‖qq ≤ ‖x‖qp. Par conséquent, on a ‖x‖q ≤ ‖x‖p . D’autre part, on a ‖x‖p =( n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

≤
( n∑

i=1

‖x‖p∞
) 1

p

= n
1
p ‖x‖∞ .

3. Comme on a lim
p→+∞n

1
p = 1, alors lim

p→+∞ ‖x‖p = ‖x‖∞. �

Remarque 6.2.2. Si p ∈ ]0, 1[, on vérifie facilement que pour tous s ≥ 0 et t ≥ 0, on a :

(s+ t)p ≤ sp + tp et (s+ t)
1
p ≤ 2

1
p
(
s
1
p + t

1
p
)
.

On en déduit que pour tout x, y ∈ Kn, on a ‖x+ y‖p ≤ 2
1
p
(
‖x‖p + ‖y‖p

)
. D’autre part,

si x = (1, 0, · · · , 0) et y = (0, 1, 0, · · · , 0), alors on a :

‖x‖p = ‖y‖p = 1 et ‖x+ y‖p = 2
1
p > 2 = ‖x‖p + ‖y‖p .
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Donc l’application x �−→ ‖x‖p n’est pas une norme sur Kn. On reviendra sur ce cas,
p ∈ ]0, 1[, dans le chapitre 9, voir exercice 9.6.

Remarque 6.2.3. Pour tout p ∈ [1, +∞], soit Bp = Bp(0, 1) la boule ouverte de centre
0 et de rayon 1 pour la norme ‖ ‖p dans Kn. Alors Bp est convexe et symétrique par
rapport à 0. Comme on a ‖x‖∞ ≤ ‖x‖3 ≤ ‖x‖2 ≤ ‖x‖ 3

2
≤ ‖x‖1 , alors on a les inclusions

suivantes B1 ⊂ B 3
2
⊂ B2 ⊂ B3 ⊂ B∞.

Pour n = 2, on a les trois boules ouvertes de centre 0 et de rayon 1 correspondantes dans
R2 :

y

x

B1(0, 1)

0

1

1

y

x

B2(0, 1)

0

1

1

y

x

B∞(0, 1)

0

1

1

Proposition 6.2.2. On a les propriétés suivantes :

1. Pour tout p ∈ [1,+∞], �p est un K-espace vectoriel et l’application x �−→ ‖x‖p est
une norme sur �p.

2. L’espace (�p, ‖ ‖p) est de Banach.

3. L’espace (c0, ‖ ‖∞) est de Banach.

4. Pour tout p ∈ [1, +∞[, on a cc ⊂ �p ⊂ c0 ⊂ �∞.

5. Pour tous p, q ∈ [1,+∞[, on a �p ⊂ �q si et seulement si p ≤ q

6. Si 1 ≤ p ≤ q < +∞, alors pour tout x ∈ �p, on a ‖x‖∞ ≤ ‖x‖q ≤ ‖x‖p.

Démonstration. 1. Si p = +∞, c’est clair. On suppose p ∈ [1,+∞[. Il est clair que
‖x‖p = 0 ⇐⇒ x = 0 . Pour tout x = (xn)n≥0 ∈ �p et tout λ ∈ K , on a ‖λx‖p =
|λ| ‖x‖p < +∞, donc λx ∈ �p. Soient x = (xn)n≥0 et y = (yn)n≥0 ∈ �p. D’après
l’inégalité de Minkowski, pour tout n ≥ 0, on a :

( n∑
j=0

|xj + yj|p
) 1

p ≤
( n∑

j=0

|xj |p
) 1

p

+
( n∑

j=0

|yj|p
) 1

p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p < +∞ .



6.2. Deux inégalités fondamentales et espaces �p 231

On fait tendre n vers l’infini, on obtient
( ∞∑

n=0

|xj + yj |p
) 1

p ≤ ‖x‖p+‖y‖p . Donc x+y ∈ �p

et on a ‖x+y‖p ≤ ‖x‖p+‖y‖p. Par conséquent, �p est un K-espace vectoriel et x �−→ ‖x‖p
est bien une norme sur �p.
2. Le fait que (�∞, ‖ ‖∞) est un espace de Banach résulte de la proposition 2.6.8.
Montrons que (�p, ‖ ‖p) est un espace de Banach pour tout p ∈ [1,+∞[. Soit (ξk)k≥0 une
suite de Cauchy dans (�p, ‖ ‖p). Pour tout k ≥ 0, on a ξk = (xk,n)n≥0, avec xk,n ∈ K.
Soit ε > 0, alors il existe k0 ∈ N tel que pour tout k, k′ ≥ k0, on ait :

( ∞∑
n=0

|xk,n − xk′,n|p
) 1

p

= ‖ξk − ξk′‖p < ε .

Soit n ≥ 0. Pour tout k, k′, on a |xk,n − xk′,n| ≤ ‖ξk − ξk′‖p, donc la suite (xk,n)k≥0 est
de Cauchy dans K qui est de Banach, donc il existe xn ∈ K tel que lim

k→+∞
xk,n = xn.

Pour tout N ≥ 0 et pour tout k, k′ ≥ k0, on a :

( N∑
n=0

|xk,n − xk′,n|p
) 1

p ≤ ‖ξk − ξk′‖p < ε .

On fait tendre k′ vers l’infini, on obtient que :

( N∑
n=0

|xk,n − xn|p
) 1

p ≤ ε .

Ceci étant vrai pour tout N ≥ 0, d’où on a :

( ∞∑
n=0

|xk,n − xn|p
) 1

p ≤ ε .

Soit x = (xn)n≥0, alors on a x − ξk ∈ �p. Comme �p(N) est un espace vectoriel, alors
x = x− ξk + ξk ∈ �p. De plus l’inégalité précédente montre que (ξk)k≥0 converge vers x
dans (�p, ‖ ‖p).
3. Quand on munit N de la topologie discrète, alors N est un espace localement compact et
on a c0 = C0(N), et la norme ‖ ‖∞ est la norme associée à la distance de la convergence
uniforme. Il résulte de la proposition 3.6.5 que (c0, ‖ ‖∞) est de Banach. Mais on va
donner une preuve directe de ce résultat. Il suffit de montrer que c0 est fermé dans
(�∞, ‖ ‖∞). Soit (ξk)k≥0 une suite dans c0 convergente vers x = (xn)n≥0 ∈ �∞. Pour tout
k ≥ 0, on a ξk = (xk,n)n≥0, avec xk,n ∈ K. Soit ε > 0, alors il existe k0 ∈ N tel que pour
tout k, k′ ≥ k0, on ait ‖ξk − x‖∞ < ε, d’où pour tout k ≥ k0 et pour tout n ≥ 0 on a
|xk,n − xn| < ε. Donc, pour tout n ≥ 0, on a |xn| ≤ |xk0,n − xn| + |xk0,n| < ε + |xk0,n|.
Comme ξk0 ∈ c0, il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait |xk0,n| < ε, d’où pour
tout n ≥ N , on a |xn| < 2ε. Donc on a x ∈ c0. Par conséquent, (c0, ‖ ‖∞) est un espace
de Banach.
4. Les inclusions cc ⊂ �p et c0 ⊂ �∞ sont claires. Vérifions que l’on a �p ⊂ c0. Soit

x = (xn)n≥0 ∈ �p, alors on a

+∞∑
n=0

|xn|p < +∞, donc lim
n→+∞ |xn|p = 0 et alors on a
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lim
n→+∞ |xn| = 0. Autrement dit, on a x ∈ c0.

5. Supposons d’abord que p ≤ q. Soit x = (xn)n≥0 ∈ �p, alors x ∈ c0. Donc il existe
N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait |xn| ≤ 1. Par conséquent, pour tout n ≥ N , on a

|xn|q ≤ |xn|p, d’où
∞∑
n=0

|xn|q < +∞, donc x ∈ �p. Ainsi, on a �p ⊂ �q.

Réciproquement, supposons que l’on a �p ⊂ �q. Si p > q, pour tout n ≥ 1, soit xn =
1

n
1
q

,

alors x = (xn)n≥1 ∈ �p, mais x �∈ �q, ce qui contredit l’hypothèse. Donc on a bien p ≤ q.
6. Soit x = (xn)n≥0 ∈ �p. Pour tout n ≥ 0, on a |xn| ≤ ‖x‖q, d’où ‖x‖∞ ≤ ‖x‖q. D’après
la proposition précédente, pour tout n ≥ 0, on a :

( n∑
i=0

|xi|q
) 1

q ≤
( n∑

i=0

|xi|p
) 1

p ≤ ‖x‖p .

On fait tendre n vers l’infini, on obtient ‖x‖q ≤ ‖x‖p. �

Remarque 6.2.4. On verra, exercice 6.34, que si 1 ≤ p ≤ q < +∞, alors �p est dense
dans (�q, ‖ ‖q).

6.3 Applications linéaires continues

Théorème 6.3.1. Soient (E1, ‖ ‖1), (E2, ‖ ‖2) deux espaces normés et f : E1 −→ E2

une application linéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe un nombre M > 0 tel que pour tout x ∈ E1, on ait ‖f(x)‖2 ≤ M‖x‖1 .

(ii) f est bornée sur la sphère S = {x ∈ E1 ; ‖x‖1 = 1}.

(iii) f est lipschitzienne.

(iv) f est uniformément continue.

(v) f est continue.

(vi) f est continue en 0.

Démonstration. Il est clair que (i)=⇒(ii). Montrons que (ii)=⇒(iii). Par hypothèse,
il existe une constante A > 0 telle que pour tout x ∈ S, on ait ‖f(x)‖2 ≤ A. Soient

x, y ∈ E1 tels que x �= y, alors on a
∥∥∥f( x− y

‖x− y‖1

)∥∥∥
2
≤ A. Or on a :

∥∥∥f( x− y

‖x− y‖1

)∥∥∥
2
=
∥∥∥ 1

‖x− y‖1
(f(x) − f(y))

∥∥∥
2
=

1

‖x− y‖1
‖f(x)− f(y)‖2

d’où ‖f(x) − f(y)‖2 ≤ A ‖x − y‖1. Donc f est lipschitzienne. Les implications (iii) =⇒
(iv) =⇒ (v) =⇒ (vi) sont claires. Il reste à montrer que (vi) =⇒ (i). Par hypothèse,
l’application f est continue en 0, et on a f(0) = 0 car f est linéaire, donc pour tout
ε > 0, il existe η > 0 tel que pour tout x ∈ E1 vérifiant ‖x‖1 ≤ η, on ait ‖f(x)‖2 ≤ ε.

Soit x ∈ E1, avec x �= 0, alors
∥∥∥ ηx

‖x‖1

∥∥∥
1
= η, donc on a

∥∥∥f( ηx

‖x‖1

)∥∥∥
2
≤ ε.
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Or on a
∥∥∥f( ηx

‖x‖1

)∥∥∥
2
=
∥∥∥ η

‖x‖1
f(x)

∥∥∥
2
=

η

‖x‖1
‖f(x)‖2, d’où ‖f(x)‖2 ≤ ε

η
‖x‖1. Il suffit

maintenant de prendre M =
ε

η
pour avoir (i). �

Définition 6.3.1. Soient (E1, ‖ ‖1), (E2, ‖ ‖2) deux espaces normés et f : E1 −→ E2

une application linéaire continue. La meilleure constante apparaissant dans la condition
(i) du théorème précédent s’appelle la norme de f et se note ‖f‖. Autrement dit, on a
‖f‖ = inf

{
M > 0 ; ‖f(x)‖2 ≤ M ‖x‖1 pour tout x ∈ E1

}
.

Proposition 6.3.1. Soient (E1, ‖ ‖1), (E2, ‖ ‖2) deux espaces normés et f : E1 −→ E2

une application linéaire continue. Alors on a :

1. ‖f‖ = sup
‖x‖1<1

‖f(x)‖2 = sup
‖x‖1≤1

‖f(x)‖2 = sup
‖x‖1=1

‖f(x)‖2 = sup
x �=0

‖f(x)‖2
‖x‖1

.

2. Pour tout x ∈ E1, on a ‖f(x)‖2 ≤ ‖f‖ ‖x‖1.

Démonstration. 1. Puisque f est continue, alors l’ensemble

B =
{
M > 0 ; ‖f(x)‖2 ≤ M ‖x‖1 pour tout x ∈ E1

}
est non vide (et minoré dans R+), donc ‖f‖ = inf

{
M ; M ∈ B

}
existe dans R+. Soit

M ∈ B, alors pour tout x ∈ E1, on a ‖f(x)‖2 ≤ M ‖x‖1, donc sup
‖x‖1≤1

‖f(x)‖2 ≤ M .

Par conséquent, on a sup
‖x‖1≤1

‖f(x)‖2 ≤ inf
{
M ; M ∈ B

}
= ‖f‖ . Pour tout x �= 0, on a

‖f(x)‖2
‖x‖1

≤ sup
x �=0

‖f(x)‖2
‖x‖1

, donc pour tout x ∈ E1, on a ‖f(x)‖2 ≤
(
sup
x �=0

‖f(x)‖2
‖x‖1

)
‖x‖1 ,

d’où ‖f‖ ≤ sup
x �=0

‖f(x)‖2
‖x‖1

. Soit x ∈ E1 tel que x �= 0, alors on a :

‖f(x)‖2
‖x‖1

=
∥∥∥ 1

‖x‖1
f(x)

∥∥∥
2
=
∥∥∥f( x

‖x‖1

)∥∥∥
2
≤ sup

‖x‖1=1

‖f(x)‖2 ≤ sup
‖x‖1≤1

‖f(x)‖2 ≤ ‖f‖ .

Donc on a sup
x �=0

‖f(x)‖2
‖x‖1

≤ sup
‖x‖1=1

‖f(x)‖2 ≤ sup
‖x‖1≤1

‖f(x)‖2 ≤ ‖f‖. Par conséquent,

on a ‖f‖ = sup
‖x‖1≤1

‖f(x)‖2 = sup
‖x‖1=1

‖f(x)‖2 = sup
x �=0

‖f(x)‖2
‖x‖1

. On a sup
‖x‖1<1

‖f(x)‖2 ≤

sup
‖x‖1≤1

‖f(x)‖2 = ‖f‖. Il reste à montrer l’inégalité inverse. Soit x ∈ E tel que ‖x‖1 ≤ 1,

alors pour tout n ≥ 1, on a
∥∥(1 − 1

n

)
x
∥∥
1
=
(
1 − 1

n

)
‖x‖1 < 1, d’où

(
1 − 1

n

)
‖f(x)‖2 =∥∥f((1 − 1

n

)
x
)∥∥

2
≤ sup

‖x‖1<1

‖f(x)‖2 . On fait tendre n vers +∞, on obtient ‖f(x)‖2 ≤

sup
‖x‖1<1

‖f(x)‖2 . Par conséquent, on a ‖f‖ ≤ sup
‖x‖1<1

‖f(x)‖2.

2. Pour tout x �= 0, on a
‖f(x)‖2
‖x‖1

≤ sup
x �=0

‖f(x)‖2
‖x‖1

= ‖f‖, donc pour tout x ∈ E1, on a

‖f(x)‖2 ≤ ‖f‖ ‖x‖1. �
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Exemple 6.3.1. 1. On munit Kn de l’une des normes définies dans l’exemple 6.1.1,
alors les projections canoniques

πi : Kn −→ K
(x1, . . . , xn) �−→ xi

sont linéaires continues et on a ‖πi‖ = 1.

2. Soit C([0, 1]) l’espace vectoriel des applications continues de [0, 1] dans K muni de
la norme ‖x‖∞ = max

0≤t≤1
|x(t)| et soit t0 ∈ [0, 1]. Alors l’application

f : C([0, 1]) −→ K
x �−→ x(t0)

est linéaire continue et on a ‖f‖ = 1.

3. On prend le même espace comme ci-dessus, et considérons l’application suivante.

f : C([0, 1]) −→ K

x �−→
∫ 1

0

x(t) dt

Alors f est linéaire continue et on a ‖f‖ = 1.

Proposition 6.3.2. Soient (E, ‖ ‖), (F, ‖ ‖′) des espaces normés et f : E −→ F une
application linéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est un homéomorphisme.

(ii) f est surjective et il existe α > 0 et β > 0 tels que pour tout x ∈ E, on ait :

α ‖x‖ ≤ ‖f(x)‖′ ≤ β ‖x‖ .

Si (E, ‖ ‖) est un espace de Banach, alors (i) et (ii) sont équivalentes à :

(iii) f(E) est dense dans F et il existe α > 0 et β > 0 tels que pour tout x ∈ E, on ait :

α ‖x‖ ≤ ‖f(x)‖′ ≤ β ‖x‖ .

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 6 du supplément.

Soient (E1, ‖ ‖1) et (E2, ‖ ‖2) deux espaces normés. Il résulte du théorème 6.3.1 que si
f et g sont des applications linéaires continues de E1 dans E2 et si λ ∈ K, alors f + g et
λf sont des applications linéaires continues de E1 dans E2, où pour tout x ∈ E1, on a
(f + g)(x) : = f(x) + g(x) et (λf)(x) : = λf(x).

Notation. On note L (E1; E2) l’espace vectoriel des applications linéaires continues de
E1 dans E2. Lorsque E1 = E2 = E, on note simplement L (E1; E2) = L (E).

Proposition 6.3.3. Soient (E1, ‖ ‖1) et (E2, ‖ ‖2) deux espaces normés.
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1. L’application f �−→ ‖f‖ est une norme sur l’espace vectoriel L (E1; E2). Sauf
mention du contraire, l’espace vectoriel L (E1; E2) sera toujours muni de cette
norme.

2. Si (E2, ‖ ‖2) est un espace de Banach. Alors (L (E1; E2), ‖ ‖) est un espace de
Banach.

Démonstration. 1. Supposons ‖f‖ = 0. Comme pour tout x ∈ E1, on a 0 ≤ ‖f(x)‖2 ≤
‖f‖ ‖x‖1, alors ‖f(x)‖2 = 0, d’où f(x) = 0, et donc on a f = 0. Réciproquement,
si f = 0, alors pour tout x ∈ E1, on a f(x) = 0, donc ‖f‖ = sup

‖x‖1≤1

‖f(x)‖2 = 0.

Soient f, g ∈ L (E1; E2) et λ ∈ K. Pour tout x ∈ E1, on a ‖(λf)(x)‖2 = ‖λf(x)‖2 =
|λ| ‖f(x)‖2 ≤ |λ| ‖f‖ ‖x‖1. On en déduit que ‖λf‖ ≤ λ ‖f‖. Pour tout x ∈ E1, on a ‖(f+
g)(x)‖2 = ‖f(x)+ g(x)‖2 ≤ ‖f(x)‖2+ ‖g(x)‖2 ≤ ‖f‖ ‖x‖1+‖g‖ ‖x‖1 = (‖f‖+‖g‖)‖x‖1.
On en déduit que ‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖. Donc l’application f �−→ ‖f‖ est bien une norme
sur l’espace vectoriel L (E1; E2).
2. Soit (fn)n≥0 une suite de Cauchy dans L (E1; E2), ‖ ‖). Donc, pour tout ε > 0, il
existe N ∈ N tel que pour tout n,m ≥ N , on ait ‖fn − fm‖ < ε. Comme pour tout
n,m ≥ N et tout x ∈ E1, on a :

‖fn(x) − fm(x)‖2 ≤ ‖fn − fm‖ ‖x‖1 (6.1)

donc la suite (fn(x))n≥0 est de Cauchy dans (E2, ‖ ‖2). Elle est convergente, puisque E2

est de Banach. Notons f(x) sa limite. Autrement dit, on a f(x) = lim
n→∞ fn(x).

Pour tout x, y ∈ E1 et tout λ ∈ K, on a :

f(x+ λy) = lim
n→∞ fn(x + λy)

= lim
n→∞ fn(x) + λfn(y)

= lim
n→∞ fn(x) + λ lim

n→∞ fn(y) = f(x) + λf(y) .

Donc f est linéaire. La fonction norme étant continue sur E2, on fixe n ≥ N et on
fait tendre m vers l’infini, l’équation (6.1) implique que pour tout n ≥ N et pour tout
x ∈ E1, on a ‖fn(x) − f(x)‖2 ≤ ε‖x‖1. Donc fn − f est continue et on a ‖fn − f‖ ≤ ε.
L’application fn étant continue, on en déduit que f = fn − (fn − f) est continue et que
la suite (fn)n≥0 converge vers f dans (L (E1; E2), ‖ ‖). Donc (L (E1; E2), ‖ ‖) est un
espace de Banach. �

Proposition 6.3.4. Soient (E1, ‖ ‖1), (E2, ‖ ‖2) et (E3, ‖ ‖3) trois espaces normés.
Soient f : E1 −→ E2 et g : E2 −→ E3 deux applications linéaires continues. Alors
g ◦ f : E1 −→ E3 est une application linéaire continue et on a ‖g ◦ f‖ ≤ ‖f‖ ‖g‖.

Démonstration. Il est clair que g ◦ f est linéaire. Pour tout x ∈ E1, on a :

‖g ◦ f(x)‖3 = ‖g(f(x))‖3 ≤ ‖g‖ ‖f(x)‖2 ≤ ‖g‖ ‖f‖ ‖x‖1 .

Donc g ◦ f est continue et on a ‖g ◦ f‖ ≤ ‖f‖ ‖g‖. �
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Proposition 6.3.5 (théorème de prolongement). Soient (E, ‖ ‖) un espace normé,
(F, ‖ ‖′) un espace de Banach, H un sous-espace vectoriel dense dans E et f ∈ L (H ; F ).
Alors il existe une unique g ∈ L (E; F ) prolongeant f . De plus, on a ‖g‖ = ‖f‖.

Démonstration. Puisque f est uniformément continue, d’après le théorème 2.6.2, il
existe une unique application continue g : E −→ F prolongeant f . Soient x, z ∈ E et
λ ∈ K. Comme H est dense dans E, il existe des suites (xn)n≥0 et (zn)n≥0 dans H telles
que x = lim

n→+∞xn et z = lim
n→+∞ zn, d’où on a :

g(x+ λz) = lim
n→∞ g(xn + λzn)

= lim
n→∞ f(xn + λzn)

= lim
n→∞ f(xn) + λ lim

n→∞ f(zn) = g(x) + λg(z) .

Donc g est aussi linéaire. On a :

‖f‖ = sup
x∈H,‖x‖1≤1

‖f(x)‖′ = sup
x∈H,‖x‖1≤1

‖g(x)‖′ ≤ sup
x∈E,‖x‖1≤1

‖g(x)‖′ = ‖g‖ .

D’autre part, pour tout n ≥ 0, on a ‖g(xn)‖′ = ‖f(xn)‖′ ≤ ‖f‖ ‖xn‖, d’où ‖g(x)‖′ ≤
‖f‖ ‖x‖. Donc on a ‖g‖ ≤ ‖f‖. Par conséquent, on a bien ‖g‖ = ‖f‖. �

On va revenir au problème de prolongement des applications linéaires continues au
chapitre 7.

Définition 6.3.2. Soit E un K-espace vectoriel.

1. On appelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel H de E de codimension 1 :
il existe a ∈ E non nul tel que E = H +K a et H ∩K a = {0}.

2. On dit qu’un sous-ensemble Hα de E est un hyperplan affine s’il existe un
hyperplan H de E et un élément z ∈ E tels que Hα = H + z. Autrement dit,
un hyperplan affine est le translaté d’un hyperplan.

Lemme 6.3.1. Soit E un K -espace vectoriel.

1. Soit H un hyperplan de E. Alors il existe une forme linéaire non nulle f sur E
telle que H = ker(f).

2. Inversement, soit f une forme linéaire non nulle sur E. Alors H = ker(f) est un
hyperplan de E.

3. Soient f et g des formes linéaires sur E. Alors ker(f) = ker(g) si et seulement si
il existe λ ∈ K tel que λ �= 0 et g = λf .

Pour une preuve du lemme précédent, voir chapitre 6 du supplément.

Remarque 6.3.1. Soit Hα un sous-ensemble d’un K -espace vectoriel E. On déduit du
lemme précédent que Hα est un hyperplan affine de E si et seulement si il existe une
forme linéaire non nulle f sur E et un scalaire α ∈ K tels que Hα = {x ∈ E ; f(x) = α}.
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Proposition 6.3.6. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé.

1. Tout hyperplan de E est ou bien fermé ou bien dense dans (E, ‖ ‖).

2. Une forme linéaire sur E est continue si et seulement si son noyau est fermé dans
E.

Démonstration. 1. Soient H un hyperplan de E et a ∈ E tel que E = H + K a et
H ∩ K a = {0}. Supposons H non fermé dans E et montrons qu’alors H est dense dans
E. Puisque H n’est pas fermé, il existe x ∈ H tel que x �∈ H . Alors il existe h ∈ H et

λ ∈ K tels que x = h + λa et λ �= 0. On en déduit que a =
x− h

λ
∈ H car H est un

sous-espace vectoriel de E, voir exercice 6.9. Par conséquent, on a E = H. Donc H est
dense dans E.
2. Soient f une forme linéaire sur E et H = ker(f). Si f = 0, alors f est continue et
on a H = E, d’où H est fermé dans E. Donc on peut supposer f non nulle. Si f est
continue, alors H = ker(f) = f−1({0}) est fermé dans E. Réciproquement, on suppose
H = ker(f) fermé dans E. Soit a ∈ E tel que f(a) = 1. Puisque l’application x �−→ a+x
est un homéomorphisme de E, alors a + H est un fermé dans E ne contenant pas 0,
donc il existe r > 0 tel que B(0, r) ∩ (a +H) = ∅. Soit x ∈ B(0, r). Si |f(x)| > 1, alors∥∥∥ x

f(x)

∥∥∥ =
‖x‖
|f(x)| < ‖x‖ < r et on a f

( x

f(x)

)
= 1. Comme il existe h ∈ H et λ ∈ K tels

que
x

f(x)
= h + λa, on en déduit que λ = 1, donc

x

f(x)
= a + h ∈ a + H , ce qui est

impossible. Donc on a |f(x)| ≤ 1. Soit x un élément non nul de E, alors on a
∥∥∥ rx

2‖x‖

∥∥∥ =

r
2 < r, d’où

r

2‖x‖|f(x)| =
∣∣∣f( rx

2‖x‖
)∣∣∣ ≤ 1. Par conséquent, on a |f(x)| ≤ 2

r‖x‖. Donc f

est continue. �

Proposition 6.3.7. Soient (E, ‖ ‖) et (F, ‖ ‖′) deux R-espaces normés et f : E −→ F
une application bornée sur B(0, 1) = {x ∈ E ; ‖x‖ < 1}, et elle vérifie f(x + y) =
f(x) + f(y) pour tout x, y ∈ E. Alors f est linéaire et continue.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 6 du supplément.

Théorème 6.3.2 (Mazur-Ulam). Soient (E, ‖ ‖) et (F, ‖ ‖′) deux R-espaces normés
et f : E −→ F une application isométrique surjective. Alors il existe une application
linéaire surjective et isométrique g : E −→ F et il existe un élément c ∈ F tels que
f(x) = g(x) + c, pour tout x ∈ E.

Pour une preuve du théorème précédent, voir exercice 6.78 du supplément.

Proposition 6.3.8. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé de dimension finie et f : E −→ E
une application isométrique, i.e. pour tout x, y ∈ E, on a ‖f(x)− f(y)‖ = ‖x− y‖. Alors
on a :

1. f est surjective.

2. Si E est un R-espace normé, alors il existe une application linéaire surjective et
isométrique g : E −→ E et il existe un élément c ∈ E tels que f(x) = g(x) + c,
pour tout x ∈ E.
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Démonstration. 1. Soit B′(0, r) la boule fermée de centre 0 et de rayon r dans E.
Comme E est de dimension finie, alors B′(0, r) est compacte. Soit g = f − f(0), alors g
est une application isométrique de E telle que g(0) = 0, donc on a g(B′(0, r)) ⊂ B′(0, r).
D’après l’exercice 3.28, on a g(B′(0, r)) = B′(0, r). Ceci étant vrai pour tout r > 0, alors g
est surjective. Donc, pour tout z ∈ E, il existe x ∈ E tel que f(x)−f(0) = g(x) = z−f(0),
d’où f(x) = z, donc f est surjective.
2. Ceci résulte de 1 et du théorème précédent. �

Remarque 6.3.2. Une isométrie R-linéaire d’un C-espace normé dans lui-même, n’est
pas forcément C-linéaire. En effet, si f(z) = z̄, alors f est une isométrie R-linéaire de C
dans C, mais f n’est pas C-linéaire.

6.4 Quelques constructions d’espaces normés

I. Sous-espaces normés

Si (E, ‖ ‖) est un espace normé et F est un sous-espace vectoriel de E, on note encore
‖ ‖ la norme induite sur F ; muni de cette norme, (F, ‖ ‖) est dit un sous-espace
normé de (E, ‖ ‖). Notez que la norme induite sur F est associée à la distance induite
sur F par la distance sur E associée à la ‖ ‖ sur E. On déduit de la proposition 2.6.5 le
résultat suivant :

Proposition 6.4.1. Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace normé (E, ‖ ‖).

1. Si F est un espace de Banach pour la norme induite, alors F est fermé dans E.

2. Si E est un espace de Banach et F est fermé dans E, alors F est un espace de
Banach pour la norme induite.

II. Produit fini d’espaces normés

Soient (E1, ‖ ‖1), . . . , (En, ‖ ‖n) des espaces normés. L’ensemble produit E = E1 × · · ·×
En a une structure naturelle d’espace vectoriel, et pour x = (x1, . . . , xn) ∈ E, on pose :

N1(x) =
n∑

i=1

‖xi‖i , N2(x) =
( n∑

i=1

‖xi‖2i
) 1

2

, N∞(x) = sup
1≤i≤n

‖xi‖i

Alors N1, N2 et N∞ définissent trois normes équivalentes sur l’espace vectoriel produit
E. Muni de l’une des ces normes, E est dit espace normé produit des espaces donnés.
Notez que ces trois normes sont associées respectivement aux trois distances D1, D2 et
D∞ définies dans le chapitre 2, paragraphe 2.4. On en déduit que la topologie d’un produit
fini d’espaces normés cöıncide avec la topologie produit. On déduit de la proposition 2.6.6
le résultat suivant :

Proposition 6.4.2. Soient (E1, ‖ ‖1), . . . , (En, ‖ ‖n) des espaces normés et E = E1 ×
· · · × En l’espace normé produit. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) E est un espace de Banach.

(ii) Pour tout j ∈ {1, . . . , n}, Ej est un espace de Banach.
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III. Norme quotient

Soient E un K-espace vectoriel et H un sous-espace vectoriel de E. On définit sur E la
relation d’équivalence suivante : pour x, y ∈ E,

xR y ⇐⇒ x− y ∈ H .

On note π : E −→ E/R l’application quotient. Soient x1, x2, y1, y2 ∈ E et λ ∈ K tels
que x1 R y1 et x2 R y2, alors on a :

(x1 + x2)− (y1 + y2) = (x1 − y1) + (x2 − y2) ∈ H ,

λx1 − λy1 = λ(x1 − y1) ∈ H .

Donc on a (x1 + x2)R (y1 + y2) et λx1 Rλy1. Autrement dit, si on a π(x1) = π(y1) et
π(x2) = π(y2), alors on a π(x1 + x2) = π(y1 + y2) et π(λx1) = π(λy1). Par conséquent,
l’espace quotient E/R possède une structure naturelle de K-espace vectoriel définie par :

π(x) + π(y) : = π(x + y) et λπ(x) : = π(λx) .

Dans ce cas, l’espace quotient E/R est noté E/H et appelé l’espace vectoriel quotient,
et l’application quotient π est linéaire.
Supposons à présent que (E, ‖ ‖) est un espace normé, et il s’agit de mettre une norme
sur l’espace vectoriel quotient E/H de telle sorte que la topologie associée à cette norme
soit la topologie quotient. On souhaite que l’application quotient π : E −→ E/H soit
continue, et donc on va forcer la norme ‖ ‖′ sur E/H de vérifier l’inégalité ‖π(x)‖′ ≤ ‖x‖
pour tout x ∈ E. Or on a π(x) = π(x − h) pour tout h ∈ H , ainsi on a besoin que
la norme ‖ ‖′ satisfait ‖π(x)‖′ ≤ ‖x − h‖ pour tout h ∈ H . Ceci nous conduit à poser
‖π(x)‖′ = inf

h∈H
‖x− h‖ = d(x,H). Donc on a ‖π(x)‖′ = 0 si et seulement si x ∈ H . D’où

la nécessité de supposer H fermé pour avoir une norme sur E/H .

Proposition 6.4.3. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé, d la distance associée à la norme
‖ ‖ sur E, H un sous-espace vectoriel fermé de E, et π : E −→ E/H l’application
quotient. Pour tout x ∈ E, on pose :

‖π(x)‖′ = inf
h∈H

‖x− h‖ = d(x,H) .

Alors on a :

1. ‖ ‖′ est une norme sur l’espace vectoriel quotient E/H, appelée la norme quotient

sur E/H.

2. π est une application linéaire continue et ‖π‖ ≤ 1. On a même ‖π‖ = 1 si H �= E.

3. Pour tout a ∈ E et tout ρ > 0, on a π(B(a, ρ)) = B(π(a), ρ). Donc π est une
application ouverte. Autrement dit, l’image par π de tout ouvert de E est ouverte
de E/H.

4. La topologie associée à cette norme ‖ ‖′ cöıncide avec la topologie quotient sur
E/H.
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Démonstration. 1. Si x ∈ H , alors on a 0 ≤ ‖π(x)‖′ ≤ ‖x− x‖ = 0. Donc ‖π(x)‖′ = 0.
Autrement dit, on a ‖0‖′ = 0. Soit x ∈ E tel que ‖π(x)‖′ = 0, d’où d(x,H) = 0, donc on
a x ∈ H . Comme H est fermé dans E, alors H = H . Donc on a x ∈ H , d’où π(x) = 0.
Soient x ∈ E et λ ∈ K. Si λ = 0, alors on a ‖λπ(x)‖′ = ‖0‖′ = 0 = |λ| ‖π(x)‖′. On
suppose λ �= 0, alors on a :

‖λπ(x)‖′ = ‖π(λx)‖′ = inf
h∈H

‖λx− h‖

= inf
h∈H

|λ|
∥∥∥x− h

λ

∥∥∥
= |λ| inf

h∈H

∥∥∥x− h

λ

∥∥∥
= |λ| inf

k∈H
‖x− k‖ = |λ| ‖π(x)‖′ .

Soient x, y ∈ E. Pour tout ε > 0, il existe h, k ∈ H tels que :

‖x− h‖ ≤ ‖π(x)‖′ + ε et ‖y − k‖ ≤ ‖π(y)‖′ + ε .

On a h + k ∈ H et ‖x + y − (h + k)‖ ≤ ‖x − h‖ + ‖y − k‖ ≤ ‖π(x)‖′ + ‖π(y)‖′ + 2ε.
Donc on a ‖π(x) + π(y)‖′ = ‖π(x + y)‖′ ≤ ‖π(x)‖′ + ‖π(y)‖′ + 2ε. On en déduit que
‖π(x) + π(y)‖′ ≤ ‖π(x)‖′ + ‖π(y)‖′. Par conséquent, ‖ ‖′ est une norme sur E/H .
2. L’application π est linéaire par définition de la structure vectoriel sur E/H . Pour tout
x, y ∈ E, on a ‖π(x) − π(y)‖′ = ‖π(x − y)‖′ ≤ ‖x − y‖. Donc π est continue et on a
‖π‖ ≤ 1.
3. Pour tout a ∈ E et tout ρ > 0, on a ‖π(a) − π(x))‖′ = ‖π(a − x)‖′ ≤ ‖a− x‖ , donc
π(B(a, ρ)) ⊂ B(π(a), ρ). Réciproquement, soit π(x) ∈ B(π(a), ρ), alors on a ‖π(a−x)‖′ =
‖π(a) − π(x))‖′ < ρ. Or on a ‖π(a − x)‖′ = inf

h∈H
‖a − x − h‖, donc il existe h ∈ H tel

que ‖a − (x + h)‖ < ρ. Soit y = x + h, alors on a y ∈ B(a, ρ) et π(y) = π(x + h) =
π(x)+π(h) = π(x)+0 = π(x), donc on a π(x) ∈ π(B(a, ρ)), d’où B(π(a), ρ) ⊂ π(B(a, ρ)).
Par conséquent on a π(B(a, ρ)) = B(π(a), ρ). On en déduit que l’application π est ouverte
et que ‖π‖ = 1 si H �= E.
4. Puisque π est une application continue et ouverte, on en déduit que la topologie
associée à la norme ‖ ‖′ sur E/H cöıncide avec la topologie quotient sur E/H , voir
corollaire 1.4.2. �

Remarque 6.4.1. Notons que si d′ est la distance associée à la norme ‖ ‖′ sur E/H et
d est la distance associée à la norme ‖ ‖ sur E, alors on a :

d′(π(x), π(y)) = d(x +H, y +H) .

Autrement dit, la distance d′(ξ, η) de deux classes de E/H est simplement la distance
des sous-ensembles ξ et η de E, i.e. inf{d(a, b) ; a ∈ ξ et b ∈ η}.

Exemple 6.4.1. On munit l’espace vectoriel E = R2 de l’une des trois normes suivantes :

‖(x, y)‖1 = |x|+ |y|, ‖(x, y)‖2 =
(
x2 + y2

) 1
2 , ‖(x, y)‖∞ = max{|x| , |y|} .
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Soit H =
{
(x, y) ∈ R2 ; x = 0

}
. Alors H est un sous-espace vectoriel fermé de E et les

trois normes ci-dessus engendrent la même norme quotient sur E/H . En fait, on a :

‖π((x, y))‖′

1 = ‖π((x, y))‖′

2 = ‖π((x, y))‖′

∞ = |x| .

De plus, l’application suivante est un homéomorphisme linéaire.

E/H −→ R
π((x, y)) �−→ x

Exemple 6.4.2. Considérons l’espace de Banach (�∞, ‖ ‖∞). Alors la norme quotient
sur �∞/c0 est définie par ‖π(x)‖′ = lim sup

n→+∞
|xn|, pour tout x = (xn)n≥0 ∈ �∞. En effet,

soit x = (xn)n≥0 ∈ �∞, alors on a ‖π(x)‖′ = inf
{
‖x − h‖∞ ; h ∈ c0

}
. Pour tout

n ≥ 1, soit hn =

n−1∑
k=0

xk ek, alors hn ∈ cc ⊂ c0 et on a ‖x − h‖∞ = sup
p≥n

|xp|. Donc on a

‖π(x)‖′ ≤ lim sup
n→+∞

|xn|. Soit ε > 0, alors il existe h ∈ c0 tel que ‖x−h‖∞ < ‖π(x)‖′+ε. On

a lim sup
n→+∞

|xn| = lim sup
n→+∞

|xn−hn| car lim
n→+∞hn = 0, et lim sup

n→+∞
|xn−hn| ≤ sup

n≥0
|xn−hn| =

‖x− h‖∞, d’où lim sup
n→+∞

|xn| < ‖π(x)‖′ + ε. Ceci étant vrai pour tout ε > 0, on en déduit

que l’on a lim sup
n→+∞

|xn| ≤ ‖π(x)‖′. Par conséquent, on a ‖π(x)‖′ = lim sup
n→+∞

|xn|.

Proposition 6.4.4. Soient (E, ‖ ‖), (F, ‖ ‖′) deux espaces normés et f : E −→ F une
application linéaire. Soient H un sous-espace vectoriel fermé de E tel que H ⊂ ker(f) et
π : E −→ E/H l’application quotient. Alors on a :

1. Il existe une unique application linéaire f̃ : E/H −→ F telle que f̃ ◦ π = f .
Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif.

E F

E/H

�f

�
���π �

���
f̃

2. Si f est continue, alors f̃ est continue et on a ‖f̃‖ = ‖f‖ .

Démonstration. 1. Pour tout x ∈ E, on pose f̃(π(x)) = f(x). Vérifions que f̃ est bien
définie et qu’elle est linéaire. Soient a, b ∈ E tels que π(a) = π(b), alors a−b ∈ H ⊂ ker(f),

donc on a f(a)−f(b) = f(a−b) = 0, d’où f(a) = f(b). Par conséquent, f̃ est bien définie.
Pour tout x, y ∈ E et tout λ ∈ K, on a :

f̃(π(x) + λπ(y)) = f̃(π(x + λy)) = f(x+ λy) = f(x) + λf(y) = f̃(π(x)) + λf̃(π(y)) .

Donc f̃ est linéaire. Par construction, on a f̃ ◦ π = f . Puisque π est surjective, alors f̃
est unique.
2. On suppose de plus f continue. Soit a ∈ E/H tel que ‖a‖ < 1, d’après la proposition

précédente, il existe x ∈ E tel que ‖x‖ < 1 et π(x) = a . D’où on a ‖f̃(a)‖′ = ‖f(x)‖′ ≤
‖f‖ ‖x‖ ≤ ‖f‖. Par conséquent, f̃ est continue et on a ‖f̃‖ ≤ ‖f‖. On a aussi ‖f‖ =

‖f̃ ◦ π‖ ≤ ‖f̃‖ ‖π‖ ≤ ‖f̃‖ car ‖π‖ ≤ 1. Donc on a ‖f̃‖ = ‖f‖. �
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Proposition 6.4.5. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et H un sous-espace vectoriel
fermé de E. Soit π : E −→ E/H l’application quotient. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) E est un espace de Banach.

(ii) H et E/H sont des espaces de Banach.

Démonstration. Montrons d’abord l’implication (ii) =⇒ (i). Soit (xn)n≥1 une suite
de Cauchy dans E. Pour tout x, y ∈ E, on a ‖π(x) − π(y)‖′ = ‖π(x − y)‖′ ≤ ‖x − y‖,
donc (π(xn))n≥1 est une suite de Cauchy dans E/H , donc elle converge vers un élément
π(x) ∈ E/H . Pour tout n ≥ 1, il existe yn ∈ F tel que ‖xn−x−yn‖ < 1

n +‖π(xn−x)‖ =
1
n + ‖π(xn)− π(x)‖, d’où on a lim

n→+∞ xn − (x+ yn) = 0. On a :

‖yn − ym‖ = ‖yn − (xn − x) + (xn − x)− (xm − x) + (xm − x− ym)‖

≤ ‖yn − (xn − x)‖ + ‖xn − xm‖+ ‖xm − x− ym‖

≤ 1
n + ‖π(xn)− π(x)‖ + ‖xn − xm‖+ 1

m + ‖π(xm)− π(x)‖ .

Donc la suite (yn)n≥1 est de Cauchy dans F , donc elle converge vers un élément y ∈ F ,
d’où lim

n→+∞ x + yn = x+ y. Pour tout n ≥ 1, on a xn = xn − (x+ yn) + (x+ yn), donc

la suite (xn)n≥1 converge vers x+ y ∈ E. Par conséquent, E est un espace de Banach.
Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Puisque F est fermé dans E qui est un espace de
Banach, on en déduit que F est de Banach. Il reste à montrer que E/H est de Banach.
Soit (zn)n≥0 une suite de Cauchy dans E/H . D’après la proposition 2.6.2, il existe une
sous-suite (zϕ(n))n≥0 de (zn)n≥0 telle que pour tout n ≥ 0, on ait ‖zϕ(n+1)−zϕ(n)‖′ < 2−n.
En plus, la suite (zn)n≥0 est convergente si et seulement si la sous-suite (zϕ(n))n≥0 est
convergente. On montre facilement par récurrence qu’il existe une suite (xn)n≥0 dans
E telle que pour tout n ≥ 0, on ait π(xn) = zϕ(n) et ‖xn+1 − xn‖ < 2−n. Alors la
suite (xn)n≥0 est de Cauchy dans E, donc elle converge vers un élément x ∈ E. Or π
est continue, on en déduit que (zϕ(n))n≥0 converge vers π(x). Par conséquent, la suite

(zn)n≥0 converge vers π(x), donc E/H est un espace de Banach †. �

IV. Complété d’un espace normé

On a vu, chapitre 2, théorème 2.7.1, que à tout espace métrique (X, d) on associe un

espace métrique complet (X̂, d̂ ) tel que X soit isométrique à un sous-ensemble dense de

X̂ et le couple (X̂, d̂ ) est unique à isométrie près. Étant donné un espace normé (E, ‖ ‖),
alors il existe un espace de Banach (Ê, ‖ ‖′) tel que E soit linéairement isométrique à un

sous-espace normé dense de Ê, et que le couple (Ê, ‖ ‖′) est unique à isométrie linéaire
près. Autrement dit, si (F, ‖ ‖′′) est un espace de Banach tel que E soit linéairement
isométrique à un sous-espace normé dense de F , alors il existe une application linéaire
isométrique de Ê sur F dont la restriction à E soit l’application identité. Un tel espace
(Ê, ‖ ‖′) est appelé l’espace de Banach complété de l’espace normé (E, ‖ ‖). Il y a

†On verra, remarque 6.7.6, une autre preuve plus facile de l’implication (i) =⇒ (ii) en utilisant le
théorème 6.7.1
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plusieurs manières pour construire l’espace de Banach (Ê, ‖ ‖′). Ici, on va donner une
idée de la construction de tel espace, mais on verra au chapitre 7 une autre construction
plus élégante, utilisant la notion de �� bidual ��.

Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et d la distance associée à la norme ‖ ‖. Pour tout

x, y ∈ E, on a d(x, y) = ‖x − y‖. Soit (Ê, d̂ ) le complété de l’espace métrique (E, d).

Autrement dit, (Ê, d̂ ) est un espace métrique complet, E est un sous-ensemble dense

dans Ê et pour tout x, y ∈ E, on a d̂(x, y) = d(x, y) = ‖x − y‖. On montre facilement

qu’il existe une structure d’espace vectoriel sur Ê et qu’il existe également une norme sur
Ê dont la distance associée est d̂. On résume cette construction par le théorème suivant :

Théorème 6.4.1. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Alors il existe un espace de Banach

(Ê, ‖ ‖′) tel que :

1. Il existe ı : (E, ‖ ‖) −→ (Ê, ‖ ‖′) une application linéaire et isométrique telle que

ı(E) soit dense dans Ê, et ainsi, on peut identifier E à ı(E), et considérer E comme

un sous-espace vectoriel dense de Ê.

2. Pour tout espace de Banach G et toute f ∈ L (E; G), il existe une unique f̃ ∈
L (Ê; G) telle que f̃ ◦ ı = f et ‖f̃‖ = ‖f‖.

3. Si (F, ‖ ‖′′) est un espace de Banach et s’il existe une application linéaire et
isométrique j : E −→ F telle que j(E) est dense dans F , alors il existe une unique

ϕ : Ê −→ F application linéaire bijective et isométrique telle que le diagramme
suivant soit commutatif.

E F

Ê

�j

���ı ���ϕ

Ainsi, on peut identifier les deux espaces de Banach (Ê, ‖ ‖′) et (F, ‖ ‖′′).

Remarque 6.4.2. Soient (E1, ‖ ‖1) et (E2, ‖ ‖2) deux espaces normés. Donnons-nous

un complété (Ê1, ‖ ‖′

1) de (E1, ‖ ‖1) et un complété (Ê2, ‖ ‖′

2) de (E2, ‖ ‖2). Soit

f ∈ L (E1; E2), alors il existe une unique application f̂ ∈ L (Ê1; Ê2) qui prolonge f et

on a ‖f̂‖ = ‖f‖. Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif.

E1 E2

Ê1 Ê2

�f

�
ı

�
ı

�f̂

L’application f �−→ f̂ est clairement linéaire. Ainsi, L (E1; E2) se plonge linéairement

et isométriquement dans L (Ê1; Ê2).
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6.5 Applications multilinéaires continues

Définition 6.5.1. Soient E1, . . . , En, F des K-espaces vectoriels. Une application

f : E1 × · · · × En −→ F
(x1, . . . , xn) �−→ f(x1, . . . , xn)

est dite multilinéaire (bilinéaire si n = 2) du produit des Ei dans F si pour tout j,
1 ≤ j ≤ n, et tout ai ∈ Ei, avec i �= j, l’application

Ej −→ F
xj �−→ f(a1, . . . , aj−1, xj , aj+1, . . . , an)

est linéaire. Autrement dit, f est multilinéaire si elle est linéaire par rapport à chacune
des variables.

Notons que si f est multilinéaire, alors on a f(x1, . . . , xn) = 0 si l’une des variables est
nulle. D’autre part, pour tout (x1, . . . , xn) ∈ E1 × · · · × En et pour tout λi ∈ K, on a

f(λ1x1, . . . , λnxn) =
( n∏
i=1

λi

)
f(x1, . . . , xn).

Lemme 6.5.1. Soient E1, . . . , En, F des K-espaces vectoriels et f : E = E1 × · · · ×
En −→ F une application multilinéaire. Pour tous x = (x1, . . . , xn), a = (a1, . . . , an) ∈

E, on a f(x1, . . . , xn)− f(a1, . . . , an) =

n∑
i=1

f(a1, . . . , ai−1, xi − ai, xi+1, . . . , xn).

Pour une preuve du lemme précédent, voir chapitre 6 du supplément.

Proposition 6.5.1. Soient (E1, ‖ ‖1), . . . , (En, ‖ ‖n), (F, ‖ ‖′) des espaces normés et
f : E = E1 × · · · ×En −→ F une application multilinéaire. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) f est continue.

(ii) f est continue en 0.

(iii) Il existe M > 0 tel que pour tout (x1, . . . , xn) ∈ E1 × · · · × En, on ait :

‖f(x1, . . . , xn)‖′ ≤ M ‖x1‖1 · · · ‖xn‖n .

Démonstration. L’implication (i) =⇒ (ii) est triviale. Montrons l’implication (ii) =⇒
(iii). Considérons la norme ‖(x1, . . . , xn)‖∞ = max

1≤i≤n
‖xi‖i sur E. Comme f est continue

en 0, il existe η > 0 tel que pour tout z ∈ E vérifiant ‖z‖∞ ≤ η, on ait ‖f(z)‖′ ≤ 1.

Soit x = (x1, . . . , xn) ∈ E, on peut supposer tous les xi �= 0. Soit zi =
η

‖xi‖i
xi, alors

on a ‖(z1, . . . , zn)‖∞ ≤ η, d’où
∥∥∥f( η

‖x1‖1
x1, . . . ,

η

‖xn‖n
xn

)∥∥∥′ ≤ 1. D’autre part, on

a f
( η

‖x1‖1
x1, . . . ,

η

‖xn‖n
xn

)
=

ηn

‖x1‖1 · · · ‖xn‖n
f(x1, . . . , xn), d’où ‖f(x1, . . . , xn)‖′ ≤

1
ηn ‖x1‖1 · · · ‖xn‖n.
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Preuve de (iii) =⇒ (i). On fixe a = (a1, . . . , an) ∈ E. On veut montrer que f est continue
en a. D’après le lemme précédent, pour tout (x1, . . . , xn) ∈ E, on a :

f(x1, . . . , xn)− f(a1, . . . , an) =
n∑

i=1

f(a1, . . . , ai−1, xi − ai, xi+1, . . . , xn) .

D’où on a :

‖f(x1, . . . , xn)− f(a1, . . . , an)‖′ ≤
n∑

i=1

‖f(a1, . . . , ai−1, xi − ai, xi+1, . . . , xn)‖′ ≤
n∑

i=1

M‖xi − ai‖i ‖a1‖1 · · · ‖ai−1‖i−1 ‖xi+1‖i+1 · · · ‖xn‖n . On en déduit que si

x = (x1, . . . , xn) ∈ B(a, 1), on a :

‖f(x1, . . . , xn)− f(a1, . . . , an)‖′ ≤
n∑

i=1

M‖x− a‖∞
(
1 + ‖a‖∞

)n−1

= nM‖x− a‖∞
(
1 + ‖a‖∞

)n−1
.

Donc la restriction de f à B(a, 1) est continue en a. Par conséquent, f est continue en
a. �

Remarque 6.5.1. Une application multilinéaire continue n’est pas toujours uniformément
continue. En effet, l’application

R× R −→ R
(x, y) �−→ xy

est bilinéaire continue, mais n’est pas uniformément continue.

Soient (E1, ‖ ‖1), . . . , (En, ‖ ‖n), (F, ‖ ‖′) des espaces normés. Il résulte de la proposition
précédente que si f et g sont des applications multilinéaires continues de E1 × . . .× En

dans F et si λ ∈ K, alors f + g et λf sont des applications multilinéaires continues de
E1 × . . .× En dans F , où pour tout (x1, . . . , xn) ∈ E1 × · · · × En, on a :

(f + g)(x1, . . . , xn) : = f(x1, . . . , xn) + g(x1, . . . , xn) ,

(λf)(x1, . . . , xn) : = λf(x1, . . . , xn) .

On note L (E1, . . . , En; F ) l’espace vectoriel des applications multilinéaires continues
de E1 × . . .× En dans F .

On démontre, comme dans les propositions 6.3.1 et 6.3.3, le résultat suivant :

Proposition 6.5.2. Soient (E1, ‖ ‖1), . . . , (En, ‖ ‖n) et (F, ‖ ‖′) des espaces normés.
Pour tout f ∈ L (E1, . . . , En; F ), on pose :

‖f‖ = sup
{
‖f(x1, . . . , xn)‖′ ; ‖x1‖1 ≤ 1, . . . , ‖xn‖n ≤ 1

}
.

1. L’application f �−→ ‖f‖ est une norme sur L (E1, . . . , En; F ).
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2. On a :

‖f‖ = sup
{
‖f(x1, . . . , xn)‖′ ; ‖x1‖1 = 1, . . . , ‖xn‖n = 1

}
= inf

{
M > 0 ; ‖f(x1, . . . , xn)‖′ ≤ M‖x1‖1 · · · ‖xn‖n

}
= sup

{‖f(x1, . . . , xn)‖′
‖x1‖1 · · · ‖xn‖n

; x1 �= 0, . . . , xn �= 0
}
.

3. Pour tout (x1, . . . , xn) ∈ E1 × . . .× En, on a l’inégalité fondamental

‖f(x1, . . . , xn)‖′ ≤ ‖f‖ ‖x1‖1 · · · ‖xn‖n .

4. Si (F, ‖ ‖′) est un espace de Banach, L (E1, . . . , En; F ) muni de la norme ci-
dessus est un espace de Banach.

6.6 Espaces normés de dimension finie

Lemme 6.6.1. Soit E un K-espace vectoriel non nul de dimension finie. Alors il existe
une infinité de normes sur E.

Démonstration. Soient n la dimension de E et (e1, . . . , en) une base de E. Donc pour

tout x ∈ E, il existe un unique (λ1, . . . , λn) ∈ Kn tel que x =

n∑
i=1

λiei. Alors l’application

Kn −→ E

(λ1, . . . , λn) �−→
n∑

i=1

λiei

est linéaire bijective. Comme il y a une infinité de normes sur Kn, voir proposition 6.2.1,
on en déduit le résultat. �

Théorème 6.6.1. Soit (E, ‖ ‖) un K-espace vectoriel normé. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) E est de dimension finie.

(ii) Toutes les normes sur E sont équivalentes.

(iii) Toutes les formes linéaires sur E sont continues.

Démonstration. Montrons d’abord l’implication (i)=⇒ (ii). Soit (e1, . . . , en) une base

de E, où n est la dimension de E. Pour tout x =

n∑
i=1

λiei ∈ E, on pose ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|λi|,

alors ‖ ‖∞ est une norme sur E. On va montrer que les deux normes ‖ ‖ et ‖ ‖∞ sont

équivalentes. On a ‖x‖ = ‖λ1e1 + · · · + λnen‖ ≤
n∑

i=1

|λi|‖ei‖ ≤
( n∑

i=1

‖ei‖
)
‖x‖∞. Soit
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a =
n∑

i=1

‖ei‖, alors a > 0, et pour tout x ∈ E, on a ‖x‖ ≤ a ‖x‖∞. Comme l’ensemble{
(λ1, . . . , λn) ∈ Kn ; max

1≤i≤n
|λi| = 1

}
est compact dans (Kn, ‖ ‖∞), voir corollaire 3.3.2,

alors la sphère S(0, 1) =
{
x ∈ E ; ‖x‖∞ = 1

}
est compact dans (E, ‖ ‖∞). On a

| ‖x‖ − ‖y‖ | ≤ ‖x − y‖ ≤ a ‖x− y‖∞, donc l’application x �−→ ‖x‖ est continue de
(E, ‖ ‖∞) dans R+. Par conséquent, il existe x0 ∈ S(0, 1) tel que inf

‖x‖∞=1
‖x‖ = ‖x0‖ >

0. Autrement dit, il existe b > 0 tel que b ≤ ‖x‖ si ‖x‖∞ = 1. Soit x ∈ E tel que

x �= 0, alors on a
∥∥∥ x

‖x‖∞

∥∥∥
∞

= 1, d’où b ≤
∥∥∥ x

‖x‖∞

∥∥∥. Or on a
∥∥∥ x

‖x‖∞

∥∥∥ =
1

‖x‖∞
‖x‖,

donc b ‖x‖∞ ≤ ‖x‖. Par conséquent, il existe b > 0 tel que pour tout x ∈ E, on ait
b ‖x‖∞ ≤ ‖x‖. Donc les deux normes ‖ ‖ et ‖ ‖∞ sont équivalentes. On en déduit (ii).
Montrons l’implication (ii) =⇒ (iii). Soit f : E −→ K une forme linéaire quelconque sur
E. Pour tout x ∈ E, on pose ‖x‖′ = |f(x)| + ‖x‖. Alors ‖ ‖′ est une norme sur E. Par
hypothèse toutes les normes sur E sont équivalentes, donc il existe a > 0 tel que pour
tout x ∈ E, on ait ‖x‖′ ≤ a ‖x‖, d’où |f(x)| ≤ a ‖x‖. Par conséquent, f est continue.
Pour montrer l’implication (iii) =⇒ (i), il suffit de montrer que si E est de dimension
infinie, alors il existe une forme linéaire non continue sur E. On suppose donc dim(E) =
+∞, et soient (en)n≥1 une suite infinie de vecteurs de E linéairement indépendants et V le
sous-espace vectoriel de E engendré par (en)n≥1. Soient W un supplémentaire algébrique
de V dans E et p la projection sur V parallèlement à W . On définit une forme linéaire

ϕ sur V par : ϕ(en) = n‖en‖, donc on a ϕ
( n∑

i=1

λiei

)
=

n∑
i=1

λi i‖ei‖. Soit f = ϕ ◦ p, alors

f est une forme linéaire sur E, et on a f(en) = ϕ(en) = n‖en‖, d’où
|f(en)|
‖en‖

= n. Donc

on a sup
x �=0

|f(x)|
‖x‖ = +∞. Par conséquent, f n’est pas continue. �

Corollaire 6.6.1. Soit (E, ‖ ‖) un K-espace vectoriel normé de dimension finie. On a :

1. Si (e1, . . . , en) est une base de E, alors l’application linéaire

σ : Kn −→ E

(λ1, . . . , λn) �−→
n∑

i=1

λiei

est un homéomorphisme.

2. (E, ‖ ‖) est un espace de Banach.

3. Toute application linéaire de E dans un espace normé est continue.

Démonstration. 1. Puisque la continuité de l’application σ ne change pas si on remplace
les normes sur Kn et E par des normes équivalentes, alors on choisit la norme ‖ ‖∞ sur

Kn et pour tout x =

n∑
i=1

λiei ∈ E, on prend la norme ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|λi|. Dans ce cas,

l’application σ est une isométrie et bijective, donc c’est un homéomorphisme de Kn dans
E.
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2. Puisque (Kn, ‖ ‖∞) est un espace de Banach, voir proposition 2.6.6, on en déduit que
(E, ‖ ‖∞) est un espace de Banach. Par conséquent, (E, ‖ ‖) est un espace de Banach
car les deux normes ‖ ‖∞ et ‖ ‖ sont équivalentes sur E.
3. Soient (F, ‖ ‖′) un espace normé et f : E −→ F une application linéaire. Il s’agit de
montrer que f est continue. Pour tout x ∈ E, on pose ‖x‖′′ = ‖f(x)‖′ + ‖x‖. Alors ‖ ‖′′
est une norme sur E. Puisque toutes les normes sur E sont équivalentes, alors il existe
a > 0 tel que pour tout x ∈ E, on ait ‖x‖′′ ≤ a ‖x‖, donc on a ‖f(x)‖′ ≤ a ‖x‖. Par
conséquent, f est continue. �

Corollaire 6.6.2. Dans un espace normé (E, ‖ ‖) tout sous-espace vectoriel de dimension
finie est fermé dans E.

Démonstration. Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. D’après le
corollaire précédent, (F, ‖ ‖) est un espace de Banach. On déduit de la proposition 6.4.1
que F est fermé dans E. �

Proposition 6.6.1. Soient (E, ‖ ‖) et (F, ‖ ‖′) deux espaces normés et f : E −→ F
une application linéaire de rang fini. Autrement dit, on a dim(f(E)) < +∞. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est continue.

(ii) ker(f) est fermé dans E.

Démonstration. On a ker(f) = f−1({0}) et {0} est fermé dans F , donc si f est
continue, alors ker(f) est fermé dans E. Montrons maintenant l’implication (ii) =⇒ (i).
Par hypothèse, ker(f) est un sous-espace vectoriel fermé dans E. D’après la proposition

6.4.4, il existe une application linéaire f̃ : E/ ker(f) −→ F telle que f̃ ◦π = f . Autrement
dit, le diagramme suivant est commutatif.

E F

E/ ker(f)

�f

�
��	π 




�
f̃

Comme f̃ est injective, alors on a dim(E/ ker(f)) = dim(f(E)) < +∞. Il résulte du

corollaire 6.6.1 que f̃ est continue. Par conséquent, f est continue. �

On démontre comme dans le corollaire 6.6.1 le résultat suivant :

Proposition 6.6.2. Soient E1, . . . , En des espaces normés de dimension finie et F un
espace normé. Toute application multilinéaire f : E1 × · · · × En −→ F est continue.

Exemple 6.6.1. Soit Mn(K) le K-espace vectoriel des matrices carrées à n lignes et
n colonnes et à coefficients dans K. On identifie canoniquement Mn(K) à L (Kn) grâce
à la base canonique de Kn. Ainsi, le choix d’une norme sur Kn définit une norme sur
Mn(K). Notons aussi que toutes les normes sur Mn(K) sont équivalentes car Mn(K) est
de dimension finie. Donc, on peut choisir n’importe quelle norme sur Mn(K) ; cela dépend
de la propriété que l’on cherche à montrer. Notons aussi que l’on peut identifier Mn(K)

à Kn2

= Kn × · · · ×Kn︸ ︷︷ ︸
n fois

, par exemple au moyen de l’isomorphisme linéaire ψ, qui à la
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matrice [aij ] ∈ Mn(K) associe l’élément (xk)1≤k≤n2 de Kn2

, défini par x(i−1)n+j = aij ,
pour tout i, j ∈ {1, . . . , n}. On déduit de la proposition précédente que l’application
déterminant,

det : Mn(K) −→ K

A = [aij ] �−→ det(A) =
∑
σ∈Sn

εσaσ(1)1aσ(2)2 · · ·aσ(n)n

est continue car c’est une forme multilinéaire et l’espace normé Kn est de dimension finie.

Théorème 6.6.2 (F. Riesz). Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) E est de dimension finie.

(ii) E est un espace localement compact.

(iii) La boule unité fermé B′(0, 1) dans (E, ‖ ‖) est compacte.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). D’après le corollaire 6.6.1,
(E, ‖ ‖) est homéomorphe à (Kn, ‖ ‖∞) qui est localement compact. Donc (E, ‖ ‖) est
localement compact.
Montrons l’implication (ii) =⇒ (iii). Si (E, ‖ ‖) est un espace localement compact, alors
il existe r > 0 tel que la boule fermé B′(0, r) soit compacte. Comme la multiplication
par 1

r est un homéomorphisme, alors B′(0, 1) = 1
rB

′(0, r) est compact.
On va donner deux démonstrations de l’implication (iii) =⇒ (i).
Première démonstration. Par hypothèse la boule unité fermé B′(0, 1) est compacte, donc

il existe une suite finie a1, . . . , an ∈ E telle que B′(0, 1) ⊂
n
∪
i=1

B
(
ai,

1
2

)
. Soit F le sous-

espace vectoriel de dimension finie engendré par les ai. Prouvons par l’absurde que F = E.
Supposons qu’il existe un x ∈ E qui ne soit pas dans F . Comme F est fermé dans E,
voir corollaire 6.6.2, alors on a d(x, F ) = d > 0. Par conséquent, il existe y ∈ F tel que

d ≤ d(x, y) = ‖x− y‖ < 2d. Soit z =
x− y

‖x− y‖ , alors on a ‖z‖ = 1, donc z ∈ B′(0, 1), d’où

il existe i tel que ‖z − ai‖ < 1
2 . On a :

x = y+x−y = y+‖x−y‖ z = y+‖x−y‖ (ai+z−ai) = y+‖x−y‖ ai+‖x−y‖ (z−ai) .

Comme y + ‖x− y‖ ai ∈ F , alors on a d ≤ d(x, F ) ≤ ‖x− y‖ ‖z − ai‖ < 1
2‖x− y‖, d’où

2d < ‖x− y‖. Ce qui contraire au choix de y. Donc on a bien E = F .
Deuxième démonstration. On suppose que E est de dimension infinie, et on montre
qu’alors la boule unité fermé B′(0, 1) dans E n’est pas compacte. On va montrer, exercice
6.42, que si F est un sous-espace vectoriel fermé dans E tel que E �= F , alors pour tout
ε > 0, il existe a ∈ E tel que ‖a‖ = 1 et d(a, F ) > 1− ε. Si E est de dimension infinie, en
prenant ε = 1

2 , on trouve une suite infinie (an)n≥1 dans B
′(0, 1) telle que pour tout n ≥ 2,

on ait d(an,Vect({a1, . . . , an−1})) > 1
2 . Par conséquent, si n �= m, on a d(an, am) > 1

2 .
Donc la suite (an)n≥1 n’admet aucune sous-suite convergente. Donc la boule unité fermé
B′(0, 1) n’est pas compacte. �

Corollaire 6.6.3. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé de dimension finie et A est un
sous-ensemble de E. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.
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1. A est compact.

2. A est borné et fermé dans E.

6.7 Séries convergentes et familles sommables dans

les espaces normés

On définit comme dans le cas des scalaires la notion de série dans les espaces normés.

Définition 6.7.1. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Une série dans E est un couple
constitué de deux suites (xn)n≥0 et (Sn)n≥0 dans E tel que pour tout n ≥ 0, on ait Sn =
n∑

k=0

xk . On dit que xn est le terme général de la série, et que Sn est sa somme partielle

d’ordre n . Pour simplifier l’écriture on symbolisera ce couple par la notation
∑

xn ou∑
n≥0

xn. On dit que la série
∑

xn converge (ou est convergente) si la suite (Sn)n≥0

des sommes partielles converge dans E. Dans ce cas, on notera

+∞∑
n=0

xn = lim
n→+∞

n∑
k=0

xk, et

il est appelé la somme de la série
∑

xn. Si la série
∑

xn converge, son reste partiel

de rang n est Rn =

+∞∑
n=0

xn − Sn. Une série non convergente est dite divergente.

Notez qu’une série
∑

xn est entièrement définie par la donnée de la suite (xn)n≥0 ou

la suite (Sn)n≥0 des sommes partielles, puisque les Sn se calculent à partir des xn, et
réciproquement, on a x0 = S0 et xn = Sn − Sn−1 pour tout n ≥ 1. En résumé, une série
est une suite dont on étudie les sommes partielles. La notion de série dans E se ramène
donc à celle de suite ; réciproquement d’ailleurs la notion de suite se ramène à celle de
série. En effet, une suite (an)n≥0 dans E est convergente, et de limite a si et seulement

si la série
∑

xn, où x0 = a0 et pour tout n ≥ 1, xn = an − an−1, est convergente et de
somme a.

Soit (xn)n≥n0 une suite dans E, définie à partir du rang n0 ∈ N∗. La série
∑

x′
n, où

(x′
n)n≥0 est définie par x′

0 = x′
1 = . . . = x′

n0−1 = 0 et x′
n = xn pour n ≥ n0, est encore

appelée série de terme général xn et notée
∑
n≥n0

xn. Pour la suite (S′
n)n≥0 des sommes

partielles, on a alors S′
n =

n∑
k=n0

xk pour tout n ≥ n0. Si la série
∑
n≥n0

xn est convergente,

sa somme est notée

+∞∑
n=n0

xn, et on a donc

+∞∑
n=n0

xn = lim
n→+∞

n∑
k=n0

xk.

Remarque 6.7.1. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé, on a :

1. La convergence ou la divergence d’une série subsiste si on remplace la norme de E
par une norme équivalente ; car la convergence est une propriété topologique.
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2. Si
∑

xn et
∑

yn sont deux séries convergentes dans E et λ ∈ K , alors les séries∑
λxn et

∑
(xn + yn) sont convergentes dans E et on a :

+∞∑
n=0

λxn = λ
+∞∑
n=0

xn et
+∞∑
n=0

(xn + yn) =
+∞∑
n=0

xn +
+∞∑
n=0

yn .

3. La nature d’une série (le fait d’être convergente ou divergente) n’est pas modifiée si
l’on supprime un nombre fini de termes. Autrement dit, si (xn)n≥0 est une suite dans

E, alors les séries
∑
n≥0

xn et
∑
n≥n0

xn sont de même nature, et, si elles convergent,

on a :
∞∑
n=0

xn =

n0−1∑
n=0

xn +

∞∑
n=n0

xn .

4. Si
∑

xn est une série convergente dans E, son reste partiel de rang n est donné

par Rn =
+∞∑

k=n+1

xk et on a lim
n→+∞Rn = 0, lim

n→+∞xn = 0 .

Si E est un espace vectoriel et si (xi)i∈I est une famille finie d’éléments de E, par
les propriétés de commutativité et d’associativité de l’addition dans E, la somme des
éléments de cette famille est bien définie et ne dépend pas de l’ordre dans lequel les xi

sont pris, et sera notée
∑
i∈I

xi. Si (E, ‖ ‖) est un espace normé et si on considère une

famille quelconque (xi)i∈I d’éléments de E, l’ensemble I des indices n’est pas ordonné en
général, d’où la nécessité de définir la sommabilité des xi indépendamment d’un ordre
sur I (voir proposition 6.7.4).

Définition 6.7.2. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et (xi)i∈I une famille d’éléments de
E . On dit que la famille (xi)i∈I est sommable s’il existe un élément x ∈ E possédant
la propriété suivante :
Pour tout ε > 0, il existe une partie finie Jε ⊂ I telle que pour toute partie finie J ⊂ I

contenant Jε, on ait
∥∥∥x−∑

i∈J

xi

∥∥∥ < ε . L’élément x est alors unique, et appelé la somme

de la famille (xi)i∈I et on notera x =
∑
i∈I

xi .

Montrons l’unicité de l’élément x vérifiant la définition ci-dessus. Soient x, y ∈ E satisfais-
ant aux conditions précédentes, alors pour tout ε > 0, il existe des parties finies Jε et
J ′
ε de I telles que pour toutes parties finies J et J ′ de I contenant respectivement Jε

et J ′
ε, on ait

∥∥∥x−
∑
i∈J

xi

∥∥∥ < ε
2 et

∥∥∥y −
∑
i∈J′

xi

∥∥∥ < ε
2 . Soit K = Jε ∪ J ′

ε, alors on a

‖x− y‖ ≤
∥∥∥x−∑

i∈K

xi

∥∥∥+∥∥∥y−∑
i∈K

xi

∥∥∥ < ε . Cela étant vrai pour tout ε > 0, on en déduit

que x = y.
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Remarque 6.7.2. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et (xi)i∈I une famille d’éléments de
E. On note Λ = Pf (I) l’ensemble des parties finies de I. Alors Λ est un ensemble ordonné

filtrant croissant, voir chapitre 1, paragraphe 1.8. Pour J ∈ Λ, on pose SJ =
∑
i∈J

xi , si

J = ∅, on pose S∅ = 0. Alors la famille (xi)i∈I est sommable de somme S si et seulement
si la famille filtrante croissante (SJ)J∈Λ converge vers S.

Remarque 6.7.3. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé.

1. Si (xi)i∈I est une famille sommable d’éléments de E, alors la famille (xi)i∈I est
bornée.

2. La sommabilité d’une famille d’éléments de E est inchangée si la norme ‖ ‖ est
remplacée par une autre norme équivalente.

3. Si (xi)i∈I et (yi)i∈I sont deux familles, avec le même ensemble d’indices, sommables
d’éléments de E et λ ∈ K . Alors les familles (λxi)i∈I et (xi+yi)i∈I sont sommables

dans E et on a
∑
i∈I

λxi = λ
∑
i∈I

xi et
∑
i∈I

λ(xi + yi) =
∑
i∈I

xi +
∑
i∈I

yi.

4. La nature d’une famille (le fait d’être, ou non, sommable) ne change pas si l’on
supprime un nombre fini de termes. Autrement dit, si (xi)i∈I est une famille
d’éléments de E et si J est une partie finie de I, alors la famille (xi)i∈I est
sommable si et seulement si la famille (xi)i∈I\J est sommable, et dans ce cas,

on a
∑
i∈I

xi =
∑
i∈J

xi +
∑

i∈I\J
xi.

5. Soient (xi)i∈I une famille d’éléments de E et J une partie de I telle que pour
tout i �∈ J , on ait xi = 0, alors les deux familles (xi)i∈I et (xi)i∈J sont de même
nature. Si elles sont sommables, alors elles ont des sommes égales ; autrement dit,∑
i∈I

xi =
∑
i∈J

xi .

Proposition 6.7.1. Une famille (λi)i∈I d’éléments de R+ est sommable dans R si et

seulement si l’ensemble
{∑

i∈J

λi ; J fini ⊂ I
}

est majoré. Dans ce cas, on a :

∑
i∈I

λi = sup
{∑

i∈J

λi ; J fini ⊂ I
}
.

Démonstration. Supposons d’abord que la famille (λi)i∈I est sommable de somme μ
et soit J une partie finie de I. Soit ε > 0, alors il existe une partie finie Jε de I telle

que pour toute partie finie K de I contenant Jε, on ait
∣∣∣μ−

∑
i∈K

λi

∣∣∣ < ε . En particulier,

on a
∣∣∣μ −

∑
i∈J∪Jε

λi

∣∣∣ < ε d’où
∑

i∈J∪Jε

λi < ε + μ. Or on a
∑
i∈J

λi ≤
∑

i∈J∪Jε

λi, donc

∑
i∈J

λi < ε + μ. Cela étant vrai pour tout ε > 0, on en déduit que
∑
i∈J

λi ≤ μ. Par

conséquent, l’ensemble
{∑

i∈J

λi ; J fini ⊂ I
}

est majoré. Réciproquement, supposons



6.7. Séries convergentes et familles sommables dans les espaces normés 253

que λ = sup
{∑

i∈J

λi ; J fini ⊂ I
}
< +∞. D’après la définition de la borne supérieure,

pour tout ε > 0, il existe une partie finie Jε de I telle que λ− ε <
∑
i∈Jε

λi ≤ λ. Alors pour

toute partie finie J de I contenant Jε, on a
∑
i∈Jε

λi ≤
∑
i∈J

λi ≤ λ, d’où λ− ε <
∑
i∈J

λi ≤ λ.

Donc on a
∣∣∣λ −

∑
i∈J

λi

∣∣∣ < ε. Par conséquent, la famille (λi)i∈I est sommable et on a

∑
i∈I

λi = λ = sup
{∑

i∈J

λi ; J fini ⊂ I
}
. �

Remarque 6.7.4. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et (xn)n≥0 une suite dans E . Il est

évident que si la famille (xn)n∈N est sommable, alors la série
∑

xn est convergente dans

E, et dans ce cas, on a

+∞∑
n=0

xn =
∑
n∈N

xn. La réciproque est en générale fausse : il suffit

de prendre E = R , x0 = 0 et pour tout n ≥ 1, xn =
(−1)

n

n
, alors la série

∑
xn est

convergente, mais la famille (xn)n∈N n’est pas sommable. Toutefois, dans le cas des séries
de nombres réels positifs, les deux notions cöıncident. Le corollaire suivant résulte de la
proposition précédente.

Corollaire 6.7.1. Soit (xn)n≥0 une suite d’éléments de R+. Les conditions suivantes
sont équivalentes.

(a) La famille (xn)n∈N est sommable.

(b) La série
∑

xn est convergente.

(c) La suite des sommes partielles (Sn)n≥0 est majorée.

(d) L’ensemble
{∑

i∈J

xi ; J fini ⊂ N
}

est majoré.

Si ces conditions sont vérifiées, on a l’égalité :

∑
n∈N

xn = sup
{∑

i∈J

xi ; J fini ⊂ N
}
= sup

n≥0
Sn =

+∞∑
n=0

xn .

L’intérêt des espaces de Banach est que, dans de tels espaces, on peut reconnâıtre qu’une
série (resp. une famille) est convergente (resp. est sommable) sans connâıtre à l’avance
la somme de la série (resp. de la famille).

Définition 6.7.3. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé.

1. On dit qu’une série
∑

xn d’éléments de E vérifie le critère de Cauchy si la suite

des sommes partielles (Sn)n≥0 est une suite de Cauchy dans E. Autrement dit, pour

tout ε > 0, il existe N ∈ N tel que pour tous n ≥ m ≥ N , on ait
∥∥∥ n∑

k=m

xk

∥∥∥ < ε.
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2. On dit qu’une famille (xi)i∈I d’éléments de E vérifie le critère de Cauchy si pour
tout ε > 0, il existe une partie finie Jε ⊂ I telle que pour toute partie finie J ⊂ I

disjointe de Jε, on ait
∥∥∥∑

i∈J

xi

∥∥∥ < ε .

Notons que si la famille (xi)i∈I vérifie le critère de Cauchy, alors pour toute partie J ⊂ I,
la famille (xi)i∈J vérifie aussi le critère de Cauchy.

Proposition 6.7.2. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé,
∑

xn une série d’éléments de E

et (xi)i∈I une famille d’éléments de E .

1. Si la série
∑

xn est convergente, alors elle vérifie le critère de Cauchy.

2. Si la famille (xi)i∈I est sommable, alors elle vérifie le critère de Cauchy.

3. Si (E, ‖ ‖) est un espace de Banach et si la série
∑

xn vérifie le critère de Cauchy,

alors elle est convergente.

4. Si (E, ‖ ‖) est un espace de Banach et si la famille (xi)i∈I vérifie le critère de
Cauchy, alors elle est sommable.

Démonstration. Les propriétés 1, 2 et 3 sont faciles à vérifier. Montrons la propriété
4. Soit (xi)i∈I une famille de (E, ‖ ‖) vérifiant le critère de Cauchy. Donc, pour tout
ε > 0, il existe une partie finie Jε de I telle que pour toute partie finie J de I vérifiant

J ∩Jε = ∅, on ait
∥∥∥∑

i∈J

xi

∥∥∥ < ε. Par conséquent, pour tout n ≥ 1, il existe une partie finie

Jn de I telle que pour toute partie finie J de I vérifiant J ∩Jn = ∅, on ait
∥∥∥∑

i∈J

xi

∥∥∥ < 1
n .

On peut aussi supposer Jn ⊂ Jn+1. On pose Sn =
∑
i∈Jn

xi, alors pour tout p, n ≥ 1, on a

‖Sn+p−Sn‖ =
∥∥∥ ∑

i∈Jn+p\Jn

xi

∥∥∥ < 1
n . Donc la suite

(
Sn

)
n≥1

est de Cauchy. Or (E, ‖ ‖) est

un espace de Banach, donc la suite
(
Sn

)
n≥1

converge vers un élément S ∈ E. Montrons

que (xi)i∈I est sommable et de somme S. Soit ε > 0, il existe n ≥ 1 tel que
∥∥Sn−S

∥∥ < ε
2

et 1
n < ε

2 . Soit J une partie finie de I contenant Jn, on a :∥∥∥∑
i∈J

xi − S
∥∥∥ =

∥∥∥Sn − S +
∑

i∈J\Jn

xi

∥∥∥
≤

∥∥Sn − S
∥∥+ ∥∥∥ ∑

i∈J\Jn

xi

∥∥∥
< ε

2 + 1
n < ε .

Par conséquent, la famille (xi)i∈I est sommable et de somme S. �

Corollaire 6.7.2. Soient (E, ‖ ‖) un espace de Banach et (xi)i∈I une famille sommable
d’éléments de E. Alors toute sous-famille (xi)i∈I′ , où I ′ ⊂ I, est sommable dans E.
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On a un autre critère suffisant de convergence et de sommabilité dans les espaces de
Banach ; un tel critère est fourni par la notion suivante :

Définition 6.7.4. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé.

1. On dit qu’une série
∑

xn d’éléments de E est normalement convergente si la

série à termes positifs
∑

‖xn‖ est convergente dans R+.

2. On dit qu’une famille (xi)i∈I d’éléments de E est normalement sommable si la
famille à termes positifs (‖xi‖)i∈I est sommable dans R+.

Si E = K , une série
∑

xn d’éléments de K normalement convergente est dite absolu-

ment convergente et une famille (xi)i∈I d’éléments de K normalement sommable est
dite absolument sommable.
On déduit du corollaire 6.7.1 le corollaire suivant :

Corollaire 6.7.3. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et (xn)n≥0 une suite d’éléments de
E . Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) La série
∑

xn est normalement convergente.

(ii) La famille (xn)n∈N est normalement sommable.

Théorème 6.7.1. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) (E, ‖ ‖) est un espace de Banach.

(ii) Toute série
∑

xn d’éléments de E normalement convergente est convergente dans

E. Dans ce cas, on a l’inégalité
∥∥∥ +∞∑

n=0

xn

∥∥∥ ≤
+∞∑
n=0

‖xn‖.

(iii) Toute famille (xi)i∈I d’éléments de E normalement sommable est sommable dans
E.
Dans ce cas, on a l’inégalité

∥∥∥∑
i∈I

xi

∥∥∥ ≤
∑
i∈I

‖xi‖.

Démonstration. Montrons d’abord l’implication (i) =⇒ (ii). Soit (xn)n≥0 une suite

dans E telle que

+∞∑
n=0

‖xn‖ < +∞. Alors pour tout ε > 0, il existe N ∈ N tel que pour

tout q > p ≥ N , on ait

q∑
n=p+1

‖xn‖ < ε. Soit Sn =

n∑
k=0

xk, alors pour tout q > p, on a

Sq −Sp =

q∑
n=p+1

xn, d’où on a
∥∥Sq −Sp

∥∥ ≤
q∑

n=p+1

‖xn‖ < ε. Donc la suite (Sn)n≥0 est de

Cauchy dans E, donc convergente. Comme pour tout n ≥ 0, on a
∥∥∥ n∑

k=0

xk

∥∥∥ ≤
n∑

k=0

‖xk‖ ≤



256 Chapitre 6. ESPACES NORMÉS

+∞∑
n=0

‖xn‖. On en déduit que l’on a
∥∥∥ +∞∑

n=0

xn

∥∥∥ ≤
+∞∑
n=0

‖xn‖.

Montrons l’implication (ii) =⇒ (i). Soit (xn)n≥0 une suite de Cauchy dans E. D’après la
proposition 2.6.2, il existe une sous-suite (xnk

)k≥0 de (xn)n≥0 telle que pour tout k ≥ 0,

on ait ‖xnk+1
− xnk

‖ < 2−k, d’où on a
+∞∑
k=0

‖xnk+1
− xnk

‖ < +∞. Par hypothèse, la série

+∞∑
k=0

(xnk+1
− xnk

) est convergente. Or la somme partielle d’ordre k de cette série n’est

autre que xnk+1
− xn0 . Ainsi la suite (xnk

)k≥0 est convergente, et il en est de même de
la suite (xn)n≥0, voir proposition 2.6.2.
L’implication (iii) =⇒ (ii) résulte du corollaire précédent et de la remarque 6.7.4. Il
reste à montrer l’implication (i) =⇒ (iii). Soit (xi)i∈I une famille d’éléments de E
normalement sommable. Alors la famille

(
‖xi‖

)
i∈I

d’éléments de R+ vérifie le critère

de Cauchy, donc la famille (xi)i∈I vérifie le critère de Cauchy. D’après la proposition

précédente, la famille (xi)i∈I est sommable dans E. Soit S =
∑
i∈I

xi. Alors, pour tout

ε > 0, il existe une partie finie Jε de I telle que
∥∥∥S −

∑
i∈Jε

xi

∥∥∥ < ε. Donc on a
∥∥S∥∥ <

ε+
∥∥∥∑

i∈Jε

xi

∥∥∥ < ε+
∑
i∈Jε

‖xi‖. D’après la proposition 6.7.1, on a
∑
i∈Jε

‖xi‖ ≤
∑
i∈I

‖xi‖. Donc

on a
∥∥S∥∥ < ε+

∑
i∈I

‖xi‖. Comme ceci étant vrai pour tout ε > 0, on en déduit que l’on

a
∥∥S∥∥ ≤

∑
i∈I

‖xi‖. �

Remarque 6.7.5. 1. Dans un espace de Banach une famille peut être sommable
sans être normalement sommable. En effet, il suffit de prendre E = �2, et pour tout
n ≥ 0, soit an =

(
0, · · · , 0, 1

n+1 , 0, · · ·
)
, alors la famille (an)n∈N est sommable et de

somme a =
(
1, 12 ,

1
3 , · · ·

)
. On a ‖an‖2 = 1

n+1 , donc la famille (‖an‖)n∈N n’est pas
sommable.

2. Dans un espace normé une famille normalement sommable n’est pas nécessairement
sommable. En effet, soit E le R-espace vectoriel des fonctions polynômiales muni

de la norme ‖P‖∞ = max
0≤x≤1

|P (x)|. Pour tout n ≥ 0, soit Pn(x) =
xn

n!
. Alors on

a ‖Pn‖∞ =
1

n!
, donc la famille (‖Pn‖∞)n∈N est sommable de somme e, mais la

série
∑

Pn n’est même pas convergente dans E. Donc la famille (Pn)n∈N n’est pas

sommable dans E.

Remarque 6.7.6. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé, H un sous-espace vectoriel fermé
de E et π : E −→ E/H l’application quotient. On a vu, proposition 6.4.5, que si E est
un espace de Banach, alors E/H muni de la norme quotient ‖ ‖′ est aussi un espace
de Banach. On va donner ci-dessous une autre preuve plus simple de ce résultat en
utilisant le théorème précédent. Supposons donc que (E, ‖ ‖) est un espace de Banach.
Pour montrer que E/H est de Banach, on montre que toute série d’éléments de E/H
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normalement convergente est convergente dans E/H . Soit
∑
n≥0

yn une série d’éléments de

E/H normalement convergente. Pour tout n ≥ 0, il existe xn ∈ E tel que π(xn) = yn et

‖xn‖ < ‖yn‖′+ 1
2n . On en déduit que la série

∑
n≥0

xn est normalement convergente dans E.

Comme (E, ‖ ‖) est un espace de Banach, alors il existe x ∈ E tel que lim
n→+∞

n∑
k=0

xk = x.

Comme π est linéaire continue, alors on a π(x) = lim
n→+∞

n∑
k=0

π(xk) = lim
n→+∞

n∑
k=0

yk. Donc

la série
∑
n≥0

yn est convergente dans E/H . Par conséquent, E/H est un espace de Banach.

Remarque 6.7.7. Soient X un ensemble quelconque, (E, ‖ ‖) un espace de Banach
et B(X,E) l’ensemble des applications de X dans E bornées en normes. On le munit
de sa structure naturelle d’espace vectoriel et de la norme ‖f‖∞ = sup

{
‖f(x)‖ ; x ∈

X
}
. Muni de cette norme, B(X,E) est un espace de Banach, voir théorème 5.2.3 ou

proposition 2.6.8. Une série
∑

fn dans B(X,E) est dite uniformément convergente

si elle est convergente pour la norme définie ci-dessus, normalement convergente

si
∑
n

‖fn‖∞ est convergente. La convergence normale entrâıne le convergence uniforme.

Notons également que si X est un espace topologique, la somme d’une série uniformément
convergente d’applications continues est continue, voir théorème 5.2.1 et corollaire 5.2.1.

Le résultat suivant montre que la différence entre la théorie des familles sommables et
celle des séries ne tient pas à la cardinalité de l’ensemble des indices.

Proposition 6.7.3. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et (xi)i∈I une famille sommable
d’éléments de E . Alors on a :

1. L’ensemble I ′ = {i ∈ I ; xi �= 0} est au plus dénombrable. Plus précisément, il

existe une suite croissante (In)n≥1 de parties finies de I telles que I ′ =
+∞
∪

n=1
In

2. Soit (Jn)n≥1 une suite croissante de parties finies de I telles que I ′ ⊂
+∞
∪

n=1
Jn,

alors la suite (Sn)n≥1, où Sn =
∑
i∈Jn

xi, est convergente dans (E, ‖ ‖) et on a

lim
n→+∞Sn =

∑
i∈I

xi.

Démonstration. 1. Pour tout n ≥ 1, soit In =
{
i ∈ I ; ‖xi‖ > 1

n

}
. Comme la

famille (xi)i∈I est sommable, alors elle vérifie le critère de Cauchy. Donc il existe une
partie finie J de I telle que pour toute partie finie K de I ne rencontrant pas J , on ait∥∥∥∑

i∈K

xi

∥∥∥ < 1
n , et en particulier ‖xi‖ < 1

n si i �∈ J . D’où on a In ⊂ J , et donc In est finie.

Or on a I ′ =
+∞
∪

n=1
In, donc I ′ est au plus dénombrable.

2. Soit J =
+∞
∪

n=1
Jn. D’après la remarque 6.7.3, la famille (xi)i∈J est sommable et on a
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∑
i∈J

xi =
∑
i∈I

xi. Soit ε > 0, il existe une partie finie K de J telle que pour toute partie

finie L de J contenant K, on ait
∥∥∥∑

i∈J

xi −
∑
i∈L

xi

∥∥∥ < ε. Comme K est une partie finie

de J , il existe N ≥ 1 tel que K ⊂ JN . Alors, pour tout n ≥ N , on a K ⊂ Jn, d’où∥∥∥∑
i∈J

xi − Sn

∥∥∥ < ε. Par conséquent, la suite (Sn)n≥1 est convergente et on a lim
n→+∞Sn =∑

i∈I

xi. �

La proposition précédente nous dit que l’on peut toujours se ramener au cas I = N à
l’aide de la remarque 6.7.3.
Rappelons qu’une permutation d’un ensemble I est une bijection de I sur I. La proposition
suivante montre que la notion de sommabilité d’une famille est indépendante de toute
notion d’ordre sur les indices.

Proposition 6.7.4. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et (xi)i∈I une famille sommable
d’éléments de E. Alors pour toute permutation ϕ de I, la famille (xϕ(i))i∈I est sommable

et on a
∑
i∈I

xϕ(i) =
∑
i∈I

xi.

Démonstration. Soient S =
∑
i∈I

xi et ϕ une permutation de I. Soit ε > 0, alors il

existe une partie finie Jε de I tel que pour toute partie finie J de I contenant Jε, on

ait
∥∥∥S −

∑
i∈J

xi

∥∥∥ < ε. Soit J ′
ε = ϕ−1(Jε), alors J ′

ε est une partie finie de I. Pour toute

partie finie J ′ de I contenant J ′
ε, on a Jε ⊂ ϕ(J ′) et ϕ(J ′) est une partie finie de I.

Donc on a
∥∥∥S −

∑
i∈J′

xϕ(i)

∥∥∥ < ε. Par conséquent, la famille (xϕ(i))i∈I est sommable et on

a
∑
i∈I

xϕ(i) =
∑
i∈I

xi . �

La définition suivante est donc naturelle.

Définition 6.7.5. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et
∑

xn une série d’éléments de

E . On dit que la série
∑

xn est commutativement convergente lorsque pour toute

permutation σ de N, la série
∑

xσ(n) est convergente.

Remarquons que cette définition n’impose pas à priori que les séries
∑

xn et
∑

xσ(n)

aient même somme.
Pour toute partie finie non vide B de N, on note ϕB l’unique bijection croissante de B
sur l’ensemble

{
1, . . . ,Card(B)

}
.

Lemme 6.7.1. Soit (An)n≥0 une suite de parties finies non vides de N, deux à deux
disjointes. Alors il existe une permutation σ de N telle que si Rn = σ(An), la suite des
parties Rn vérifie max(Rn) < min(Rn+1) pour tout n ≥ 0, et les éléments de Rn sont
consécutifs dans N.

Pour une preuve du lemme précédent, voir chapitre 6 du supplément.
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Théorème 6.7.2. Soient (E, ‖ ‖) un espace de Banach et (xn)n≥0 une suite d’éléments
de E . Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) La série
∑

xn est commutativement convergente.

(ii) La famille (xn)n∈N est sommable.

Dans ce cas, pour toute permutation σ de N, on a

+∞∑
n=0

xσ(n) =

+∞∑
n=0

xn =
∑
n∈N

xn .

Démonstration. L’implication (ii) =⇒ (i) résulte de la proposition précédente et de la
remarque 6.7.4.
Preuve de (i) =⇒ (ii). Supposons que la famille (xn)n∈N n’est pas sommable. Puisque
(E, ‖ ‖) est de Banach, on déduit de la proposition 6.7.2 que la famille (xn)n∈N ne vérifie
pas le critère de Cauchy, donc il existe ε > 0 tel que pour toute partie finie J de N,

il existe une partie finie non vide K de N telle que J ∩ K = ∅ et
∥∥∥∑

p∈K

xp

∥∥∥ ≥ ε. On

va construire par récurrence une suite (An)n≥0 de parties finies non vides de N, deux à

deux disjointes, telles que
∥∥∥ ∑

p∈An

xp

∥∥∥ ≥ ε. Soit A0 une partie finie non vide de N telle

que
∥∥∥ ∑

p∈A0

xp

∥∥∥ ≥ ε. Supposons construites les n premières parties vérifiant les propriétés

cherchées. On pose J =
n−1
∪

k=0
Ak, alors J est une partie finie de N, et donc il existe une

partie finie non vide An de N telle que J ∩An = ∅ et
∥∥∥ ∑

p∈An

xp

∥∥∥ ≥ ε. Ainsi, la récurrence

est construite. Soit σ une permutation de N comme dans le lemme précédent. Pour tout

n ≥ 0, soit yn = xσ−1(n), alors on a
∥∥∥ ∑

p∈Rn

yp

∥∥∥ =
∥∥∥ ∑

j∈An

yσ(j)
∥∥∥ =

∥∥∥ ∑
j∈An

xj

∥∥∥ ≥ ε. On

en déduit que la série
∑

xσ−1(n) ne vérifie pas le critère de Cauchy, donc
∑

xσ−1(n)

n’est pas convergente. C’est une contradiction. Par conséquent, la famille (xn)n∈N est
bien sommable.
Supposons à présent que la série

∑
xn est commutativement convergente et soit σ une

permutation de N. On déduit de la remarque 6.7.4 et de la proposition 6.7.4 que l’on a
+∞∑
n=0

xσ(n) =
∑
n∈N

xσ(n) =
∑
n∈N

xn =

+∞∑
n=0

xn. �

Il est bien connu qu’une série à termes réels peut être convergente sans être absolument

convergente, par exemple
∑ (−1)

n

n
, on dit alors qu’elle est semi–convergente. Un théo-

rème célèbre, dû à Riemann, affirme que si
∑

xn est une série à termes réels semi–

convergente, alors pour tout a ∈ R, il existe une permutation σa de N telle que la série∑
xσa(n) converge vers a. Pour une preuve de tel théorème le lecteur peut consulter

([27], p. 76).

Le théorème suivant montre une différence importante entre la théorie des séries et celles
des familles sommables.
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Théorème 6.7.3. Dans un espace normé de dimension finie, une famille est sommable
si et seulement si elle est normalement sommable.

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 6 du supplément.

On déduit de tout ce qui précède le corollaire suivant :

Corollaire 6.7.4. Soient (E, ‖ ‖) un espace de Banach et (xn)n≥0 une suite dans E.

1. Si la série
∑

xn est normalement convergente, alors elle est commutativement

convergente et pour toute permutation σ de N, on a
+∞∑
n=0

xσ(n) =
+∞∑
n=0

xn.

2. Si E est de dimension finie, alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) La série
∑

xn est commutativement convergente.

(b) La série
∑

xn est normalement convergente.

(c) La famille (xn)n∈N est sommable.

(d) La famille (xn)n∈N est normalement sommable.

Remarque 6.7.8. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé, (xn)n≥0 une suite dans E et (kn)n≥0

une suite strictement croissante d’entiers positifs. On pose y0 =

k0∑
p=0

xp et pour tout n ≥ 1,

soit yn =

kn∑
p=kn−1+1

xp . On a :

1. Si la série
∑

xn vérifie le critère de Cauchy, il en est de même de la série
∑

yn.

2. Si la série
∑

xn est convergente, alors la série
∑

yn est convergente et on a :

+∞∑
n=0

xn =

+∞∑
n=0

yn .

En fait, si pour tout n ≥ 0, on pose Tn =

n∑
k=0

yk et Sn =

n∑
k=0

xk, alors pour tout n ≥ 0,

on a Tn = Skn . Autrement dit,
(
Tn

)
n≥0

est une sous-suite de la suite
(
Sn

)
n≥0

.

Remarquons qu’il peut arriver que la série
∑

yn converge et que la série
∑

xn diverge :

par exemple si E = R, xn = (−1)n et kn = 2n+ 1, alors yn = x2n + x2n+1 = 0.

Théorème 6.7.4 (sommation par paquets). Soient (E, ‖ ‖) un espace de Banach,
(xi)i∈I une famille sommable d’éléments de E et (Iα)α∈Λ une partition de I. On a :

1. Pour tout α ∈ Λ, la famille (xi)i∈Iα est sommable.
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2. La famille
(∑

i∈Iα

xi

)
α∈Λ

est sommable et on a
∑
α∈Λ

(∑
i∈Iα

xi

)
=
∑
i∈I

xi.

Démonstration. 1. Comme (xi)i∈I est une famille sommable et (E, ‖ ‖) est un espace
de Banach, d’après le corollaire 6.7.2, pour tout α ∈ Λ, la famille (xi)i∈Iα est sommable.

2. On note Sα =
∑
i∈Iα

xi et S =
∑
i∈I

xi. Soit ε > 0, il existe une partie finie J de I

telle que pour toute partie finie K de I contenant J , on ait
∥∥∥∑

i∈K

xi − S
∥∥∥ < ε

2 . Soit

Γ = {α ∈ Λ ; Iα ∩ J �= ∅}, alors Γ est une partie finie de Λ et on va montrer que

pour toute partie finie B de Λ contenant Γ, on a
∥∥∥ ∑

α∈B

Sα − S
∥∥∥ < ε. Soient B une telle

partie et d = Card(B). Pour tout α ∈ B, la sous-famille (xi)i∈Iα est sommable de somme
Sα, donc il existe une partie finie Jα de Iα telle que pour toute partie finie Kα de Iα

contenant Jα, on ait
∥∥∥ ∑

i∈Kα

xi−Sα

∥∥∥ <
ε

2d
. Pour tout α ∈ B, on pose Kα = Jα∪ (J ∩Iα),

alors on a Jα ⊂ Kα ⊂ Iα et K = ∪
α∈B

Kα est une partie finie de I contenant J . Comme

les Iα sont deux à deux disjoints, alors les Kα sont disjoints deux à deux, et donc on a∑
i∈K

xi =
∑
α∈B

( ∑
i∈Kα

xi

)
. On a :

∥∥∥S −
∑
α∈B

Sα

∥∥∥ =
∥∥∥S −

∑
i∈K

xi +
∑
i∈K

xi −
∑
α∈B

Sα

∥∥∥
≤

∥∥∥S −
∑
i∈K

xi

∥∥∥+ ∥∥∥∑
α∈B

( ∑
i∈Kα

xi

)
−
∑
α∈B

Sα

∥∥∥
≤

∥∥∥S −
∑
i∈K

xi

∥∥∥+ ∑
α∈B

∥∥∥ ∑
i∈Kα

xi − Sα

∥∥∥
<

ε

2
+
∑
α∈B

ε

2d
= ε .

Par conséquent, la famille
(∑

i∈Iα

xi

)
α∈Λ

est sommable et de somme
∑
i∈I

xi. �

Corollaire 6.7.5. Soient (E, ‖ ‖) un espace de Banach et (xi,j)(i,j)∈I×J une famille
sommable d’éléments de E. Alors on a :

1. Pour tout i ∈ I, la famille (xi,j)j∈J est sommable.

2. La famille
(∑

j∈J

xi,j

)
i∈I

est sommable.

3. Pour tout j ∈ I, la famille (xi,j)i∈I est sommable.

4. La famille
(∑

i∈I

xi,j

)
j∈J

est sommable.
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5. On a
∑
i∈I

(∑
j∈J

xi,j

)
=
∑
j∈J

(∑
i∈I

xi,j

)
=

∑
(i,j)∈I×J

xi,j.

6. Si I × J = N2, on a de plus :

∑
(n,m)∈N2

xn,m =
∑
n∈N

( n∑
k=0

xk,n−k

)
(sommation par diagonale).

Remarque 6.7.9. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et (xi)i∈I une famille d’éléments de
E . Soit (Iα)α∈Λ une partition finie de I, i.e. Λ est un ensemble fini, alors on a :

1. Si pour tout α ∈ Λ, la famille (xi)i∈Iα est de Cauchy, alors la famille (xi)i∈I est de
Cauchy.

2. Si pour tout α ∈ Λ, la famille (xi)i∈Iα est sommable, alors la famille (xi)i∈I est

sommable et dans ce cas, on a
∑
i∈I

xi =
∑
α∈Λ

(∑
i∈Iα

xi

)
.

Notez que l’hypothèse Λ est fini est essentielle.

Remarque 6.7.10. Soient (ai)i∈I une famille dans R+ et (Iλ)λ∈Λ une partition de I.
Alors la famille (ai)i∈I est sommable si, et seulement si :

1. Pour tout λ ∈ Λ, la famille (ai)i∈Iλ est sommable.

2. La famille
(∑

i∈Iλ

ai

)
λ∈Λ

est sommable.

Dans ce cas, on a
∑
i∈I

ai =
∑
λ∈Λ

(∑
i∈Iλ

ai

)
.

Proposition 6.7.5. 1. Soient (ai)i∈I et (bj)j∈J deux familles sommables d’éléments
du corps K. Alors la famille (aibj)(i,j)∈I×J est sommable dans K et on a :

∑
(i,j)∈I×J

aibj =
(∑

i∈I

ai

)(∑
j∈J

bj

)
.

2. Si
∑

an et
∑

bn sont deux séries dans K absolument convergentes. Alors la série∑( n∑
k=0

akbn−k

)
est absolument convergente et on a :

+∞∑
n=0

( n∑
k=0

akbn−k

)
=
( +∞∑

n=0

an

)( +∞∑
n=0

bn

)
.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 6 du supplément.

Proposition 6.7.6. Soient (E, ‖ ‖), (F, ‖ ‖′) deux espaces normés et f : E −→ F une
application linéaire continue. Alors on a :
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1. Si
∑

xn est une série convergente de somme x dans E, alors la série
∑

f(xn)

est convergente dans F et de somme f(x).

2. Si (xi)i∈I est une famille sommable de somme S dans E, alors la famille (f(xi))i∈I

est sommable dans F et de somme f(S).

Démonstration. 1. Soit x =

+∞∑
n=0

xn, alors on a x = lim
n→+∞

n∑
k=0

xk. Comme f est

linéaire et continue, alors on a f(x) = lim
n→+∞ f

( n∑
k=0

xk

)
= lim

n→+∞

n∑
k=0

f(xk). Donc la

série
∑

f(xn) est convergente dans F et de somme f(x).

2. Soit ε > 0, il existe une partie finie Jε ⊂ I tel que pour toute partie finie J ⊂ I

contenant Jε, on ait
∥∥∥S −

∑
i∈J

xi

∥∥∥ < ε, d’où on a :

∥∥∥f(S)−∑
i∈J

f(xi)
∥∥∥ =

∥∥∥f(S −
∑
i∈J

xi

)∥∥∥ ≤
∥∥∥S −

∑
i∈J

xi

∥∥∥ ‖f‖ < ε ‖f‖ .

Donc la famille (f(xi))i∈I est sommable dans F et de somme f(S). �

Proposition 6.7.7. Soient (E, ‖ ‖), (F, ‖ ‖′) deux espaces normés, (G, ‖ ‖′′) un espace
de Banach et f : E × F −→ B une application bilinéaire continue. Soit (xi)i∈I (resp.
(yj)j∈J ) une famille sommable d’éléments de E (resp. F ) de somme a (resp. b). Si
les deux familles sont normalement sommables, alors la famille (f(xi, yj))(i,j)∈I×J est
normalement sommable et aussi sommable et de somme f(a, b). Autrement dit, dans ce
cas, on a : ∑

(i,j)∈I×J

f(xi, yj) = f
(∑

i∈I

xi,
∑
j∈J

yj

)
.

Démonstration. Comme f est bilinéaire continue, il existe M > 0 tel que pour tout
(x, y) ∈ E ×F , on ait ‖f(x, y)‖′′ ≤ M ‖x‖ ‖y‖′, voir proposition 6.5.1. Soit K une partie
finie de I × J , alors il existe une partie finie I1 de I et une partie finie J1 de J telles que
K ⊂ I1 × J1. On a :∑

(i,j)∈K

‖f(xi, yj)‖′′ ≤
∑

(i,j)∈I1×J1

‖f(xi, yj)‖′′

≤ M
∑

(i,j)∈I1×J1

‖xi‖ ‖yj‖′

= M
(∑

i∈I1

‖xi‖
)( ∑

j∈J1

‖yj‖′
)

≤ M
(∑

i∈I

‖xi‖
)(∑

j∈J

‖yj‖′
)
.

D’après la proposition 6.7.1, la famille (f(xi, yj))(i,j)∈I×J est alors normalement som-
mable. Comme (G, ‖ ‖′′) est un espace de Banach, d’après le théorème 6.7.1, la famille
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(f(xi, yj))(i,j)∈I×J est sommable dans (G, ‖ ‖′′). Soit i ∈ I, d’après le corollaire 6.7.5
et la proposition précédente, la famille (f(xi, yj))j∈J est sommable dans (G, ‖ ‖′′) et
de somme f(xi, b). Une fois de plus, on applique le corollaire 6.7.5 et la proposition
précédente, on obtient que la famille (f(xi, b))i∈I est sommable et de somme f(a, b), et

que l’on a
∑

(i,j)∈I×J

f(xi, yj) = f(a, b). �

6.8 Parties totales et séparabilité

Proposition 6.8.1. Tout K-espace normé de dimension finie est séparable.

Démonstration. Si E est unK-espace normé de dimension finie, alors E est un R-espace

normé de dimension finie. Soient x1, · · · , xn une base de E et D =
{ n∑

i=1

λixi ; λi ∈ Q
}
.

Alors D est dénombrable et dense dans E. En effet, l’ensemble Qn est dénombrable et
D est l’image de l’application

Qn −→ E

(λ1, . . . , λn) �−→
n∑

i=1

λixi

donc D est dénombrable. Montrons que D est dense dans E. Soient x ∈ E et ε > 0. Alors

il existe α1, · · · , αn ∈ R tels que x =

n∑
i=1

αixi. Comme Q est dense dans R, il existe des

λi ∈ Q tels que |αi − λi| <
ε

nβ
, où β = max

1≤i≤n
‖xi‖. Alors on a

∥∥∥x −
n∑

i=1

λixi

∥∥∥ < ε. Par

conséquent, D est dense dans E. �

Définition 6.8.1. Soient E un espace normé et A une partie de E. On dit que A est
totale dans E si le sous-espace vectoriel (algébrique) engendré par A est dense dans E.
Une famille libre et totale d’un espace normé E est appelée base topologique de E.

Notons qu’une partie génératrice est totale ; la réciproque est en général fausse : un sous-
espace vectoriel dense d’un espace normé E distinct de E est total et non générateur.

Proposition 6.8.2. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) E est séparable.

(ii) E possède une partie totale et au plus dénombrable.

(iii) Il existe une suite croissante (Fn)n≥0 de sous-espaces vectoriels de dimension finie
de E telle que ∪

n≥0
Fn soit dense dans E.

Démonstration. L’implication (i) =⇒ (ii) est triviale. Montrons l’implication (ii) =⇒
(iii). Soit A = {a0, a1, · · · , an, · · · } une partie totale et au plus dénombrable dans E.
Pour tout n ≥ 0, soit Fn = V ect{a0, a1, · · · , an}. Alors on a 0 ≤ dim(Fn) ≤ n + 1 et
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∪
n≥0

Fn est dense dans E.

Preuve de (iii) =⇒ (i). Soit Dn une partie au plus dénombrable et dense dans Fn. Alors
D = ∪

n≥0
Dn est au plus dénombrable et dense dans E. Donc E est séparable. �

Proposition 6.8.3. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) L’espace E est séparable.

(ii) La boule unité fermée B′(0, 1) est séparable.

(iii) La boule unité ouverte B(0, 1) est séparable.

(iv) La sphère unité S(0, 1) est séparable.

Démonstration. Puisque tout sous-espace d’un espace métrique séparable est sépa-
rable, voir théorème 2.2.1, les implications (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) =⇒ (iv) sont triviales.
Preuve de (iv) =⇒ (i). Soit D = {xn ; n ≥ 0} une partie au plus dénombrable et dense
dans S(0, 1). Montrons que D est une partie totale de E, i.e. Vect(D) est dense dans E.
Comme on a 0 = lim

n→+∞
xn

n et xn

n ∈ Vect(D), alors 0 ∈ Vect(D). Soient ε > 0 et x ∈ E

tel que x �= 0. Alors on a
x

‖x‖ ∈ S(0, 1). Comme D est dense dans S(0, 1), il existe xn tel

que
∥∥∥ x

‖x‖ − xn

∥∥∥ <
ε

‖x‖ , d’où on a ‖x−‖x‖xn‖ < ε. Donc x ∈ Vect(D). Par conséquent,

Vect(D) est dense dans E. �

Proposition 6.8.4. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et F un sous-espace vectoriel fermé
de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) L’espace E est séparable.

(ii) Les espaces F et E/F sont séparables.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 6 du supplément.

On a montré, corollaire 3.4.5 et proposition 3.6.1, le résultat suivant :

Proposition 6.8.5. Soient (X, T ) un espace compact et C(X) l’espace vectoriel des
applications continues de X dans K muni de la norme ‖ ‖∞. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) L’espace (X, T ) possède une base dénombrable d’ouverts.

(ii) L’espace (X, T ) est métrisable.

(iii) L’espace de Banach (C(X), ‖ ‖∞) est séparable.

Remarque 6.8.1. On va voir, exercices 6.34 et 6.35, que pour tout p ∈ [1, +∞[, l’espace
de Banach �p est séparable. Par contre, l’espace de Banach �∞ n’est pas séparable.
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6.9 Exercices

Exercice 6.1. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé, a ∈ E et r > 0. Montrer que l’on a :

B(a, r) = B′(a, r) et

◦︷ ︸︸ ︷
B′(a, r) = B(a, r) .

En déduire que l’on a Fr
(
B′(a, r)

)
= Fr

(
B(a, r)

)
= {x ∈ E ; ‖x− a‖ = r}.

Solution. On a déjà vu, exercice 2.1, que l’on a B(a, r) ⊂

B′(a, r) et B(a, r) ⊂
◦︷ ︸︸ ︷

B′(a, r). Pour montrer les inclusions
réciproques, il faut exploiter la structure d’espace vectoriel
de E. Soit x ∈ B′(a, r), on va construire une suite (xn)n≥1

appartenant au segment [a, x[⊂ B(a, r) et convergeant vers
x. Un élément de [a, x[ est de la forme (1 − t)x + ta, avec
0 < t ≤ 1. On pose xn =

(
1− 1

n

)
x+ 1

na, alors la suite (xn)n≥1

converge vers x. D’autre part, on a xn−a =
(
1− 1

n

)
(x−a), d’où

‖xn − a‖ =
(
1− 1

n

)
‖x− a‖ ≤ (1− 1

n )r < r, donc xn ∈ B(a, r).

Par conséquent, on a x ∈ B(a, r), d’où B(a, r) = B′(a, r).

B′(a, r)

r
a

x
xn

y
y n

On va donner deux preuves de l’inclusion

◦︷ ︸︸ ︷
B′(a, r)⊂ B(a, r) .

Première preuve : on montre que E \ B(a, r) ⊂ E \
◦︷ ︸︸ ︷

B′(a, r). Soit y ∈ E \ B(a, r), alors

on a ‖y − a‖ ≥ r . On va construire une suite (yn)n≥2 dans le fermé E \
◦︷ ︸︸ ︷

B′(a, r) qui

converge vers y, ceci impliquera que y ∈ E\
◦︷ ︸︸ ︷

B′(a, r). Soit yn tel que y =
(
1− 1

n

)
yn+

1
na ;

autrement dit, on a yn = n
n−1y − 1

n−1a, donc la suite (yn)n≥2 converge vers y, et on a
yn − a = n

n−1 (y− a), d’où ‖yn − a‖ = n
n−1‖y− a‖ ≥ n

n−1r > r, donc yn ∈ E \B′(a, r) ⊂

E \
◦︷ ︸︸ ︷

B′(a, r) .

Deuxième preuve : on montre directement l’inclusion

◦︷ ︸︸ ︷
B′(a, r)⊂ B(a, r) . Soit z ∈

◦︷ ︸︸ ︷
B′(a, r),

avec z �= a, alors il existe ε > 0 tel que B(z, 2ε) ⊂ B′(a, r) . Soit t = z+ε
z − a

‖z − a‖ , alors on

a ‖t−z‖ = ε < 2ε, donc t ∈ B′(a, r) . On a t−a = z−a+ε
z − a

‖z − a‖ =
‖z − a‖+ ε

‖z − a‖ (z−a),

d’où ‖z− a‖ < ‖z− a‖+ ε = ‖t− a‖ ≤ r. Donc on a z ∈ B(a, r), d’où

◦︷ ︸︸ ︷
B′(a, r)⊂ B(a, r) .

Pour toute partie A d’un espace topologique X , on a Fr(A) = A \
◦
A, voir exercice 1.10.

On en déduit que l’on a :

Fr
(
B′(a, r)

)
= Fr

(
B(a, r)

)
= B′(a, r) \B(a, r) = {x ∈ E ; ‖x− a‖ = r} .

Exercice 6.2. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé, a, b ∈ E et r > 0, λ > 0.

1. Montrer que l’on a B(a, r) + b = B(a+ b, r) et B′(a, r) + b = B′(a+ b, r) .
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2. Montrer que l’on a λB(a, r) = B(λa, λr) et λB′(a, r) = B′(λa, λr) .

Solution. 1. Soit x ∈ E, on a :

x ∈ B(a+ b, r) ⇐⇒ ‖a+ b− x‖ < r

⇐⇒ ‖a− (x− b)‖ < r

⇐⇒ x− b ∈ B(a, r)

⇐⇒ x ∈ B(a, r) + b .

Donc on a B(a+ b, r) = B(a, r) + b. De même, on a B′(a+ b, r) = B′(a, r) + b.
2. Soit x ∈ E, on a :

x ∈ B(λa, λr) ⇐⇒ ‖λa− x‖ < λr

⇐⇒
∥∥a− x

λ

∥∥ < r

⇐⇒ x
λ ∈ B(a, r)

⇐⇒ x ∈ λB(a, r) .

Donc on a B(λa, λr) = λB(a, r). De même, on a B′(λa, λr) = λB′(a, r).

Exercice 6.3. Soient (E, ‖ ‖) un espace vectoriel normé, a, b ∈ E et r > 0, s > 0.

1. Montrer que B(a, r) ⊂ B(b, s) ⇐⇒ B′(a, r) ⊂ B′(b, s) ⇐⇒ ‖a− b‖ ≤ s− r.

2. En déduire que B(a, r) = B(b, s) ⇐⇒ B′(a, r) = B′(b, s) ⇐⇒ a = b et s = r.

3. Montrer que si E est un espace de Banach, alors toute intersection d’une suite
décroissante de boules fermées dans E est une boule fermée dans E.

Solution. 1. La première équivalence résulte de l’exercice 6.1. Montrons la deuxième
équivalence. Supposons d’abord que ‖a− b‖ ≤ s− r. Soit x ∈ B′(a, r), alors on a :

‖b− x‖ ≤ ‖b− a‖+ ‖a− x‖ ≤ s− r + r = s .

Donc on a x ∈ B′(b, s), d’où B′(a, r) ⊂ B′(b, s).
Réciproquement, supposons que B′(a, r) ⊂ B′(b, s). Si a = b, on pose x = a + r

a

‖a‖
si a �= 0, et si non, on pose x = r

y

‖y‖ , avec y �= 0. Alors on a ‖a − x‖ = r, d’où

x ∈ B′(a, r) ⊂ B′(a, s), donc on a ‖a − x‖ ≤ s. Par conséquent, on a r ≤ s et
‖b − a‖ = 0 ≤ s − r. On suppose maintenant a �= b, donc on a ‖b − a‖ > 0. Soit

x = a+ r
a− b

‖a− b‖ , alors on a ‖a− x‖ = r, donc x ∈ B′(a, r) ⊂ B′(b, s). D’autre part, on

a x − b = a − b + r
a− b

‖a− b‖ =
‖a− b‖+ r

‖a− b‖ (a − b), d’où ‖a − b‖ + r = ‖x − b‖ ≤ s . Par

conséquent, on a ‖a− b‖ ≤ s− r .
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2. Cela résulte immédiatement de 1.
3. On suppose que (E, ‖ ‖) est un espace de Banach. Soit

(
B′(an, rn)

)
n≥0

une suite de

boules fermées dans E telle que pour tout n ≥ 0, on ait B′(an+1, rn+1) ⊂ B′(an, rn).
Donc pour tout m ≥ n, on a ‖am − an‖ ≤ rn − rm. On en déduit que la suite (rn)n≥0

est décroissante et minorée par 0, et que la suite (an)n≥0 est de Cauchy dans E. Soient
r = lim

n→+∞ rn et a = lim
n→+∞ an. Montrons que l’on a B′(a, r) = ∩

n≥0
B′(an, rn). On fait

tendre m vers +∞ dans l’inégalité précédente, on obtient ‖an − a‖ ≤ rn − r pour tout
n ≥ 0, donc on a B′(a, r) ⊂ ∩

n≥0
B′(an, rn). Réciproquement, soit x ∈ ∩

n≥0
B′(an, rn),

alors pour tout ≥ 0, on a ‖an − x‖ ≤ rn. On fait tendre n vers +∞, on obtient
‖a − x‖ ≤ r, donc x ∈ B′(a, r), d’où on a ∩

n≥0
B′(an, rn) ⊂ B′(a, r). Par conséquent,

on a B′(a, r) = ∩
n≥0

B′(an, rn).

Exercice 6.4. Soient (E, ‖ ‖) un espace vectoriel normé et r > 0.

1. Montrer que B(0, r) est homéomorphe à E.

2. En déduire que pour tout a ∈ E, B(a, r) est homéomorphe à E.

3. En déduire que Ur = {x ∈ E ; ‖x‖ > r} est homéomorphe à E \ {0}.
Solution. 1. Soit x ∈ E, alors on a x ∈ B(0, r) ⇐⇒ ‖x‖ < r ⇐⇒ r − ‖x‖ > 0 . D’où
l’idée de considérer l’application suivante :

f : B(0, r) −→ E

x �−→ x

r − ‖x‖

Soient x ∈ B(0, r) et y ∈ E, alors on a
x

r − ‖x‖ = y ⇐⇒ x =
r y

1 + ‖y‖ . Donc f est

bijective et on a f−1(y) =
r y

r + ‖y‖ . Comme f et f−1 sont des composées d’applications

continues, alors f et f−1 sont continues. Par conséquent, f est un homéomorphisme.
2. Pour tout a ∈ E, l’application x �−→ x + a est un homéomorphisme de E et on a
B(a, r) = B(0, r) + a, on en déduit que B(a, r) est homéomorphe à E.

3. Soit x ∈ E, alors on a ‖x‖ > r ⇐⇒ 1

‖x‖ <
1

r
⇐⇒

∥∥∥ x

‖x‖2
∥∥∥ <

1

r
. Considérons

l’application
g : Ur −→ B

(
0, 1

r

)
\ {0}

x �−→ x

‖x‖2

alors g est un homéomorphisme. Donc Ur est homéomorphe à B
(
0, 1r

)
\ {0} qui est

homéomorphe à E \ {0}.
Remarque 6.9.1. Soient (E, ‖ ‖) un espace vectoriel normé et r > 0. Alors les applica-
tions suivantes

f : B(0, r) −→ E

x �−→ 2r x

r2 − ‖x‖2
,

g : B(0, r) −→ E

x �−→ x√
r2 − ‖x‖2
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sont des homéomorphismes et on a :

f−1(y) =
r y

1 +

√
1 + ‖y‖2

, g−1(y) =
r y√

1 + ‖y‖2
.

L’intérêt des ces applications ce qu’elles sont de classe ��C∞
��.

Remarque 6.9.2. Pour tout n ≥ 1, Soit ‖ ‖ la norme euclidienne sur Rn et soient :

Bn =
{
x ∈ Rn ; ‖x‖ ≤ 1

}
et Sn−1 =

{
x ∈ Rn ; ‖x‖ = 1

}
.

L’application suivante

g :
◦
Bn −→ Rn

x �−→ x√
1− ‖x‖2

est un homéomorphisme et on a g−1(y) =
y√

1 + ‖y‖2
, pour tout y ∈ Rn.

Soit N = (0, . . . , 0, 1) le pôle nord de Sn =
{
(x, t) ∈ Rn × R ; ‖(x, t)‖ = 1

}
. Alors

l’application suivante

ϕ : Sn \N −→ Rn

(x, t) �−→ x

1− t

est un homéomorphisme, appelée la projection stéréographique du pôle nord, et on
a :

ϕ−1 : Rn −→ Sn \N

x �−→
( 2x

1 + ‖x‖2 ,
‖x‖2 − 1

1 + ‖x‖2
)

Soit ρ = g−1 ◦ ϕ, alors :

ρ : Sn \N −→
◦
Bn

(x, t) �−→ x√
2(1− t)

est un homéomorphisme. Considérons l’application

π : Bn −→ Sn

x �−→
(
2

√
1− ‖x‖2 x, 2‖x‖2 − 1

)
alors π est une application continue surjective et fermée car Bn est compact. De plus,
pour x ∈ Bn, on a π(x) = N si et seulement si x ∈ Sn−1. Notons aussi que la restriction
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de π à
◦
Bn est égale à ρ−1. On déduit du corollaire 1.4.1 qu’il existe un homéomorphisme

π̃ de Bn/Sn−1 sur Sn tel que le diagramme suivant soit commutatif.

Bn Sn

Bn/Sn−1

�π

�
��	q 




�
π̃

Autrement dit, Sn est obtenue de Bn en identifiant sa frontière Sn−1 à un point.

Exercice 6.5. Soient E un K-espace vectoriel et ‖ ‖1, ‖ ‖2 deux normes équivalentes
sur E. Soient B1 et B2 les boules unités fermées de (E, ‖ ‖1) et (E, ‖ ‖2) respective-
ment. Considérons l’application Φ : (E, ‖ ‖1) −→ (E, ‖ ‖2) définie par Φ(0) = 0 et

Φ(x) =
‖x‖1
‖x‖2

x si x �= 0. Montrer que Φ est un homéomorphisme. En déduire que B1 et

B2 sont homéomorphes.

Solution. Il est clair que Φ est bijective et que l’on a Φ−1(0) = 0 et Φ−1(x) =
‖x‖2
‖x‖1

x si

x �= 0. Pour tout x ∈ E, on a ‖Φ(x)‖2 = ‖x‖1, donc Φ est continue en 0. Soit a un élément
non nul de E. D’après la proposition 2.2.3, Φ est continue en a si et seulement si pour
toute suite (xn)n≥0 convergeant vers a dans (E, ‖ ‖1), alors la suite

(
Φ(xn)

)
n≥0

converge

vers Φ(a) dans (E, ‖ ‖2). Soit (xn)n≥0 une telle suite, alors on a lim
n→+∞ ‖xn‖1 = ‖a‖1 .

Comme ‖ ‖1 et ‖ ‖2 sont équivalentes, alors (xn)n≥0 converge aussi vers a dans (E, ‖ ‖2).
Donc on a lim

n→+∞xn = a dans (E, ‖ ‖2) et lim
n→+∞ ‖xn‖2 = ‖a‖2 . Puisque l’application

K× (E, ‖ ‖2) −→ (E, ‖ ‖2)
(λ, x) �−→ λx

est continue, voir proposition 6.1.2, on en déduit que lim
n→+∞Φ(xn) = Φ(a) dans (E, ‖ ‖2),

donc Φ est continue en a. Par conséquent, Φ est continue. On démontre de même que
Φ−1 est continue, donc Φ est homéomorphisme. Pour tout x ∈ E, on a ‖Φ(x)‖2 = ‖x‖1,
donc Φ(B1) = B2. Par conséquent, B1 et B2 sont homéomorphes.

Exercice 6.6. Soient E un espace vectoriel et ‖ ‖1, ‖ ‖2 deux normes sur E. Montrer
que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Les deux normes sont équivalentes.

(ii) Les distances associées aux normes sont équivalentes.

(iii) Les deux normes définissent la même topologie sur E.

Solution. Il résulte des définitions 6.1.2 et 2.3.2 que l’on a les implications (i) =⇒ (ii) =⇒
(iii). Montrons l’implication (iii) =⇒ (i). Les deux normes définissent la même topologie
sur E si et seulement si l’application identité

idE : (E, ‖ ‖1) −→ (E, ‖ ‖2)
x �−→ x
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est un homéomorphisme. Or idE est de plus linéaire, alors il résulte du théorème 6.3.1
que idE est un homéomorphisme s’il existe α > 0 et β > 0 tels que pour tout x ∈ E,
on ait α ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ β ‖x‖1. Par conséquent, les deux normes définissent la même
topologie sur E si et seulement si les deux normes sont équivalentes.

Exercice 6.7. Soient E un K-espace vectoriel, et ‖ ‖1, ‖ ‖2 deux normes sur E. Montrer
que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) ‖ ‖1 = ‖ ‖2. Autrement dit, pour tout x ∈ E, on a ‖x‖1 = ‖x‖2.

(ii) Les deux normes ont la même sphère unité.

(iii) Les deux normes ont la même boule unité ouverte (ou fermée).

Solution. L’implication (i) =⇒ (ii) est claire. Montrons l’implication (ii) =⇒ (i). Soit

x un élément non nul de E . On a
∥∥∥ x

‖x‖1

∥∥∥
1
= 1, donc

1

‖x‖1
‖x‖2 =

∥∥∥ x

‖x‖1

∥∥∥
2
= 1, d’où

‖x‖1 = ‖x‖2.
L’implication (i) =⇒ (iii) est claire. Montrons l’implication réciproque. Soit x un élément

non nul de E. Alors, pour tout n ≥ 1, on a
∥∥∥(1 − 1

n

) x

‖x‖1

∥∥∥
1
= 1 − 1

n < 1, donc(
1 − 1

n

) 1

‖x‖1
‖x‖2 =

∥∥∥(1 − 1
n

) x

‖x‖1

∥∥∥
2
< 1, d’où

(
1 − 1

n

)
‖x‖2 < ‖x‖1. On fait tendre n

vers + l’infini, on obtient ‖x‖2 ≤ ‖x‖1. De même, on montre que l’on a ‖x‖1 ≤ ‖x‖2.
Donc, pour tout x ∈ E, on a ‖x‖1 = ‖x‖2.

Exercice 6.8. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et A, D deux sous-ensembles de E tels
que A ⊂ D. Montrer que pour tout ε > 0, on a A ⊂ D +B(0, ε).
Solution. Soient a ∈ A et ε > 0, alors a −B(0, ε) est un ouvert de E contenant a. Par
conséquent, on a

(
a − B(0, ε)

)
∩ D �= ∅, donc il existe x ∈ B(0, ε) et d ∈ D tels que

a− x = d, d’où a = d+ x ∈ D +B(0, ε). Donc on a A ⊂ D +B(0, ε).

Exercice 6.9. Soit F un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel normé (E, ‖ ‖).

1. Montrer que F est aussi un sous-espace vectoriel de E.

2. Montrer que si F est distinct de E, alors F est d’intérieur vide.

3. Déterminer le sous-espace vectoriel de E engendré par la boule ouverte de centre 0
et de rayon 1.

Solution. 1. Soient x, y ∈ F et λ ∈ K . Alors il existe deux suites (xn)n≥0 et (yn)n≥0

dans F telles que x = lim
n→+∞ xn et y = lim

n→+∞ yn. Comme on a :

‖x+ λy − (xn + λyn)‖ ≤ ‖x− xn + λ(y − yn)‖ ≤ ‖x− xn‖+ |λ| ‖y − yn‖

alors la suite (xn +λyn)n≥0 converge vers x+ λy. Puisque F est sous-espace vectoriel de
E, alors la suite (xn + λyn)n≥0 est dans F , donc on a x + λy ∈ F . Par conséquent, F
est un sous-espace vectoriel de E.

2. On suppose F �= E. Si
◦
F �= ∅, alors il existe x ∈ F et r > 0 tels que B(x, r) ⊂ F .
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Alors on a B(0, r) = B(x, r)− x ⊂ F . Soit y un élément non nul de E, alors z =
ry

2‖y‖ ∈

B(0, r) ⊂ F . Donc y =
2‖y‖
r

z ∈ F , d’où on a E = F ce qui contredit l’hypothèse, donc

on a bien
◦
F = ∅.

3. Le sous-espace vectoriel de E engendré par la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1
est d’intérieur non vide, donc il est égal à E.

Exercice 6.10. Soient (E, ‖ ‖) un espace vectoriel normé et A un sous-ensemble convexe

de E. Montrer que
◦
A et A sont des sous-ensembles convexes de E.

Solution. Soient x, y ∈ A et t ∈ [0, 1], alors il existe deux suites (xn)n≥0 et (yn)n≥0

dans A telles que x = lim
n→+∞xn et y = lim

n→+∞ yn. On déduit du corollaire 6.1.1 que l’on a

tx+ (1− t)y = lim
n→+∞ txn + (1− t)yn . Comme A est convexe, alors txn + (1− t)yn ∈ A,

pour tout n ≥ 0. Par conséquent, on a tx+ (1 − t)y ∈ A, donc A est convexe.

Pour montrer que
◦
A est un ouvert, on va donner deux preuves.

Première preuve. Pour tout t ∈ [0, 1], t
◦
A +(1− t)

◦
A est un ouvert de (E, ‖ ‖) et contenu

dans tA+ (1 − t)A ⊂ A, donc on a t
◦
A +(1− t)

◦
A ⊂

◦
A. Autrement dit,

◦
A est convexe.

Deuxième preuve. Soient a, b ∈
◦
A et t ∈ [0, 1]. Alors il existe ε > 0 tel que B(a, ε) ⊂ A

et B(b, ε) ⊂ A. Montrons que l’on a B(ta+ (1− t)b, ε) ⊂ A. Soit z ∈ B(ta+ (1− t)b, ε).
On a ta+ (1− t)b− z = b− (z − t(a− b)) et ta+ (1− t)b− z = a− (z + (1− t)(a− b)),
on en déduit z − t(a − b) ∈ B(b, ε) ⊂ A et z + (1 − t)(a − b) ∈ B(a, ε) ⊂ A . Comme A
est convexe, alors z = (1− t)[z − t(a− b)] + t[z+ (1− t)(a− b)] ∈ A . Par conséquent, on

a B(ta+ (1 − t)b, ε) ⊂ A, d’où ta+ (1− t)b ∈
◦
A . Donc

◦
A est convexe.

A

z

a
ta + (1− t)b

b
ε

ε

Exercice 6.11. Soient E un espace normé et A un sous-ensemble convexe de E.

1. Soient u ∈
◦
A et v ∈ A. Montrer que l’intervalle ]u, v[ = {(1− t)u+ tv ; 0 < t < 1}

est contenu dans
◦
A.

2. Soient x0 ∈
◦
A et x ∈ A. On se propose de montrer que l’intervalle ]x0, x[ = {(1 −

t)x0 + tx ; 0 < t < 1} est contenu dans
◦
A. Soit y ∈ ]x0, x[, alors il existe t ∈ ]0, 1[

tel que y = (1− t)x0 + tx.

(i) Montrer qu’il existe u ∈
◦
A et v ∈ A tels que y ∈ ]u, v[. (Considérer l’homo-

thétie de centre y transformant x en x0).
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(ii) En déduire que y ∈
◦
A.

3. Montrer que si
◦
A est non vide, alors on a A =

◦
A.

4. Montrer que si
◦
A est non vide, alors on a

◦
A=

◦
A. (Si x0 ∈

◦
A et x ∈

◦
A, montrer qu’il

existe x1 ∈ A tel que x ∈ ]x0, x1[ ).

Solution. 1. Soit y ∈ ]u, v[, alors il existe t ∈ ]0, 1[ tel que y = (1 − t)u + tv. Comme

u ∈
◦
A, il existe ε > 0 tel que B(u, ε) ⊂ A. En considérant le cône de base B(u, ε) et

de sommet v, on a l’idée de poser z = (1 − t)u′ + tv, où u′ ∈ B(u, ε) et z ∈ B(y, α) à
déterminer. On a z − y = (1 − t)(u′ − u), donc u′ ∈ B(u, ε) ⇐⇒ z ∈ B(y, (1 − t)ε).
Soit z ∈ B(y, (1 − t)ε) et posons u′ = 1

1−t (z − tv), alors on a u′ − u = 1
1−t (z − y), d’où

u′ ∈ B(u, ε) ⊂ A. Comme A est convexe, alors z ∈ A, d’où B(y, (1 − t)ε) ⊂ A. Donc on

a y ∈
◦
A.

2(i). Soient y ∈ ]x0, x[ et t ∈ ]0, 1[ tels que y = (1 − t)x0 + tx. Une homothétie de E de
centre y est de la forme h(z) = y+λ(y− z), pour tout z ∈ E, où λ ∈ K, fixé. On veut de
plus que x0 = h(x) = y+λ(y−x), d’où y = 1

1+λx0 +
λ

1+λx. Or on a y = (1− t)x0+ tx, il

suffit de prendre λ = t
1−t . Donc on a h(z) = y+ t

1−t (y− z), pour tout z ∈ E. Soit ε > 0

tel que B
(
x0,

t
1−tε

)
⊂

◦
A. Comme on a B(x, ε) ∩ A �= ∅, alors il existe v ∈ B(x, ε) ∩ A.

Soit u = h(v) = y + t
1−t (y − z), alors on a x0 − u = t

1−t (v − x), d’où ‖x0 − u‖ < t
1−tε.

Donc on a u ∈
◦
A. Or on a u = y + t

1−t (y − v), d’où y = (1− t)u+ tv ∈]u, v[, avec u ∈
◦
A

et v ∈ A.

2(ii). Il résulte de 1 et de 2(i) que y ∈
◦
A, donc on a ]x0, x[⊂

◦
A.

3. Supposons
◦
A �= ∅. On a toujours

◦
A ⊂ A. Réciproquement, soient x ∈ A et x0 ∈

◦
A.

D’après 2, on a ]x0, x[⊂
◦
A. Comme on a x = lim

n→+∞
1
nx0 +

(
1 − 1

n

)
x, alors x ∈

◦
A, donc

A ⊂
◦
A. Par conséquent, on a A =

◦
A.

4. Supposons
◦
A �= ∅. On a toujours

◦
A⊂

◦
A. Réciproquement, soient x ∈

◦
A et x0 ∈

◦
A.

Soit ε > 0 tel que B(x, ε) ⊂ A. Pour tout n ≥ 2, soit xn = n
n−1x − 1

n−1x0, alors

on a lim
n→+∞xn = x, donc il existe p ≥ 2 tel que xp ∈ B(x, ε) ⊂ A. Comme on a

x =
(
1− 1

p

)
xp +

1
px0 ∈ ]x0, xp[, il résulte de 2 que x ∈

◦
A. Donc on a

◦
A⊂

◦
A, d’où

◦
A=

◦
A.

Remarque 6.9.3. Dans le chapitre 9, on généralisera les résultats obtenus dans les
exercices 6.9, 6.10 et 6.11, voir propositions 9.1.3 et 9.1.4.

Exercice 6.12. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et x, y ∈ E tels que ‖x+y‖ = ‖x‖+‖y‖.
Montrer que pour tout α ≥ 0, β ≥ 0, on a ‖αx+ βy‖ = α‖x‖+ β‖y‖.
Solution. On peut supposer α ≥ β. On a αx+ βy = α(x+ y)− (α− β)y, d’où :

α‖x+ y‖ − (α− β)‖y‖ ≤ ‖α(x + y)− (α− β)y‖ = ‖αx+ βy‖ ≤ α‖x‖+ β‖y‖ .

Or on a ‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖, on en déduit ‖αx+ βy‖ = α‖x‖+ β‖y‖.

Exercice 6.13. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé.
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1. Montrer que pour tout x, y, z ∈ E, on a :

‖x‖+ ‖z − x‖ ≤ ‖y‖+ ‖z − y‖+ 2‖x− y‖ .

2. Montrer que si x, y ∈ E tels que ‖x‖ = 1 et 0 < ‖y‖ ≤ 1, alors on a :

‖x− y‖ ≥ 1

2

∥∥∥x− y

‖y‖

∥∥∥ .
3. Soient x et y deux éléments non nuls de E. Montrer que l’on a :

(∗) ‖x− y‖ ≥ 1
2 max

(
‖x‖, ‖y‖

) ∥∥∥ x

‖x‖ − y

‖y‖

∥∥∥

(∗∗) ‖x− y‖ ≥ 1
4

(
‖x‖+ ‖y‖

) ∥∥∥ x

‖x‖ − y

‖y‖

∥∥∥ .

B′(0, 1)

0 1

x

y

y
‖y‖

x
‖x‖

Solution. 1. Soient x, y, z ∈ E, on a :

‖x‖+ ‖z − x‖ = ‖x− y + y‖+ ‖z − y + y − x‖

≤ ‖x− y‖+ ‖y‖+ ‖z − y‖+ ‖y − x‖

= ‖y‖+ ‖z − y‖+ 2‖x− y‖ .

2. Soient x, y ∈ E tels que ‖x‖ = 1 et 0 < ‖y‖ ≤ 1. On pose z =
y

‖y‖ dans 1, on obtient

1 +
∥∥∥x− y

‖y‖

∥∥∥ ≤ ‖y‖+
∥∥∥ y

‖y‖ − y
∥∥∥+ 2‖x− y‖. Puisque l’on a :

‖y‖+
∥∥∥ y

‖y‖ − y
∥∥∥ = ‖y‖+ 1

‖y‖
∥∥(1− ‖y‖)y

∥∥ = ‖y‖+ 1− ‖y‖ = 1 ,

on en déduit l’inégalité cherchée.
3. Soient x et y deux éléments non nuls de E. On a max

(
‖x‖, ‖y‖

)
≥ 1

2

(
‖x‖ + ‖y‖

)
,

donc il suffit de démontrer l’inégalité (∗). Si ‖x‖ = 1 et ‖y‖ ≤ 1, l’inégalité (∗) est réduite
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à l’inégalité ‖x− y‖ ≥ 1

2

∥∥∥x− y

‖y‖

∥∥∥, et ceci a été fait dans 2. Si ‖x‖ = ‖y‖, l’inégalité (∗)

est triviale. Donc on peut supposer ‖x‖ ≥ ‖y‖, d’où
∥∥∥ y

‖x‖

∥∥∥ ≤ 1. On déduit de 2 que l’on

a
∥∥∥ x

‖x‖ − y

‖x‖

∥∥∥ ≥ 1

2

∥∥∥ x

‖x‖ − y

‖x‖ ‖y‖
‖x‖

∥∥∥. Donc on a ‖x − y‖ ≥ 1
2 ‖x‖

∥∥∥ x

‖x‖ − y

‖y‖

∥∥∥. Or on

a max
(
‖x‖, ‖y‖

)
= ‖x‖, on en déduit l’inégalité (∗).

Exercice 6.14. Soient (E, ‖ ‖) un R-espace normé et x, y, z trois vecteurs non linéaire-
ment indépendants dans E. Il s’agit de Montrer l’inégalité suivante :

(∗) ‖x+ y‖+ ‖y + z‖+ ‖z + x‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖+ ‖z‖+ ‖x+ y + z‖ .

1. Vérifier que l’inégalité (∗) est inchangée en faisant le changement de variables
suivant :

x′ = x, y′ = y et z′ = −x− y − z .

2. Montrer que l’on peut se ramener au cas où x + βy + γz = 0, avec 0 ≤ β ≤ 1 et
0 ≤ γ ≤ 1.

3. Montrer l’inégalité (∗) .

Solution. 1. On a ‖x′+y′‖ = ‖x+y‖, ‖y′+z′‖ = ‖x+z‖, ‖x′+z′‖ = ‖y+z‖, ‖x′‖ = ‖x‖,
‖y′‖ = ‖y‖, ‖z′‖ = ‖x+ y+ z‖ et ‖x′ + y′ + z′‖ = ‖z‖. Donc l’inégalité (∗) est inchangée
en faisant un tel changement de variables.
2. Puisque l’inégalité (∗) est symétrique en x, y et z, on peut considérer que l’on a la
relation x+sy+tz = 0, avec s, t ∈ R. Si t �∈ [0, 1], on pose x′ = x, y′ = y et z′ = −x−y−z,

et on obtient (1 − t)x′ + (s − t)y′ − tz′ = 0, d’où on a x′ + (s−t)
1−t y′ − t

1−tz
′ = 0, avec

0 ≤ − t
1−t ≤ 1. Donc on a x′+by′+cz′ = 0, avec 0 ≤ c ≤ 1. Si b �∈ [0, 1], on pose x′′ = x′,

y′′ = −x′ − y′ − z′ et z′′ = z′, et on obtient (1 − b)x′′ − by′′ + (c − b)z′′ = 0, d’où on a
x′′ − b

1−by
′′ + c−b

1−bz
′′ = 0, avec 0 ≤ − b

1−b ≤ 1 et 0 ≤ c−b
1−b ≤ 1. Par conséquent, on peut

considérer que l’on a la relation x+ βy + γz = 0, avec 0 ≤ β ≤ 1 et 0 ≤ γ ≤ 1.
3. On a x+y = (1−β)y−γz et −(x+z) = βy−(1−γ)z, d’où on a ‖x+y‖ ≤ (1−β)‖y‖+
γ‖z‖ et ‖x+z‖ ≤ β‖y‖+(1−γ)‖z‖. On a ‖y+z‖ = ‖(x+y+z)−x‖ ≤ ‖x+y+z‖+‖x‖.
Par conséquent, on a bien l’inégalité (∗).

Exercice 6.15. Soit A un sous-ensemble d’un espace normé (E, ‖ ‖). Montrer que A est
précompact si, et seulement si, A est borné et pour tout ε > 0, il existe un sous-espace
vectoriel Fε de E de dimension finie tel que pour tout x ∈ A, on ait d(x, Fε) < ε.
Solution. Supposons d’abord que A est précompact. Soit ε > 0, il existe x1, . . . , xn ∈ E

tels que A ⊂
n
∪
i=1

B(xi, ε). Donc A est borné. Soit Fε = Vect
(
{x1, . . . , xn}

)
, alors Fε est

un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et pour tout x ∈ A, on a d(x, Fε) < ε.
Réciproquement, supposons que A est borné et que pour tout ε > 0, il existe un sous-
espace vectoriel Fε de E de dimension finie tel que pour tout x ∈ A, on ait d(x, Fε) < ε.
Soit r > 0 tel que A ⊂ B(0, r). Soient ε > 0 et Fε un sous-espace vectoriel de E de
dimension finie tel que pour tout x ∈ A, on ait d(x, Fε) < ε. L’ensemble Fε ∩B′(0, r+ ε)

est compact, donc il existe x1, . . . , xn ∈ E tels que Fε ∩ B′(0, r + ε) ⊂
n
∪
i=1

B(xi, ε).
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Montrons qu’alors A ⊂
n
∪
i=1

B(x1, 2ε). Soit x ∈ A, il existe y ∈ Fε tel que ‖x − y‖ < ε.

Donc on a y ∈ Fε ∩ B′(0, r + ε). Par conséquent, il existe i tel que ‖xi − y‖ < ε, d’où

‖x− xi‖ < 2ε. Donc on a bien A ⊂
n
∪
i=1

B(x1, 2ε). On en déduit que A est précompact.

Exercice 6.16. Soient A et B deux parties non vides d’un espace normé (E, ‖ ‖). Établir
les résultats suivants :

1. Si A est ouvert, A+B est ouvert.

2. Si A et B sont compacts, A+B est compact.

3. Si A est compact et B fermé, A+B est fermé.

4. Si A et B sont fermés, A+B n’est pas nécessairement fermé.

Solution. On donne deux preuves de 1.
Première preuve : soit b ∈ B. Comme l’application x �−→ x+ b est un homéomorphisme
de E, on en déduit que A+ b est un ouvert de E. Comme on a A+B = ∪

b∈B
A+ b, alors

A+B est ouvert dans E.
Deuxième preuve : soient a + b ∈ A + B, alors il existe ε > 0 tel que B(a, ε) ⊂ A, d’où
B(a, ε) + b ⊂ A+B. Or on a B(a, ε) + b = B(a+ b, ε), donc B(a+ b, ε) ⊂ A+B. Ainsi,
pour tout a+ b ∈ A+B, il existe ε > 0 tel que B(a+ b, ε) ⊂ A+B, donc A+B est un
ouvert de E.
2. L’application

A×B −→ E
(a, b) �−→ a+ b

est continue et A×B est compact, on en déduit que A+B est compact.
3. L’ensemble A+B est fermé si et seulement si A+B = A+B. On a toujours A+B ⊂
A+B, il reste à montrer l’inclusion réciproque. Soit x ∈ A+B, alors il existe deux suites
(an)n≥0 dans A et (bn)n≥0 dans B telles que x = lim

n→+∞ an + bn . Or A est compact,

donc (an)n≥0 admet une sous-suite convergente (ank
)k≥0. Soit a = lim

k→+∞
ank

∈ A. On a

aussi x = lim
k→+∞

ank
+ bnk

, on en déduit que la suite (bnk
)k≥0 est convergente. Comme

B est fermé, alors lim
k→+∞

bnk
= b ∈ B. Par conséquent, on a x = a + b ∈ A + B, donc

A+B ⊂ A+B.
4. Soient E = R2, A =

{
(x, 0) ; x ∈ R

}
et B =

{
(x, y) ∈ R2 ; xy = 1

}
. Alors A et B sont

fermés dans E, mais A+B n’est pas fermé car (0, 0) = lim
n→+∞ (−n, 0)+

(
n, 1

n

)
∈ A+B,

mais (0, 0) �∈ A+B.

Exercice 6.17. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et F , G deux sous-espaces vectoriels
de E. Montrer que si F est fermé dans E et G est de dimension finie, alors F + G est
fermé dans E.
Solution. Considérons l’espace normé quotient E/F et soit π : E −→ E/F l’application
quotient. Alors π(G) est sous-espace de dimension finie de E/F , donc π(G) est fermé.
Comme on a F +G = π−1(π(G)) et π est continue, alors F +G est fermé dans E .
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Exercice 6.18. Soient M et N les sous-espaces vectoriels fermés de c0 définis par :

M =
{
x = (xn)n≥0 ∈ c0 ; x2n = 2nx2n−1 pour tout n ≥ 1

}
,

N =
{
x = (xn)n≥0 ∈ c0 ; x2n+1 = 0 pour tout n ≥ 0

}
.

Montrer que M +N est un sous-espace vectoriel propre et dense dans c0. En particulier,
M +N n’est pas fermé dans c0.
Solution. Pour tout n ≥ 0, soit an = 1

n+1 , alors on a a = (an)n≥0 ∈ c0 et on vérifie
facilement que a �∈ M +N . Donc M +N est un sous-espace vectoriel propre de c0. Pour
tout n ≥ 0, on a e2n ∈ N . Soit p ≥ 1. On pose x2p−1 = 1, x2p = 2p et xn = 0 si
n �∈ {2p− 1, 2p}. On pose y2p = −2p et yn = 0 si n �= 2p. Alors on a x = (xn)n≥0 ∈ M ,
y = (yn)n≥0 ∈ N et x+ y = e2p−1. Par conséquent, pour tout n ≥ 0, on a en ∈ M +N .
Comme Vect({en ; n ≥ 0}) = cc est dense dans c0, alors M +N est dense dans c0. On
en déduit que M +N n’est pas fermé dans c0.

Exercice 6.19. Soient E un espace vectoriel normé, K et L deux parties compactes non
vides de E. Montrer que la réunion des segments joignant un point de K à un point de
L est un compact de E.
Solution. Soit C la réunion des segments joignant un point de K à un point de L, alors
on a C =

{
tx+ (1− t)y ; x ∈ K , y ∈ L et 0 ≤ t ≤ 1

}
. L’application

K × L× [0, 1] −→ E
(x, y, t) �−→ tx+ (1− t)y

est continue et K × L× [0, 1] est compact, on en déduit que C est compact.

Exercice 6.20. Soient (E, ‖ ‖) espace normé et F un sous-espace vectoriel de E.

1. Montrer que si F est de codimension ≥ 2, alors E \ F est connexe.

2. On suppose que E est un R-espace normé et que F est un hyperplan fermé de E.
Montrer que E \ F a deux composantes connexes.

3. On suppose que E est un C-espace normé et que F est un hyperplan de E. Montrer
que E \ F est connexe.

Solution. 1. Soit G un supplémentaire algébrique de F . Comme dim(G) ≥ 2, alors
G \ {0} est connexe. L’application

f : F ×G −→ E

(x, y) �−→ x+ y

est continue et bijective et on a f(F × (G \ {0})) = E \F . Or F × (G \ {0}) est connexe,
donc E \ F est connexe.
2. Soit ϕ : E −→ R une forme linéaire continue non nulle telle que F = ker(ϕ). Soient
C− = {x ∈ E ; ϕ(x) < 0} et C+ = {x ∈ E ; ϕ(x) > 0}, alors C− et C+ sont des ouverts
non vides disjoints de E tels que E \ F = C− ∪ C+. Pour tout x, y ∈ C− et pour tout
t ∈ [0, 1], on a ϕ(tx+(1− t)y) = tϕ(x) + (1− t)ϕ(y) < 0, donc C− est convexe, d’où C−
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est connexe. De même, C+ est connexe. Par conséquent, C− et C+ sont les composantes
connexes de E \ F , voir théorème 4.2.1.
3. Soit a ∈ E tel que E = F + C a et F ∩C a = {0}. L’application

f : F × C a −→ E

(h, λa) �−→ h+ λa

est continue et bijective et on a f(F ×(C a\{0})) = E \F . Or F×(C a\{0}) est connexe,
donc E \ F est connexe.

Exercice 6.21. Soient (E, ‖ ‖) espace normé et H un sous-espace vectoriel dense de E.
Montrer que E \H est connexe.
Solution. Si H est de codimension ≥ 2, il résulte de l’exercice précédent que E \H est
connexe. Supposons maintenant que H est un hyperplan. On distingue deux cas.
Premier cas : E est un C-espace vectoriel normé. Il résulte de l’exercice précédent que
E \H est connexe.
Deuxième cas : E est un R-espace vectoriel normé. Soit a ∈ E tel que E = H + Ra et
H ∩ Ra = {0}. Soient C− = {h + λa ; h ∈ H et λ < 0} et C+ = {h + λa ; λ > 0},
alors C− et C+ sont des ensembles connexes et on a E \H = C− ∪ C+. Comme H est
dense, alors H n’est pas fermé dans E, donc il existe une suite (hn)n≥0 dans H telle que
lim

n→+∞ hn = h + λa, avec h ∈ H et λ �= 0. Quitte à prendre la suite (−hn)n≥0, on peut

supposer λ > 0. Alors la suite (hn − 1
na)n≥0 est dans C− et converge vers h+ λa ∈ C+,

donc C− ∩C+ �= ∅. Il résulte de l’exercice 4.5 que E \H est connexe.

Exercice 6.22. Soient (E, ‖ ‖) un R-espace normé et H un hyperplan de E. Montrer
que E \H est connexe si et seulement si H n’est pas fermé dans E.
Solution. Il suffit de combiner le deux exercices précédents, car un hyperplan est ou
bien fermé ou bien dense dans E, voir proposition 6.3.6.

Exercice 6.23. Soient E = C([0, 1]) le K-espace vectoriel des applications continues de
[0, 1] dans K et g un élément fixé dans E. Pour tout f ∈ E, on pose :

Ng(f) = sup
0≤t≤1

|f(t)g(t)| = ‖fg‖∞ .

1. Montrer que Ng est une norme sur E si et seulement si g−1(0) est d’intérieur vide.

2. Montrer que Ng et ‖ ‖∞ sont équivalentes si et seulement si g−1(0) = ∅.

Solution. 1. Pour tout f, h ∈ E et pour tout λ ∈ K, on a :

Ng(λf) = ‖λfg‖∞ = |λ|‖fg‖∞ = |λ|Ng(f) ,

Ng(f + h) = ‖fg + hg‖∞ ≤ ‖fg‖∞ + ‖hg‖∞ = Ng(f) +Ng(h) .

On a Ng(0) = 0, donc Ng est une norme sur E si et seulement si pour tout f ∈ E, on a
l’implication

Ng(f) = 0 =⇒ f = 0 .
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Supposons d’abord que g−1(0) est d’intérieur vide. Soit f ∈ E tel que Ng(f) = 0, alors
pour tout t ∈ [0, 1], on a f(t)g(t) = 0. Soit U = f−1(K \ {0}), alors U est un ouvert de
[0, 1] et pour tout t ∈ U , on a g(t) = 0, d’où U ⊂ g−1(0). Comme g−1(0) est d’intérieur
vide, alors U = ∅, donc pour tout t ∈ [0, 1], on a f(t) = 0, d’où f = 0. Donc Ng est bien
une norme sur E.
Réciproquement, supposons que Ng est une norme sur E. Si g−1(0) est d’intérieur non
vide, alors il existe un intervalle non vide I de [0, 1] tel que pour tout t ∈ I, on ait
g(t) = 0. Soit f ∈ E tel que f �= 0 et pour tout t ∈ [0, 1] \ I, on ait f(t) = 0. Une telle
fonction existe, il suffit de prendre une fonction affine. Alors on a Ng(f) = 0, ce qui est
impossible. Donc g−1(0) est d’intérieur vide.
2. Supposons d’abord que g−1(0) = ∅. Comme [0, 1] est compact et g est continue, alors
il existe α > 0 et β > 0 tel que pour tout t ∈ [0, 1], on ait α ≤ |g(t)| ≤ β. D’où pour tout
f ∈ E, on a α‖f‖∞ ≤ Ng(f) ≤ β‖f‖∞. Donc Ng et ‖ ‖∞ sont équivalentes.

Supposons maintenant que g−1(0) �= ∅. Pour tout n ≥ 1, soit fn(t) =
1

1 + n|g(t)| , alors

fn ∈ E et on a ‖fn‖∞ = 1. On a |fn(t)g(t)| =
|g(t)|

1 + n|g(t)| ≤
1
n , d’où Ng(fn) ≤ 1

n , donc

Ng et ‖ ‖∞ ne sont pas équivalentes, voir remarque 6.1.1. Par conséquent, si Ng et ‖ ‖∞
sont équivalentes, alors g−1(0) = ∅.

Exercice 6.24. Soit E = C([0, 1], R) le R-espace vectoriel des applications continues de
[0, 1] dans R. Pour tout f ∈ E, on pose :

N(f) =

∫ 1

0

t |f(t)| dt et ‖f‖∞ = sup
0≤t≤1

|f(t)| .

1. Montrer que N est une norme sur E.

2. Pour tout n ≥ 1, on pose :

fn(t) =

{
1− nt si 0 ≤ t ≤ 1

n ,
0 si 1

n ≤ t ≤ 1 .

Calculer ‖fn‖∞ et N(fn). En déduire que les deux normes ne sont pas équivalentes.

Solution. 1. Il est clair que N est une norme sur E.

2. On a ‖fn‖∞ = 1 et N(fn) =

∫ 1
n

0

t− nt2 dt =
1

6n2
. Donc les deux normes ne sont pas

équivalentes, voir remarque 6.1.1.

Exercice 6.25. Soit E = C1([0, 1], R) le R-espace vectoriel des applications de classe
C1 de [0, 1] dans R. On considère sur E les normes suivantes :

N2(f) = ‖f‖∞ + ‖f ′‖∞ , N3(f) = ‖ |f |+ |f ′| ‖∞ , N4(f) = |f(0)|+ ‖f ′‖∞

N5(f) = ‖f‖∞ +

∫ 1

0

|f ′(t)|dt , N6(f) =

∫ 1

0

|f(t)|dt+ ‖f ′‖∞ .

Montrer que :
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1. Les normes N2, N3, N4 et N6 sont équivalentes.

2. Les normes N2 et N5 ne sont pas équivalentes.

3. L’espace (E, N2) est de Banach.

4. Trouver une suite de Cauchy dans (E, N5) non convergente. En déduire que (E, N5)
n’est pas de Banach.

Solution. 1. Pour tout x ∈ [0, 1], on a |f(x)| + |f ′(x)| ≤ ‖f‖∞ + ‖f ′‖∞, on en déduit
que N3(f) ≤ N2(f). On a |f(0)| ≤ N3(f) et ‖f ′‖∞ ≤ N3(f), on en déduit que N4(f) ≤
2N3(f). D’après le théorème des accroissements finis, pour tout x ∈ [0, 1], il existe cx ∈
]0, x[ tel que f(x)−f(0) = xf ′(cx), d’où on a |f(x)| ≤ |f(0)|+|f ′(cx)| ≤ |f(0)|+‖f ′‖∞ =

N4(f), donc on a ‖f‖∞ ≤ N4(f) et

∫ 1

0

|f(x)| dx ≤
∫ 1

0

‖f‖∞ dx = ‖f‖∞ ≤ N4(f). On

a ‖f ′‖∞ ≤ N4(f), on en déduit que N2(f) ≤ 2N4(f) et N6(f) ≤ 2N4(f). On a aussi

|f(0)| ≤ |f ′(cx)| + |f(x)| ≤ ‖f ′‖∞ + |f(x)|. On en déduit que |f(0)| =
∫ 1

0

|f(0)| dx ≤∫ 1

0

(
‖f ′‖∞ + |f(x)|

)
dx = ‖f ′‖∞ +

∫ 1

0

|f(x)|) dx = N6(f). On a ‖f ′‖∞ ≤ N6(f), on en

déduit que N4(f) ≤ 2N6(f). Ainsi, on a montré que pour tout f ∈ E, on a :

1
4 N2(f) ≤ 1

2 N4(f) ≤ N3(f) ≤ N2(f) et 1
2 N4(f) ≤ N6(f) ≤ 2N4(f) .

Par conséquent, les normes N2, N3, N4 et N6 sont équivalentes.
2. Pour tout f ∈ E, on a :

N5(f) = ‖f‖∞ +

∫ 1

0

|f ′(t)|dt ≤ ‖f‖∞ +

∫ 1

0

‖f ′‖∞ dt = ‖f‖∞ + ‖f ′‖∞ = N2(f) .

Montrons qu’il n’existe aucune constante A > 0 telle que pour tout f ∈ E, on ait
N4(f) ≤ AN5(f).
Pour tout n ≥ 1, soit hn la fonction continue sur [0, 1] définie
par hn(0) = n, hn est affine sur [0, 1

n ] et hn(t) = 0 si t ∈ [ 1n , 1].

Pour tout x ∈ [0, 1], soit fn(x) =

∫ x

0

hn(t) dt, alors fn ∈ E

et on a f ′
n = hn. On a N4(fn) = ‖f ′

n‖∞ = n, ‖fn‖∞ = 1
2

et

∫ 1

0

|f ′
n(t)| dt =

∫ 1

0

f ′
n(t) dt =

∫ 1

0

hn(t) dt = 1
2 , donc on

a N5(fn) = 1. Par conséquent, il n’existe aucune constante
A > 0 telle que pour tout f ∈ E, on ait N4(f) ≤ AN5(f).
Donc N2 et N5 ne sont pas équivalentes.

y

x

hn

0 1
n

n

1
|

3. Soit (fn)n≥0 une suite de Cauchy dans (E, N2). Alors pour tout ε > 0, il existe
N ∈ N tel que pour tout n,m ≥ N , on ait ‖fn − fm‖∞ + ‖f ′

n − f ′
m‖∞ < ε. Par

conséquent, les deux suites (fn)n≥0 et (f ′
n)n≥0 sont de Cauchy dans l’espace de Banach

(C([0, 1], R), ‖ ‖∞). Donc il existe deux fonctions continues f et g sur [0, 1] telles que
lim

n→+∞ ‖fn − f‖∞ = 0 et lim
n→+∞ ‖f ′

n − g‖∞ = 0. Montrons que l’on a f ′ = g. Soit

h(x) =

∫ x

0

g(t) dt, pour tout x ∈ [0, 1], alors h ∈ E et on a h′ = g. Pour tout x ∈ [0, 1],
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on a fn(x)− fn(0) =

∫ x

0

f ′
n(t) dt, d’où :

|fn(x)− fn(0)− h(x)| ≤
∫ x

0

|f ′
n(t)− g(t)| dt ≤

∫ 1

0

|f ′
n(t)− g(t)| dt ≤ ‖f ′

n − g‖∞ .

On fait tendre n vers +∞, on obtient que pour tout x ∈ [0, 1], on a f(x) = h(x) + f(0).
Par conséquent, f ∈ E et on a f ′ = g. Comme on a :

N2(fn − f) = ‖fn − f‖∞ + ‖f ′
n − f ′‖∞ = ‖fn − f‖∞ + ‖f ′

n − g‖∞ ,

on en déduit que la suite (fn)n≥0 converge vers f dans (E, N2), donc (E, N2) est un
espace de Banach.

4. Pour tout n ≥ 2, soit hn la fonction continue sur [0, 1]
définie par hn(t) = 0 si t ∈

[
0, 1

2 − 1
n

]
, hn est affine sur

[
1
2 −

1
n ,

1
2

]
et hn(t) = 1 si t ∈

[
1
2 , 1

]
. Alors la suite (hn)n≥2 est de

Cauchy dans l’espace normé (C([0, 1], R), ‖ ‖1), où ‖f‖1 =∫ 1

0

|f(t)| dt, pour tout f ∈ C([0, 1], R). Pour tout x ∈ [0, 1],

soit fn(x) =

∫ x

0

hn(t) dt, alors fn ∈ E et on a f ′
n = hn.

y

x

hn

0 1
2

1
2
−1

n
1

1

|

On a : ∫ 1

0

|f ′
n(t)− f ′

m(t)| dt =
∫ 1

0

|hn(t)− hm(t)| dt = ‖hn − hm‖1

et

|fn(x)− fm(x)| ≤
∫ x

0

|hn(t)− hm(t)| dt ≤
∫ 1

0

|hn(t)− hm(t)| dt = ‖hn − hm‖1 .

D’où N5(fn − fm) ≤ 2 ‖hn − hm‖1. Donc la suite (fn)n≥2 est de Cauchy dans (E, N5).
Montrons que (fn)n≥2 ne converge pas dans (E, N5). Supposons le contraire, alors il
existerait f ∈ E telle que lim

n→+∞N5(fn − f) = 0. D’où on a :

lim
n→+∞

∫ 1

0

|hn(t)− f ′(t)| dt = lim
n→+∞

∫ 1

0

|f ′
n(t)− f ′(t)| dt = 0 .

Soit x ∈
]
0, 1

2

[
, alors on a lim

n→+∞

∫ x

0

|hn(t) − f ′(t)| dt = 0. Comme il existe N ∈ N tel

que pour tout n ≥ N , on ait hn(t) = 0 sur l’intervalle [0, x], on en déduit que f ′(t) = 0
sur l’intervalle [0, x]. Par conséquent, pour tout t ∈

[
0, 1

2

[
, on a f ′(t) = 0. On a aussi :

∫ 1

1
2

|1− f ′(t)| dt =
∫ 1

1
2

|hn(t)− f ′(t)| dt et lim
n→+∞

∫ 1

1
2

|hn(t)− f ′(t)| dt = 0

d’où

∫ 1

1
2

|1 − f ′(t)| dt = 0. Par conséquent, pour tout t ∈
[
1
2 , 1

]
, on a f ′(t) = 1. Donc

f ′ n’est pas continue en 1
2 , ce qui contredit l’hypothèse sur f . Par conséquent, (E, N5)
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n’est pas un espace de Banach.

Exercice 6.26. Soit C([0, 1]) le K-espace vectoriel des applications continues de [0, 1]
dans K. Pour tout f ∈ C([0, 1]), on pose :

‖f‖1 =
∫ 1

0

|f(t)| dt , ‖f‖2 =
( ∫ 1

0

|f(t)|2 dt
) 1

2

et ‖f‖∞ = sup
0≤t≤1

|f(t)| .

Pour tout n ≥ 1, on pose :

fn(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

2nt si 0 ≤ t ≤ 1
2n ,

−2nt+ 2 si 1
2n ≤ t ≤ 1

n ,

0 si 1
n ≤ t ≤ 1 .

En calculant les normes de fn et
√
n fn, montrer que les normes ‖ ‖1, ‖ ‖2 et ‖ ‖∞ sont

deux à deux non équivalentes.
Solution. On a :

‖fn‖∞ = 1 , ‖fn‖1 = 1
2n , ‖fn‖2 = 1√

n

√
11
6

‖
√
nfn‖∞ =

√
n , ‖

√
nfn‖1 = 1

2
√
n

, ‖
√
nfn‖2 =

√
11
6 .

Donc les normes ‖ ‖1, ‖ ‖2 et ‖ ‖∞ sont deux à deux non équivalentes, voir remarque 6.1.1.

Exercice 6.27. Soit E = Rn[X ] le R-espace vectoriel des polynômes réels de degré
inférieur ou égal à n. Soient a, b ∈ R tels que a < b. Pour tout P ∈ E, on pose :

‖P‖1 =

∫ b

a

|Pn(t)|dt et ‖P‖∞ = sup
a≤t≤b

|P (t)| .

1. Vérifier que ‖ ‖1 et ‖ ‖∞ sont des normes sur E.

2. Soit (Pk)k≥0 une suite bornée dans (E, ‖ ‖1). Montrer que l’on peut en extraire
une sous-suite convergente dans (E, ‖ ‖∞).

Solution. 1. C’est clair.
2. Comme E est un espace vectoriel de dimension finie, alors les deux normes ‖ ‖1 et
‖ ‖∞ sont équivalentes et toute boule fermée pour chacune de deux normes est compacte
dans E, voir théorèmes 6.6.1 et 6.6.2. Si (Pk)k≥0 est une suite bornée dans (E, ‖ ‖1),
alors (Pk)k≥0 est une suite bornée dans (E, ‖ ‖∞). Donc la suite (Pk)k≥0 admet une
sous-suite convergente dans (E, ‖ ‖∞).

Exercice 6.28. On considère l’espace normé E = (cc, ‖ ‖∞). Calculer ‖en − em‖∞ et
‖en‖∞. En déduire que E est de dimension infinie.
Solution. On a ‖en‖∞ = 1 et ‖en − em‖∞ = 1, si n �= m. On en déduit que la
suite (en)n≥0 est dans la boule unité fermée B′(0, 1) de E et n’admet aucune sous-suite
convergente, donc B′(0, 1) n’est pas compacte. Il résulte du théorème 6.6.2 que E est de
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dimension infinie.

Exercice 6.29. Soient E = C([0, 1]) l’espace de Banach des applications continues de
[0, 1] dans K, muni de la norme ‖ ‖∞, et F = {f ∈ E ; f(0) = 0}. Alors F est un sous-
espace vectoriel de E. Trouver une expression simple de la norme quotient sur l’espace
vectoriel quotient E/F .
Solution. Soient π : E −→ E/F l’application quotient et ‖ ‖′ la norme quotient sur
E/F . Soit g ∈ E définie par g(t) = 1 pour tout t ∈ [0, 1]. Pour tout f ∈ E, on a
f − f(0)g ∈ F , d’où π(f) = π(f(0)g) = f(0)π(g). Donc on a ‖π(f)‖′ = |f(0)| ‖π(g)‖′.
D’autre part, on a ‖π(g)‖′ = inf

h∈F
‖g−h‖∞ et ‖g−h‖∞ = max

0≤t≤1
|1−h(t)| ≥ |1−h(0)| = 1,

d’où ‖π(g)‖′ ≥ 1. Or on a ‖π(g)‖′ ≤ ‖g‖∞ = 1, donc ‖π(g)‖′ = 1. Par conséquent, pour
tout f ∈ E, on a ‖π(f)‖′ = |f(0)|.

Exercice 6.30. Soient M et N les sous-espaces vectoriels fermés de c0 définis par :

M =
{
x = (xn)n≥0 ∈ c0 ; x0 = 0

}
et N =

{
x = (xn)n≥0 ∈ c0 ; x0 = x1 = 0

}
.

1. Montrer que M est isométriquement isomorphe à N .

2. Montrer que c0/M n’est pas isomorphe à c0/N

Solution. 1. Pour tout x = (xn)n≥0 ∈ c0, on pose T (x) = (0, x0, x1, . . .) ∈ c0, alors T est
une application linéaire continue et isométrique de c0 dans c0 et on a T (M) = N . Donc
M est isométriquement isomorphe à N .
2. Puisque l’on a dim(c0/M) = 1 et dim(c0/N) = 2, alors c0/M n’est pas isomorphe à
c0/N .

Exercice 6.31. Soient (E, ‖ ‖) et (F, ‖ ‖′) deux espaces normés et f : E −→ F une
application linéaire. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est continue.

(ii) Pour toute suite (xn)n≥0 dans E convergeant vers 0, la suite (f(xn))n≥0 est bornée.

Solution. L’implication (i) =⇒ (ii) résulte clairement du théorème 6.3.1.
Montrons l’implication (ii) =⇒ (i). Si f n’est pas continue, alors f ne serait pas bornée
sur la sphère S = {x ∈ E ; ‖x‖ = 1}. Par conséquent, il existe une suite (an)n≥1 dans

S telle que pour tout n ∈ N∗, on ait ‖f(an)‖′ ≥ n2. D’où on a
∥∥f(an

n

)∥∥′ ≥ n. Donc la

suite
(
an

n

)
n≥1

converge vers 0 dans E, mais la suite
(
f
(
an

n

))
n≥1

n’est pas bornée dans

F ce qui contredit l’hypothèse. Donc f est bien continue.

Exercice 6.32. Soient E, F deux espaces normés et f : E −→ F une application

linéaire telle que pour toute série absolument convergente
∑

xn dansE, la série
∑

f(xn)

converge dans F . Montrer que f est continue.
Solution. Supposons que f n’est pas continue. D’après l’exercice précédent, il existe une
suite (xn)n≥1 dans E telle que lim

n→+∞xn = 0, mais la suite (f(xn))n≥1 n’est pas bornée

dans F . Par récurrence, on construit une sous-suite (xnk
)k≥1 telle que pour tout k ≥ 1,

on ait ‖f(xnk
)‖ > k2. Alors la série

∑ xnk

k2
est absolument convergente dans E, mais la



284 Chapitre 6. ESPACES NORMÉS

série
∑ f(xnk

)

k2
n’est pas convergente dans F . D’où la contradiction.

Exercice 6.33. On considère l’espace de Banach E = C([0, 1]) muni de la norme ‖ ‖∞.
Montrer que les applications linéaires T suivantes sont continues. Calculer leur norme
d’opérateur ‖T ‖ et voir si elle est atteinte sur la sphère unité {f ∈ E ; ‖f‖∞ = 1}.

1.

T : E −→ E
f �−→ T (f)

où T (f)(x) =

∫ x

0

f(t) dt, pour tout x ∈ [0, 1] .

2.

T : E −→ K

f �−→
∫ 1

0

f(t) dt

3.

T : E −→ K
f �−→ f(1)− f(0)

4.

T : E −→ K

f �−→
∫ 1

2

0

f(y) dy −
∫ 1

1
2

f(y) dy

Solution. 1. On a |T (f)(x)| =
∣∣∣ ∫ x

0

f(t) dt
∣∣∣ ≤ ∫ x

0

|f(t)| dt ≤
∫ x

0

‖ f ‖∞ dt = x ‖ f ‖∞ ≤
‖ f ‖∞, donc ‖T (f) ‖∞ = sup

0≤x≤1
|T (f)(x)| ≤ ‖ f ‖∞. Donc T est continue et on a ‖T ‖ ≤ 1.

Pour tout t ∈ [0, 1], soit g(t) = 1, alors on a ‖ g ‖∞ = 1 et T (g)(x) = x, donc on a
‖T (g) ‖∞ = 1. Par conséquent, on a ‖T ‖ = 1 = ‖T (g) ‖∞.

2. On a |T (f)| =
∣∣∣ ∫ 1

0

f(t) dt
∣∣∣ ≤

∫ 1

0

|f(t)| dt ≤
∫ 1

0

‖ f ‖∞ dt = ‖ f ‖∞, donc T est

continue de E dans K et on a ‖T ‖ ≤ 1. On prend g comme ci-dessus, alors on a T (g) = 1.
Par conséquent, on a ‖T ‖ = 1 = |T (g)|.
3. On a |T (f)| = |f(1) − f(0)| ≤ |f(1)| + |f(0)| ≤ 2‖ f ‖∞, donc T est continue de E
dans K et on a ‖T ‖ ≤ 2. Pour tout t ∈ [0, 1], soit g(t) = 2t− 1, alors on a ‖ g ‖∞ = 1 et
T (g) = g(1)− g(0) = 2. Par conséquent, on a ‖T ‖ = 2 = |T (g)|.

4. On a |T (f)| =
∣∣∣ ∫ 1

2

0

f(t) dt−
∫ 1

1
2

f(t) dt
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫ 1

2

0

f(t) dt
∣∣∣+∣∣∣ ∫ 1

1
2

f(t) dt
∣∣∣ ≤ ∫ 1

2

0

|f(t)| dt+∫ 1

1
2

|f(t)| dt =

∫ 1

0

|f(t)| dt ≤
∫ 1

0

‖ f ‖∞ dt = ‖ f ‖∞, donc T est continue et on a

‖T ‖ ≤ 1.
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Pour tout n ≥ 2, soit fn ∈ E dont le graphe est ci-

contre. On a ‖ fn ‖∞ = 1 et T (fn) =

∫ 1
2− 1

n

0

f(t) dt+∫ 1
2

1
2− 1

n

f(t) dt−
∫ 1

2+
1
n

1
2

f(t) dt−
∫ 1

1
2+

1
n

f(t) dt = 1
2−

1
n+

1
2n + 1

2n + 1−
(
1
2 + 1

n

)
= 1− 1

n , donc on a |T (fn)| =
1− 1

n . Or pour tout n ≥ 2, on a ‖T ‖ ≥ |T (fn)|, d’où
‖T ‖ = 1.

y

x

fn

0

1
2

1
2
−

1
n

1
2
+1

n

1

1

1

|

Montrons qu’il n’existe aucune f ∈ E telle que ‖ f ‖∞ = 1 et ‖T ‖ = |T (f)|. Supposons
le contraire, et soit f ∈ E telle que ‖ f ‖∞ = 1 et ‖T ‖ = |T (f)|. Quitte à remplacer f par
|f |, on peut supposer T (f) ∈ R. On a |T (f)| = 1, donc on peut supposer T (f) = 1, quitte

à remplacer f par −f . D’où on a

∫ 1
2

0

f(t) dt−
∫ 1

1
2

f(t) dt = 1. Comme on a
∣∣∣ ∫ 1

2

0

f(t) dt
∣∣∣ ≤∫ 1

2

0

|f(t)| dt ≤
∫ 1

2

0

‖ f ‖∞ dt = 1
2 et

∣∣∣ ∫ 1

1
2

f(t) dt
∣∣∣ ≤ ∫ 1

1
2

|f(t)| dt ≤
∫ 1

1
2

‖ f ‖∞ dt = 1
2 , on

en déduit que 0 ≤ 1
2 +

∫ 1

1
2

f(t) dt = − 1
2 +

∫ 1
2

0

f(t) dt ≤ 0, donc on a

∫ 1
2

0

f(t) dt = 1
2 et

∫ 1

1
2

f(t) dt = − 1
2 . D’où on a

∫ 1
2

0

(1 − f(t)) dt = 0 et

∫ 1

1
2

(1 + f(t)) dt = 0. Comme pour

tout t ∈ [0, 1], on a −1 ≤ f(t) ≤ 1, on en déduit que f(t) = 1 sur
[
0, 1

2

]
et f(t) = −1 sur[

1
2 , 1

]
, donc f n’est pas continue, ce qui contredit l’hypothèse sur f . Par conséquent, la

norme de T n’est pas atteinte sur la sphère unité.

Exercice 6.34. Rappelons, proposition 6.2.2, que pour tout p ∈ [1, +∞[, on a les
inclusions suivantes : cc ⊂ �p ⊂ c0 ⊂ �∞.

1. Vérifier que l’adhérence de cc dans �∞ est c0. En déduire que c0 est séparable.

2. Montrer que pour tout q ∈ [1, +∞[, l’espace cc est dense dans (�
q, ‖ ‖q). En déduire

que �q est séparable.

3. En déduire que si 1 ≤ p ≤ q < +∞, alors �p est dense dans (�q, ‖ ‖q).

Solution. 1. Pour tout n ≥ 0, soit en = (δn,k)k≥0 ∈ cc. Soit Fn = Vect
(
{e0, . . . , en}

)
,

alors on a dim(Fn) = n+1 et cc = ∪
n≥0

Fn. Soit x = (xn)n≥0 ∈ c0, alors, pour tout ε > 0,

il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait |xn| < ε. Soit YN =

N∑
n=0

xnen, alors

YN ∈ FN ⊂ cc et ‖YN − x‖∞ = sup
n>N

|xn| ≤ ε. Donc on a cc = c0. Par conséquent, c0 est

séparable, voir proposition 6.8.2.
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2. Soit x = (xn)n≥0 ∈ �q, alors on a
+∞∑
n=0

|xn|q < +∞. Alors pour tout ε > 0, il

existe N ∈ N tel que

+∞∑
n=N+1

|xn|q < εq. Soit YN =

N∑
n=0

xnen, alors YN ∈ FN ⊂ cc et

‖YN − x‖q =
( +∞∑

n=N+1

|xn|q
) 1

q

< ε. Donc cc est dense dans (�q, ‖ ‖q). On en déduit que

(�q, ‖ ‖q) est séparable.
3. Si 1 ≤ p ≤ q < +∞, alors on a cc ⊂ �p ⊂ �q ⊂ c0 ⊂ �∞. Or cc est dense dans (�

q, ‖ ‖q),
on en déduit que �p est dense dans (�q, ‖ ‖q).

Exercice 6.35. Montrer que l’ensemble {0, 1}N n’est pas dénombrable. En déduire que
l’espace de Banach �∞ n’est pas séparable.
Solution. Pour montrer que l’ensemble {0, 1}N n’est pas dénombrable, on raisonne par
l’absurde. Supposons donc que l’ensemble {0, 1}N est dénombrable. Alors {0, 1}N =
{fn ; n ≥ 0} où fn est une application de N dans {0, 1}. Soit f : N −→ {0, 1} définie
par f(n) = 1 − fn(n), pour tout n ≥ 0. Alors f ∈ {0, 1}N et pour tout n ≥ 0, on a
f(n) �= fn(n), donc f �= fn, ce qui est impossible. Par conséquent, l’ensemble {0, 1}N
n’est pas dénombrable. On a {0, 1}N ⊂ �∞ et pour tout f, g ∈ {0, 1}N tels que f �= g, on
a ‖f − g‖∞ = 1. Donc

(
B(f, 1

2 )
)
f∈{0,1}N est une famille non dénombrable d’ouverts non

vides deux à deux disjoints. Il résulte de la proposition 1.2.5 que �∞ n’est pas séparable.

Exercice 6.36. Montrer que l’espace de Banach (L (�2), ‖ ‖) n’est pas séparable.
Solution. Il suffit de montrer que L (�2) contient une copie de �∞. Pour tout a =
(an)n≥0 ∈ �∞ et pour tout x = (xn)n≥0 ∈ �2, soit La(x) = (anxn)n≥0, alors La(x) ∈ �2

et La ∈ L (�2). Considérons l’application suivante.

L : �∞ −→ L (�2)
a �−→ La

Alors L est linéaire. Montrons que L est aussi une application isométrique. On a :

‖La(x)‖2 =
( +∞∑

n=0

|anxn|2
) 1

2

≤
( +∞∑

n=0

‖a‖2∞|xn|2
) 1

2

= ‖a‖∞ ‖x‖2

donc on a ‖La‖ ≤ ‖a‖∞. Réciproquement, soit ε > 0, il existe N ∈ N tel que ‖a‖∞− ε ≤
|aN |. On a ‖eN‖∞ = 1 et La(eN ) = |aN | ≥ ‖a‖∞−ε, d’où ‖La‖ ≥ ‖a‖∞−ε. On en déduit
que ‖La‖ ≥ ‖a‖∞, donc on a ‖La‖ = ‖a‖∞. Ainsi, L est une application isométrique
linéaire. Par conséquent, on peut considérer �∞ ⊂ L (�2). Or �∞ n’est pas séparable,
donc L (�2) n’est pas séparable, voir proposition 2.4.1.

Exercice 6.37. Soit I un ensemble non vide quelconque.

– Pour p ∈ [1, +∞[, on note �p(I) l’ensemble des familles (xi)i∈I dans K telles que la
famille de nombres réels positifs

(
|xi|p

)
i∈I

soit sommable. Pour tout x = (xi)i∈I ∈

�p(I), on pose ‖x‖p =
(∑

i∈I |xi|p
) 1

p

.
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Notons que l’on a
∑
i∈I

|xi|p = sup
{∑

i∈F

|xi|p ; F est un sous-ensemble fini de I
}
.

– On note �∞(I) l’ensemble des familles (xi)i∈I dans K telles que la famille de
nombres réels positifs (|xi|)i∈I soit bornée. Pour tout x = (xi)i∈I ∈ �∞(I), on
pose ‖x‖∞ = supi∈I |xi|.

– On note C0(I) le sous-ensemble de �∞(I) formé des familles (xi)i∈I telles que pour
tout ε > 0, l’ensemble {i ∈ I ; |xi| ≥ ε} soit fini.

– On note Cc(I) le sous-ensemble de C0(I) formé des familles (xi)i∈I telles que
l’ensemble {i ∈ I ; xi �= 0} soit fini.

Notons que si I = N, on a �p(N) = �p, �∞(N) = �∞, C0(N) = c0 et Cc(N) = cc.

1. Montrer que les espaces (�p(I), ‖ ‖p), (�∞(I), ‖ ‖∞) sont des espaces de Banach.

2. Montrer que (C0(I), ‖ ‖∞) est un espace de Banach, et que (Cc(I), ‖ ‖∞) est
sous-espace vectoriel dense dans (C0(I), ‖ ‖∞).

3. Montrer que (�p(I), ‖ ‖p) est séparable si et seulement si I est au plus dénombrable.

Solution. 1. Le fait que (�∞(I), ‖ ‖∞) est un espace de Banach résulte de la proposition
2.6.8. En fait, on a �∞(I) = B(I, K) et ‖ ‖∞ est la norme associée à la distance de la
convergence uniforme. Soit p ∈ [1, +∞[. Notons d’abord que �p(I) est un sous-ensemble
de l’espace vectoriel KI . Soient x = (xi)i∈I , y = (yi)i∈I ∈ �p(I) et λ ∈ K. Il est clair que
‖x‖p = 0 ⇐⇒ x = 0. Soit F une partie finie de I, d’après l’inégalité de Minkowski, on
a : (∑

i∈F

|xi + yi|p
) 1

p ≤
(∑

i∈F

|xi|p
) 1

p

+
(∑

i∈F

|yi|p
) 1

p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p ,

(∑
i∈F

|λxi|p
) 1

p

= |λ|
(∑

i∈F

|xi|p
) 1

p

.

Par conséquent, λx, x + y ∈ �p(I) et on a ‖x + y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p et ‖λx‖p = |λ|‖x‖p.
Donc �p(I) est un K-espace vectoriel et x �−→ ‖x‖p est bien une norme sur lp(I).
Montrons que (lp(I), ‖ ‖p) est un espace de Banach pour tout p ∈ [1, +∞[. Soit (ξn)n≥0

une suite de Cauchy dans (lp(I), ‖ ‖p). Pour tout n ≥ 0, on a ξn = (xn,i)i∈I , avec
xn,i ∈ K. Soit ε > 0, alors il existe N ∈ N tel que pour tout n,m ≥ N , on ait :

(∑
i∈I

|xn,i − xm,i|p
) 1

p

= ‖ξn − ξm‖p < ε .

Soit i ∈ I. Pour tout n,m, on a |xn,i −xm,i| ≤ ‖ξn − ξm‖p, donc la suite (xn,i)n≥0 est de
Cauchy dans K qui est de Banach, donc il existe xi ∈ K tel que lim

n→+∞xn,i = xi. Soit F

une partie finie de I. Pour tout n,m ≥ N , on a
(∑

i∈F

|xn,i − xm,i|p
) 1

p ≤ ‖ξn − ξm‖p < ε.

On fait tendre m vers l’infini, on obtient que
(∑

i∈F

|xn,i − xi|p
) 1

p ≤ ε. Ceci étant vrai
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pour toute partie finie F de I, donc on a
(∑

i∈I

|xn,i − xi|p
) 1

p ≤ ε. Soit x = (xi)i∈I , alors

on a x−ξn ∈ lp(N). Comme lp(I) est un espace vectoriel, alors x = x−ξn+ξn ∈ lp(I). De
plus l’inégalité précédente montre que (ξn)n≥0 converge vers x dans (lp(I), ‖ ‖p). Donc
(lp(I), ‖ ‖p) est un espace de Banach.
2. Quand on munit I de la topologie discrète, alors I est un espace localement compact.
Il résulte de la proposition 3.6.5 que (C0(I), ‖ ‖∞) est un de Banach et que Cc(I) est un
sous-espace vectoriel dense dans C0(I). Notons aussi que l’on peut donner une preuve
directe de ce résultat comme dans la proposition 6.2.2.
3. Si I est au plus dénombrable, il résulte du corollaire 6.7.1 et de l’exercice 6.34 que
(�p(I), ‖ ‖p) est séparable.
Réciproquement, supposons que (�p(I), ‖ ‖p) est séparable. Pour tout i ∈ I, soit ei ∈
Cc(I) ⊂ �p(I) défini par ei = (δij)j∈I , avec δij = 1 si j = i, et δij = 0 si j �= i. Alors

on a ‖ei‖p = 1 et pour tout i, j ∈ I tels que j �= i, on a ‖ei − ej‖p = 2
1
p . Pour tout

i ∈ I, soit Ui = B
(
ei, 2

1
p−1

)
, la boule ouverte de centre ei et de rayon 2

1
p−1 dans �p(I),

alors (Ui)i∈I est une famille d’ouverts non vides deux à deux disjoints dans (�p(I), ‖ ‖p).
Comme (�p(I), ‖ ‖p) est séparable, il résulte de la proposition 1.2.5 que I est au plus
dénombrable.

Exercice 6.38. On considère l’espace normé E = B([0, 2], R) muni de la norme ‖ ‖∞.
Soient F = C([0, 2], R) et g ∈ E défini par :

g(x) =

⎧⎨
⎩

1 si 0 ≤ x ≤ 1 ,

2 si 1 < x ≤ 2 .

Montrer qu’il existe h ∈ F tel que d(g, F ) = d(g, h) = 1
2 .

Solution. Pour tout t ∈ [0, 2], soit h(t) = 3
2 , alors on a h ∈ F et d(g, h) = ‖g−h‖∞ = 1

2 .
Soit f ∈ F , alors on a :

d(g, f) = ‖g − f‖∞ = sup
0≤t≤2

|g(t)− f(t)| .

Donc pour tout t ∈ [0, 1], on a |1 − f(t)| ≤ d(g, f) et pour tout t ∈ ]1, 2], on a
|2−f(t)| ≤ d(g, f). Or f est continue, donc on a |1−f(1)| ≤ d(g, f) et |2−f(1)| ≤ d(g, f).
Par conséquent, on a d(g, f) ≥ 1

2 = d(g, h), d’où d(g, F ) = d(g, h) = 1
2 .

Exercice 6.39. Soient (E, ‖ ‖) un espace vectoriel normé et B′ = B′(0, 1).

1. Montrer que pour tout x ∈ E, il existe b ∈ B′ tel que d(x,B′) = d(x, b) = ‖x− b‖.

2. Donner un exemple montrant que le point b dans la question précédente n’est pas
unique.
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Solution. 1. Soit x ∈ E. Si x ∈ B′, alors on a
d(x, x) = d(x,B′) = 0. On suppose donc x �∈ B′,
d’où on a ‖x‖ > 1. Soit b =

x

‖x‖ , alors b ∈ B′ et on

a d(x, b) = ‖x− b‖ =
∥∥∥x − x

‖x‖

∥∥∥ =
(
1 − 1

‖x‖
)
‖x‖ =

‖x‖ − 1. Soit z ∈ B′, alors on a ‖z‖ ≤ 1 et d(x, z) =
‖x − z‖ ≥ ‖x‖ − ‖z‖ ≥ ‖x‖ − 1 = d(x, b). Donc on a
d(x, b) = inf

z∈B′
d(x, z) = d(x,B′).

2. Soit E = R2 muni de la norme ‖(t, s)‖∞ =
max{|t| , |s|}. Soit x = (2, 1) ∈ R2, alors on a
‖x‖∞ = 2 et d(x,B′) = ‖x‖∞−1 = 1. Soit z = (1, α),
avec 0 ≤ α ≤ 1, alors z ∈ B′, et on a d(x, z) =
max{1, 1 − α} = 1 = d(x,B′). Donc b n’est pas
unique.

B′

0

x

b

s

t

B′

0 1

1

α

(2, 1)

z

Exercice 6.40. Soient (E, ‖ ‖) un espace vectoriel normé de dimension finie, x un
élément de E et A un sous-ensemble fermé non vide de E. Montrer qu’il existe a ∈ A tel
que d(x,A) = d(x, a) = ‖x− a‖.
Solution. Pour tout n ≥ 1, il existe an ∈ A tel que d(x,A) ≤ d(x, an) < d(x,A) + 1

n ,
d’où on a an ∈ B′(x, d(x,A) + 1) qui est compact car E est de dimension finie. Donc
la suite (an)n≥1 admet une sous-suite convergente (ank

)k≥1. Puisque A est fermé, alors
a = lim

k→+∞
ank

∈ A. Pour tout k ≥ 1, on a d(x,A) ≤ d(x, ank
) < d(x,A) + 1

nk
et on a

lim
k→+∞

d(x, ank
) = d(x, a) et lim

k→+∞
1
nk

= 0. Par conséquent, on a d(x, a) = d(x,A).

Exercice 6.41. Soient (E, ‖ ‖) un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel
de dimension finie de E.

1. Montrer que pour tout x ∈ E, il existe y ∈ F tel que d(x, F ) = d(x, y) = ‖x− y‖.

2. En déduire que, si E �= F , pour tout y ∈ F et tout λ > 0 ; il existe x ∈ E, tel que
d(x, F ) = ‖x− y‖ = λ.

Solution. 1. Pour tout n ≥ 1, il existe yn ∈ F tel que d(x, F ) ≤ d(x, yn) < d(x, F ) + 1
n ,

d’où on a yn ∈ B′(x, d(x, F )+ 1)∩F qui est compact car F est de dimension finie. Donc
la suite (yn)n≥1 admet une sous-suite convergente (ynk

)k≥1. Puisque F est fermé, alors
y = lim

k→+∞
ynk

∈ F . Pour tout k ≥ 1, on a d(x, F ) ≤ d(x, ynk
) < d(x, F ) + 1

nk
et on a

lim
k→+∞

d(x, ynk
) = d(x, y) et lim

k→+∞
1
nk

= 0. Par conséquent, on a d(x, y) = d(x, F ).

2. Soit π : E −→ E/F l’application quotient. Rappelons que pour tout x ∈ E, on a
‖π(x)‖′ = d(x, F ), où ‖ ‖′ est la norme quotient. Comme E �= F , alors pour tout λ > 0,
il existe z ∈ E tel que ‖π(z)‖′ = λ. On a aussi d(z − y, F ) = ‖π(z − y)‖′ = ‖π(z)‖′ = λ.
D’après 1, il existe a ∈ F tel que d(z − y, F ) = ‖z − y − a‖. Soit x = z − a, alors on a :

‖x− y‖ = d(z − y, F ) = ‖π(z − y)‖′ = λ = ‖π(z)‖′ = ‖π(x)‖′ = d(x, F ) .

Exercice 6.42. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et F un sous-espace vectoriel de E.
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1. Montrer que pour tous x ∈ E, y ∈ F et λ ∈ K \ {0}, on a :

d(λx, F ) = |λ| d(x, F ) et d(x− y, F ) = d(x, F ) .

2. On suppose F fermé et F �= E. Montrer que pour tout ε > 0, il existe a ∈ E tel
que ‖a‖ = 1 et d(a, F ) > 1− ε.

3. On suppose F de dimension finie et F �= E. Montrer qu’il existe x ∈ E tel que
‖x‖ = 1 et d(x, F ) = 1.

Solution. 1. Soient x ∈ E, y ∈ F et λ ∈ K \ {0}. Soit F , l’adhérence de F dans E, alors
F est un sous-espace vectoriel de E, voir exercice 6.9. Soient π : E −→ E/F l’application
quotient et ‖ ‖′ la norme quotient sur E/F . D’après la proposition 6.4.3, on a :

d(λx, F ) = d(λx, F ) = ‖π(λx)‖′ = |λ| ‖π(x)‖′ = |λ|d(x, F ) = |λ|d(x, F ) ,

d(x − y, F ) = d(x − y, F ) = ‖π(x− y)‖′ = ‖π(x)‖′ = d(x, F ) = d(x, F ) .

2. Soient π : E −→ E/F l’application quotient et ‖ ‖′ la norme quotient sur E/F . Alors
pour tout x ∈ E, on a ‖π(x)‖′ = d(x, F ). Comme E/F est non nul, alors pour tout
t ∈ ]1− ε, 1[, il existe z ∈ E/F tel que 1− ε < t = ‖z‖′ < 1. D’après la proposition 6.4.3,
on a π(BE(0, 1)) = BE/F (0, 1), donc il existe x ∈ E tel que ‖x‖ < 1 et π(x) = z. Soit

a =
x

‖x‖ , alors on a ‖a‖ = 1 et d(a, F ) =
1

‖x‖d(x, F ) =
1

‖x‖‖z‖
′ > ‖z‖′ > 1− ε.

3. Ceci résulte de l’exercice précédent, en prenant y = 0 et λ = 1.

Exercice 6.43. Soient (E, ‖ ‖) un K-espace vectoriel normé et ϕ : E −→ K une
forme linéaire continue non nulle. Soit H = ker(ϕ). Montrer que pour tout x ∈ E,

on a d(x,H) =
|ϕ(x)|
‖ϕ‖ .

Solution. Pour tout h ∈ H , on a |ϕ(x)| = |ϕ(x) − ϕ(h)| ≤ ‖ϕ‖ ‖x− h‖, d’où |ϕ(x)|
‖ϕ‖ ≤

‖x− h‖. Par conséquent, on a
|ϕ(x)|
‖ϕ‖ ≤ d(x,H). Il reste à montrer l’inégalité réciproque.

Remarquons d’abord que pour tout b ∈ E \ H , on a E = H + K b. En effet, on a

ϕ(b) �= 0 et pour tout x ∈ E, on a x =
ϕ(x)

ϕ(b)
b + x − ϕ(x)

ϕ(b)
b, avec x − ϕ(x)

ϕ(b)
b ∈ H . On a

sup
‖x‖=1

|ϕ(x)| = ‖ϕ‖ �= 0, donc il existe N ∈ N∗ tel que pour tout n ≥ N , il existe xn ∈ E

tel que ‖xn‖ = 1 et |ϕ(xn)| ≥ ‖ϕ‖ − 1
n > 0. Donc xn �∈ H , et on a x = hn + tnxn, avec

hn ∈ H et tn ∈ K . On a ϕ(x) = tnϕ(xn) et
|ϕ(x)|
|ϕ(xn)|

= |tn|, d’où |tn| ≤
|ϕ(x)|

‖ϕ‖ − 1
n

. On a

x−hn = tnxn, d’où ‖x−hn‖ = |tn| ≤
|ϕ(x)|

‖ϕ‖ − 1
n

. Par conséquent, on a d(x,H) ≤ |ϕ(x)|
‖ϕ‖ − 1

n

,

on en déduit d(x,H) ≤ |ϕ(x)|
‖ϕ‖ . Donc on a bien d(x,H) =

|ϕ(x)|
‖ϕ‖ .

Exercice 6.44. Soient (E, ‖ ‖) un K-espace vectoriel normé et ϕ : E −→ K une forme
linéaire continue non nulle. Soit H = ker(ϕ). Montrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes.
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(i) Il existe a ∈ E tel que ‖a‖ = 1 et ‖ϕ‖ = |ϕ(a)|.

(ii) Pour tout x ∈ E, il existe h ∈ H tel que d(x,H) = ‖x− h‖.

(iii) Il existe x ∈ E \H et h ∈ H tels que d(x,H) = ‖x− h‖.

Solution. L’implication (ii) =⇒ (iii) est claire. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soit

x ∈ E. D’après l’exercice précédent, on a d(x,H) =
|ϕ(x)|
‖ϕ‖ . Par hypothèse, il existe

a ∈ E tel que ‖a‖ = 1 et ‖ϕ‖ = |ϕ(a)|, donc a �∈ H et il existe t ∈ K et h ∈ H tels que

x = h+ ta, d’où on a ‖x− h‖ = ‖ta‖ = |t|. On a ϕ(x) = tϕ(a), d’où
|ϕ(x)|
|ϕ(a)| = |t|. Donc

on a
|ϕ(x)|
‖ϕ‖ = |t| = ‖x − h‖. Par conséquent, on a d(x,H) = ‖x − h‖. Ainsi, pour tout

x ∈ E, il existe h ∈ H tel que d(x,H) = ‖x− h‖.
Montrons l’implication (iii) =⇒ (i). Soient x ∈ E\H et h ∈ H tels que d(x,H) = ‖x−h‖.
Soit a =

x− h

d(x,H)
, alors on a ‖a‖ = 1 et ϕ(a) =

ϕ(x)

d(x,H)
, d’où on a d(x,H) =

|ϕ(x)|
|ϕ(a)| .

D’après l’exercice précédent, on a d(x,H) =
|ϕ(x)|
‖ϕ‖ , on en déduit ‖ϕ‖ = |ϕ(a)|.

Exercice 6.45. Soit l’espace de Banach E = (c0 , ‖ ‖∞). Considérons l’application

ϕ : E −→ K

(xn)n≥0 �−→
∞∑
n=0

xn

2n

1. Montrer que ϕ est une forme linéaire continue non nulle et calculer sa norme.

2. Soient H = ker(ϕ) et x ∈ E \ H . Montrer qu’il n’existe aucun h ∈ H tel que
d(x,H) = d(x, h) = ‖x− h‖∞.

Solution. 1. Il est clair que ϕ est linéaire. Pour tout x = (xn)n≥0 ∈ c0, on a :

|ϕ(x)| ≤
∞∑
n=0

|xn|
2n

≤ 2‖x‖∞ ,

donc ϕ est continue et on a ‖ϕ‖ ≤ 2. Pour tout n ≥ 0, soit Xn = (xk)k≥0 ∈ c0 défini par

xk = 1 si 0 ≤ k ≤ n et xk = 0 sinon, alors on a ‖Xn‖∞ = 1 et ϕ(Xn) =

n∑
k=0

1

2k
, donc on

a ‖ϕ‖ ≥
n∑

k=0

1

2k
. Par conséquent, on a ‖ϕ‖ ≥ 2, d’où ‖ϕ‖ = 2.

2. Soit h = (hn)n≥0 ∈ H , alors on a

∞∑
n=0

hn

2n
= 0, d’où

∞∑
n=0

hn

2n+1
= 0. Soit x = (xn)n≥0 ∈
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E \H , alors on a :

d(x,H) =
|ϕ(x)|
‖ϕ‖ =

∣∣∣ ∞∑
n=0

xn

2n+1

∣∣∣

=
∣∣∣ ∞∑
n=0

xn

2n+1
−

∞∑
n=0

hn

2n+1

∣∣∣

≤
∞∑

n=0

|xn − hn|
2n+1

≤
∞∑

n=0

‖x− h‖∞
2n+1

= ‖x− h‖∞ .

Si d(x,H) = d(x, h) = ‖x − h‖∞, alors on a

∞∑
n=0

|xn − hn|
2n+1

=

∞∑
n=0

‖x− h‖∞
2n+1

. Or pour

tout n ≥ 0, on a |xn − hn| ≤ ‖x − h‖∞, on en déduit que pour tout n ≥ 0, on a
|xn − hn| = ‖x − h‖∞. On a lim

n→+∞ xn = lim
n→+∞ hn = 0, on en déduit que x = h ce qui

est impossible. Donc il n’existe aucun h ∈ H tel que d(x,H) = d(x, h) = ‖x− h‖∞.

Exercice 6.46. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et A une partie convexe non vide de
E. Soient x ∈ E et a ∈ A tels que d(x,A) = ‖x− a‖. Montrer que pour tout z ∈ [x, a],
on a d(z, A) = ‖z − a‖.
Solution. Si z = x ou si z = a, c’est clair, donc on peut z ∈ ]x, a[. Soit t ∈ ]0, 1[ tel que
z = (1 − t)x+ ta, d’où on a z − a = (1− t)(x− a). Pour tout b ∈ A, on a :

‖z − a‖ = (1− t)‖x− a‖

≤ (1− t)‖x− b‖

= ‖(1− t)x− (1− t)b‖

= ‖(1− t)x+ ta− (1− t)b− ta‖

= ‖z − (1− t)b− ta‖

= ‖(1− t)z + tz − (1 − t)b− ta‖

≤ (1− t)‖z − b‖+ t‖z − a‖ .

Par conséquent, on a (1− t)‖z − a‖ ≤ (1− t)‖z − b‖, d’où ‖z − a‖ ≤ ‖z − b‖. Donc on a
bien d(z, A) = ‖z − a‖.

Pour plus d’exercices, voir le supplément associé à ce livre.



Chapitre 7

THÉORÈMES

FONDAMENTAUX

O
n continue dans ce chapitre l’étude des espaces de Banach et on démontre plusieurs
théorèmes fondamentaux ; à savoir le théorème de l’application ouverte, le théorème

du graphe fermé, le théorème de Banach-Steinhaus, et les théorèmes de Hahn-Banach
sur le prolongement des formes linéaires continues et sur la séparation des ensembles
convexes. Souvent dans ce chapitre, on manipule à la fois plusieurs espaces normés. Pour
éviter toute confusion, si (E, ‖ ‖) est un espace normé et si a ∈ E et r > 0, on note
BE(a, r) (resp. B

′
E(a, r)) la boule ouverte (resp. fermée) dans E de centre a et de rayon

r. On note aussi BE = B′
E(0, 1) = {x ∈ E ; ‖x‖ ≤ 1} et SE = {x ∈ E ; ‖x‖ = 1}.

7.1 Théorème de l’application ouverte

Proposition 7.1.1. Soient (E, ‖ ‖), (F, ‖ ‖′) deux espaces normés et T : E −→ F une
application linéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T est une application ouverte.

(ii) Il existe r > 0 tel que BF (0, r) ⊂ T (BE(0, 1)).

(iii) Il existe M > 0 tel que pour tout y ∈ F , il existe x ∈ E tel que T (x) = y et
‖x‖ ≤ M ‖y‖′.

Démonstration. L’implication (i) =⇒ (ii) est claire. Montrons l’implication (ii) =⇒
(i). Soient U un ouvert de E et y ∈ T (U). Montrons qu’il existe s > 0 tel que BF (y, s) ⊂
T (U). Soit x ∈ U tel que T (x) = y. Comme U est un ouvert de E, il existe t > 0 tel
que BE(x, t) ⊂ U . On a BE(x, t) = x + BE(0, t), d’où T (x) + T (BE(0, t)) ⊂ T (U). Par
hypothèse, on a BF (0, r) ⊂ T (BE(0, 1)), d’où BF (0, tr) = t BF (0, r) ⊂ t T (BE(0, 1)) =
T (BE(0, t)). Par conséquent, on a BF (y, tr) = y +BF (0, tr) ⊂ y + T (BE(0, t)) ⊂ T (U).
Donc T (U) est un ouvert de F .

Preuve de (ii) =⇒ (iii). Soit y ∈ F \ {0}, alors ry

2‖y‖′ ∈ BF (0, r), donc il existe z ∈

BE(0, 1) tel que
ry

2‖y‖′ = T (z). Soit x =
2‖y‖′
r

z, alors on a T (x) = y et ‖x‖ ≤ 2
r‖y‖′. Il

293
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suffit de prendre M = 2
r .

Preuve de (iii) =⇒ (ii). Soient r = 1
M > 0 et y ∈ BF (0, r), alors il existe x ∈ E tel

que T (x) = y et ‖x‖ ≤ M ‖y‖′, d’où on a ‖x‖ < 1. Par conséquent, on a BF (0, r) ⊂
T (BE(0, 1)). �

Lemme 7.1.1. Soient (E, ‖ ‖) un espace de Banach, (F, ‖ ‖′) un espace normé et T ∈
L (E; F ). Soient ε ∈ ]0, 1[ et A un sous-ensemble borné de F tels que A ⊂ T (BE(0, 1))+
εA. Alors on a A ⊂ 1

1−εT (BE(0, 1)).

Démonstration. Soit a0 ∈ A ; d’après l’hypothèse, il existe x0 ∈ BE(0, 1) et a1 ∈ A
tels que a0 = T (x0) + εa1. En recommençant avec a1, on trouve x1 ∈ BE(0, 1) et a2 ∈ A
tels que a1 = T (x1) + εa2, ce qui donne a0 = T (x0 + εx1) + ε2a2. En continuant ainsi,
on construit une suite (xn)n≥0 dans BE(0, 1) et une suite (an)n≥0 dans A telles que

pour tout n ≥ 1, on ait a0 = T (x0 + εx1 + · · · + εnxn) + εn+1an+1. La série
∑

εnxn

est normalement convergente, donc convergente dans E puisque E est de Banach. Soit

x =

+∞∑
n=0

εnxn, alors on a a0 = T (x) car T est continue et lim
n→+∞ εn+1an+1 = 0. Puisque

l’on a ‖x‖ ≤
+∞∑
n=0

εn‖xn‖ <

+∞∑
n=0

εn = 1
1−ε , alors (1 − ε)x ∈ BE(0, 1) et on a a0 =

1
1−εT ((1− ε)x) ∈ 1

1−εT (BE(0, 1)). Autrement dit, on a A ⊂ 1
1−εT (BE(0, 1)). �

Proposition 7.1.2. Soient (E, ‖ ‖) un espace de Banach, (F, ‖ ‖′) un espace normé,
T ∈ L (E; F ) et r > 0, s > 0.

1. Si on a BF (0, s) ⊂ T (BE(0, r)), alors on a BF (0, s) ⊂ T (BE(0, r)).

2. Si on a B′
F (0, s) ⊂ T (B′

E(0, r)), alors on a BF (0, s) ⊂ T (BE(0, r)).

Démonstration. 1. Quitte à considérer r
sT , on peut supposer s = r = 1. On a donc

BF (0, 1) ⊂ T (BE(0, 1)). Alors pour tout ε > 0, on a BF (0, 1) ⊂ T (BE(0, 1))+ εBF (0, 1),
voir exercice 6.8. On déduit du lemme précédent que l’on a BF (0, 1) ⊂ 1

1−εT (BE(0, 1)),
pour tout ε > 0. Soit y ∈ BF (0, 1), alors il existe ε ∈ ]0, 1[ tel que ‖y‖′ < 1− ε < 1, d’où∥∥ 1
1−εy

∥∥′ < 1. Autrement dit, on a 1
1−εy ∈ BF (0, 1). Donc il existe x ∈ BE(0, 1) tel que

1
1−εy = 1

1−εT (x), d’où y = T (x). Donc on a BF (0, 1) ⊂ T (BE(0, 1)).

2. Puisque l’on a toujours T (B′
E(0, r)) = T (BE(0, r)), alors 2 résulte de 1. �

Remarque 7.1.1. Soient E, F deux espaces normés et T : E −→ F une application
linéaire ouverte, alors T est surjective. En effet, T (E) est un sous-espace vectoriel ouvert
de F , donc T (E) = F , voir exercice 6.9.

Théorème 7.1.1 (théorème de l’application ouverte). Soient E, F deux espaces
de Banach et T ∈ L (E; F ). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T est une application surjective.

(ii) T est une application ouverte.
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Démonstration. L’implication (ii) =⇒ (i) résulte de la remarque précédente.
Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). D’après les propositions 7.1.1 et 7.1.2, il suffit de
montrer qu’il existe r > 0 tel que BF (0, r) ⊂ T (BE(0, 1)). On a E = ∪

n>0
BE(0, n),

d’où T (E) = ∪
n>0

T (BE(0, n)). Comme T est surjective, alors F = T (E), donc on a

F = ∪
n>0

T (BE(0, n)). En particulier, on a F = ∪
n>0

T (BE(0, n)). Comme F est un espace

de Banach, alors par le théorème de Baire, il existe n0 > 0 tel que T (BE(0, n0)) a un
intérieur non vide. On a T (BE(0, n0)) = n0T (BE(0, 1)) et la multiplication par n0 est un
homéomorphisme, on en déduit que T (BE(0, 1)) a un intérieur non vide. Donc il existe
y ∈ T (BE(0, 1)) et r > 0 tel que BF (y, r) ⊂ T (BE(0, 1)). Comme on a z ∈ T (BE(0, 1))
si et seulement si −z ∈ T (BE(0, 1)), on en déduit que BF (−y, r) ⊂ T (BE(0, 1)). Soit
z ∈ BF (0, r), on a z = 1

2 (z + y) + 1
2 (z − y), avec z + y ∈ BF (y, r) et z − y ∈ BF (−y, r).

Puisque T (BE(0, 1)) est convexe, on en déduit que z ∈ T (BE(0, 1)). Donc on a BF (0, r) ⊂
T (BE(0, 1)). �

Corollaire 7.1.1. Soient E, F deux espaces de Banach et T ∈ L (E; F ) bijective, alors
T est un homéomorphisme.

Corollaire 7.1.2. Soient ‖ ‖1 et ‖ ‖2 deux normes sur un K-espace vectoriel E. On
suppose que (E, ‖ ‖1) est un espace de Banach et qu’il existe une constante a > 0 telle
que pour tout x ∈ E, on ait ‖x‖2 ≤ a ‖x‖1. Alors les deux normes sont équivalentes si et
seulement si (E, ‖ ‖2) est de Banach.

Démonstration. On applique le corollaire précédent à l’application identité

(E, ‖ ‖1) −→ (E, ‖ ‖2)
x �−→ x

qui est linéaire bijective et continue. �

Exemple 7.1.1. Soient E = C([0, 1]) muni de deux normes ‖ ‖∞ et ‖ ‖1. On sait que
(E, ‖ ‖∞) est un espace de Banach et que pour tout f ∈ E, on a ‖f‖1 ≤ ‖f‖∞. Donc
(E, ‖ ‖1) est un espace de Banach si et seulement s’il existe M > 0 tel que pour tout
f ∈ E, on ait ‖f‖∞ ≤ M ‖f‖1.
Considérons la suite (hn)n≥1 définie par :

hn(t) =

⎧⎨
⎩

−n2t+ n si 0 ≤ t ≤ 1
n ,

0 si 1
n ≤ t ≤ 1 .

Alors on obtient ‖hn‖∞ = n et ‖hn‖1 = 1
2 . Donc

on ne peut pas trouver une telle constante M . Par
conséquent, (E, ‖ ‖1) n’est pas un espace de Banach.

y

x

hn

0 1
n

n

1
|

Proposition 7.1.3. Soient (E, ‖ ‖) et (F, ‖ ‖′) des espaces normés.

1. Si (E, ‖ ‖) est de Banach, alors l’ensemble des applications linéaires continues
ouvertes de E dans F est un ouvert de l’espace normé L (E; F ).

2. Si (E, ‖ ‖) et (F, ‖ ‖′) sont de Banach, alors l’ensemble des applications linéaires
continues surjectives de E dans F est un ouvert de l’espace de Banach L (E; F ).
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Démonstration. 1. Soit T : E −→ F une application linéaire continue ouverte. D’après
la proposition 7.1.1, il existe r > 0 tel que BF (0, r) ⊂ T (BE(0, 1)). Soit S ∈ L (E; F )
tel que ‖T − S‖ < r

2 . Alors, pour tout x ∈ BE(0, 1), on a ‖T (x) − S(x)‖′ < r
2 , d’où

T (BE(0, 1)) ⊂ S(BE(0, 1))+
1
2BF (0, r). Donc on a BF (0, r) ⊂ S(BE(0, 1))+

1
2BF (0, r). Il

résulte du lemme 7.1.1 que l’on a BF (0, r) ⊂ 2S(BE(0, 1)), d’où BF (0,
r
2 ) ⊂ S(BE(0, 1)).

On déduit de la proposition 7.1.1 que S est une application ouverte. Par conséquent,
l’ensemble des applications linéaires continues ouvertes de E dans F est un ouvert de
l’espace normé L (E; F ).
2. Ceci résulte de 1 et du théorème de l’application ouverte. �

Proposition 7.1.4. Soient (E, ‖ ‖), (F, ‖ ‖′) deux espaces de Banach et T ∈ L (E; F ).
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T est injective et T (E) est fermé dans F .

(ii) T est un homéomorphisme de E sur T (E).

(iii) Il existe δ > 0 tel que pour tout x ∈ E, on ait δ ‖x‖ ≤ ‖T (x)‖′.

(iv) On a inf
{
‖T (x)‖′ ; x ∈ E et ‖x‖ = 1

}
> 0.

(v) Il n’existe pas de suite (xn)n≥0 dans E telle que ‖xn‖ = 1, pour tout n ≥ 0, et telle
que lim

n→+∞ ‖T (xn)‖′ = 0.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 7 du supplément.

Corollaire 7.1.3. Soient (E, ‖ ‖), (F, ‖ ‖′) deux espaces de Banach et T ∈ L (E; F ).
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T est bijective.

(ii) On a T (E) = F et il existe une constante δ > 0 tel que pour tout x ∈ E, on ait
δ ‖x‖ ≤ ‖T (x)‖′.

Proposition 7.1.5. Tout espace de Banach séparable est un quotient de �1.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 7 du supplément.

Rappelons que si X et Y sont deux ensembles et f : X −→ Y est une application, le
graphe de f est l’ensemble G(f) = {(x, f(x)) ; x ∈ X} ⊂ X × Y . On a vu, exercice
1.32, que si X et Y sont des espaces topologiques, avec Y séparé, et si f : X −→ Y est
une application continue, alors son graphe G(f) est une partie fermée de X × Y , mais la
réciproque n’est pas toujours vraie. En effet, soit f : R −→ R définie par :

f(x) =

⎧⎨
⎩

0 si x = 0 ,

1
x si x �= 0 .

Alors G(f) est une partie fermée de R× R, mais f n’est pas continue en 0.
Le théorème suivant nous dit que la réciproque est vraie si X et Y sont des espaces de
Banach et si f est linéaire.
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Théorème 7.1.2 (théorème du graphe fermé). Soient E, F deux espaces de Banach
et f : E −→ F une application linéaire. Alors f est continue si et seulement si son graphe
G(f) est fermé dans l’espace de Banach E × F .

Démonstration. Supposons d’abord que f est continue, et montrons directement, sans
utiliser l’exercice 1.32, que G(f) est fermé dans l’espace normé produit E × F . Soit
(x, y) ∈ G(f), comme E × F est un espace métrique, même espace normé, alors il existe
une suite (xn, f(xn))n≥0 dans E × F qui converge vers (x, y). D’où on a lim

n→+∞xn = x

et lim
n→+∞ f(xn) = y. Comme f est continue en x, alors on a lim

n→+∞ f(xn) = f(x). Par

unicité de la limite dans un espace topologique séparé, on a f(x) = y, d’où (x, y) ∈ G(f).
Par conséquent, on a G(f) = G(f), donc G(f) est une partie fermée de X × Y .
Réciproquement, supposons que G(f) est fermé dans E × F . Comme G(f) est un sous-
espace vectoriel fermé de l’espace de Banach E×F , alors G(f) est un espace de Banach.
Considérons les projections canoniques

π1 : G(f) −→ E
(x, f(x)) �−→ x

,
π2 : G(f) −→ F

(x, f(x)) �−→ f(x)

alors π2 est linéaire continue et π1 est linéaire continue et bijective. On déduit du corollaire
7.1.1 que π1 est un homéomorphisme. Or on a f = π2 ◦ π1

−1, donc f est continue. �

7.2 Théorème de Banach-Steinhaus

Définition 7.2.1. Soient X un espace topologique et A un sous-ensemble de X . On dit
que A est maigre dans X s’il existe une suite (An)n≥0 de sous-ensembles de X telle que

A = ∪
n≥0

An et pour tout n ≥ 0, on ait
◦
An = ∅.

Exemple 7.2.1. L’ensemble des rationnels Q est maigre dans R.

Remarque 7.2.1. Soit X un espace de Baire, voir proposition 2.8.1 et théorème 2.8.1.
Alors on a :

1. X n’est pas maigre dans X , si X �= ∅.

2. Si A est un sous-ensemble maigre dans X , alors X \A est dense dans X .

Soient (E, ‖ ‖), (F, ‖ ‖′) des espaces normés et A un sous-ensemble borné dans l’espace
normé L (E; F ), alors pour tout x ∈ E, le sous-ensemble

{
f(x) ; f ∈ A

}
est borné dans

F . En effet, soit M > 0 tel que pour tout f ∈ A, on ait ‖f‖ ≤ M . Soit x ∈ E, alors pour
tout f ∈ A, on a ‖f(x)‖′ ≤ ‖f‖ ‖x‖ ≤ M ‖x‖. Donc l’ensemble

{
f(x) ; f ∈ A

}
est borné

dans F .

Théorème 7.2.1 (Banach-Steinhaus). Soient (E, ‖ ‖), (F, ‖ ‖′) des espaces normés
et A un sous-ensemble de L (E; F ). Pour tout x ∈ E, soit Ax =

{
f(x) ; f ∈ A

}
⊂ F et

soit B =
{
x ∈ E ; Ax soit borné dans F

}
. Si B n’est pas maigre dans E, alors l’ensemble

A est borné dans L (E; F ). Autrement dit, il existe une constante M > 0 tel que pour
tout f ∈ A, on ait ‖f‖ ≤ M . En particulier, on a B = E.
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Démonstration. Pour tout n ≥ 1, posons :

Cn =
{
x ∈ E ; ‖f(x)‖′ ≤ n , pour tout f ∈ A

}
=
{
x ∈ E ; Ax ⊂ B′

F (0, n)
}
.

Pour tout f ∈ A, Cf,n =
{
x ∈ E ; ‖f(x)‖′ ≤ n

}
est fermé dans E. Comme on a

Cn = ∩
f∈A

Cf,n, alors Cn est fermé dans E. De plus, on a B = ∪
n≥1

Cn. Puisque B n’est

pas maigre dans E, il existe n ≥ 1 tel que Cn ait un intérieur non vide. Pour tout n ≥ 1,
on a Cn = nC1, et comme la multiplication par n, n �= 0, est un homéomorphisme,
on en déduit que C1 a un intérieur non vide. Donc il existe x0 ∈ C1 et r > 0 tels que
B(x0, r) ⊂ C1. Autrement dit, il existe r > 0 tel que, pour tout z ∈ B(x0, r) et pour tout
f ∈ A, on ait ‖f(z)‖′ ≤ 1. Soient x ∈ B(0, 1) et f ∈ A ; comme x0 ± rx ∈ B(x0, r) et
f(x) = 1

2r

(
f(x0+rx)−f(x0−rx)

)
, on obtient ‖f(x)‖′ ≤ 1

r . Donc, pour tout x ∈ B(0, 1) et
pour tout f ∈ A, on a ‖f(x)‖′ ≤ 1

r . Cela montre que pour tout f ∈ A, on a ‖f‖ ≤ 1
r . �

Corollaire 7.2.1. Soient (E, ‖ ‖) un espace de Banach, (F, ‖ ‖′) un espace normé et A
un sous-ensemble de L (E; F ). Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) A est borné dans L (E; F ).

(ii) Pour tout x ∈ E, le sous-ensemble
{
f(x) ; f ∈ A

}
est borné dans F .

Démonstration. Ceci résulte du théorème précédent et du fait que si E est un espace
de Banach, alors E n’est pas maigre dans E car E est un espace de Baire. �

Corollaire 7.2.2. Soient (E, ‖ ‖) un espace de Banach, (F, ‖ ‖′) un espace normé et
(fn)n≥0 une suite non bornée dans L (E; F ). Alors l’ensemble

D =
{
x ∈ E ; (fn(x))n≥0 n’est pas convergente dansF

}
est dense dans E.

Démonstration. SoitB = {x ∈ E ; (fn(x))n≥0 soit bornée dansF}. D’après le théorème
précédent, l’ensemble B est maigre. Comme E est un espace de Baire, alors E \ B est
dense dans E. Or on a E \B ⊂ D, donc D est dense dans E. �

Corollaire 7.2.3. Soient (E, ‖ ‖) un espace de Banach, (F, ‖ ‖′) un espace normé et
(fn)n≥0 une suite d’applications linéaires continues de E dans F . On suppose que pour
tout x ∈ E, la suite (fn(x))n≥0 converge ; notons f(x) sa limite. Alors la suite (fn)n≥0

est bornée, f est linéaire et continue et on a ‖f‖ ≤ lim inf
n→+∞ ‖fn‖.

Démonstration. Il est clair que f est linéaire. Pour tout x ∈ E, la suite (fn(x))n≥0

est convergente, donc bornée. Par le théorème précédent, il existe une constante M > 0
telle que pour tout n ∈ N, on ait ‖fn‖ ≤ M . Donc, pour tout x ∈ E et tout n ∈ N,
on a ‖fn(x)‖′ ≤ M ‖x‖. On passe à la limite, on trouve ‖f(x)‖′ ≤ M ‖x‖. Donc f est
continue. Pour tout x ∈ E, on a :

‖f(x)‖′ = lim
n→+∞ ‖fn(x)‖′ = lim inf

n→+∞ ‖fn(x)‖′

≤ lim inf
n→+∞ ‖x‖ ‖fn‖ = ‖x‖ lim inf

n→+∞ ‖fn‖ .

Par conséquent, on a ‖f‖ ≤ lim inf
n→+∞ ‖fn‖. �
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Proposition 7.2.1. Soient (E, ‖ ‖) un espace de Banach et (F, ‖ ‖), (G, ‖ ‖) deux
espaces normés. Soit B : E × F −→ G une application bilinéaire vérifiant les conditions
suivantes :

1. Pour tout x ∈ E, l’application linéaire y �−→ B(x, y) est continue.

2. Pour tout y ∈ F , l’application linéaire x �−→ B(x, y) est continue.

Alors B est continue.

Démonstration. D’après la proposition 6.5.1, l’application bilinéaire B est continue
s’il existe une constante M > 0 telle que pour tout x ∈ BE = B′

E(0, 1) et pour tout
y ∈ BF = B′

F (0, 1), on ait ‖B(x, y)‖ ≤ M . Pour tout x ∈ E, l’application y �−→ B(x, y)
est linéaire continue de F dans G, donc il existe une constante Mx > 0 telle que pour
tout y ∈ BF , on ait ‖B(x, y)‖ ≤ Mx. Pour tout y ∈ BF , l’application By : x �−→ B(x, y)
est linéaire continue de E dans G. Soit A = {By ; y ∈ BF }, alors A est une famille
d’applications linéaires continues de E dans G telle que pour tout x ∈ E, il existe une
constante Mx > 0 telle que pour tout y ∈ BF , on ait ‖By(x)‖ = ‖B(x, y)‖ ≤ Mx. D’après
le corollaire 7.2.1, la famille A est bornée. Autrement dit, il existe une constante M > 0
telle que pour tout y ∈ BF , on ait ‖By‖ ≤ M . D’où, pour tout x ∈ BE et pour tout
y ∈ BF , on a ‖B(x, y)‖ = ‖By(x)‖ ≤ M . Donc B est continue. �

7.3 Somme directe topologique

Soient E un K-espace vectoriel et F1, . . . , Fn des sous-espaces vectoriels de E. Alors
l’application

σ : F1 × · · · × Fn −→ E
(x1, . . . , xn) �−→ x1 + · · ·+ xn

est linéaire. Si de plus, E est un espace normé, l’application σ est aussi continue.

Définition 7.3.1. Soient E un espace vectoriel et F1, . . . , Fn des sous-espaces vectoriels
de E.

1. On dit que E est la somme directe algébrique des sous-espaces vectoriels
F1, . . . , Fn si l’application σ est bijective.

2. Si E est un espace normé et si σ est un homéomorphisme, on dit que E est la
somme directe topologique des sous-espaces vectoriels F1, . . . , Fn.

Exemple 7.3.1. Soient E1, . . . , En des espaces normés et E = E1 × · · · × En l’espace
normé produit. Pour i ∈ {1, . . . , n}, l’application

Ei −→ E = E1 × · · · × En

xi �−→ (0, . . . , 0, xi, 0, . . . , 0)

est linéaire injective et continue de Ei dans E, dont l’image est un sous-espace vectoriel
Fi de E. De plus, E est la somme directe topologique des sous-espaces Fi.

Exemple 7.3.2. Soit N un hyperplan fermé d’un espace de Banach E. Soit a ∈ E tel
que a �∈ N . Alors E est la somme directe topologique de N et aK, car N × aK est un
espace de Banach et l’application (x, aλ) �−→ x+ aλ est continue et bijective de N × aK
sur E, d’où c’est aussi un homéomorphisme par le théorème de l’application ouverte.
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Remarque 7.3.1. Soit E un espace normé qui est la somme directe algébrique des
sous-espaces vectoriels F1, . . . , Fn. Alors pour tout i ∈ {1, . . . , n}, la projection naturelle
πi : E −→ Fi est une application ouverte. En effet, comme l’application

σ : F1 × · · · × Fn −→ E
(x1, . . . , xn) �−→ x1 + · · ·+ xn

est bijective et continue, alors l’application inverse

σ−1 : E −→ F1 × · · · × Fn

x �−→ (π1(x), . . . , πn(x))

est ouverte. D’après la proposition 1.4.7, la projection canonique

pi : F1 × · · · × Fn −→ Fi

(x1, . . . , xn) �−→ xi

est ouverte. Par conséquent, la projection naturelle πi = pi ◦ σ−1 : E −→ Fi est une
application ouverte.

Proposition 7.3.1. Soit E un espace normé qui est la somme directe topologique des
sous-espaces vectoriels F1, . . . , Fn. Alors on a :

1. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, Fi est fermé dans E.

2. E est un espace de Banach si et seulement si pour tout i ∈ {1, . . . , n}, Fi est un
espace de Banach.

Démonstration. 1. Comme {0}× · · · × {0}×Fi ×{0} · · ·× {0} est fermé dans l’espace
normé produit F1 × · · · × Fn, alors Fi est fermé dans E.
2. Si E est de Banach, il résulte de 1 que pour tout i ∈ {1, . . . , n}, Fi est de Banach.
Réciproquement, si pour tout i ∈ {1, . . . , n}, Fi est de Banach, alors l’espace normé
produit F1 × · · · × Fn est de Banach. Par conséquent, E est de Banach. �

Proposition 7.3.2. Soient E un espace normé qui est la somme directe algébrique des
sous-espaces vectoriels F1, . . . , Fn. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) E est la somme directe topologique des sous-espaces F1, . . . , Fn.

(ii) Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, la projection naturelle πi : E −→ Fi est continue.

Si de plus E est de Banach, les propriétés (i) et (ii) sont équivalentes à :

(iii) Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, Fi est fermé dans E.

Démonstration. Par hypothèse, l’application linéaire

σ : F1 × · · · × Fn −→ E
(x1, . . . , xn) �−→ x1 + · · ·+ xn

est bijective et continue. Comme l’application inverse σ−1 est définie par :

σ−1 : E −→ F1 × · · · × Fn

x �−→ (π1(x), . . . , πn(x))
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alors σ est un homéomorphisme si et seulement si pour tout i ∈ {1, . . . , n}, la projection
naturelle πi : E −→ Fi est continue. Par conséquent, on a l’équivalence (i) ⇐⇒ (ii).
L’implication (i) =⇒ (iii) résulte de la proposition précédente.
On suppose à présent E de Banach. Montrons l’implication (iii) =⇒ (i). Si pour tout
i ∈ {1, . . . , n}, Fi est fermé dans E, alors pour tout i ∈ {1, . . . , n}, Fi est un espace
de Banach, donc l’espace produit F1 × · · · × Fn est de Banach. Comme l’application σ
est une application linéaire continue bijective, on déduit du théorème de l’application
ouverte que σ est un homéomorphisme, donc E est la somme directe topologique des
sous-espaces F1, . . . , Fn. �

Définition 7.3.2. Soient E un K-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E.

1. On dit que F admet un supplémentaire algébrique dans E s’il existe un sous-
espace vectoriel G de E tel que E soit la somme directe algébrique des F et G.
Dans ce cas, on dit que G est un supplémentaire algébrique de F dans E ou
que F et G sont supplémentaires algébriques dans E.

2. Si (E, ‖ ‖) est un espace normé, on dit que F admet un supplémentaire topologi-
que dans E s’il existe un sous-espace vectoriel G de E tel que E soit la somme
directe topologique des F et G. Dans ce cas, on dit G est un supplémentaire
topologique de F dans E ou que F et G sont supplémentaires topologiques dans
E.

Remarque 7.3.2. Soit E un espace vectoriel. Tout sous-espace vectoriel de E admet en
général une infinité de supplémentaires algébriques qui sont algébriquement isomorphes.
Par contre, un sous-espace vectoriel d’un espace normé n’admet pas toujours un supplé-
mentaire topologique. Par exemple, c0 est un sous-espace vectoriel de �∞, et on peut
montrer, mais c’est difficile, que c0 n’admet pas de supplémentaire topologique dans �∞.

Proposition 7.3.3. Soient E un K-espace vectoriel et F , G deux sous-espaces vectoriels
de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) G est un supplémentaire algébrique de F dans E.

(ii) Pour tout x ∈ E, il existe un unique y ∈ F et un unique z ∈ G tels que x = y + z.

(iii) Il existe une application linéaire π : E −→ E telle que π ◦ π = π, π(E) = F et
ker(π) = G.

(iv) Il existe une application linéaire π : E −→ F telle que ker(π) = G et pour tout
y ∈ F , on ait π(y) = y.

Démonstration. Les équivalences (i) ⇐⇒ (ii) et (iii) ⇐⇒ (iv) sont triviales.
Preuve de (i) =⇒ (iv). Par hypothèse, l’application linéaire

σ : F ×G −→ E
(y, z) �−→ y + z

est bijective. Soit p : F ×G −→ F la projection canonique définie par p(y, z) = y. Soit
π = p ◦ σ−1, alors π est une application linéaire de E dans F telle que ker(π) = G et
pour tout y ∈ F , on ait π(y) = y.
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Preuve de (iii) =⇒ (ii). Par hypothèse, il existe une application linéaire π : E −→ E telle
que π◦π = π, π(E) = F et ker(π) = G. Vérifions d’abord que l’on a ker(π)∩π(E) = {0}.
Soit b ∈ ker(π) ∩ π(E), alors on a π(b) = 0 et il existe a ∈ E tel que b = π(a). D’où on
a 0 = π(b) = π ◦ π(a) = π(a) = b, donc ker(π) ∩ π(E) = {0}. Soit x ∈ E. Alors on a
x = x − π(x) + π(x) et π(x − π(x)) = π(x) − π(π(x)) = 0, d’où x − π(x) ∈ ker(π). Il
reste à vérifier l’unicité de la décomposition de x. Soient y, y′ ∈ F et z, z′ ∈ G tels que
x = y+ z = y′ + z′. Alors on a y− y′ = z′− z ∈ ker(π)∩ π(E), d’où y = y′ et z = z′. �

Remarque 7.3.3. Soient E un espace normé et F un sous-espace vectoriel de E. S’il
existe π : E −→ F une application linéaire continue telle que pour tout y ∈ F , on ait
π(y) = y, alors F est fermé dans E. En effet, soit x ∈ F . Alors il existe une suite (yn)n≥0

dans F telle que lim
n→+∞ yn = x. Comme π est continue, alors on a lim

n→+∞π(yn) = π(x).

Or, pour tout n ≥ 0, on a π(yn) = yn, d’où x = π(x) ∈ F . Donc F est fermé dans E.

On déduit des propositions 7.3.2 et 7.3.3 les deux corollaires suivants :

Corollaire 7.3.1. Soient E un espace de Banach et π : E −→ E une application linéaire
telle que π ◦ π = π. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) π est continue.

(ii) ker(π) et π(E) sont fermés dans E.

(iii) E est la somme directe topologique des ker(π) et π(E).

Corollaire 7.3.2. Soient E un espace de Banach et F un sous-espace vectoriel de E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) L’espace F admet un supplémentaire topologique. Autrement dit, il existe un sous-
espace vectoriel G de E tel que E est la somme directe topologique des F et G.

(ii) Il existe une application linéaire continue π : E −→ E telle que π ◦ π = π et
π(E) = F .

(iii) Il existe une application linéaire continue π : E −→ F telle que pour tout y ∈ F ,
on ait π(y) = y.

Remarque 7.3.4. Soient E un espace de Banach et F , G des sous-espaces vectoriels de
E tels que E soit la somme directe topologique des F et G. Soit π : E −→ F la projection
naturelle, alors π est linéaire continue. Puisque pour tout x ∈ F , on a π(x) = x, alors on
a ‖π‖ ≥ 1. Mais, on peut avoir ‖π‖ > 1. En effet, soient E = R2, muni de la norme ‖ ‖∞,
et G = {(x, x) ; x ∈ R}, F = {(x, 0) ; x ∈ R}. Alors E est la somme directe topologique
des F et G. Soient z = (2, 0) ∈ F et w = (−1,−1) ∈ G, alors on a ‖z + w‖∞ = 1 et
‖π(z + w)‖∞ = ‖z‖∞ = 2, donc ‖π‖ ≥ 2.

7.4 Dual d’un espace normé ; dualité des espaces �p

Rappelons que si E est un K-espace vectoriel, alors une application linéaire de E dans K
est appelée une forme linéaire sur E. On appelle dual algébrique de E, et on note E′,
l’espace vectoriel des formes linéaires sur E. Soit (E, ‖ ‖) un K-espace vectoriel normé.
Comme (K, | |) est un espace de Banach, d’après la proposition 6.3.3, l’espace normé
L (E; K) est de Banach.
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Définition 7.4.1. Soit (E, ‖ ‖) un K-espace vectoriel normé. On appelle dual topologi-
que de E et l’on note E∗ l’espace de Banach E∗ = L (E; K) †. Un élément de E∗ est dit
forme linéaire continue sur E.

Remarque 7.4.1. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé.

– Si F est un sous-espace vectoriel dense de E, alors l’application

E∗ = L (E; K) −→ F ∗ = L (F ; K)
f �−→ f|F

est linéaire bijective et isométrique, voir la proposition 6.3.5. Par conséquent, on
peut identifier E∗ et F ∗.
Notez que cc est un sous-espace vectoriel dense dans l’espace de Banach c0 et donc
on a c∗c = c∗0, mais cc et c0 ne sont pas isométriquement isomorphes car c0 est un
espace de Banach et cc ne l’est pas.

– D’après le théorème 6.6.1, le dual topologique de E cöıncide avec le dual algébrique
de E si et seulement si E est de dimension finie. Donc si E est de dimension infinie,
alors le dual topologique est inclus strictement dans le dual algébrique.

Proposition 7.4.1 (dual (topologique) de (Kn, ‖ ‖p)). Pour tout x = (x1, . . . , xn),

y = (y1, . . . , yn) ∈ Kn, on pose Tx(y) =

n∑
j=1

xj yj. Alors on a :

1. Tx est une forme linéaire sur Kn et l’application

T : Kn −→ Kn∗

x �−→ Tx

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Autrement dit, T est linéaire bijective.

2. Le dual (topologique) de (Kn, ‖ ‖1) est isométriquement isomorphe à (Kn, ‖ ‖∞).

3. Le dual (topologique) de (Kn, ‖ ‖∞) est isométriquement isomorphe à (Kn, ‖ ‖1).

4. Soient p, q ∈]1, +∞[ tels que 1
p + 1

q = 1. Le dual (topologique) de (Kn, ‖ ‖q) est

isométriquement isomorphe à (Kn, ‖ ‖p).
Démonstration. 1. Il est clair que Tx ∈ Kn∗ et que T est une application linéaire
injective. Montrons que T est surjective. Soit f une forme linéaire sur Kn. Soit (ej)1≤j≤n

la base canonique de Kn et pour tout j ∈ {1, . . . , n}, soit xj = f(ej). Alors x =
(x1, . . . , xn) ∈ Kn et pour tout y = (y1, . . . , yn) ∈ Kn, on a :

f(y) = f
( n∑

j=1

yjej

)
=

n∑
j=1

yjf(ej) =

n∑
j=1

xjyj = Tx(y)

donc f = Tx.
2. On munit Kn de la norme ‖ ‖1. Pour tout y ∈ Kn, on a :

|Tx(y)| ≤
n∑

j=1

|xj | |yj| ≤
n∑

j=1

‖x‖∞ |yj| = ‖x‖∞ ‖y‖1

†Certains auteurs notent le dual topologique d’un espace normé E par E′.
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d’où on a ‖Tx‖ ≤ ‖x‖∞. Soit j0 ∈ {1, . . . , n} tel que ‖x‖∞ = |xj0 |. Soit y ∈ Kn tel que
yj0 = 1 et yj = 0 si j �= j0. Alors on a ‖y‖1 = 1 et |Tx(y)| = |xj0 | = ‖x‖∞. Donc on a
‖Tx‖ = ‖x‖∞. Par conséquent, le dual (topologique) de (Kn, ‖ ‖1) est isométriquement
isomorphe à (Kn, ‖ ‖∞).
3. On munit Kn de la norme ‖ ‖∞. Pour tout y ∈ Kn, on a aussi |Tx(y)| ≤ ‖x‖1 ‖y‖∞.
Pour tout j ∈ {1, . . . , n}, il existe θj ∈ [0, 2π[ tel que xj = |xj | eiθj (si K = R, on a
θj ∈ {0, π}). Soit y ∈ Kn tel que pour tout j, on ait yj = e−iθj , alors on a ‖y‖∞ = 1 et
Tx(y) = ‖x‖1. On en déduit que l’on a ‖Tx‖ = ‖x‖1. Par conséquent, le dual (topologique)
de (Kn, ‖ ‖∞) est isométriquement isomorphe à (Kn, ‖ ‖1).
4. On munit Kn de la norme ‖ ‖q. On peut supposer x �= 0. D’après l’inégalité de Hölder,
pour tout y ∈ Kn, on a |Tx(y)| ≤ ‖x‖p ‖y‖q, d’où ‖Tx‖ ≤ ‖x‖p. Pour tout j ∈ {1, . . . , n},
il existe θj ∈ [0, 2π[ tel que xj = |xj | eiθj . Soit y ∈ Kn tel que pour tout j, on ait

yj = e−iθj
( |xj |
‖x‖p

) p
q

, alors on a ‖y‖q = 1 et Tx(y) = ‖x‖p. On en déduit que l’on a

‖Tx‖ = ‖x‖p. Par conséquent, le dual (topologique) de (Kn, ‖ ‖q) est isométriquement
isomorphe à (Kn, ‖ ‖p).

�

Proposition 7.4.2 (dual topologique de �1). On a les propriétés suivantes :

1. Soit x = (xn)n≥0 ∈ �∞. Alors l’application

Tx : (�1, ‖ ‖1) −→ K

y �−→ Tx(y) =

+∞∑
n=0

xn yn

est une forme linéaire continue sur �1, de norme égale à ‖x‖∞ .

2. Soit
T : (�∞, ‖ ‖∞) −→ (�1

∗
, ‖ ‖)

x �−→ Tx

alors T est un isomorphisme isométrique de �∞ sur le dual topologique de �1.
Autrement dit, le dual topologique de (�1, ‖ ‖1) est (�∞, ‖ ‖∞).

Démonstration. 1. On a

+∞∑
n=0

|xn yn| =
+∞∑
n=0

|xn| |yn| ≤
+∞∑
n=0

‖x‖∞ |yn| = ‖x‖∞ ‖y‖1 <

+∞, donc Tx est bien définie. Soient y = (yn)n≥0, z = (zn)n≥0 ∈ �1 et λ ∈ K, on a

Tx(y + λ z) =

+∞∑
n=0

xn (yn + λ zn) =

+∞∑
n=0

xn yn + λ

+∞∑
n=0

xn zn = Tx(y) + λTx(z) . Donc

Tx est linéaire. On a |Tx(y)| ≤
+∞∑
n=0

|xn yn| ≤ ‖x‖∞ ‖y‖1 < +∞, donc Tx est continue

et on a ‖Tx‖ ≤ ‖x‖∞ . On a Tx(en) = xn et ‖en‖1 = 1, d’où ‖Tx‖ ≥ |xn|, donc on a
‖Tx‖ ≥ ‖x‖∞ . Par conséquent, on a ‖Tx‖ = ‖x‖∞ .
2. Il est clair que T est linéaire. On a montré ci-dessus que T est aussi isométrique, donc il
reste à montrer que T est surjective. Soit f forme linéaire continue sur �1 . Pour tout n ≥
0, on pose xn = f(en). On a |xn| = |f(en)| ≤ ‖f‖ ‖en‖1 = ‖f‖, donc x = (xn)n≥0 ∈ �∞ .
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Pour tout n ≥ 0, on a Tx(en) = xn = f(en), donc Tx = f sur cc. On a montré, exercice
6.34, que cc est dense dans �1, donc on a Tx = f . Par conséquent, T est surjective. �

Proposition 7.4.3 (dual topologique de c0). On a les propriétés suivantes :

1. Soit x = (xn) ∈ �1. L’application

Tx : (�∞, ‖ ‖∞) −→ K

y �−→ Tx(y) =

+∞∑
n=0

xn yn

est une forme linéaire continue sur �∞, de norme égale à ‖x‖1.

2. On note aussi Tx la restriction de Tx à c0 et considérons l’application suivante :

T : (�1, ‖ ‖1) −→ (c0
∗, ‖ ‖)

x �−→ Tx

alors T est un isomorphisme isométrique de �1 sur le dual topologique de
(c0, ‖ ‖∞) . Autrement dit, le dual topologique de (c0, ‖ ‖∞) est (�1, ‖ ‖1).

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 7 du supplément.

La proposition précédente nous dit aussi que (�1, ‖ ‖1) est inclus dans dans le dual
topologique de (�∞, ‖ ‖∞). En fait, cette inclusion est stricte, voir exercices 7.35 et 7.36.

Proposition 7.4.4 (dual topologique de �q). Soient p, q ∈ ]1, +∞[ tels que 1
p+

1
q = 1.

1. Soit x = (xn)n≥0 ∈ �p. L’application

Tx : (�q, ‖ ‖q) −→ K

y = (yn)n≥0 �−→ Tx(y) =
+∞∑
n=0

xn yn

est une forme linéaire continue sur �q, de norme égale à ‖x‖p .

2. Soit
T : (�p, ‖ ‖p) −→ (�q∗, ‖ ‖)

x �−→ Tx

Alors T est un isomorphisme isométrique de �p sur le dual topologique de �q .
Autrement dit, si p, q ∈ ]1, +∞[ tels que 1

p + 1
q = 1, alors le dual topologique de

(�q, ‖ ‖q) est (�p, ‖ ‖p).

Démonstration. 1. Par l’inégalité de Hölder, pour tout N ≥ 0, on a :

∣∣∣ N∑
n=0

xn yn

∣∣∣ ≤ N∑
n=0

|xn| |yn| ≤
( N∑

n=0

|xn|p
) 1

p
( N∑

n=0

|yn|q
) 1

q

.

On fait tendre N vers +∞, on obtient

+∞∑
n=0

|xn| |yn| ≤ ‖x‖p‖y‖q, donc Tx est bien définie,

et on a |Tx(y)| ≤ ‖x‖p‖y‖q. Il est clair que Tx est linéaire, donc Tx est continue et
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on a ‖Tx‖ ≤ ‖x‖p. Montrons que l’on a ‖Tx‖ = ‖x‖p. On peut supposer x �= 0. Pour
tout n ≥ 0, il existe θn ∈ [0, 2π[ tel que xn = |xn| eiθn . Pour tout n ≥ 0, soit yn =

e−iθn
( |xn|
‖x‖p

) p
q

, alors on a ‖y‖q = 1 et Tx(y) = ‖x‖p, d’où ‖Tx‖ ≥ ‖x‖p. Par conséquent,

on a ‖Tx‖ = ‖x‖p.
2. L’application T est isométrique et linéaire. Il reste à montrer que T est surjective. Soit
f ∈ �q∗ et pour tout n ≥ 0, soit xn = f(en). Pour tout n ≥ 0, il existe θn ∈ [0, 2π[ tel
que xn = |xn| eiθn . Pour tout N ≥ 0, soit :

XN =

N∑
n=0

|xn|p−1e−iθnen =
(
|x0|p−1e−iθ0 , · · · , |xN |p−1e−iθN , 0, · · ·

)
∈ �q .

Alors on a :

N∑
n=0

|xn|p = f(XN) ≤ ‖f‖‖XN‖q et ‖XN‖q =
( N∑

n=0

|xn|q(p−1)
) 1

q

=
( N∑

n=0

|xn|p
) 1

q

.

On en déduit que pour tout N ≥ 0, on a
( N∑

n=0

|xn|p
) 1

p ≤ ‖f‖ . On fait tendre N vers

+∞, on trouve que x = (xn)n≥0 ∈ �p et que l’on a ‖x‖p ≤ ‖f‖. On a Tx = f sur cc et cc
est dense dans �q, on en déduit Tx = f , donc T est surjective. �

Remarque 7.4.2. Soit (E, ‖ ‖) un C-espace vectoriel normé. C’est, en particulier, un
R-espace vectoriel normé. Il y a deux notions distinctes de dual topologique pour E : le
dual en tant que R-espace vectoriel réel E∗

R = L (E; R) et le dual en tant que C-espace
vectoriel complexe E∗

C = L (E; C). En fait, on peut identifier ces deux espaces. Soit
Re : C −→ R l’application R-linéaire qui à un nombre complexe a+ ib associe sa partie
réelle a (a, b ∈ R).

Proposition 7.4.5. L’application

T : E∗
C −→ E∗

R

f �−→ Re ◦ f

est R-linéaire, bijective et isométrique. L’application inverse T−1 est définie par : pour
tout g ∈ E∗

R, on a T−1(g)(x) = g(x)− ig(ix), pour tout x ∈ E.

Démonstration. Il est clair que T est R-linéaire. Vérifions que T est isométrique. Soit
x ∈ E tel que ‖x‖ ≤ 1. On a |T (f)(x)| = |Re(f(x))| ≤ |f(x)| ≤ ‖f‖ ‖x‖ ≤ ‖f‖.
Donc on a ‖T (f)‖ ≤ ‖f‖. Par ailleurs, il existe θ ∈ R tel que f(x) = eiθ|f(x)|, d’où
on a f(e−iθx) = |f(x)| et donc T (f)(e−iθx) = (Re ◦ f)(e−iθx) = |f(x)|. Comme on a
‖e−iθx‖ = |e−iθ|‖x‖ = ‖x‖ ≤ 1, alors ‖T (f)‖ ≥ |f(x)|. Par conséquent, on a ‖T (f)‖ ≥
‖f‖, d’où ‖T (f)‖ = ‖f‖. On en déduit que T est injective. Soit g ∈ E∗

R, pour tout x ∈ E,
on pose f(x) = g(x)− ig(ix), alors f ∈ E∗

C et on a T (f) = g, donc T est surjective. Par
conséquent, T est bijective. �
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7.5 Semi-normes

Définition 7.5.1. Soit E un K-espace vectoriel. Une semi-norme sur E est une applica-
tion p : E −→ R+ vérifiant les conditions suivantes :

1. Pour tout x ∈ E et tout λ ∈ K , on a p(λx) = |λ| p(x).

2. Pour tout x, y ∈ E, on a p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) (inégalité de convexité).

Si p est une semi-norme sur un espace vectoriel E, alors le couple (E, p) est appelé
espace vectoriel semi-normé, ou simplement espace semi-normé

Remarque 7.5.1. Soit p une semi-norme sur un espace vectoriel E.

1. On a p(0) = 0.

2. Pour tout x, y ∈ E, on a |p(x)− p(y)| ≤ p(x− y).

Exemple 7.5.1. 1. Une norme est une semi-norme.

2. Si E est un K-espace vectoriel et f : E −→ K est une forme linéaire, alors
l’application définie par p(x) = |f(x)|, pour tout x ∈ E, est une semi-norme sur E.

3. Si E = C1([0, 1]), l’espace vectoriel des applications de classe C1 de [0, 1] dans K,
et si pour tout f ∈ E, on pose p(f) = max

0≤x≤1
|f ′(x)|, alors p est une semi-norme sur

E.

4. Soient F un K-espace vectoriel, f : E −→ F une application linéaire et q : F −→
R+ une semi-norme. Alors l’application q ◦ f est une semi-norme sur E.

Remarque 7.5.2. Soit E un K-espace vectoriel.

1. Soit (pn)n≥0 une suite de semi-normes sur E. On suppose que pour tout x ∈ E, la
suite (pn(x))n≥0 converge vers un réel p(x). Alors l’application x �−→ p(x) est une
semi-norme sur E.

2. Soient I un ensemble non vide et (pi)i∈I une famille de semi-normes sur E. Alors
l’ensemble F = {x ∈ E ; sup{pi(x) ; i ∈ I} < +∞} est un sous-espace vectoriel
de E et l’application x �−→ p(x) = sup{pi(x) ; i ∈ I} est une semi-norme sur F .

3. Si p est une semi-norme sur E et si pour tout x, y ∈ E, on pose e(x, y) = p(x− y),
alors e est un écart sur E, voir définition 2.9.1.

Proposition 7.5.1 (séparé d’un espace vectoriel semi-normé). Soient E un K-
espace vectoriel et p : E −→ R+ une semi-norme sur E. Soit F = {x ∈ E ; p(x) = 0},
on a :

1. Si x, y ∈ E tels que x− y ∈ F , alors on a p(x) = p(y).

2. L’ensemble F est un sous-espace vectoriel de E.

3. Il existe une norme ‖ ‖ sur l’espace vectoriel quotient E/F telle que ‖π(x)‖ = p(x),
pour tout x ∈ E, où π : E −→ E/F est l’application quotient.
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Démonstration. 1. Soient x, y ∈ E tels que x−y ∈ F , alors on a p(x) ≤ p(x−y)+p(y) =
p(y) et p(y) ≤ p(x) + p(y − x) = p(x) + p(x− y) = p(x), d’où p(x) = p(y).
2. On a p(0) = 0, donc 0 ∈ F . Soient x, y ∈ F et λ ∈ K. D’après 1, on a p(x + y) =
p(x) = 0, donc x + y ∈ F . Enfin, on a p(λx) = |λ|p(x) = |λ|0 = 0, donc λx ∈ F . Par
conséquent, F est un sous-espace vectoriel de E.
3. D’après 1, l’application

‖ ‖ : E/F −→ R+

π(x) �−→ ‖π(x)‖ = p(x)

est bien définie. Il reste à montrer que ‖ ‖ est une norme sur E/F . Soient a, b ∈ E/F et
λ ∈ K. Soient x, y ∈ E tels que π(x) = a et π(y) = b. Si ‖a‖ = 0, alors p(x) = 0, donc
x ∈ F , d’où a = π(x) = 0. On a ‖λa‖ = ‖π(λx)‖ = p(λx) = |λ|p(x) = |λ| ‖a‖. On a
‖a+ b‖ = ‖π(x+ y)‖ = p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) = ‖a‖+ ‖b‖. Donc ‖ ‖ est une norme sur
E/F . �

L’espace vectoriel normé (E/F, ‖ ‖) associé à (E, p) s’appelle le séparé de E.

Proposition 7.5.2. Soient (E, p) un K-espace vectoriel semi-normé, (E/F, ‖ ‖) l’espace
vectoriel normé séparé de E et π : E −→ E/F l’application quotient. Soient (G, ‖ ‖′) un
espace normé et f : E −→ G une application linéaire.

1. Pour qu’il existe une application linéaire continue f̃ : E/F −→ G satisfaisant

f̃ ◦ π = f , il faut et il suffit qu’il existe une constante M > 0 telle que, pour tout
x ∈ E, on ait ‖f(x)‖′ ≤ Mp(x).

E G

E/F

�f

�
��π �

��
f̃

2. Si un tel f̃ existe, il est unique et sa norme est la plus petite constante M > 0
satisfaisant la propriété 1.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 7 du supplément.

7.6 Jauge d’un ensemble convexe absorbant

Définition 7.6.1. Soient E un K-espace vectoriel et f : E −→ R une application.

1. On dit que f est positivement homogène si pour tout x ∈ E et tout λ ≥ 0, on
a f(λx) = λf(x).

2. On dit que f est sous-additive si pour tout x, y ∈ E, on a f(x+ y) ≤ f(x)+ f(y).

Remarque 7.6.1. Soit E un K-espace vectoriel.

1. Toute semi-norme surE est une application positivement homogène et sous-additive.
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2. Soit f : E −→ R une application positivement homogène et sous-additive, alors
pour tout r > 0, les ensembles {x ∈ E ; f(x) < r} et {x ∈ E ; f(x) ≤ r} sont
convexes.

Proposition 7.6.1. Soient E un K-espace vectoriel et f : E −→ R+ une application
positivement homogène. Pour que f soit sous-additive, il faut et il suffit que l’ensemble
Cf = {x ∈ E ; f(x) ≤ 1} soit convexe.

Démonstration. Il est clair que si f est positivement homogène et sous-additive, alors
Cf est convexe. Réciproquement, supposons Cf convexe, et déduisons la sous-additivité
de f . Soient x, y ∈ E. Pour tout n ≥ 1, soient tn = f(x) + 1

n et sn = f(y) + 1
n . Alors on

a f
(

x
tn

)
= f(x)

tn
et f

(
y
tn

)
= f(y)

tn
, donc x

tn
, y

tn
∈ Cf . Comme Cf est convexe, on en déduit

que l’on a zn = tn
tn+sn

x
tn

+ sn
tn+sn

y
sn

∈ Cf . Or zn = x+y
tn+sn

, donc on a f(x+y)
tn+sn

= f(zn) ≤ 1,
d’où f(x+ y) ≤ tn + sn. On fait tendre n vers +∞, on obtient f(x + y) ≤ f(x) + f(y).
Par conséquent, f est sous-additive �

Corollaire 7.6.1. Soient E un K-espace vectoriel et p : E −→ R+ une application.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) p est une semi-norme.

(ii) Pour tout x ∈ E et tout λ ∈ K, on a p(λx) = |λ|p(x) et l’ensemble
{x ∈ E ; p(x) ≤ 1} est convexe.

Définition 7.6.2. Soient E un K-espace vectoriel et A une partie non vide de E.

1. On dit que A est absorbante si pour tout x ∈ E, il existe λ > 0 tel que x ∈ λA.

2. On dit que A est équilibrée si λA ⊂ A pour tout λ ∈ K tel que |λ| ≤ 1.

Exemple 7.6.1. Soient E un K-espace vectoriel et p une semi-norme sur E. Alors pour
tout r > 0, les ensembles {x ∈ E ; p(x) < r} et {x ∈ E ; p(x) ≤ r} sont convexes,
absorbants et équilibrés.

Définition 7.6.3. Soient E un K-espace vectoriel et A une partie convexe et absorbante
de E. Pour tout x ∈ E, on pose :

μA(x) = inf
{
λ > 0 ; x ∈ λA

}
.

La fonction μA est appelée la jauge ou la fonctionnelle de Minkowski de A.

Remarque 7.6.2. Soient E un K-espace vectoriel et A une partie non vide de E.

1. Si A est absorbante ou équilibrée, alors on a 0 ∈ A.

2. Si A est un convexe contenant 0, alors pour tous s ≥ t ≥ 0, on a tA ⊂ sA.

3. Si A est convexe et absorbante, alors pour tous x ∈ E et λ > 0 tels que :
μA(x) < λ, on ait x ∈ λA.

Dans le deux théorèmes qui vont suivre, on utilise beaucoup la remarque précédente.
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Théorème 7.6.1. Soient E un K-espace vectoriel et p : E −→ R+ une semi-norme sur
E. Soit A un sous-ensemble convexe absorbant de E tel que :

B = {x ∈ E ; p(x) < 1} ⊂ A ⊂ B′ = {x ∈ E ; p(x) ≤ 1} .

Alors on a μA = p. En particulier, on a μB = μB′ = p. Ainsi, on retrouve la semi-norme
p comme la jauge d’un ensemble convexe absorbant.

Démonstration. Soient x ∈ E, ε > 0 et t = p(x) + ε > p(x). Alors on a p
(
x
t

)
=

p(x)

p(x) + ε
< 1, d’où x

t ∈ B. Donc on a x
t ∈ A, et alors μA(x) ≤ t = p(x)+ε. Ceci étant vrai

pour tout ε > 0, on en déduit que l’on a μA(x) ≤ p(x). Réciproquement, si t ∈ ]0, p(x)[,

on a p
(
x
t

)
=

p(x)

t
> 1, donc x

t �∈ A, d’où on a t ≤ μA(x), voir remarque précédente. Par

conséquent, on a p(x) ≤ μA(x). Ainsi, pour tout x ∈ E, on a μA(x) = p(x). Autrement
dit, on a μA = p. �

Théorème 7.6.2. Soit A une partie convexe et absorbante d’un K-espace vectoriel E.

1. La fonction μA est sous-additive et positivement homogène.

2. Si A est de plus équilibrée, alors μA est une semi-norme sur E.

3. Si A est de plus équilibrée et ne contient aucune droite vectorielle, alors μA est une
norme sur E.

4. Si B = {x ∈ E ; μA(x) < 1} et C = {x ∈ E ; μA(x) ≤ 1}, alors B et C sont
convexes, absorbants, et on a B ⊂ A ⊂ C. De plus, on a μA = μB = μC .

Démonstration. 1. Le fait que μA est positivement homogène est trivial. Montrons
la sous-additivité. Soient x, y ∈ E et ε > 0. Soient t = μA(x) + ε et s = μA(y) + ε,
alors on a x

t ,
y
s ∈ A. Puisque A est convexe, on a x+y

t+s = t
t+s

x
t + s

t+s
y
s ∈ A. Donc on a

μA(x + y) ≤ t + s = μA(x) + μA(y) + 2ε. Ceci étant vrai pour tout ε > 0, on en déduit
que l’on a μA(x+ y) ≤ μA(x) + μA(y). Donc μA est sous-additive.
2. Soient x ∈ E et λ ∈ K, on a λ = |λ|eiθ et μA(λx) = |λ|μA(e

iθx). Puisque A est
équilibrée, alors on a x

t ∈ A ⇐⇒ eiθ x
t ∈ A, donc on a μA(x) = μA(e

iθx). On en déduit
que l’on a μA(λx) = |λ|μA(x). Par conséquent, μA est une semi-norme sur E.
3. Soit x ∈ E tel que μA(x) = 0. Alors pour tout t > 0, on a x

t ∈ A. Puisque A est
équilibrée, on en déduit que pour tout λ ∈ K, on a λx ∈ A, donc A contient la droite
vectorielle engendrée par x, ce qui est impossible. Donc on a μA(x) �= 0. Par conséquent,
μA est une norme sur E.
4. Il est clair que les ensembles B et C sont convexes et absorbants et que l’on a les
inclusions B ⊂ A ⊂ C. On en déduit μC ≤ μA ≤ μB. Soient x ∈ E et s, t ∈ R+ tels que
μC(x) < s < t. Alors on a x

s ∈ C, μA

(
x
s

)
≤ 1 et μA

(
x
t

)
= s

tμA

(
x
s

)
< 1. Donc x

t ∈ B, d’où
on a μB(x) ≤ t. On en déduit μB(x) ≤ μC(x). Par conséquent, on a μA = μB = μC . �

Proposition 7.6.2. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et A une partie à la fois convexe et
voisinage de 0. Alors A est absorbante et la jauge μA de A vérifie les propriétés suivantes :

1. La fonction μA est sous-additive et positivement homogène.

2. Il existe une constante M > 0 telle que pour tout x ∈ E, on ait 0 ≤ μA(x) ≤ M ‖x‖.
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3. Si A est ouverte, on a A = {x ∈ E ; μA(x) < 1}.

4. Si A est fermée, on a A = {x ∈ E ; μA(x) ≤ 1}.

Démonstration. Puisque A est un voisinage de 0, il existe r > 0 tel que B′(0, r) ⊂ A.

Soit x ∈ E tel que x �= 0, alors on a r
x

‖x‖ ∈ B′(0, r) ⊂ A, d’où x ∈ ‖x‖
r

A. Donc A est

absorbante.
1. Ceci résulte du théorème précédent.

2. On a vu ci-dessus que pour tout x ∈ E tel que x �= 0, on ait x ∈ ‖x‖
r

A, d’où

μA(x) ≤ 1
r ‖x‖.

3. D’après le théorème précédent, on a {x ∈ E ; μA(x) < 1} ⊂ A. Supposons A ouverte,
et soit x ∈ A. Alors il existe ε > 0 tel que (1 + ε)x ∈ A, d’où μA(x) ≤ 1

1+ε < 1. Par
conséquent, on a A = {x ∈ E ; μA(x) < 1}.
4. D’après le théorème précédent, on a A ⊂ {x ∈ E ; μA(x) ≤ 1}. Supposons A fermée, et

soit x ∈ E tel que μA(x) ≤ 1. Alors pour tout n ≥ 1, il existe an ∈ A tel que
x

1 + 1
n

= an,

car μA(x) < 1 + 1
n , voir remarque 7.6.2. Donc la suite (an)n≥1 converge vers x, d’où

x ∈ A. Par conséquent, on a A = {x ∈ E ; μA(x) ≤ 1}. �

Proposition 7.6.3. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé, B une boule ouverte non vide de E

et A un ensemble convexe borné d’intérieur non vide dans E. Alors
◦
A est homéomorphe

à B, A est homéomorphe à B et Fr(A) est homéomorphe à Fr(B).

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 7 du supplément.

7.7 Prolongement des formes linéaires

On se donne E, F deux espaces normés, H un sous-espace vectoriel de E et f : H −→ F
une application linéaire. Il y a deux questions naturelles qui se posent.

Question 1. Peut-on prolonger f en une application linéaire f̃ de E dans F ?
La réponse est oui. On écrit E = H +N , où N est un supplémentaire algébrique de H
dans E et on prend f̃ = f ◦ p, où p est la projection sur H parallèlement à N (pour
tout x ∈ E, il existe un unique (a, b) ∈ H×N tel que x = a+b, on pose alors f̃(x) = f(a)).

Question 2. Si maintenant on suppose de plus f continue, peut-on prolonger f en une
application linéaire continue f̃ de E dans F ?
La réponse est en général non. La raison est que la projection sur H n’est pas toujours
continue. En effet, si E = �∞ et H = c0, on peut montrer (c’est un peu difficile) qu’il
n’existe pas de sous-espace vectoriel N de E tel que E = H +N et H ∩N = {0} et tel
que la projection naturelle p : E −→ H soit continue.
Dans ce paragraphe, on s’occupe essentiellement du problème de prolongement des formes
linéaires continues. Rappelons d’abord le résultat positif suivant :
Soient E un espace normé, F un espace de Banach, H un sous-espace vectoriel dense
dans E et f ∈ L (H ; F ). Alors f se prolonge de manière unique en g ∈ L (E; F ). De
plus, on a ‖g‖ = ‖f‖. (Voir proposition 6.3.5).
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Théorème 7.7.1 (Hahn-Banach). Soient E un R-espace vectoriel et p : E −→ R une
application positivement homogène et sous-additive. Soient H un sous-espace vectoriel de
E et f une forme linéaire sur H telle que pour tout x ∈ H, on ait f(x) ≤ p(x). Alors
il existe une forme linéaire f̃ sur E prolongeant f , i.e. f̃(y) = f(y) pour tout y ∈ H, et
telle que f̃(x) ≤ p(x) pour tout x ∈ E.

Démonstration. étape 1. Montrons d’abord que si a ∈ E \H , alors il une application
linéaire g : H ⊕ R a −→ R qui prolonge f et telle que pour tout z ∈ H ⊕ R a, on ait
g(z) ≤ p(z). Soit z ∈ H ⊕ R a, il existe un unique (x, t) ∈ H × R tel que z = x+ ta. On
veut g linéaire, donc nécessairement g(z) = g(x) + tg(a). On veut aussi que g prolonge
f , donc nécessairement g(x) = f(x), d’où g(z) = f(x) + tg(a). On a g(a) = α ∈ R et on
veut de plus g(z) ≤ p(z), i.e. f(x) + tα ≤ p(x+ ta). On cherche à déterminer α ∈ R tel
que pour tout x ∈ H et pour tout t ∈ R, on ait f(x) + tα ≤ p(x+ ta).
Vérifions qu’il suffit de trouver α ∈ R tel que pour tout x, y ∈ H , on ait :⎧⎨

⎩
f(x)− α ≤ p(x− a)

f(y) + α ≤ p(y + a)

qui est équivalent à : pour tout x, y ∈ H , on a :

f(x)− p(x− a) ≤ α ≤ p(y + a)− f(y) .

En effet, supposons qu’il existe α ∈ R tel que pour tout x, y ∈ H , on ait
f(x)− p(x− a) ≤ α ≤ p(y + a)− f(y). Soit t > 0, alors on a :

f(x) + tα = t
(
f
(
x
t

)
+ α

)
≤ tp

(
x
t + a

)
= p(x+ ta) ,

f(x)− tα = t
(
f
(
x
t

)
− α

)
≤ tp

(
x
t − a

)
= p(x− ta) .

Existence de α. Pour tout x, y ∈ H , on a :
f(x)+f(y) = f(x+y) ≤ p(x+y) ≤ p(x−a)+p(y+a), d’où f(x)−p(x−a) ≤ p(y+a)−f(y).
Donc on a :

sup
x∈H

{
f(x)− p(x− a)

}
≤ inf

y∈H

{
p(y + a)− f(y)

}
.

Pour avoir le résultat de l’étape 1, il suffit de prendre :

α ∈
[
sup
x∈H

{f(x)− p(x− a)}, inf
y∈H

{p(y + a)− f(y)}
]
.

étape 2. On considère l’ensemble E des couples (N, g) où N est sous-espace vectoriel de
E contenant H , g : N −→ R une application linéaire qui prolonge f et pour tout x ∈ N ,
g(x) ≤ p(x). L’ensemble E �= ∅ car (H, f) ∈ E . On ordonne E de la manière suivante :

(N, g) ≤ (N ′, g′) ⇐⇒ N ⊂ N ′ et g′|N = g .

On vérifie que ≤ est bien une relation d’ordre sur E . Montrons que E est inductif,
i.e. toute partie totalement ordonnée de E possède un majorant. Soit (Ni, gi)i∈I une
partie, indexée par I, totalement ordonnée de E . Alors pour tout i, j ∈ I, soit on a
(Ni, gi) ≤ (Nj , gj), soit on a (Nj , gj) ≤ (Ni, gi). Soit N = ∪

i∈I
Ni, alors pour tout x ∈ N ,

il existe i ∈ I tel que x ∈ Ni, et on pose g(x) = gi(x). Alors on a :
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– N est un sous-espace vectoriel de E.

– g est bien définie.

– (N, g) ∈ E .

– (Ni, gi) ≤ (N, g) pour tout i ∈ I.

Ainsi (N, g) est un majorant dans E de (Ni, gi)i∈I , donc E est inductif. Par le lemme
de Zorn, voir Appendice A, E possède un élément maximal (Ñ , f̃). Par l’étape 1, on a
Ñ = E. �

Théorème 7.7.2 (Hahn-Banach). Soient E un K-espace vectoriel, H un sous-espace
vectoriel de E, p : E −→ R+ une semi-norme sur E et f : H −→ K une forme linéaire
sur H telle que pour tout x ∈ H, on ait |f(x)| ≤ p(x). Alors il existe une forme linéaire
f̃ sur E prolongeant f telle que pour tout x ∈ E, on ait |f̃(x)| ≤ p(x).

Démonstration. Premier cas : K = R. Pour tout x ∈ H , on a f(x) ≤ |f(x)| ≤ p(x). Par
le théorème précédent, il existe une forme linéaire f̃ sur E qui prolonge f telle que pour
tout x ∈ E, on ait f̃(x) ≤ p(x). D’où on a −p(x) = −p(−x) ≤ −f̃(−x) = f̃(x) ≤ p(x).
Par conséquent, on a |f̃(x)| ≤ p(x), pour tout x ∈ E.
Deuxième cas : K = C. Par la proposition 7.4.5, il existe une application R-linéaire
g : H −→ R telle que pour tout x ∈ H , on ait f(x) = g(x) − ig(ix). On a aussi
|g(x)| ≤ |f(x)| ≤ p(x) pour tout x ∈ H . Par le premier cas, il existe g̃ : E −→ R une
application R-linéaire qui prolonge g telle que pour tout x ∈ E, on ait |g̃(x)| ≤ p(x). Pour
tout x ∈ E, soit f̃(x) = g̃(x) − ig̃(ix), alors f̃ est une forme linéaire sur E qui prolonge
f . Il reste à montrer que pour tout x ∈ E, on a |f̃(x)| ≤ p(x). Soit x ∈ E. Si f̃(x) = 0,
alors l’inégalité est trivialement vérifiée. Si f̃(x) �= 0, alors on a f̃(x) = |f̃(x)| eiθ, d’où
f̃(e−iθx) = |f̃(x)| ≥ 0. Donc on a |f̃(x)| = f̃(e−iθx) = g̃(e−iθx). On en déduit que
|f̃(x)| = g̃(e−iθx) ≤ p(e−iθx) = p(x). �

Théorème 7.7.3 (Hahn-Banach). Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et H un sous-
espace vectoriel de E muni de la norme induite. Pour tout f ∈ H∗, il existe f̃ ∈ E∗ dont
la restriction à H soit f et telle que ‖f̃‖ = ‖f‖. Bien entendu, si H est dense dans E,
f̃ est unique.

Démonstration. Pour tout x ∈ E, on pose p(x) = ‖f‖ ‖x‖. Alors p est une semi-norme
sur E et pour tout x ∈ H , on a |f(x)| ≤ ‖f‖ ‖x‖ = p(x). Par le théorème précédent,
il existe une forme linéaire f̃ sur E prolongeant f et telle que pour tout x ∈ E, on ait
|f̃(x)| ≤ p(x) = ‖f‖ ‖x‖. Donc f̃ est continue et on a ‖f̃‖ ≤ ‖f‖. D’autre part, pour tout
x ∈ H , on a |f(x)| = |f̃(x)| ≤ ‖f̃‖‖x‖, d’où ‖f‖ ≤ ‖f̃‖. Donc on a ‖f̃‖ = ‖f‖. �

Corollaire 7.7.1. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Alors on a :

1. Pour tout x ∈ E tel que x �= 0, il existe une forme linéaire continue f sur E telle
que ‖f‖ = 1 et f(x) = ‖x‖. En particulier, si E �= {0}, alors on a E∗ �= {0}.

2. Soient x, y ∈ E. Si pour tout g ∈ E∗, on a g(x) = g(y), alors x = y.
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Démonstration. 1. Soient x ∈ E tel que x �= 0 et H = K x le sous-espace vectoriel
engendré par x. On définit f(λx) = λ‖x‖, alors f est une forme linéaire continue sur
H telle que ‖f‖ = 1 et f(x) = ‖x‖. Pour avoir le résultat, on applique le théorème
précédent.
2. Soient x, y ∈ E tels que pour tout g ∈ E∗, on ait g(x) = g(y). Si x �= y, d’après 1, il
existe f ∈ E∗ telle que f(x)−f(y) = f(x−y) = ‖x−y‖ �= 0, ce qui contredit l’hypothèse.
Donc on a bien x = y. �

Remarque 7.7.1. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et x ∈ E tel que x �= 0. D’après le
corollaire précédent, il existe une forme linéaire continue f sur E telle que ‖f‖ = 1 et
f(x) = ‖x‖. Une telle f n’est pas en général unique. En effet, pour tout (x, y) ∈ R2, on
pose f(x, y) = x, g(x, y) = y et h(x, y) = x+y

2 . Alors f , g et h sont des formes linéaires
continues sur R2 telles que ‖f‖ = ‖g‖ = ‖h‖ = ‖(1, 1)‖∞ = 1 et f �= g �= h.
De même, pour tout (x, y) ∈ R2, on pose f(x, y) = x, g(x, y) = x+ y et h(x, y) = x− y.
Alors f , g et h sont des formes linéaires continues sur R2 telles que ‖f‖ = ‖g‖ = ‖h‖ =
‖(1, 0)‖1 = 1 et f �= g �= h.

Remarque 7.7.2. On verra, exercice 8.35, que si (H, 〈, 〉) est un espace de Hilbert et
si ‖ ‖ est la norme sur H associée au produit scalaire 〈, 〉, alors pour tout x ∈ H tel que
x �= 0, il existe une unique f ∈ H∗ telle que f(x) = ‖x‖ et ‖f‖ = 1. En particulier, pour
tout x ∈ Rn tel que x �= 0, il existe une unique f ∈ Rn∗ telle que f(x) = ‖x‖2 et ‖f‖ = 1.

Remarque 7.7.3. On verra, au chapitre 10, théorème 10.3.1, qu’étant donné un espace
normé (E, ‖ ‖) et un x ∈ E tel que x �= 0, une condition nécessaire et suffisante pour
qu’il existe une unique forme linéaire continue f sur E telle que f(x) = ‖x‖ et ‖f‖ = 1.

Corollaire 7.7.2. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé, H un sous-espace vectoriel de E
et x ∈ E \ H. Alors il existe une forme linéaire continue f sur E telle que ‖f‖ = 1,
f(x) = d(x,H) �= 0 et f(H) = 0.

Démonstration. Soit π : E −→ E/H l’application quotient. En appliquant le corollaire
précédent à π(x), on trouve une forme linéaire continue g sur E/H telle que ‖g‖ = 1 et
g(π(x)) = ‖π(x)‖ = d(x,H) = d(x,H). Soit f = g ◦ π, alors f est une forme linéaire
continue sur E telle que f(x) = d(x,H) �= 0 et f(H) = 0. D’après la proposition 6.4.3,
on a π(BE(0, 1)) = BE/H(0, 1), on en déduit que l’on a ‖f‖ = 1. �

Corollaire 7.7.3. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et H un sous-espace vectoriel de E.
Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) H est dense dans E.

(ii) Toute f ∈ E∗ nulle sur H est identiquement nulle.

Démonstration. L’implication (i) =⇒ (ii) résulte de la proposition 1.5.5, mais don-
nons une preuve directement. Soit f ∈ E∗ telle que f(H) = 0. Soit x ∈ E, comme H est
dense dans E, il existe une suite (xn)n≥0 dans H telle que x = lim

n→+∞xn. Puisque f est

continue, alors f(x) = lim
n→+∞ f(xn) = 0. Par conséquent, on a f = 0.

Preuve de (ii) =⇒ (i). Si H n’est pas dense , alors H �= E. Soit x ∈ E \H , d’après le
corollaire précédent, il existe f ∈ E∗ telle que f(x) = d(x,H) > 0 et f(H) = 0, ce qui
contredit l’hypothèse. Donc H est dense dans E. �
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Corollaire 7.7.4. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé, (xi)1≤i≤n une famille (finie) de
vecteurs linéairement indépendants dans E et (ci)1≤i≤n une famille dans K. Alors il
existe f ∈ E∗ telle que f(xi) = ci pour tout i.

Démonstration. Soient H le sous-espace vectoriel de E engendré par les xi, et g une
forme linéaire sur H définie par g(xi) = ci. Comme H est de dimension finie, g est
continue. Par le théorème de Hahn-Banach 7.7.3, on prolonge g en f ∈ E∗. �

Proposition 7.7.1. Soient (E, ‖ ‖) un espace vectoriel normé, A une partie de E,
(cx)x∈A une famille dans K, indexée par A et M > 0. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) Il existe f ∈ E∗ telle que ‖f‖ ≤ M et f(x) = cx pour tout x ∈ A.

(ii) Pour tout n ≥ 1, pour tout x1, . . . , xn ∈ A et pour tout λ1, . . . , λn ∈ K, on a :

∣∣∣ n∑
i=1

λicxi

∣∣∣ ≤ M
∥∥∥ n∑

i=1

λixi

∥∥∥ .
Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 7 du supplément.

Proposition 7.7.2. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Si le dual topologique (E∗, ‖ ‖) est
séparable, alors (E, ‖ ‖) est séparable.

Démonstration. Soit (ϕn)n≥0 une suite dense dans E∗. Pour tout n ≥ 0, il existe

xn ∈ E tel que ‖xn‖ ≤ 1 et
‖ϕn‖
2

≤ ϕn(xn). Montrons que l’ensemble A = {xn ; n ≥ 0}
est une partie totale de E. Pour cela, il suffit de montrer que tout ϕ ∈ E∗, qui s’annule
sur A est nul. Soit ϕ ∈ E∗ tel que ϕ(xn) = 0 pour tout n ≥ 0. Soit (ϕnk

)k≥0 une sous-
suite de (ϕn)n≥0, qui converge vers ϕ dans l’espace de Banach (E∗, ‖ ‖). On a ‖ϕnk

‖ ≤
2 |ϕnk

(xnk
)| = 2 |ϕnk

(xnk
) − ϕ(xnk

)| ≤ 2 ‖ϕnk
− ϕ‖. Comme on a lim

k→+∞
‖ϕnk

‖ = ‖ϕ‖
et lim

k→+∞
‖ϕnk

− ϕ‖ = 0, on en déduit que l’on a ‖ϕ‖ = 0, d’où ϕ = 0. Donc E est

séparable. �

Remarque 7.7.4. La réciproque dans la proposition précédente n’est pas toujours vraie.
En effet, l’espace de Banach (�1, ‖ ‖1) est séparable, mais son dual topologique (�∞, ‖ ‖∞)
n’est le pas.

7.8 Séparation des ensembles convexes

Rappelons, lemme 6.3.1, que si H est un hyperplan affine d’un R-espace vectoriel E,
alors il existe une forme linéaire non nulle f sur E et il existe un élément z ∈ E tels
que H = ker(f) + z. Posons f(z) = α, alors on a H = {x ∈ E ; f(x) = α}. On dit
que f(x) = α est l’équation de H . Rappelons aussi, proposition 6.3.6, que si E est un
R-espace vectoriel normé, alors H est fermé si et seulement si f est continue. Dans ce
cas, les ensembles

{x ∈ E ; f(x) ≤ α}
(
resp. {x ∈ E ; f(x) < α}

)
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{x ∈ E ; f(x) ≥ α}
(
resp. {x ∈ E ; f(x) > α}

)
sont convexes fermés (resp. ouverts). On dit que ce sont les demi-espaces fermés (resp.
ouverts) déterminés par H . Notons aussi, voir exercice 6.20, que les demi-espaces ouverts
déterminés par H sont les composantes connexes de E \H .

Définition 7.8.1. Soient A et B deux sous-ensembles non vides d’un R-espace normé
(E, ‖ ‖).

1. On dit que A et B sont séparés par un hyperplan affine fermé H si A est
contenu dans l’un des demi-espaces fermés déterminés par H et B dans l’autre.
Autrement dit, s’il existe f ∈ E∗, non nulle, et α ∈ R tels que H = {x ∈ E ; f(x) =
α} et pour tout a ∈ A et tout b ∈ B, on ait f(a) ≤ α ≤ f(b).

2. On dit que A et B sont strictement séparés par un hyperplan affine fermé
H si A est contenu dans l’un des demi-espaces ouverts déterminés par H et B
dans l’autre. Autrement dit, s’il existe f ∈ E∗, non nulle, et α ∈ R tels que
H = {x ∈ E ; f(x) = α} et pour tout a ∈ A et tout b ∈ B, on ait f(a) < α < f(b).

Lemme 7.8.1. Soient (E, ‖ ‖) un R-espace vectoriel normé, C un convexe ouvert non
vide de E et b ∈ E avec b �∈ C. Alors il existe f ∈ E∗ tel que f(x) < f(b) pour tout
x ∈ C.

Démonstration. Quitte à faire une translation, on peut supposer 0 ∈ C. Soit μC la
jauge de C. D’après la proposition 7.6.2, μC est positivement homogène, sous-additive,
C = {x ∈ E ; μC(x) < 1} et il existe une constante M > 0 telle que pour tout x ∈ E,
on ait μC(x) ≤ M ‖x‖. On a aussi μC(b) ≥ 1 car b �∈ C. Posons :

f : R b −→ R
tb �−→ t

alors f est une forme linéaire sur R b et pour tout t ∈ R, on a f(tb) ≤ μC(tb). En effet,
si t ≤ 0, on a f(tb) = t ≤ 0 ≤ μC(tb). Si t > 0, on a μC(tb) = tμC(b) ≥ t = f(tb)
car μC(b) ≥ 1. D’après le théorème 7.7.1, on peut prolonger f en une forme linéaire sur
E encore notée f telle que pour tout x ∈ E, on ait f(x) ≤ μC(x) ≤ M ‖x‖. D’où on a
−M ‖x‖ = −M ‖−x‖ ≤ −f(−x) = f(x) ≤ M ‖x‖. Par conséquent, on a |f(x)| ≤ M ‖x‖,
donc f est continue. De plus, pour tout x ∈ C, on a f(x) ≤ μC(x) < 1 = f(b). �

Théorème 7.8.1 (Hahn-Banach). Soient A et B deux ensembles convexes non vides
et disjoints d’un R-espace vectoriel normé E.

1. Si A est ouvert, il existe f ∈ E∗ et α ∈ R tels que pour tout a ∈ A et tout b ∈ B,
on ait f(a) < α ≤ f(b). En particulier, A et B sont séparés par l’hyperplan affine
fermé H = {x ∈ E ; f(x) = α}.

2. Si A est compact et B est fermé, il existe f ∈ E∗ et α1, α2 ∈ R tels que pour tout
a ∈ A et tout b ∈ B, on ait f(a) < α1 < α2 < f(b). En particulier, A et B sont
strictement séparés par l’hyperplan affine fermé H = {x ∈ E ; f(x) = α1}.

Démonstration. 1. Soit C = A − B = {a − b ; a ∈ A, b ∈ B}, alors C est un
ouvert convexe non vide de E et 0 �∈ C. Par le lemme précédent, il existe f ∈ E∗ tel
que f(a − b) < 0 = f(0) pour tout a ∈ A et tout b ∈ B, d’où on a f(a) < f(b). Soit
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α = inf
b∈B

f(b), alors α ∈ R et pour tout a ∈ A et tout b ∈ B, on a f(a) ≤ α ≤ f(b). S’il

existe a ∈ A tel que f(a) = α, puisque A est ouvert, il existe h ∈ E tel que a + h ∈ A
et f(a + h) > α ce qui est impossible. Donc pour tout a ∈ A et tout b ∈ B, on a
f(a) < α ≤ f(b).
2. Puisque A est compact et B est fermé tels que A∩B = ∅, alors r = d(A,B) > 0, d’où
on a

(
A + B(0, r)

)
∩ B = ∅. L’ensemble A + B(0, r) est ouvert convexe non vide de E,

et on a A ⊂ A + B(0, r). D’après 1, il existe f ∈ E∗ et β ∈ R tels que pour tout a ∈ A
et tout b ∈ B, on ait f(a) < β ≤ f(b). Puisque A est compact, il existe a0 ∈ A tel que
pour tout a ∈ A, on ait f(a) ≤ f(a0) < β. Pour avoir le résultat, il suffit de prendre
α1, α2 ∈ ]f(a0), β[ tels que α1 < α2. �

Corollaire 7.8.1. Soient E un K-espace vectoriel normé et A, B des ensembles convexes
non vides et disjoints de E.

1. Si A est ouvert, il existe f ∈ E∗ et α ∈ R tels que pour tout a ∈ A et tout b ∈ B,
on ait Re(f(a)) < α ≤ Re(f(b)).

2. Si A est compact et B est fermé, il existe f ∈ E∗ et α1, α2 ∈ R tels que pour tout
a ∈ A et tout b ∈ B, on ait Re(f(a)) < α1 < α2 < Re(f(b)).

Démonstration. On combine le théorème précédent et la proposition 7.4.5. �

Corollaire 7.8.2. Soient (E, ‖ ‖) un espace vectoriel normé, C un convexe et équilibré
de E et x0 ∈ E tel que x0 �∈ C.

1. Si C est ouvert, il existe f ∈ E∗ tel que f(x0) = 1 et pour tout x ∈ C, on ait
|f(x)| < 1.

2. Si C est fermé, il existe f ∈ E∗ tel que pour tout x ∈ C, on ait |f(x)| < 1 < f(x0).

Démonstration. 1. D’après le corollaire précédent, il existe g ∈ E∗ et α ∈ R tels que
pour tout x ∈ C, on ait Re(g(x)) < α ≤ Re(g(x0)). Soit x ∈ C, alors il existe θ ∈ R
tel que g(x) = eiθ|g(x)|, d’où on a g(e−iθx) = |g(x)| = Re(g(e−iθx)). Puisque C est

équilibré, on a e−iθx ∈ C. Donc on a |g(x)| < α ≤ Re(g(x0)) ≤ |g(x0)|. Soit f =
g

g(x0)
,

alors f ∈ E∗, f(x0) = 1 et pour tout x ∈ C, on a |f(x)| < 1.
2. On applique le corollaire précédent au compact A = {x0}. Alors il existe g ∈ E∗ et
α ∈ R tels que pour tout x ∈ C, on ait Re(g(x)) < α < Re(g(x0)). Comme ci-dessus,
on montre que pour tout x ∈ C, on a |g(x)| < α < Re(g(x0)) ≤ |g(x0)|. Soit θ0 ∈ R

tel que g(x0) = eiθ0 |g(x0)|. Soit f =
e−iθ0g

α
, alors f ∈ E∗ et pour tout x ∈ C, on a

|f(x)| < 1 < f(x0). �

Lemme 7.8.2. Soient f, f1, . . . , fn des formes linéaires sur un K-espace vectoriel E.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe λi ∈ K tels que f = λ1f1 + · · ·+ λnfn.

(ii) Il existe α > 0, β > 0 tels que
n
∩
i=1

{x ∈ E ; |fi(x)| < α} ⊂ {x ∈ E ; |f(x)| < β}.
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(iii) Il existe b > 0 tel que pour tout x ∈ E, on ait |f(x)| ≤ b max
1≤i≤n

|fi(x)|.

(iv)
n
∩
i=1

ker(fi) ⊂ ker(f).

Pour une preuve du lemme précédent, voir chapitre 7 du supplément.

Théorème 7.8.2 (Helly). Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et f1, . . . , fn des formes
linéaires continues sur E, M > 0, et c1, . . . , cn ∈ K. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) Pour tout ε > 0, il existe x ∈ E tel que ‖x‖ ≤ M + ε et pour tout i, fi(x) = ci.

(ii) Pour tout λ1, . . . , λn ∈ K, on a
∣∣∣ n∑
i=1

λici

∣∣∣ ≤ M
∥∥∥ n∑
i=1

λifi

∥∥∥.
Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 7 du supplément.

7.9 Bidual d’un espace normé et espaces de Banach

réflexifs

Définition 7.9.1. Soit (E, ‖ ‖) un K-espace normé. Le dual topologique de l’espace de
Banach E∗ s’appelle le bidual topologique de E et se note E∗∗.

Proposition 7.9.1. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Alors on a :

1. Pour tout x ∈ E, l’application

J(x) : E∗ −→ K
f �−→ f(x)

est linéaire continue. Ainsi, on a J(x) ∈ E∗∗.

2. L’application
J : E −→ E∗∗

x �−→ J(x)

est linéaire et isométrique, appelée l’application canonique de E dans son bidual
E∗∗. Ainsi, on identifie E à un sous-espace normé de son bidual E∗∗.

Démonstration. 1. Il est clair que J(x) est linéaire. Pour tout f ∈ E∗, on a |J(x)(f)| =
|f(x)| ≤ ‖f‖ ‖x‖. Donc l’application J(x) est continue et on a ‖J(x)‖ ≤ ‖x‖.
2. Pour tous x, y ∈ E et λ ∈ K, et pour tout f ∈ E∗, on a :

J(x+ λy)(f) = f(x+ λy) = f(x) + λf(y) = J(x)(f) + λJ(y)(f) = (J(x) + λJ(y))(f) .

D’où on a J(x+λy) = J(x)+λJ(y). Ainsi, J est une application linéaire. Soit x ∈ E tel
que x �= 0, par le corollaire 7.7.1, il existe f ∈ E∗ tel que ‖f‖ = 1 et f(x) = ‖x‖. Alors
on a ‖x‖ = |f(x)| = |J(x)(f)| ≤ ‖J(x)‖ ‖f‖ = ‖J(x)‖ ≤ ‖x‖, d’où on a ‖J(x)‖ = ‖x‖.
Donc J est isométrique. �
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Corollaire 7.9.1. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Alors pour tout x ∈ E, on a :

‖x‖ = sup
f∈E∗, ‖f‖<1

|f(x)| = sup
f∈E∗, ‖f‖≤1

|f(x)| = sup
f∈E∗, ‖f‖=1

|f(x)| = sup
f∈E∗, f �=0

|f(x)|
‖f‖ .

De plus, la borne supérieure est atteinte dans l’égalité ‖x‖ = sup
f∈E∗, ‖f‖=1

|f(x)|.

Démonstration. Ceci résulte de la proposition précédente, de la proposition 6.3.1 et
du corollaire 7.7.1. �

Remarque 7.9.1 (une autre construction du complété d’un espace normé).
Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et E∗∗ son bidual topologique. On vient de voir que
l’application canonique J : E −→ E∗∗ est linéaire et isométrique. Ainsi, on identifie
l’espace normé (E, ‖ ‖) à son image J(E) qui est un sous-espace vectoriel de l’espace

de Banach E∗∗. Posons Ê = J(E) l’adhérence de J(E) dans E∗∗, alors Ê est un espace

de Banach et (E, ‖ ‖) est un sous-espace vectoriel dense dans Ê. On obtient ainsi une
description du complété de l’espace normé E.

Remarque 7.9.2. L’application canonique J : E −→ E∗∗ n’est pas toujours surjective.
En effet, si E = c0 muni de la norme ‖ ‖∞, on a E∗ = �1, E∗∗ = �∞ et l’application
canonique J : E −→ E∗∗ correspond à l’injection canonique c0 ↪→ �∞. Donc J n’est pas
surjective.

Définition 7.9.2. Un espace de Banach E est dit réflexif si l’application canonique

J : E −→ E∗∗

x �−→ J(x)

est bijective.

Notons que si E est un espace normé et si l’application canonique J : E −→ E∗∗ est
bijective, alors nécessairement E est un espace de Banach, car E∗∗ est un espace de
Banach et J est une application linéaire bijective et isométrique.

Exemple 7.9.1. 1. Les espaces normés de dimension finies sont réflexifs.

2. Pour tout p ∈ ]1, +∞[, �p est réflexif.

Proposition 7.9.2. Soit (E, ‖ ‖) un espace de Banach réflexif. Alors pour tout f ∈ E∗,
il existe x ∈ E tel que ‖x‖ = 1 et ‖f‖ = |f(x)|.

Démonstration. Soit f ∈ E∗. On peut supposer f �= 0. En appliquant le corollaire
7.7.1 à f et à E∗, on obtient un élément Γ ∈ E∗∗ tel que ‖Γ‖ = 1 et Γ(f) = ‖f‖.
Comme E est réflexif, alors il existe x ∈ E tel que Γ = J(x). D’où on a ‖x‖ = 1 et
‖f‖ = f(x) = |f(x)|. �

On verra, théorème 10.2.10, que la réciproque de la proposition précédente est aussi vraie.
Autrement dit, si (E, ‖ ‖) est un espace de Banach tel que pour tout f ∈ E∗, il existe
x ∈ E tel que ‖x‖ = 1 et ‖f‖ = |f(x)|, alors (E, ‖ ‖) est réflexif.

Proposition 7.9.3. Soient E un espace de Banach et F un sous-espace vectoriel fermé
de E. On a :
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1. Si E est réflexif, alors F est réflexif.

2. E est réflexif si et seulement si E∗ est réflexif.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 7 du supplément.

Remarque 7.9.3. Puisque le dual topologique de (c0, , ‖ ‖∞) est (�1, ‖ ‖1) et le dual
topologique de (�1, ‖ ‖1) est (�∞, ‖ ‖∞), on déduit de la proposition précédente que les
espaces c0, �

1 et �∞ ne sont pas réflexifs.

On déduit de la proposition 7.7.2 le corollaire suivant :

Corollaire 7.9.2. Soit (E, ‖ ‖) un espace de Banach réflexif. Alors E est séparable si
et seulement si E∗ est séparable

On reviendra sur cette notion d’espaces de Banach réflexifs au chapitre 10.

7.10 Applications transposées ou adjoints

Définition 7.10.1. Soient E, F deux espaces normés et T ∈ L (E; F ). L’application

F ∗ −→ E∗

f �−→ f ◦ T .

est appelée la transposée ou l’adjoint de T et on la note tT ou T ∗.

Pour mieux retenir la définition ci-dessus, il suffit de mémoriser le diagramme commutatif
suivant :

E F

K

�T

�
�
��f◦T �

f

Exemple 7.10.1. Soient E un espace normé,H un sous-espace vectoriel de E et ı : H ↪→
E l’injection canonique. Alors ı∗ : E∗ −→ H∗ est l’application de restriction. Autrement
dit, pour tout f ∈ E∗, on a ı∗(f) = f|H .

Remarque 7.10.1. Soient E un espace normé et J : E −→ E∗∗ l’application canonique.
Alors l’application transposée J∗ : E∗∗∗ −→ E∗ est surjective. En effet, notons d’abord
que pour tout Λ ∈ E∗∗∗, on a J∗(Λ) = Λ ◦J . Soit g ∈ E∗, alors g ◦J−1 : J(E) −→ K est
une forme linéaire continue sur J(E). Par le théorème de Hahn-Banach, théorème 7.7.3,
il existe Λ ∈ E∗∗∗ qui prolonge g ◦ J−1. D’où on a J∗(Λ) = Λ ◦ J = g.

Notation. Soit (E ‖ ‖) un espace normé. Pour tout x ∈ E et tout g ∈ E∗, on note :

〈x, g〉 = g(x) .

L’application
E × E∗ −→ K
(x, g) �−→ 〈x, g〉
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est clairement bilinéaire et continue car on a |〈x, g〉| ≤ ‖g‖‖x‖.
Soient E, F deux espaces normés et T ∈ L (E; F ), alors pour tout x ∈ E et tout f ∈ F ∗,
on a :

〈T (x), f〉 = 〈x, T ∗(f)〉 .

Remarque 7.10.2. Soient (E ‖ ‖), (F ‖ ‖′) deux espaces normés et T ∈ L (E; F ). Soit
G un sous-espace vectoriel de F tel que T (E) ⊂ G. Soit S ∈ L (E; G) tel que pour tout
x ∈ E, on ait S(x) = T (x). Alors on a Im(S∗) = Im(T ∗). En effet, Soient f ∈ G∗ et
f̃ ∈ F ∗ tels que f̃|G = f . Pour tout x ∈ E, on a S∗(f)(x) = f◦S(x) = f̃◦T (x) = T ∗(f̃)(x).
Donc on a S∗(f) = T ∗(f̃), d’où Im(S∗) = Im(T ∗).

Proposition 7.10.1. Soient E, F et G trois espaces normés.

1. Pour tout T ∈ L (E; F ), on a T ∗ ∈ L (F ∗; E∗) et ‖T ∗‖ = ‖T ‖.

2. L’application suivante est linéaire.

L (E; F ) −→ L (F ∗; E∗)
T �−→ T ∗

3. Pour tout T ∈ L (E; F ) et tout S ∈ L (F ; G), on a (S ◦ T )∗ = T ∗ ◦ S∗.

Démonstration. 1. Il est clair que T ∗ est linéaire de F ∗ dans E∗. Soit f ∈ F ∗, on
a ‖T ∗(f)‖ = ‖f ◦ T ‖ ≤ ‖f‖ ‖T ‖. Donc ‖T ∗‖ est continue et on a ‖T ∗‖ ≤ ‖T ‖. Soit
x ∈ E tel que ‖x‖ ≤ 1 et T (x) �= 0. D’après le corollaire 7.7.1, il existe f ∈ F ∗ tel que
‖f‖ = 1 et f(T (x)) = ‖T (x)‖, d’où on a ‖T ∗(f)‖ ≥ |T ∗(f)(x)| = |f(T (x))| = ‖T (x)‖.
Par conséquent, on a ‖T ∗(f)‖ ≥ ‖T ‖. Or on a ‖f‖ = 1, on en déduit ‖T ∗‖ ≥ ‖T ‖. Donc
on a ‖T ∗‖ = ‖T ‖.
Les autres propriétés 2 et 3 sont triviales. �

Remarque 7.10.3. Soient E, F deux espaces normés et T ∈ L (E; F ). Alors le diagram-
me suivant est commutatif.

E F

E∗∗ F ∗∗

�T

�

JE

�

JF

�T∗∗

Autrement dit, pour tout x ∈ E, on a T ∗∗(JE(x)) = JF (T (x)).

Définition 7.10.2. Soient E un espace normé, M un sous-ensemble non vide de E et
N un sous-ensemble non vide de E∗. On pose :

M⊥ =
{
f ∈ E∗ ; f(x) = 0 , pour tout x ∈ M

}
,

⊥N =
{
x ∈ E ; f(x) = 0 , pour tout f ∈ N

}
.

On dit que M⊥ (resp. ⊥N) est l’orthogonal de M (resp. N).
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Notons que l’on a :

M⊥ =
{
f ∈ E∗ ; M ⊂ ker(f)

}
= ∩

x∈M
ker(JE(x)) et ⊥N = ∩

f∈N
ker(f) .

Remarquons aussi que M⊥ (resp. ⊥N) est un sous-espace vectoriel fermé de E∗ (resp.
E).

Proposition 7.10.2. Soit E un espace normé.

1. Si M est sous-espace vectoriel de E, on a M = ⊥(M⊥). Autrement dit, on a
M = ∩

f∈M⊥
ker(f), où M⊥ =

{
f ∈ E∗ ; M ⊂ ker(f)

}
. Donc l’adhérence de M

dans E est l’intersection des hyperplans fermés de E contenant M .

2. Si N est sous-espace vectoriel de E∗, on a N ⊂ (⊥N)⊥.

Démonstration. 1. Soit x ∈ M . Pour tout f ∈ M⊥, on a f(x) = 0, donc x ∈ ⊥(M⊥).
Par conséquent, on a M ⊂ ⊥(M⊥). Comme ⊥(M⊥) est fermé, on en déduit M ⊂ ⊥(M⊥).
Si M est inclus strictement dans ⊥(M⊥), d’après le corollaire 7.7.2, il existe x ∈ ⊥(M⊥)
et f ∈ E∗ tel que f|M = 0 et f(x) �= 0. D’où on a f ∈ M⊥ et f(x) �= 0, donc x �∈ ⊥(M⊥),
ce qui est impossible. Donc on a M = ⊥(M⊥).
2. Soit f ∈ N , alors pour tout x ∈ ⊥N , on a f(x) = 0, d’où f ∈ (⊥N)⊥. Donc on a
N ⊂ (⊥N)⊥. Comme (⊥N)⊥ est fermé, on en déduit N ⊂ (⊥N)⊥. �

Proposition 7.10.3. Soient E, F deux espaces normés et T ∈ L (E; F ). Alors on a :

ker(T ) = ⊥Im(T ∗) et ker(T ∗) = Im(T )⊥ .

Démonstration. Soit x ∈ E, on a :

x ∈ ker(T ) ⇐⇒ T (x) = 0 ⇐⇒ ∀ f ∈ F ∗, on a f(T (x)) = 0 (voir corollaire 7.7.1)
⇐⇒ ∀ f ∈ F ∗, on a T ∗(f)(x) = 0
⇐⇒ x ∈ ⊥Im(T ∗) .

Soit f ∈ F ∗, on a :

f ∈ ker(T ∗) ⇐⇒ T ∗(f) = 0
⇐⇒ f ◦ T = 0
⇐⇒ ∀x ∈ E, on a f(T (x)) = 0
⇐⇒ f ∈ Im(T )⊥ .

�

Théorème 7.10.1. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé, H un sous-espace vectoriel de E
et ı : H ↪→ E l’injection canonique.

1. Il existe une application linéaire bijective et isométrique σ de E∗/H⊥ sur H∗ tel
que le diagramme suivant soit commutatif.

E∗ H∗

E∗/H⊥

�ı∗

�
�	π 



�
σ

L’inverse de σ est donné par : si f ∈ H∗ et f̃ ∈ E∗ prolongeant f , on a σ−1(f) =
π(f̃ ).
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2. Supposons en outre H fermé dans E. Soit π : E −→ E/H l’application quotient.
Alors l’application adjoint π∗ : (E/H)

∗ −→ H⊥ ⊂ E∗ est une isométrie isomor-
phisme de (E/H)

∗
sur H⊥.

Démonstration. 1. Soit f ∈ H⊥, alors on a f|H = 0, donc ı∗(f) = 0. Par conséquent,

on a H⊥ ⊂ ker(ı∗). D’après la proposition 6.4.4, il existe une unique application linéaire
σ : E∗/H⊥ −→ H∗ telle que σ ◦ π = ı∗. D’après le théorème 7.7.3, l’application ı∗ est
surjective, donc σ est surjective. Il reste à montrer que σ est isométrique. Fixons f ∈ E∗,
on a ‖π(f)‖ = inf

g∈H⊥
‖f − g‖. Comme pour tout g ∈ H⊥, on a :

‖f − g‖ ≥ ‖(f − g)|H‖ = ‖f|H‖ = ‖ı∗(f)‖ = ‖σ(π(f))‖ ,

on en déduit que ‖σ(π(f))‖ ≤ ‖π(f)‖. D’après le théorème 7.7.3, il existe f̃ ∈ E∗ tel
que f̃|H = f|H et ‖f̃‖ = ‖f|H‖ = ‖σ(π(f))‖. On a π(f) = π(f̃), d’où ‖π(f)‖ = ‖π(f̃)‖ ≤
‖f̃‖ = ‖σ(π(f))‖. Par conséquent, on a ‖σ(π(f))‖ = ‖π(f)‖, donc σ est une isométrie de
E∗/H⊥ sur H∗.
2. Pour tout f ∈ (E/H)

∗
, on a π∗(f) = f ◦ π, donc π∗(f) ∈ H⊥. Soit g ∈ H⊥, alors

on a g|H = 0, donc H ⊂ ker(g). D’après la proposition 6.4.4, il existe f ∈ (E/H)
∗
tel

que g = f ◦ π. Donc on a π∗(f) = g, on en déduit que π∗ est une application surjective
de (E/H)

∗
sur H⊥. Il reste à montrer que π∗ est une isométrie. D’après la proposition

6.4.3, on a π(BE(0, 1)) = BE/H(0, 1), donc pour tout f ∈ (E/H)
∗
, on a :

‖π∗(f)‖ = ‖f ◦ π‖ = sup
{
|f ◦ π(x)| ; x ∈ E, ‖x‖ < 1

}
= sup

{
|f(y)| ; y ∈ E/H, ‖y‖ < 1

}
= ‖f‖ .

Donc π∗ est une isométrie de (E/H)
∗
sur H⊥. �

Remarque 7.10.4. Soient E un espace de Banach et F , G deux sous-espaces vectoriels
de E tels que E soit la somme directe topologique des F et G. D’après le théorème
précédent, (E/F )∗ est identifié à F⊥ = {f ∈ E∗ ; f|F = 0}. Soit ı : G ↪→ E l’injection
canonique. Alors ı∗ : E∗ −→ G∗ est l’application de restriction. Autrement dit, pour tout
f ∈ E∗, on a ı∗(f) = f|G . Soit T = ı∗|

F⊥
: F⊥ −→ G∗, définie par T (f) = f|G . Alors T

est linéaire bijective continue, donc c’est un homéomorphisme, mais en général, T n’est
pas isométrique. En effet, soient E = R2, muni de la norme ‖ ‖∞, F = {(x, x) ; x ∈ R}
et G = {(x, 0) ; x ∈ R}. Alors E est la somme directe topologique des F et G. Soit
f ∈ E∗, alors il existe a, b ∈ R tels que pour tout (x, y) ∈ R2, on ait f(x, y) = ax + by.
De plus, on a ‖f‖ = |a|+ |b|. Soient a ∈ R tel que a �= 0 et f(x, y) = ax− ay. Alors on a
f ∈ F⊥, ‖f‖ = 2|a| et ‖f|G‖ = |a|.

Corollaire 7.10.1. Soient E un espace normé et H un sous-espace vectoriel fermé de
E. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) E est réflexif.

(ii) H et E/H sont réflexifs.
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Démonstration. Notons d’abord que d’après la proposition 6.4.5, E est de Banach si et
seulement si H et E/H sont de Banach. L’implication (i) =⇒ (ii) résulte immédiatement
de la proposition 7.9.3 et du théorème précédent.
Preuve de (ii) =⇒ (i). D’après la remarque 7.10.3, le diagramme suivant est commutatif.

H E E/H

H∗∗ E∗∗ (E/H)∗∗

�ı

�

JH

�π

�

JE

�

JE/H

�ı∗∗ �π∗∗

On déduit de la proposition 7.10.3 et du théorème précédent que l’on a de plus ı∗∗(H∗∗) =
ker(π∗∗). Par hypothèse, H et E/H sont réflexifs, donc JH et JE/H sont surjectives.
Montrons qu’alors JE est surjective. Soit b ∈ E∗∗. Alors on a π∗∗(b) ∈ (E/H)∗∗. Comme π
et JE/H sont surjectives, alors il existe x ∈ E tel que π∗∗(b) = JE/H ◦π(x) = π∗∗(JE(x)).
D’où on a b−JE(x) ∈ ker(π∗∗) = ı∗∗(H∗∗). Comme JH est aussi surjective, alors il existe
a ∈ H tel que b − JE(x) = ı∗∗ ◦ JH(a) = JE ◦ ı(a). Donc on a b = JE(x + ı(a)). Par
conséquent, JE est surjective. Autrement dit, E est réflexif. �

Corollaire 7.10.2. Soit H un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Banach E.
Alors E est réflexif si et seulement si H et H⊥ sont réflexifs.

Remarque 7.10.5. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et H un sous-espace vectoriel de
E. Le corollaire 7.7.3 nous dit que H est dense dans E si et seulement si H⊥ = {0}.

Proposition 7.10.4. Soient (E, ‖ ‖), (F, ‖ ‖′) deux espaces normés et T ∈ L (E; F ).
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T ∗ est injective.

(ii) T (E) est dense dans F .

Démonstration. D’après la proposition 7.10.3, on a ker(T ∗) = T (E)⊥. Donc T ∗ est
injective si et seulement si T (E)⊥ = {0}. On déduit de la remarque précédente que T ∗

est injective si et seulement si T (E) est dense dans F . �

Remarque 7.10.6. Il résulte de la proposition 7.10.3 que si E et F sont des espaces
normés et si T ∈ L (E; F ) telle que T ∗(F ∗) soit dense dans E∗, alors T est injective. Mais
la réciproque n’est pas toujours vraie. En effet, on a vu que l’on a cc ⊂ �1 ⊂ �2 ⊂ c0 ⊂ �∞

et que le dual topologique de �1 est �∞ et le dual topologique de �2 est �2. Soit T
l’application identité de �1 dans �2, alors T est injective et T ∗(�2) = �2 ⊂ �∞, donc
T ∗(�2) n’est pas dense dans �∞. En fait, d’adhérence de �2 dans (�∞, ‖ ‖∞) est c0.

Proposition 7.10.5. Soient (E, ‖ ‖), (F, ‖ ‖′) deux espaces de Banach et T ∈ L (E; F ).
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T ∗ est surjective.

(ii) T est injective et T (E) est fermé dans F .
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Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 7 du supplément.

Proposition 7.10.6. Soient (E, ‖ ‖), (F, ‖ ‖′) deux espaces de Banach et T ∈ L (E; F ).
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T est surjective.

(ii) T ∗ est injective et T ∗(F ∗) est fermé dans E∗.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 7 du supplément.

Proposition 7.10.7. Soient (E, ‖ ‖), (F, ‖ ‖′) deux espaces de Banach et T ∈ L (E; F ).
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T (E) est fermé dans F .

(ii) T ∗(F ∗) est fermé dans E∗.

Démonstration. Montrons d’abord l’implication (i) =⇒ (ii). D’après la proposition
6.4.4, on a le diagramme commutatif suivant :

E F

E/ ker(T )

�T

�
��	π 




�
T̃

où T̃ est une application linéaire continue injective. Comme on a T̃ ◦ π = T et π est
surjective, alors on a T̃

(
E/ ker(T )

)
= T (E). Puisque T (E) est fermé dans F , il résulte

de la proposition 7.10.5 que
(
T̃
)∗

est surjective. Comme on a T ∗ = π∗ ◦
(
T̃
)∗
, alors

T ∗(F ∗) = Im(π∗). D’après le théorème 7.10.1, on a Im(π∗) = ker(T )⊥, d’où T ∗(F ∗) =
ker(T )⊥. Par conséquent, T ∗(F ∗) est fermé dans E∗.
Montrons l’implication (ii) =⇒ (i). L’espace T (E) est de Banach. Soit S ∈ L (E; T (E) ),
définie par : pour tout x ∈ E, on a S(x) = T (x). Alors on a Im(S∗) = Im(T ∗), voir
remarque 7.10.2. Donc Im(S∗) est fermé dans E∗. Comme S est d’image dense, il résulte
des propositions 7.10.4 et 7.10.6 que S est surjective. Autrement dit, on a S(E) = T (E).
Or on a S(E) = T (E), d’où T (E) = T (E). Donc T (E) est fermé dans F . �

7.11 Exercices

Exercice 7.1. En utilisant le théorème de Baire, montrer qu’un espace de Banach E
n’admet pas de base algébrique dénombrable.
Solution. Supposons que E possède une base algébrique dénombrable B = (en)n≥0. Pour
tout n ≥ 0, notons Fn le sous-espace vectoriel de E engendré par {e0, . . . , en}. Alors on
a E = ∪

n≥0
Fn. Comme Fn est de dimension finie, alors Fn est fermé. Comme E est de

Banach, c’est un espace de Baire, donc il existe n ≥ 0 tel que
◦
Fn �= ∅, d’où on a E = Fn,

voir exercice 6.9. C’est une contradiction, car E est de dimension infinie.

Exercice 7.2. Montrer que tout espace de Banach de dimension infinie n’est pas σ-
compact, mais il pourrait être séparable.
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Solution. Soit E un espace de Banach de dimension infinie. Si E était σ-compact, alors
il existerait une suite (Kn)n≥0 de compacts dans E telle que E = ∪

n≥0
Kn. Comme E

est un espace de Baire, alors il existe n ≥ 0 tel que
◦
Kn �= ∅. Donc il existe x ∈ Kn et

r > 0 tels que B′(x, r) ⊂ Kn. On en déduit que B′(x, r) est compact, et donc E est
de dimension finie, ce qui est contraire à l’hypothèse. Donc tout espace de Banach de
dimension infinie n’est pas σ-compact. On a vu, exercice 6.34, que pour tout p ∈ [1,+∞[,
l’espace �p est de Banach séparable de dimension infinie.

Exercice 7.3. Soient E, F deux espaces normés et T : E −→ F une application linéaire
continue et ouverte. Montrer que si E est de Banach, alors F est de Banach.
Solution. D’après le théorème 6.7.1, F est de Banach si toute série d’éléments de F
normalement convergente est convergente dans F . Soit (yn)n≥0 une suite dans F telle

que
∑
n≥0

‖yn‖′ < +∞. D’après la proposition 7.1.1, il existe M > 0 tel que pour tout

y ∈ F , il existe x ∈ E tel que T (x) = y et ‖x‖ ≤ M ‖y‖′. Pour tout n ≥ 0, soit xn ∈ E tel

que T (xn) = yn et ‖xn‖ ≤ M ‖yn‖′. On en déduit que la série
∑
n≥0

‖xn‖ est convergente,

donc la série
∑
n≥0

xn est convergente dans E car E est de Banach. Comme T est continue,

on en déduit que la série
∑
n≥0

yn est convergente dans F .

Exercice 7.4. Soient E et F deux espaces de Banach. Soient T une application de E
dans F et S une une application de F ∗ dans E∗ telles que pour tout x ∈ E et tout
f ∈ F ∗, on ait 〈T (x), f〉 = 〈x, S(f)〉. Montrer que l’on a T ∈ L (E; F ) et S = T ∗.
Solution. Vérifions d’abord que T est linéaire. Soient x, y ∈ E et λ ∈ K. Pour tout
f ∈ F ∗, on a :

〈T (x+ λy), f〉 = 〈x+ λy, S(f)〉

= 〈x, S(f)〉+ λ〈y, S(f)〉

= 〈T (x), f〉+ λ〈T (y), f〉 = 〈T (x) + λT (y), f〉 .

On déduit du corollaire 7.7.1 que l’on a T (x+λy) = T (x)+λT (y), donc T est linéaire. Pour
vérifier la continuité de T , il suffit de montrer que G(T ), le graphe de T , est fermé dans
E×F . Soit (x, z) ∈ G(T ), alors il existe une suite (xn)n≥0 dans E telle que lim

n→+∞ xn = x

et lim
n→+∞ T (xn) = z. Pour tout n ≥ 0 et tout f ∈ F ∗, on a 〈T (xn), f〉 = 〈xn, S(f)〉, d’où :

〈z, f〉 = lim
n→+∞〈T (xn), f〉 = lim

n→+∞〈xn, S(f)〉 = 〈x, S(f)〉 = 〈T (x), f〉 .

Par conséquent, on a T (x) = z. Donc le graphe de T est fermé, d’où T ∈ L (E; F ). Pour
tout f ∈ F ∗ et tout x ∈ E, on a 〈x, T ∗(f)〉 = 〈T (x), f〉 = 〈x, S(f)〉, d’où T ∗(f) = S(f).
Donc on a S = T ∗.

Exercice 7.5. Soient E, F deux espaces de Banach et T : E −→ F une application
linéaire. On suppose que pour tout f ∈ F ∗, la forme linéaire f ◦ T : E −→ K est
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continue. Montrer que T est continue †.
Solution. Pour montrer que T est continue, il suffit de montrer que le graphe de T
est fermé dans E × F . Soient (x, y) ∈ E × F et (xn)n≥0 une suite dans E telle que
(xn, T (xn)) −→

n→+∞(x, y). D’où on a xn −→
n→+∞ x et T (xn) −→

n→+∞ y. Puisque, pour tout

f ∈ F ∗, on a f◦T ∈ E∗, on en déduit que f(T (xn)) −→
n→+∞ f(y) et f ◦T (xn) −→

n→+∞ f◦T (x).
Donc on a f ◦ T (x) = f(y). Il résulte du corollaire 7.7.1 que l’on a T (x) = y. Par
conséquent, le graphe de T est fermé.

Exercice 7.6. Soit E = R[X ] l’espace vectoriel des polynômes réels d’une variable muni

de la norme ‖f‖ =

∫ 1

0

|f(t)|dt. Posons B(f, g) =

∫ 1

0

f(t)g(t)dt. Montrer que B est une

forme bilinéaire sur E × E, séparément continue, mais non continue.
Solution. Il est clair que B est une forme bilinéaire sur E × E. On a |B(f, g)| ≤(
max
0≤t≤1

|f(t)|
)
‖g‖ et |B(f, g)| ≤

(
max
0≤t≤1

|g(t)|
)
‖f‖, donc B est séparément continue.

Supposons que B est continue, d’après la proposition 6.5.1, il existe une constante M > 0
telle que pour tout f, g ∈ E, on ait |B(f, g)| ≤ M‖f‖ ‖g‖. Pour tout n ≥ 1, soit fn = tn,
on a ‖fn‖ = 1

n+1 et B(fn, fn) =
1

2n+1 , d’où pour tout n ≥ 1, on a 1
2n+1 ≤ M 1

(n+1)2 , ce

qui est impossible. Donc B n’est pas continue.

Exercice 7.7. Pour tout (x, y, z) ∈ R× R2, on pose B(x, y, z) = (xy, xz). Montrer que
B est une application bilinéaire continue surjective de R× R2 sur R2, mais B n’est pas
une application ouverte.
Solution. Il est clair que B est une application bilinéaire continue surjective de R×R2

sur R2. Soit U = {(x, y, z) ∈ R × R2 ; − 1 < x < 1, y > 0, z > 0, et y + z < 1}, alors
U est un ouvert de R× R2. On vérifie facilement que l’on a B(U) = {(0, 0)} ∪ {(a, b) ∈
R2 ; a > 0, b > 0, et a + b < 1} ∪ {(a, b) ∈ R2 ; a < 0, b < 0, et − 1 < a + b}, donc
B(U) n’est pas ouvert dans R2. Par conséquent, B n’est pas une application ouverte.

Exercice 7.8. Soit E un espace normé et D un sous-ensemble de E. On suppose que
pour tout f ∈ E∗, l’ensemble f(D) est borné dans K. Montrer que D est borné dans E.
Solution. Soit J : E −→ E∗∗ = L (E∗; K) l’application canonique. Pour tout x ∈ E
et tout f ∈ E∗, on a J(x)(f) = f(x). Par hypothèse, pour tout f ∈ E∗, l’ensemble
{J(x)(f) ; x ∈ D} est borné dans K. Alors on déduit, par le théorème de Banach-
Steinhaus, que J(D) est borné dans E∗∗, donc D est borné dans E car J est une
application isométrique.

Exercice 7.9. Soient E =
{
f ∈ C1([0, 1], R) ; f(0) = 0

}
et F = C([0, 1], R) . On munit

E et F de la norme ‖ f ‖∞ = sup
0≤x≤1

|f(x)| . Considérons l’application dérivée

D : E −→ F
f �−→ f ′

1. Montrer que D est linéaire bijective non continue, mais D−1 est continue.

2. Montrer que G(D), le graphe de D, est fermé dans E × F .

†On verra, théorème 10.2.2, que ce résultat est encore valable sans supposer E et F de Banach.
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Solution. 1. Il est clair que D est linéaire et bijective. L’application D−1 associe à
toute application f ∈ F sa primitive nulle en 0. Autrement dit, on a D−1(f)(x) =∫ x

0

f(t) dt, d’où
∣∣D−1(f)(x)

∣∣ ≤ ∫ x

0
|f(t)| dt ≤

∫ x

0
‖f‖∞ dt ≤ x‖f‖∞ ≤ ‖f‖∞, donc on a

‖D−1(f)‖∞ ≤ ‖f‖∞. Par conséquent,D−1 est continue. Pour tout n ≥ 1, soit fn(t) = tn,
alors on a ‖ fn ‖∞ = 1, mais ‖D(fn) ‖∞ = n, donc D n’est pas continue.
2. Soit (fn)n≥0 une suite dans E telle que la suite (fn, f

′
n)n≥0 converge vers (f, g) dans

l’espace normé produit E × F . Pour tout x ∈ [0, 1] et pour tout n ≥ 0, on a :

fn(x) = fn(x)− fn(0) =

∫ x

0

f ′
n(t) dt .

Comme (fn)n≥0 converge vers f dans (E, ‖ ‖∞), alors on a lim
n→+∞ fn(x) = f(x). Comme

(f ′
n)n≥0 converge vers g dans (F, ‖ ‖∞), alors on a lim

n→+∞

∫ x

0

f ′
n(t) dt =

∫ x

0

g(t) dt, voir

proposition 5.2.5. Par conséquent, on a f(x) =

∫ x

0

g(t) dt, d’où f ′(x) = g(x). Donc on a

(f, g) ∈ G(D). Ainsi, G(D) est fermé dans E × F .

Exercice 7.10. On considère l’espace vectoriel cc muni de la norme ‖ ‖∞.

1. Pour tout x = (xn)n≥0 ∈ cc, on pose S(x) =
(
(n + 1)xn

)
n≥0

. Montrer que S est

une application linéaire non continue de cc dans cc et que le graphe de S est fermé.

2. Pour tout x = (xn)n≥0 ∈ cc, on pose T (x) =
(

xn

n+1

)
n≥0

. Montrer que T est une

application linéaire continue bijective non ouverte de cc dans cc.

Solution. 1. Il est clair que S est linéaire. L’application S n’est pas continue car pour
tout n ≥ 0, on a ‖en‖∞ = 1 et ‖S(en)‖∞ = n+ 1. Montrons que le graphe G de S est
fermé. Soient (x, y) ∈ G et (ξk)k≥0 une suite dans cc telle que (ξk, S(ξk)) −→

k→+∞
(x, y). On

a ξk = (xk,n)n≥0 et x = (xn)n≥0. Puisque pour tout n, k ≥ 0, on a |xk,n−xn| ≤ ‖ξk−x‖∞
et |(n + 1)xk,n − yn| ≤ ‖S(ξk) − y‖∞, alors on a xk,n −→

k→+∞
xn et (n + 1)xk,n −→

k→+∞
yn.

On en déduit que pour tout n ≥ 0, on a yn = (n+1)xn, donc y = S(x). Par conséquent,
G est fermé.
2. Il est clair que T est linéaire. Pour tout x ∈ cc, on a ‖T (x)‖∞ ≤ ‖x‖∞, donc T est
continue. On a T ◦S = idcc et S ◦T = idcc , donc T est bijective et on a T−1 = S. Puisque
T est bijective, alors T est ouverte si et seulement si T−1 est continue. Or T−1 = S n’est
pas continue, donc T n’est pas ouverte.

Exercice 7.11. On considère l’espace vectoriel c0 muni de la norme ‖ ‖∞. Pour tout
x = (xn)n≥0 ∈ c0, on pose T (x) =

(
xn

n+1

)
n≥0

. Montrer que T est une application linéaire

continue non ouverte de c0 dans c0 et que T (c0) est dense dans c0.
Solution. Il est clair que T est linéaire. Pour tout x ∈ c0, on a ‖T (x)‖∞ ≤ ‖x‖∞, donc
T est continue. On a cc = T (cc) ⊂ T (c0) et cc est dense dans c0, on en déduit que T (c0)
est dense dans c0. Montrons que T n’est pas ouverte. L’application T est ouverte si et
seulement si il existe r > 0 tel que B(0, r) ⊂ T (B(0, 1)), voir proposition 7.1.1. Soit
r > 0, il existe N ∈ N tel que (N + 1) r2 > 1. Soient y = r

2eN et x = (xn)n≥0 ∈ c0
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tel que T (x) = y, alors on a xN = (N + 1) r2 > 1, d’où x �∈ B(0, 1). Par conséquent,
B(0, r) �⊂ T (B(0, 1)), donc T n’est pas ouverte.
Une autre méthode pour montrer que T n’est pas ouverte. Si T est ouverte, alors T est
surjective, donc pour montrer que T n’est pas ouverte, il suffit de montrer que T n’est
pas surjective. Soit y =

(
1

n+1

)
n≥0

∈ c0. S’il existe x = (xn)n≥0 ∈ c0 tel que T (x) = y,

alors pour tout n ≥ 0, on a xn = 1, ce qui est impossible. Donc T n’est pas surjective.

Exercice 7.12. On considère l’espace vectoriel cc muni de la norme ‖ ‖∞.

1. Pour tout entier n ≥ 0 et tout x = (xn)n≥0 ∈ cc, on pose ϕn(x) = (n + 1)xn.
Montrer que (ϕn)n≥0 est une suite non bornée dans c∗c mais que, pour tout x ∈ cc,
la suite (ϕn(x))n≥0 est bornée dans K.

2. Pour tout entier n ≥ 0 et tout x = (xn)n≥0 ∈ cc, on pose fn(x) =

n∑
k=0

xk. Montrer

que fn est une forme linéaire continue sur cc.

3. Montrer que l’application f : x = (xn)n≥0 �−→
∞∑

n=0

xn est une forme linéaire non

continue sur cc, et pourtant pour tout x ∈ cc, on a f(x) = lim
n→+∞ fn(x).

Solution. 1. Pour tous x = (xn)n≥0, y = (yn)n≥0 ∈ cc et λ ∈ K, on a x + λy =
(xn + λyn)n≥0. Soit n ≥ 0, on a :

ϕn(x+ λy) = (n+ 1)[xn + λyn] = (n+ 1)xn + λ(n+ 1)yn = ϕn(x) + λϕn(y)

donc ϕn est linéaire. On a |ϕn(x)| = |(n+1)xn| ≤ (n+1)‖x‖∞, donc ϕn est continue et
on a ‖ϕn‖ ≤ n+1. Or on a ϕn(en) = n+1, d’où ‖ϕn‖ = n+1. Par conséquent, (ϕn)n≥0

est une suite non bornée dans c∗c . Soit x = (xn)n≥0 ∈ cc, alors il existe p ∈ N tel que pour
tout n ≥ p + 1, on ait xn = 0. Alors on a {ϕn(x) ; n ≥ 0} = {x0, 2x1, . . . , (p+ 1)xp, 0}
qui est un ensemble fini, donc la suite (ϕn(x))n≥0 est bornée dans K.

2. Il est clair que fn est linéaire. On a |fn(x)| ≤
n∑

k=0

|xk| ≤ (n + 1)‖x‖∞, donc fn est

continue et on a ‖fn‖ ≤ n+1. Si x =

n∑
k=0

ek, alors on a ‖x‖∞ = 1 et fn(x) = n+1, donc

‖fn‖ = n+ 1.
3. Il est clair que f est linéaire. Il reste à vérifier que f n’est pas continue. Pour tout

n ≥ 0, soit ξn =
n∑

k=0

ek, alors on a ‖ξn‖∞ = 1 et f(ξn) = n+ 1. Donc il n’existe aucune

constante M > 0 telle que pour tout x ∈ E, on ait |f(x)| ≤ M‖x‖∞. Par conséquent, f
n’est pas continue.

Exercice 7.13. Soient (E, ‖ ‖) et (F, ‖ ‖′) deux espaces normés. Soit (fn)n≥0 une suite
dans L (E; F ). On suppose que pour tout x ∈ E, la suite (fn(x))n≥0 converge dans
(F, ‖ ‖′) et on pose f(x) = lim

n→∞ fn(x).

1. Montrer que f est une forme linéaire, mais que f n’est pas toujours continue.
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2. On suppose en outre que la suite (‖fn‖)n≥0 est bornée. Montrer que f est continue.
Donner un exemple montrant que l’on n’a pas nécessairement lim

n→∞ ‖fn − f‖ = 0.

Solution. 1. Pour tout x, y ∈ E et tout λ ∈ K , on a :

f(x+ λy) = lim
n→+∞ fn(x + λy)

= lim
n→+∞ fn(x) + λfn(y)

= lim
n→+∞ fn(x) + λ lim

n→+∞ fn(y) = f(x) + λf(y) .

Donc f est linéaire. L’application n’est pas toujours continue, ceci résulte de l’exercice
précédent.
2. On suppose qu’il existe une constante M > 0 telle que pour tout n ≥ 0, on ait
‖fn‖ ≤ M . Alors pour tout x ∈ E, on a ‖fn(x)‖′ ≤ ‖fn‖ ‖x‖ ≤ M‖x‖. On passe à la
limite, on trouve ‖f(x)‖′ ≤ M‖x‖, donc f est continue. Si E = cc, F = K et pour tout
x = (xn)n≥0 ∈ cc, on pose fn(x) = xn, alors fn ∈ E∗, ‖fn‖ = 1 et pour tout x ∈ cc, on
a lim

n→∞ fn(x) = 0, donc f = 0, mais on a ‖fn − f‖ = ‖fn‖ = 1.

Exercice 7.14. Soient (E, ‖ ‖), (F, ‖ ‖′) deux espaces normés, (fn)n≥0 une suite bornée
dans L (E; F ) et f ∈ L (E; F ). Soit D une partie totale dans E. Montrer que si la suite
(fn(x))n≥0 converge vers f(x) pour tout x ∈ D, alors il en est de même pour tout x ∈ E.
Solution. Soit M > 0 tel que pour tout n ≥ 0, on ait ‖fn‖ ≤ M . Soit G le sous-espace
vectoriel de E engendré par D. Alors G est dense dans E, et pour tout a ∈ G, on a
fn(a) −→

n→+∞ f(a). Soient x ∈ E et ε > 0, alors il existe a ∈ G tel que ‖x − a‖ < ε. On

a fn(x) − f(x) = fn(x) − fn(a) + fn(a) − f(a) + f(a) − f(x) d’où ‖fn(x) − f(x)‖′ ≤
M‖x− a‖+ ‖fn(a)− f(a)‖′ + ‖f‖ ‖x− a‖. Comme on a fn(a) −→

n→+∞ f(a), alors il existe

N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait ‖fn(a)− f(a)‖′ < ε. Donc, pour tout n ≥ N , on
a ‖fn(x)− f(x)‖′ ≤ (M + 1 + ‖f‖) ε. Par conséquent, on a lim

n→+∞ fn(x) = f(x).

Exercice 7.15. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé, D une partie totale de E et F un
espace de Banach. Soit (fn)n≥0 une suite bornée dans L (E; F ). Montrer que si pour
tout x ∈ D, la suite (fn(x))n≥0 est convergente dans F , alors il existe f ∈ L (E; F ) tel
que, pour tout x ∈ E, on ait lim

n→+∞ fn(x) = f(x).

Solution. Soit M > 0 tel que pour tout n ≥ 0, on ait ‖fn‖ ≤ M . Soit G le sous-espace
vectoriel de E engendré par D. Alors G est dense dans E, et pour tout a ∈ G, la suite
(fn(a))n≥0 est convergente dans F . Montrons d’abord que pour tout x ∈ E, la suite
(fn(x))n≥0 est convergente dans F . Soient x ∈ E et ε > 0, alors il existe a ∈ G tel que
‖x− a‖ < ε. Pour tout n,m ∈ N, on a :

‖fn(x)− fm(x)‖′ ≤ ‖fn(x)− fn(a)‖′ + ‖fn(a)− fm(a)‖′ + ‖fm(a)− fm(x)‖′

≤ M ‖x− a‖+ ‖fn(a)− fm(a)‖′ +M ‖x− a‖ .

Or la suite (fn(a))n≥0 est convergente, donc elle est de Cauchy. Par conséquent, il existe
N ∈ N tel que pour tout n,m ≥ N , on ait ‖fn(a)− fm(a)‖′ < ε. On en déduit que pour
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tout n,m ≥ N , on a ‖fn(x) − fm(x)‖′ ≤ (2M + 1) ε. Donc la suite (fn(x))n≥0 est de
Cauchy, donc elle est convergente car F est un espace de Banach. Pour tout x ∈ E, on
pose f(x) = lim

n→+∞ fn(x). Alors, d’après l’exercice 7.13, on a f ∈ L (E; F ).

Exercice 7.16. Soient E un espace normé, F un espace normé de dimension finie et
T : E −→ F une application linéaire surjective. Montrer que T est une application
ouverte.
Solution. Soit G un sous-espace vectoriel de E tel que dim(G) = dim(F ) et tel que E
soit la somme directe algébrique des ker(T ) et G. D’après la remarque 7.3.1, la projection
naturelle π2 : E −→ G est une application linéaire surjective et ouverte. Pour tout x ∈ E,
on a T (x) = T (π2(x)) et on pose S(π2(x)) = T (x). Alors S est une application linéaire
bijective de G sur F et le diagramme suivant est commutatif.

E F

G

�T

���π2 ���S

Comme on a dim(G) = dim(F ) < +∞, alors S est un homéomorphisme. Or on a
T = S ◦ π2, donc T est une application ouverte.

Exercice 7.17. Soient E un espace normé et f : E −→ K une forme linéaire non
continue. Montrer que pour tout ouvert non vide U de E, on a f(U) = K.
Solution. D’après l’exercice précédent, f est une application ouverte. Comme f n’est
pas continue, alors pour tout r > 0, f(B(0, r)) est un ouvert convexe non borné de K. En
plus, pour tout λ ∈ K tel que |λ| ≤ 1, on a λf(B(0, r)) = f(λB(0, r)) ⊂ f(B(0, r)). On en
déduit que f(B(0, r)) = K. Soit U un ouvert non vide de E. Alors il existe x ∈ U et r > 0
tels que x + B(0, r) ⊂ U . D’où on a f(x) + f(B(0, r)) ⊂ f(U). Or on a f(B(0, r)) = K,
il en résulte que f(U) = K.

Exercice 7.18. Soient E, F deux espaces normés et T : E −→ F une application linéaire
non nulle et non injective. Montrer que T n’est pas une application fermée.
Solution. Puisque T est non nulle et non injective, alors il existe deux vecteurs non nuls
e1 et e2 dans E tels que T (e1) = 0 et T (e2) �= 0. Soit A =

{
te1+se2 ; st = 1 et t, s ∈ R

}
,

alors A est un fermé de E car A ⊂ H = Vect(e1, e2) et H muni de la topologie induite
par E est homéomorphe à R2 et l’ensemble {(x, y) ∈ R2 ; xy = 1} est fermé dans R2.
Mais l’ensemble T (A) =

{
λT (e2) ; λ ∈ R

}
\ {0} n’est pas fermé dans F .

Exercice 7.19. Soient E un espace de Banach et T : E −→ �∞ une application linéaire.
Pour tout n ≥ 0, soit fn : �∞ −→ K la forme linéaire continue définie par fn(x) = xn,
pour tout x = (xn)n≥0 ∈ �∞. Montrer que T est continue si et seulement si pour tout
n ≥ 0, fn ◦ T est continue de E dans K.
Solution. Comme pour tout n ≥ 0, fn est une forme linéaire continue sur �∞, il en
résulte que si T est continue, alors pour tout n ≥ 0, fn ◦ T est continue.
Réciproquement, supposons que pour tout n ≥ 0, fn◦T est continue. Pour tout x ∈ E, on
a |fn ◦ T (x)| = |fn(T (x))| ≤ ‖T (x)‖∞. Par le théorème de Banach-Steinhaus, corollaire
7.2.1, il existe une constante M > 0 telle que pour tout n ≥ 0 et pour tout x ∈ E, on ait
|fn ◦ T (x)| ≤ M ‖x‖. D’où pour tout x ∈ E, on a ‖T (x)‖∞ = sup

n≥0
|fn ◦ T (x)| ≤ M ‖x‖.
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Donc T est continue.

Exercice 7.20. Soient (E, ‖ ‖), F deux espaces de Banach et T : E −→ F une
application linéaire continue et surjective. Montrer que pour toute suite (yn)n≥0 dans
F , convergente vers un y ∈ F , il existe une suite (xn)n≥0 dans E, convergente vers un
x ∈ E telle que T (x) = y et T (xn) = yn, pour tout n ≥ 0.
Solution. D’après la proposition 6.4.4, le diagramme suivant est commutatif.

E F

E/ ker(T )

�T

�
��	π 




�
T̃

En plus, T̃ est une application linéaire continue et bijective. Comme E/ ker(T ) est

un espace de Banach, il résulte du théorème de l’application ouverte que T̃ est un
homéomorphisme. Par conséquent, il suffit de montrer l’exercice pour l’application π.
Soient H un sous-espace vectoriel fermé de E et π : E −→ E/H l’application quotient.
Soit (yn)n≥0 une suite dans l’espace normé quotient E/H , convergente vers un y ∈ E/H .
Comme π est surjective, il existe une suite (zn)n≥0 dans E et x ∈ E telle que π(x) = y
et π(zn) = yn, pour tout n ≥ 0. Par définition de la norme quotient ‖ ‖′ sur E/H , pour
tout n ≥ 0, il existe hn ∈ H tel que ‖x− zn − hn‖ < ‖y − yn‖′ + 1

n+1 . Pour tout n ≥ 0,
on pose xn = zn + hn, alors (xn)n≥0 est une suite dans E, convergente vers x telle que
π(x) = y et π(xn) = yn, pour tout n ≥ 0.

Exercice 7.21. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et E∗ son dual topologique. Soit (xn)n≥0

une suite dans E telle que pour tout f ∈ E∗, la série
∑
n≥0

f(xn) soit convergente dans K.

Montrer que S : f �−→
+∞∑
n=0

f(xn) est une forme linéaire continue sur E∗.

Solution. Pour tout ≥ 0 et pour tout f ∈ E∗, soit Sn(f) =

n∑
k=0

f(xk). Il est clair que Sn

est une forme linéaire sur E∗. On a |Sn(f)| ≤
n∑

k=0

|f(xk)| ≤ ‖f‖
n∑

k=0

‖xk‖. Donc Sn est

aussi continue. Pour tout f ∈ E∗, la suite (Sn(f))n≥0 est convergente vers S(f). Comme
E∗ est un espace de Banach, il résulte du corollaire 7.2.3 que S est une forme linéaire
continue sur E∗.

Exercice 7.22. Soient E, F deux espaces normés, M un sous-espace vectoriel de E et
T : M −→ F une application linéaire continue telle que T (M) soit de dimension finie.
Montrer qu’il existe une application linéaire continue S : E −→ F prolongeant T telle
que S(E) = T (M).
Solution. Puisque tout espace normé de dimension finie est linéairement homéomorphe
à un certain Kn, voir corollaire 6.6.1, on peut considérer que l’on a T (M) = F = Kn.
Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, soit pi : Kn −→ K la projection canonique. Alors fi = pi ◦ T
est une forme linéaire continue sur M . D’après le théorème de Hahn-Banach, théorème
7.7.3, il existe une forme linéaire continue gi sur E prolongeant fi. Soit S = (g1, . . . , gn),
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alors S est une application linéaire continue de E dans Kn prolongeant T .

Exercice 7.23. Soient E un espace normé et M un sous-espace vectoriel fermé de E tel
que l’espace vectoriel quotient E/M soit de dimension finie.

1. Montrer que M admet un supplémentaire topologique dans E.

2. Soient F un espace normé et T : M −→ F une application linéaire continue. En
déduire qu’il existe une application linéaire continue S : E −→ F prolongeant T .

Solution. 1. Soit H un sous-espace vectoriel de dimension finie de E tel que E soit
la somme directe algébrique de M et H . Soit π2 : E −→ H la projection naturelle.
Puisque H est de dimension finie et puisque ker(π2) = M est fermé dans E, il résulte
de la proposition 6.6.1 que π2 est continue. Par conséquent, la projection naturelle
π1 : E −→ M est continue. On déduit de la proposition 7.3.2 que E est la somme
directe topologique de M et H .
2. Soit S = T ◦π1, alors S est une application linéaire continue de E dans F prolongeant T .

Exercice 7.24. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et T : E∗ −→ K une forme linéaire.
Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E∗. Montrer qu’il existe x0 ∈ E tel
que pour tout f ∈ F , on ait T (f) = f(x0). Montrer que si T est de plus continue et si
ε > 0, on peut choisir x0 tel que ‖x0‖ ≤ ‖T ‖+ ε.
Solution. Si F = {0}, le résultat est évident. Supposons donc F non nul et soit
f1, . . . , fn une base algébrique de F . Comme F est de dimension finie, alors T|F est
linéaire continue. Donc il existe une constante M > 0 telle que pour tout λi ∈ K, on ait
‖λ1T (f1) + · · · + λnT (fn)‖ = ‖T (λ1f1) + · · · + λnfn)‖ ≤ M ‖λ1f1) + · · · + λnfn‖. Soit
ε > 0. D’après le théorème de Helly, il existe x0 ∈ E tel que pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on
ait fi(x0) = T (fi) et ‖x0‖ ≤ M +ε. Par conséquent, pour tout f ∈ F , on a T (f) = f(x0)
et on a ‖x0‖ ≤ M + ε. Si T est déjà continue, il suffit de prendre M = ‖T ‖.

Exercice 7.25. Soient (E, ‖ ‖) et (F, ‖ ‖) deux espaces normés.

1. Soient f ∈ E∗ et y ∈ F . On définit Tf,y : E −→ F par Tf,y(x) = f(x)y. Montrer
que Tf,y ∈ L (E; F ) et que l’on a ‖Tf,y‖ = ‖f‖ ‖y‖.

2. On suppose F �= 0. Montrer que E∗ est isométriquement isomorphe à un sous-
espace vectoriel fermé de L (E; F ).

3. On suppose E �= 0. Montrer que F est isométriquement isomorphe à un sous-espace
vectoriel fermé de L (E; F ).

4. On suppose E �= 0. Montrer que F est de Banach si et seulement si L (E; F ) est
de Banach.

Solution. 1. Comme l’application λ �−→ λy est linéaire continue de K dans F , alors Tf,y
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est linéaire continue de E dans F . Autrement dit, on a Tf,y ∈ L (E; F ). On a :

‖Tf,y‖ = sup
‖x‖≤1

‖f(x)y‖

= sup
‖x‖≤1

|f(x)| ‖y‖

= ‖y‖ sup
‖x‖≤1

|f(x)| = ‖y‖ ‖f‖.

2. On suppose F �= 0. Soit y0 ∈ F tel que ‖y0‖ = 1. Alors l’application

T : E∗ −→ L (E; F )
f �−→ Tf,y0

est linéaire continue et isométrique. Comme E∗ est de Banach, alors T (E∗) est fermé
dans L (E; F ).
3. On suppose E �= 0. Alors on a E∗ �= 0, et soit f0 ∈ E∗ telle que ‖f0‖ = 1. Alors
l’application

S : F −→ L (E; F )
y �−→ Tf0,y

est linéaire continue et isométrique. Vérifions que S(F ) est fermé dans L (E; F ). Soit
g ∈ S(F ). Alors il existe une suite (yn)n≥0 dans F telle que la suite (S(yn))n≥0 converge
vers g dans L (E; F ). Soit a ∈ E tel que f0(a) �= 0. On a g(a) = lim

n→+∞ f0(a)yn,

donc la suite (yn)n≥0 converge vers y = g(a)
f0(a)

dans F . Pour tout x ∈ E, on a g(x) =

lim
n→+∞ f0(x)yn = f0(x)y, d’où g = S(y). Donc S(F ) est fermé dans L (E; F ).

4. Si F est de Banach, il résulte de la proposition 6.3.3 que L (E; F ) est de Banach.
Réciproquement, si L (E; F ) est de Banach, alors S(F ) est de Banach, et donc F est de
Banach.

Exercice 7.26. Soient (E, ‖ ‖) et (F, ‖ ‖) deux espaces normés. Montrer que L (E; F ∗)
est isométriquement isomorphe à L (F ; E∗).
Solution. Soit JF : F −→ F ∗∗ l’application canonique, voir proposition 7.9.1. On vérifie
alors facilement que l’application

L (E; F ∗) −→ L (F ; E∗)
T �−→ T ∗ ◦ JF

est linéaire bijective et isométrique.

Exercice 7.27. Soient (E, ‖ ‖) un espace de Banach et T : E −→ �1 une application
linéaire continue et surjective.

1. Montrer qu’il existe une suite bornée (an)n≥0 dans E telle que T (an) = en pour
tout n ≥ 0.

2. Montrer que �1 est linéairement homéomorphe à un sous-espace de E.
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Solution. 1. D’après le théorème de l’application ouverte, T est une application ouverte.
Par conséquent, il existe r > 0 tel que B�1 ⊂ T (BE(0, r)). Or, pour tout n ≥ 0, on a
en ∈ B�1 , donc il existe une suite (an)n≥0 dans BE(0, r) telle que T (an) = en pour tout
n ≥ 0.
2. Considérons l’application suivante :

S : �1 −→ E

(λn)n≥0 �−→
+∞∑
n=0

λn an

Alors S est linéaire continue. En plus, on a T ◦ S = id�1 . Soit F = S(E), alors F est un
sous-espace vectoriel de E et S est linéaire et c’est un homéomorphisme de �1 sur F .

Exercice 7.28. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé séparable. Montrer qu’il existe une suite
(fn)n≥0 dans SE∗ , séparante pour E. Autrement dit, montrer qu’il existe une suite
(fn)n≥0 dans E∗ telle que :

(a) Pour tout n ≥ 0, on ait ‖fn‖ = 1.

(b) Pour tout x, y ∈ E tels que x �= y, il existe n ≥ 0 tel que fn(x) �= fn(y). Autrement
dit, on a ∩

n≥0
ker(fn) = {0}.

Solution. Soit (xn)n≥0 une suite dense dans SE = {x ∈ E ; ‖x‖ = 1}. Par le théorème
de Hahn-Banach, corollaire 7.7.1, il existe une suite (fn)n≥0 dans E∗ telle que pour tout
n ≥ 0, on ait fn(xn) = ‖xn‖ = 1 et ‖fn‖ = 1. Pour montrer (b), il suffit de montrer que
pour tout x ∈ S, il existe n ≥ 0 tel que fn(x) �= 0. Soit x ∈ S, il existe n ≥ 0 tel que
‖xn − x‖ < 1

2 . D’où on a :

|1− fn(x)| = |fn(xn)− fn(x)| ≤ ‖fn‖ ‖xn − x‖ = ‖xn − x‖ < 1
2 .

Donc on a fn(x) �= 0.

Exercice 7.29. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé séparable et (fi)i∈I une famille dans SE∗

telle que ∩
i∈I

ker(fi) = {0}. Montrer qu’il existe un sous-ensemble au plus dénombrable J

de I tel que ∩
i∈J

ker(fi) = {0}.
Solution. Soit A = ∩

i∈I
{x ∈ E ; |fi(x)| ≤ 1}. Alors A est une partie non vide, convexe,

équilibrée, fermée et on a BE ⊂ A. Soit μA la jauge de A. D’après le théorème 7.6.2 et la
proposition 7.6.2, μA est une semi-norme sur E telle que A = {x ∈ E ; μA(x) ≤ 1} et il
existe une constante M > 0 telle que pour tout x ∈ E, on ait 0 ≤ μA(x) ≤ M ‖x‖. Soit
x ∈ E tel que x �= 0. Alors il existe i ∈ I tel que fi(x) �= 0. Par conséquent, on a xK �⊂ A.
Il résulte aussi du théorème 7.6.2 qu’en fait μA est une norme sur E. Puisque l’application
identité idE : x �−→ x est continue de (E, ‖ ‖) dans (E, μA), alors l’espace normé (E, μA)
est aussi séparable. Puisque pour tout x ∈ A et pour tout i ∈ I, on a |fi(x)| ≤ 1, alors
fi est aussi continue pour la norme μA. Quitte à remplacer la norme ‖ ‖ par la norme
μA, on peut supposer que l’on a BE = ∩

i∈I
{x ∈ E ; |fi(x)| ≤ 1}. On en déduit que pour

tout r > 0, on a B′(0, r) = ∩
i∈I

{x ∈ E ; |fi(x)| ≤ r}. Comme (E, ‖ ‖) est séparable, il

existe une suite (xn)n≥0 dense dans SE . On a B′(0, 12 ) = ∩
i∈I

{
x ∈ E ; |fi(x)| ≤ 1

2

}
, donc
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pour tout n ≥ 0, il existe in ∈ I tel que |fin(xn)| > 1
2 . Soit J = {in ; n ≥ 0}, alors J est

un sous-ensemble au plus dénombrable de I. Vérifions que l’on a ∩
i∈J

ker(fi) = {0}. Soit
x ∈ SE . Alors il existe n ≥ 0 tel que ‖x− xn‖ < 1

4 . On a :

1
2 − |fin(x)| < |fin(xn)| − |fin(x)| ≤ |fin(xn)− fin(x)| ≤ ‖fin‖ ‖xn − x‖ = ‖xn− x‖ < 1

4 .

Donc on a 1
4 < |fin(x)|. En particulier, on a fin(x) �= 0, d’où x �∈ ∩

i∈J
ker(fi) = {0}. Par

conséquent, on a ∩
i∈J

ker(fi) = {0}.

Exercice 7.30. Pour 0 < α < 1, soit uα la suite, uα = (αn)n≥0. Montrer que le sous-
espace V de c0 engendré par (uα)0<α<1 est dense dans c0.
Solution. D’après le corollaire 7.7.3, le sous-espace vectoriel V est dense dans
(c0, ‖ ‖∞) si et seulement si toute forme linéaire continue sur c0 dont la restriction à
V est nulle est nulle. Soit f ∈ c0

∗, alors il existe un unique (an)n≥0 ∈ �1 tel que pour

tout x = (xn)n≥0 ∈ c0, on ait f(x) =

+∞∑
n=0

anxn, voir proposition 7.4.3. On suppose que

f|V = 0. Alors pour tout α ∈ ]0, 1[, on a

+∞∑
n=0

anα
n = 0. Il s’agit de montrer que pour tout

n ≥ 0, on a an = 0. S’il existe n ≥ 0 tel que an �= 0, alors N = inf{n ≥ 0 ; an �= 0}

existe dans N et on a aN �= 0. Donc, pour tout α ∈ ]0, 1[, on a

+∞∑
n=N

anα
n = 0. Soit ε > 0,

alors il existe N0 > N tel que

+∞∑
n=N0+1

|an| < ε. On en déduit que pour tout α ∈ ]0, 1[, on

a

+∞∑
n=N0+1

|αn−Nan| < ε. Comme on a :

aN + aN+1α+ · · ·+ aN0α
N0−N +

+∞∑
n=N0+1

αn−Nan = 0

alors, pour tout α ∈ ]0, 1[, on a
∣∣aN + aN+1α + · · ·+ aN0α

N0−N
∣∣ < ε. On fait tendre α

vers 0, on obtient |aN | ≤ ε. Ceci étant vrai pour tout ε > 0, donc on a aN = 0, c’est une
contradiction. Donc, pour tout n ≥ 0, on a an = 0, d’où f = 0.

Exercice 7.31. Soit H un sous-espace vectoriel d’un espace normé E. Montrer que si H
et H⊥ sont séparables, alors E est séparable.
Solution. Puisque H est séparable si et seulement si H est séparable, et puisque l’on a

H⊥ = H
⊥
, on peut considérer que H est fermé dans E. Supposons que H et H⊥ sont

séparables. D’après le théorème 7.10.1, H⊥ est isométriquement isomorphe à (E/H)∗,
donc (E/H)∗ est séparable. D’après la proposition 7.7.2, l’espaceE/H est alors séparable.
Donc H et E/H sont séparables. Il résulte de la proposition 6.8.4 que E est séparable.

Remarque 7.11.1. Si E est un espace normé séparable et si H est un sous-espace
vectoriel de E, alorsH⊥ n’est pas toujours séparable. Par exemple, si E = �1 et H = {0},
alors E est séparable mais H⊥ = �∞ ne l’est pas.
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Exercice 7.32. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Pour t ∈ R et pour f ∈ E∗, on pose
H(f, t) =

{
x ∈ E ; Re(f(x)) ≤ t

}
. Soit B un sous-ensemble non vide convexe fermé

dans E. Montrer qu’il existe une famille (ti)i∈I dans R et une famille (fi)i∈I dans E∗

telles que B = ∩
i∈I

H(fi, ti).

Solution. D’après le corollaire 7.8.1, pour tout x ∈ E \ B, il existe fx ∈ E∗ et un réel
tx tels que Re(fx(b)) < tx < Re(fx(x)), pour tout b ∈ B. Alors on a B ⊂ H(fx, tx) et
x �∈ H(fx, tx). Par conséquent, on a B = ∩

x∈E\B
H(fx, tx).

Exercice 7.33. Soit f : �∞ −→ K une forme linéaire telle que pour tout x = (xn)n≥0 ∈
�∞, avec xn ≥ 0, pour tout n ≥ 0, on ait f(x) ≥ 0. Montrer que f est continue.
Solution. Pour tout λ ∈ K, on identifie λ à la suite constante égale à λ. On a f(1) =
a ≥ 0. Soit (xn)n≥0 ∈ �∞, avec xn ∈ R, pour tout n ≥ 0. Alors, pour tout n ≥ 0, on a
‖x‖∞ − xn ≥ 0, d’où 0 ≤ f(‖x‖∞ − x) = a‖x‖∞ − f(x). Donc on a f(x) ≤ a‖x‖∞. On a
aussi−f(x) = f(−x) ≤ a‖−x‖∞ = a‖x‖∞, d’où |f(x)| ≤ a‖x‖∞. Soit z = (zn)n≥0 ∈ �∞,
alors il existe x = (xn)n≥0, y = (yn)n≥0 ∈ �∞ tels que z = x+ iy et pour tout n ≥ 0, on a
zn = xn+iyn, xn, yn ∈ R. Donc on a ‖x‖∞ ≤ ‖z‖∞, ‖y‖∞ ≤ ‖z‖∞ et f(z) = f(x)+if(y),
d’où |f(z)| ≤ |f(x)|+|f(y)| ≤ a‖x‖∞+a‖y‖∞ ≤ 2a‖z‖∞. Par conséquent, f est continue.

Exercice 7.34. Soit H le sous-espace vectoriel de �∞, défini par :

H =
{
x = (yn − yn+1)n≥0 ; (yn)n≥0 ∈ �∞

}
.

1. Soient d la distance sur �∞ associée à la norme ‖ ‖∞ et 1 la suite constante égale
à 1. Montrer que l’on a d(1, H) = 1.

2. Montrer que l’on a c0 ⊂ H .

Solution. 1. On a 0 ∈ H et d(1, 0) = ‖1‖∞ = 1, d’où d(1, H) ≤ 1. Soit :
z = (yn − yn+1)n≥0 ∈ H , avec (yn)n≥0 ∈ �∞. Pour tout n ≥ 0, soit tn la partie réelle de
yn, alors (tn)n≥0 ∈ �∞, x = (tn − tn+1)n≥0 ∈ H et on a d(1, z) = ‖1− z‖∞ ≥ ‖1− x‖∞.
S’il existe n ≥ 0 tel que tn − tn+1 ≤ 0, alors on a ‖1− x‖∞ ≥ 1. Si pour tout n ≥ 0, on a
tn − tn+1 ≥ 0, alors (tn)n≥0 est une suite décroissante et minorée dans R. Donc lim

n→+∞ tn

existe dans R, d’où on a lim
n→+∞ tn − tn+1 = 0. On en déduit que l’on a ‖1 − x‖∞ ≥ 1,

d’où d(1, H) ≥ 1. Par conséquent, on a d(1, H) = 1.
Une autre méthode pour montrer que l’on a d(1, H) ≥ 1. Soit z = (yn − yn+1)n≥0 ∈ H ,

avec (yn)n≥0 ∈ �∞. Alors on a

n−1∑
k=0

[zk − 1] =
[ n−1∑
k=0

zk

]
− n = y0 − yn − n. Donc on

a
∣∣n − |y0 − yn|

∣∣ ≤ n−1∑
k=0

|zk − 1| ≤ n‖z − 1‖∞, d’où
∣∣1 − 1

n |y0 − yn|
∣∣ ≤ ‖z − 1‖∞. Par

conséquent, on a d(1, H) ≥ 1 car lim
n→+∞

1
n |y0 − yn| = 0.

2. Soit y = (yn)n≥0 ∈ �∞. Pour tout p ≥ 0, soit ξp = (yn+p)n≥0, alors ξp ∈ �∞ et on a

ξp−ξp+1 ∈ H . On a y−ξp = ξ0−ξp =

p−1∑
j=0

[ξj−ξj+1], d’où y−ξp ∈ H . Si y = (yn)n≥0 ∈ c0,

alors on a lim
p→+∞ ‖ξp‖∞ = 0, d’où y ∈ H . Par conséquent, on a c0 ⊂ H .
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Exercice 7.35.

1. Montrer l’existence de f ∈ (�∞)
∗
satisfaisant aux propriétés suivantes :

– ‖f‖ = 1 et f(1) = 1.

– Si x = (xn)n≥0 ∈ �∞, telle que lim
n→+∞xn = λ existe dans K, alors on a

f(x) = λ.

– Pour toute élément x = (xn)n≥0 ∈ �∞, on a f((xn+1)n≥0) = f((xn)n≥0).

2. Montrer que f ne provient pas d’un élément de �1. En déduire que �1 n’est pas
réflexif.

Solution. 1. SoitH le sous-espace vectoriel de �∞, défini comme dans l’exercice précédent.
D’après le corollaire 7.7.2, il existe f ∈ (�∞)

∗
telle que f(1) = d(1, H) = 1, f(H) = 0

et ‖f‖ = 1. Soit x = (xn)n≥0 ∈ �∞ tel que lim
n→+∞xn = λ, existe dans K, alors on

a x − λ ∈ c0 ⊂ H , d’où f(x) − λ = f(x − λ) = 0. Pour tout x = (xn)n≥0 ∈ �∞,
(xn)n≥0 − (xn+1)n≥0 ∈ H , d’où on a f((xn+1)n≥0) = f((xn)n≥0).

2. Soit a = (an)n≥0 ∈ �1 et Ta ∈ (�∞)
∗
définie par Ta(x) =

+∞∑
n=0

anxn. Il s’agit de montrer

que f �= Ta, voir proposition 7.4.3. Pour tout p ≥ 0, soit ξp = (tp,n)n≥0 ∈ �∞ défini par :

tp,n = 0 si 0 ≤ n ≤ p et tp,n = 1 si n > p. Alors on a f(ξp) = 1 et Ta(ξp) =

+∞∑
n=p+1

an.

D’où on a lim
p→+∞ Ta(ξp) = 0, donc f �= Ta. Autrement dit f ne provient pas d’un élément

de �1. Par conséquent, �1 est inclus strictement dans (�∞)
∗
. Donc �1 n’est pas réflexif.

Exercice 7.36. Montrer l’existence d’un élément non nul f ∈ (�∞)
∗
tel que la restriction

de f à c0 est nulle. En déduire que f ne provient pas d’un élément de �1 et que �1 n’est
pas réflexif.
Solution. Puisque c0 est un sous-espace vectoriel fermé dans �∞ et c0 �= �∞, d’après le
corollaire 7.7.2, il existe f ∈ (�∞)∗ telle que f �= 0 et la restriction de f à c0 soit nulle.
Si f provenait d’un élément de �1, d’après la proposition 7.4.3, on aurait f = 0, ce qui
est impossible. Par conséquent, �1 est inclus strictement dans (�∞)

∗
. Donc �1 n’est pas

réflexif.

Exercice 7.37. Soient (E, ‖ ‖) un R-espace vectoriel normé et A, B des sous-ensembles
convexes disjoints non vides de E.

1. Montrer que si A et B sont ouverts ils peuvent être séparés strictement par un
hyperplan affine fermé.

2. On suppose
◦
A �= ∅. Montrer que A et B peuvent être séparés par un hyperplan

affine fermé.

Solution. 1. D’après le théorème de Hahn-Banach 7.8.1, il existe f ∈ E∗ et α ∈ R tels
que pour tout a ∈ A et pour tout b ∈ B, on ait f(a) < α ≤ f(b). Supposons qu’il existe
b0 ∈ B tel que f(b0) = α. Soit x ∈ E tel que f(x) = 1. Comme B est un ouvert de E,
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alors il existe ε > 0 tel que b0 − εx ∈ B. D’où on a f(b0 − εx) = α − ε < α, ce qui est
impossible. Donc, pour tout b ∈ B, on a α < f(b).

2. On suppose que
◦
A est non vide. On a déjà vu, exercice 6.11, que dans ce cas, on a

A =
◦
A. Comme

◦
A est ouvert convexe et

◦
A �= ∅, il existe f ∈ E∗ et α ∈ R tels que pour

tout a ∈
◦
A et pour tout b ∈ B, on ait f(a) < α ≤ f(b). D’où pour pour tout a ∈

◦
A et

pour tout b ∈ B, on a f(a) ≤ α ≤ f(b). Par conséquent, pour tout a ∈ A et pour tout
b ∈ B, on a f(a) ≤ α ≤ f(b).

Exercice 7.38. Donner un exemple dans R2 de deux convexes fermés disjoints non vides
qui ne peuvent pas être séparés strictement par un hyperplan affine fermé.
Solution. Soient A =

{
(x, y) ∈ R2 ; x ∈ R et y ≤ 0

}
et B =

{
(x, y) ; x ∈ R et y ≥ ex

}
.

Alors A et B sont des convexes fermés disjoints non vides de R2. Soit f : R2 −→ R une
forme linéaire (continue) non nulle sur R2. Alors il existe (α, β) ∈ R2 tel que (α, β) �= (0, 0)
et pour tout (x, y) ∈ R2, on ait f(x, y) = αx + βy. Supposons que A et B peuvent être
séparés strictement par un hyperplan affine fermé, alors il existe γ ∈ R tel que pour tout
x ∈ R et pour tout y ≤ 0, on ait αx + βy < γ < αx + βex. En prenant x = y = 0, on
obtient 0 < γ. Si α ≥ 0, alors on a lim

x→−∞αx+βex ≤ 0, d’où γ ≤ 0, ce qui est impossible.

Si α < 0, on a lim
x→−∞αx = +∞, d’où γ = +∞, ce qui est impossible. Dans tous les cas,

on arrive à une contradiction. Donc A et B ne peuvent pas être séparés strictement par
un hyperplan affine fermé dans R2.

Remarque 7.11.2. Soit A = {(x, y) ∈ R2 ; y < 0} ∪ {(x, 0) ; 1 ≤ x ≤ 2}, alors A est
un sous-ensemble convexe non vide de R2 tel que (0, 0) �∈ A, mais A et (0, 0) ne peuvent
pas être séparés strictement par un hyperplan affine fermé.

Exercice 7.39. Soient (E, ‖ ‖) un R-espace vectoriel normé de dimension finie et A, B
des sous-ensembles convexes disjoints non vides de E. On se propose de montrer que A et
B peuvent être séparés par un hyperplan affine fermé. Soit C un sous-ensemble convexe
non vide de E tel que 0 �∈ C.

1. Soit (xn)n≥1 une suite d’éléments de C qui est dense dans C. Pour tout n ≥ 1, soit

Cn =
{ n∑

i=1

tixi ; t1 ≥ 0, . . . , tn ≥ 0,
n∑

i=1

ti = 1
}
. Montrer que Cn est convexe et

compact.

2. Montrer qu’il existe fn ∈ E∗ tel que ‖fn‖ = 1 et fn(x) < 0, pour tout x ∈ Cn.

3. En déduire qu’il existe f ∈ E∗ tel que ‖f‖ = 1 et f(x) ≤ 0, pour tout x ∈ C.

4. En déduire que A et B peuvent être séparés par un hyperplan affine fermé.

Solution. 1. Il est clair que Cn est convexe. D’après la proposition 6.1.3, on a Cn ⊂ C.
Puisque [0, 1]n est compact et l’application

[0, 1]n −→ E

(t1, . . . , tn) �−→
n∑

i=1

tixi
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est continue, alors Cn est compact.
2. D’après le théorème 7.8.1, pour tout n ≥ 1, il existe fn ∈ E∗ tel que pour tout x ∈ Cn,
on ait fn(x) < fn(0) = 0. De plus, on peut supposer ‖fn‖ = 1.
3. Comme E∗ est de dimension finie, alors la sphère unité dans (E∗, ‖ ‖) est compacte.
Donc, il existe une sous-suite (fnk

)k≥1 de (fn)n≥1, qui converge vers f ∈ E∗, d’où on a
‖f‖ = 1. Soit x ∈ ∪

n≥1
Cn, alors il existe N ≥ 1 tel que pour tout p ≥ N , on ait x ∈ Cp.

Alors pour tout k ≥ N , on a nk ≥ k ≥ N , d’où x ∈ Cnk
et alors on a fnk

(x) < 0.
Comme on a f(x) = lim

k→+∞
fnk

(x), alors f(x) ≤ 0. Comme ∪
n≥1

Cn est dense dans C et f

est continue, on en déduit que pour tout x ∈ C, on a f(x) ≤ 0.
4. Soit C = A − B, alors C est un convexe non vide de E tel que 0 �∈ C. D’après 3, il
existe f ∈ E∗ tel que f �= 0 et pour tout a ∈ A et pour tout b ∈ B, on ait f(a− b) ≤ 0.
Soit α = inf

b∈B
f(b), alors α ∈ R et on a f(a) ≤ α ≤ f(b), pour tout a ∈ A et pour tout

b ∈ B.

Exercice 7.40.

1. Soient (E, ‖ ‖) un R-espace vectoriel normé et A, B des sous-ensembles convexes
de E tels que A − B soit dense dans E. Montrer que A et B ne peuvent pas être
séparés par un hyperplan affine fermé.

2. Soit E =
{
x = (xn)n≥0 ∈ �1 ; xn ∈ R , pour tout n ≥ 0

}
alors E est un R-espace

vectoriel. On munit E de la norme ‖ ‖1. Soient A et B les parties de E définies
par A =

{
x = (xn)n≥0 ∈ E ; xn = 0 , pour tout n ≥ 1

}
, B =

{
x = (xn)n≥0 ∈

E ; |n3xn + n| ≤ x0 , pour tout n ≥ 1
}
. Montrer que A et B sont des convexes

fermés disjoints qui ne peuvent pas être séparés par un hyperplan affine fermé. (On
pourra approcher x ∈ E par a − b où a ∈ A , b ∈ B et bn = − 1

n2 à partir d’un
certain rang ).

Solution. 1. Supposons le contraire et soient f ∈ E∗, non nulle, et α ∈ R tels que pour
tout a ∈ A et pour tout b ∈ B, on ait f(a) ≤ α ≤ f(b). Alors pour tout a ∈ A et pour
tout b ∈ B, on a f(a− b) ≤ 0. Comme A−B est dense dans E, alors f(x) ≤ 0 pour tout
x ∈ E, d’où f = 0, ce qui est impossible.
2. On a A = Re0, donc A est un R-sous-espace vectoriel de dimension 1 de E. Par
conséquent, A est convexe et fermé dans E. Il est clair que l’on a A ∩B = ∅.
Vérifions que B est fermé dans E. Soit (ξk)k≥0 une suite dans B, qui converge vers un
élément x = (xn)n≥0 ∈ E. Pour tout k ≥ 0, on a ξk = (xk,n)n≥0 ∈ E. Alors, pour
tout n ≥ 0, on a lim

k→+∞
xk,n = xn. Or pour tout k ≥ 0 et pour tout n ≥ 1, on a

|n3xk,n + n| ≤ xk,0. On fait tendre k vers l’infini, on obtient |n3xn + n| ≤ x0, pour tout
n ≥ 1, donc x ∈ B. Par conséquent, B est fermé dans E.
Vérifions que B est convexe. Soient x = (xn)n≥0, y = (yn)n≥0 ∈ B et t ∈ ]0, 1[. On a
tx+ (1 − t)y = (txn + (1− t)yn)n≥0. Pour tout n ≥ 1, on a :

|n3(txn + (1− t)yn) + n| = |n3(txn + (1 − t)yn) + tn+ (1− t)n|

= |t(n3xn + n) + (1− t)(n3yn + n)|

≤ t|n3xn + n|+ (1 − t)|n3yn + n| ≤ tx0 + (1− t)y0 .
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Donc on a tx+ (1 − t)y ∈ B. Par conséquent, B est convexe.
Pour montrer que A et B ne peuvent pas être séparés par un hyperplan affine fermé, il
suffit de montrer que A−B est dense dans E. Soient x = (xn)n≥0 ∈ E et ε > 0. Alors il

existe N ∈ N∗ tel que

+∞∑
n=N+1

|xn| < ε
2 et

+∞∑
n=N+1

1
n2 < ε

2 . Soient b0 = max
{
1+ | −n3xn +

n| ; 1 ≤ n ≤ N
}
, b1 = −x1, . . . , bN = −xN et bn = − 1

n2 , pour tout n ≥ N + 1. Soient
a0 = b0 + x0 et an = 0, pour tout n ≥ 1. Alors a ∈ A, b ∈ B et on a :

‖a− b− x‖1 ≤
+∞∑

n=N+1

|xn|+
+∞∑

n=N+1

1
n2 < ε

2 + ε
2 = ε .

Donc A−B est dense dans E.

Exercice 7.41. Soit N un hyperplan fermé d’un espace de Banach (E, ‖ ‖). Montrer
que pour tout ε > 0, il existe une projection continue P : E −→ E telle que ‖P‖ ≤ 2+ ε
et Im(P ) = N .
Solution. Il existe f ∈ E∗ telle que ‖f‖ = 1 et ker(f) = N , et il existe a ∈ E tel que
f(a) = 1 et ‖a‖ ≤ 1 + ε, voir propositions 6.3.6 et 6.4.4. Pour tout x ∈ E, on pose
P (x) = x−f(x)a. Alors P est une projection continue de E dans E telle que ‖P‖ ≤ 2+ε
et Im(P ) = N .

Exercice 7.42. Soient (E, ‖ ‖) un espace de Banach et F un sous-espace vectoriel de
dimension finie de E . Montrer que F admet un supplémentaire topologique.
Solution. Soit {e1, . . . , en} une base de F . Pour tout x ∈ F , il existe un unique

(λ1, . . . , λn) ∈ Kn tel que x =

n∑
i=1

λi ei. On pose ϕi(x) = λi, alors ϕi est une forme

linéaire sur F . Puisque F est de dimension finie, les ϕi sont continues. Par le théorème
de Hahn-Banach, on prolonge chaque ϕi en une forme linéaire continue ϕ̃i sur E. On

pose G =
n
∩
i=1

ker(ϕ̃i) . Alors G est un sous-espace vectoriel fermé de E. Pour montrer

que G est un supplémentaire topologique de F , d’après la proposition 7.3.2, il suffit de
montrer que G est un supplémentaire algébrique de F . Soit x ∈ F ∩ G, alors il existe

(λ1, . . . , λn) ∈ Kn tel que x =

n∑
i=1

λi ei, et pour tout i, on a 0 = ϕ̃i(x) = ϕi(x) = λi, d’où

x = 0. Donc on a F ∩G = {0}. Soit x ∈ E, alors on a x = x−
n∑

i=1

ϕ̃i(x) ei +

n∑
i=1

ϕ̃i(x) ei,

avec
n∑

i=1

ϕ̃i(x) ei ∈ F et x−
n∑

i=1

ϕ̃i(x) ei ∈ G. Donc on a E = F +G. Par conséquent, E

est la somme directe algébrique des F et G.

Exercice 7.43. Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace de Banach (E, ‖ ‖).
1. Montrer que si F est fermé dansE et de codimension finie, alors tout supplémentaire

algébrique de F est aussi un supplémentaire topologique.

2. Soit N un sous-espace vectoriel de dimension finie de E∗. Montrer que ⊥N est un
sous-espace vectoriel de codimension finie de E.
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Solution. 1. Puisque F est de codimension finie, alors tout supplémentaire algébrique de
F est de dimension finie, donc il est fermé dans E . Par conséquent, tout supplémentaire
algébrique de F est aussi un supplémentaire topologique, voir proposition 7.3.2.
2. Soit {f1, · · · , fn} une base de N et considérons l’application linéaire suivante :

ϕ : E −→ Kn

x �−→
(
f1(x), . . . , fn(x)

)
Si ϕ n’est pas surjective, alors il existe une forme linéaire non nulle sur Kn qui s’annule
sur ϕ(E), donc il existe un élément non nul (a1, . . . , an) de Kn tel que pour tout x ∈ E, on

ait

n∑
i=1

aifi(x) = 0, d’où

n∑
i=1

aifi = 0, ce qui est impossible car la famille {f1, · · · , fn} est

libre. Donc ϕ est surjective. Par conséquent, il existe e1, · · · , en ∈ E tels que pour tout i, j,
on ait fi(ej) = δij . On en déduit que les (ei)1≤i≤n sont linéairement indépendants. On
vérifie facilement que l’espace vectoriel engendré par les (ei)1≤i≤n est un supplémentaire
algébrique de ⊥N .

Exercice 7.44. Montrer qu’il n’existe aucun T ∈ L (�2; �1) surjective.
Solution. S’il existe T ∈ L (�2; �1) surjective, d’après les propositions 7.1.4 et 7.10.6,
alors T ∗ : �1

∗ −→ �2
∗
est un homéomorphisme sur son image. Or on a �1

∗
= �∞,

�2
∗
= �2 et �2 est séparable, ceci implique que �∞ est séparable, ce qui est impossible.

Donc il n’existe aucun T ∈ L (�2; �1) surjective.

Exercice 7.45. Montrer qu’il n’existe pas d’application linéaire continue bijective de c0
sur �1.
Solution. Supposons qu’il existe une application linéaire continue bijective T : c0 −→ �1.
Alors l’adjoint T ∗ : (�1)∗ = �∞ −→ (c0)

∗ = �1 est linéaire continue et bijective, ce qui
est impossible car �1 est séparable mais �∞ ne l’est pas.

Pour plus d’exercices, voir le supplément associé à ce livre.



Chapitre 8

ESPACES DE HILBERT

O
n s’intéresse dans ce chapitre aux K-espaces de Banach, où K = R ou C, dont la
norme est définie par un produit scalaire. Ceci généralise immédiatement le cas de

l’espace de dimension finie Kn, muni de la norme ‖x‖2 =
( n∑

i=1

|xi|2
) 1

2

.

8.1 Formes sesquilinéaires et formes hermitiennes

Définition 8.1.1. Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Une application f : E −→ F
est dite semi-linéaire ou antilinéaire lorsque, pour tout x, y ∈ E et tout λ ∈ K, on a :

f(x+ y) = f(x) + f(y) et f(λx) = λf(x) .

Lorsque K = R, semi-linéaire cöıncide avec linéaire. Si F = K, f est dite forme semi-
linéaire.

Définition 8.1.2. Soit E un K-espace vectoriel. Une forme sesquilinéaire sur E est
une application ϕ : E×E −→ K, vérifiant, pour tout x, x′, y, y′ ∈ E et tout λ, μ ∈ K, les
propriétés suivantes :

i) ϕ(x+ x′, y) = ϕ(x, y) + ϕ(x′, y) et ϕ(λx, y) = λϕ(x, y) ;

ii) ϕ(x, y + y′) = ϕ(x, y) + ϕ(x, y′) et ϕ(x, μy) = μϕ(x, y).

Autrement dit, une forme sesquilinéaire sur un K-espace vectoriel E est une application
ϕ : E × E −→ K telle que :

i) pour tout y ∈ E, l’application x �−→ ϕ(x, y) soit linéaire ;

ii) pour tout x ∈ E, l’application y �−→ ϕ(x, y) soit semi-linéaire.

Définition 8.1.3. Soit E un K-espace vectoriel. Une forme hermitienne sur E est
une application ϕ : E ×E −→ K telle que, pour tout x, x′, y ∈ E et tout λ ∈ K, on ait :

ϕ(x + x′, y) = ϕ(x, y) + ϕ(x′, y) , ϕ(λx, y) = λϕ(x, y) et ϕ(y, x) = ϕ(x, y) .

343
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Remarque 8.1.1. Soit E un K-espace vectoriel.

1. Toute forme hermitienne sur E est aussi une forme sesquilinéaire sur E.

2. Lorsque K = R, une forme hermitienne sur E est tout simplement une forme
bilinéaire symétrique sur E.

3. Lorsque K = R, une forme sesquilinéaire sur E est simplement une forme bilinéaire
sur E.

4. Si ϕ est une forme sesquilinéaire sur E, alors pour tout x, y ∈ E, on a ϕ(x, 0) =
ϕ(0, y) = 0.

On vérifie facilement la proposition suivante :

Proposition 8.1.1 (identité de polarisation). Soient E un K-espace vectoriel et
x, y ∈ E.

1. Si ϕ : E × E −→ K est une forme bilinéaire symétrique sur E, on a :

ϕ(x, y) = 1
4

[
ϕ(x+ y, x+ y)− ϕ(x − y, x− y)

]
.

2. Si K = C et si ϕ : E × E −→ C est une forme sesquilinéaire sur E, on a :

ϕ(x, y) = 1
4

[
ϕ(x+y, x+y)−ϕ(x−y, x−y)+ iϕ(x+ iy, x+ iy)− iϕ(x− iy, x− iy)

]
.

La proposition précédente nous dit que si ϕ est une forme bilinéaire symétrique ou une
forme sesquilinéaire sur un C-espace vectoriel, pour connâıtre ϕ, il suffit de connâıtre
ϕ(x, x) pour tout x.

Corollaire 8.1.1. Soient E un C-espace vectoriel et ϕ : E × E −→ C une application.
Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) ϕ est une forme hermitienne sur E.

(ii) ϕ est une forme sesquilinéaire sur E, et pour tout x ∈ E, on a ϕ(x, x) ∈ R.

Démonstration. L’implication (i) =⇒ (ii) est triviale. Montrons l’implication (ii) =⇒
(i). Soit ψ(x, y) = ϕ(x, y) − ϕ(y, x). Alors ψ est une forme sesquilinéaire sur E et pour
tout x ∈ E, on a ψ(x, x) = 0. Par l’identité de polarisation, ψ = 0, donc pour tout
x, y ∈ E, on a ϕ(x, y) = ϕ(y, x). Par conséquent, ϕ est une forme hermitienne sur E. �

Définition 8.1.4. Soient E un K-espace vectoriel et ϕ : E × E −→ K une forme
hermitienne sur E.

1. Le noyau de ϕ est l’ensemble ker(ϕ) = {x ∈ E ; ϕ(x, y) = 0 , pour tout y ∈ E}.
C’est un sous-espace vectoriel de E.

2. On dit que ϕ est non dégénérée lorsque ker(ϕ) = {0}.

3. On dit que ϕ est positive si ϕ(x, x) ≥ 0 quel que soit x ∈ E.

4. On dit que ϕ est définie positive si ϕ est positive et non dégénérée.
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Théorème 8.1.1 (inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit ϕ une forme hermitienne
positive sur un K-espace vectoriel E. Alors pour tout x, y ∈ E, on a :

|ϕ(x, y)|2 ≤ ϕ(x, x)ϕ(y, y) .

On en déduit que ϕ est définie positive si et seulement si pour tout x ∈ E \ {0}, on a
ϕ(x, x) > 0.

Démonstration. Soient x, y ∈ E. Pour tout λ ∈ K, on a :

0 ≤ ϕ(x + λy, x+ λy) = ϕ(x, x) + λλϕ(y, y) + λϕ(y, x) + λϕ(x, y) .

En prenant λ = tϕ(x, y), avec t ∈ R, on obtient pour tout t ∈ R, l’inégalité

0 ≤ ϕ(x, x) + t2|ϕ(x, y)|2ϕ(y, y) + 2t|ϕ(x, y)|2 .
Si ϕ(y, y) = 0, en faisant tendre t vers −∞, on obtient que |ϕ(x, y)| = 0, donc on

a |ϕ(x, y)|2 = ϕ(x, x)ϕ(y, y). Si ϕ(y, y) �= 0, on prend t =
−1

ϕ(y, y)
, on obtient alors

0 ≤ ϕ(x, x) +
|ϕ(x, y)|2

ϕ(y, y)
− 2

|ϕ(x, y)|2

ϕ(y, y)
, d’où on a |ϕ(x, y)|2 ≤ ϕ(x, x)ϕ(y, y). �

Proposition 8.1.2. Soit ϕ une forme hermitienne positive sur un K-espace vectoriel E.
Alors l’application x �−→

√
ϕ(x, x) est une semi-norme sur E. Si ϕ est définie positive,

alors x �−→
√

ϕ(x, x) est une norme sur E.

Démonstration. Pour tout x ∈ E et tout λ ∈ K, on a :√
ϕ(λx, λx) =

√
λλϕ(x, x) = |λ|

√
ϕ(x, x) .

Pour tout x, y ∈ E, on a :

ϕ(x + y, x+ y) = ϕ(x, x) + ϕ(y, y) + 2Re(ϕ(x, y))

≤ ϕ(x, x) + ϕ(y, y) + 2|ϕ(x, y)|

≤ ϕ(x, x) + ϕ(y, y) + 2
√

ϕ(x, x)
√

ϕ(y, y)

=
(√

ϕ(x, x) +
√

ϕ(y, y)
)2

.

D’où on a
√
ϕ(x+ y, x+ y) ≤

√
ϕ(x, x) +

√
ϕ(y, y). Donc l’application x �−→

√
ϕ(x, x)

est une semi-norme sur E. Si ϕ est définie positive, alors on a
√

ϕ(x, x) = 0 ⇐⇒ x = 0,

donc x �−→
√

ϕ(x, x) est bien une norme sur E. �

8.2 Produits scalaires et espaces de Hilbert

Définition 8.2.1. Soit E un K-espace vectoriel. Un produit scalaire sur E est une
forme hermitienne définie positive sur E. Autrement dit, un produit scalaire sur E est
une application :

〈 , 〉 : E × E −→ K
(x, y) �−→ 〈x, y〉

vérifiant, pour tous x, x′, y ∈ E et tout λ ∈ K, les propriétés suivantes :
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1. 〈x+ x′, y〉 = 〈x, y〉 + 〈x′, y〉 et 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉.

2. 〈y, x〉 = 〈x, y〉.

3. 〈x, x〉 ≥ 0.

4. 〈x, x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0.

Le nombre 〈x, y〉 est appelé le produit scalaire des x et y.

D’après la proposition précédente, tout K-espace vectoriel muni d’un produit scalaire
(x, y) �−→ 〈x, y〉 est donc un espace normé pour la norme définie par x �−→ ‖x‖ =

√
〈x, y〉

et, naturellement, un tel espace est toujours considéré comme un espace métrique pour
la distance correspondante d(x, y) = ‖x− y‖ =

√
〈x− y, x− y〉 .

Définition 8.2.2. 1. Un espace préhilbertien est un couple (E, 〈 , 〉), où E est
un K-espace vectoriel et 〈 , 〉 est un produit scalaire sur E.

2. Un espace euclidien est un R-espace préhilbertien de dimension finie.

3. Un espace hermitien est un C-espace préhilbertien de dimension finie.

4. Un espace de Hilbert ou espace hilbertien est un espace préhilbertien qui est
aussi de Banach pour la norme associée au produit scalaire.

Remarque 8.2.1. Soient (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien et y, z ∈ E tels que pour
tout x ∈ E, on ait 〈x, y〉 = 〈x, z〉, alors on a y = z. En effet, pour tout x ∈ E, on a

〈x, y − z〉 = 0. En prenant x = y − z, on obtient ‖y − z‖2 = 0, d’où y = z.

Exemple 8.2.1. 1. Le produit scalaire usuel sur Rn est défini par :

〈x, y〉 =
n∑

j=1

xjyj

où x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn.

2. Le produit scalaire usuel sur Cn est défini par :

〈x, y〉 =
n∑

j=1

xjyj

où x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Cn.

3. Sur Kn, tout produit scalaire définit une structure d’espace de Hilbert.

4. Rappelons que �2 est l’espace vectoriel des suites de scalaires (xn)n≥0 pour lesquelles

la série
∑
n≥0

|xn|2 converge. Alors �2 est un espace de Banach pour la norme ‖ ‖2

définie par : pour tout x = (xn)n≥0 ∈ �2, on a ‖x‖2 =
(∑+∞

n=0 |xn|2
) 1

2

. Soient
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x = (xn)n≥0, y = (yn)n≥0 ∈ �2. Pour tout n ≥ 0, on a 2|xnyn| ≤ |xn|2+ |yn|2, donc
la série de terme général xnyn est convergente dans K. On pose :

〈x, y〉 =
+∞∑
n=0

xnyn .

Alors l’application 〈 , 〉 est un produit scalaire sur �2 et pour tout x = (xn)n≥0 ∈ �2,

on a ‖x‖2 =
√
〈x, x〉. Donc (�2, ‖ ‖2) est un espace de Hilbert.

5. Soit I un ensemble non vide quelconque. Rappelons, voir exercice 6.37, que �2(I)
désigne le K-espace vectoriel des familles (xi)i∈I dans K telles que la famille de

nombres réels positifs
(
|xi|2

)
i∈I

soit sommable. Alors �2(I) est un espace de Banach

pour la norme ‖ ‖2 définie par : pour tout x = (xi)i∈I ∈ �2(I), on a :

‖x‖2 =
(∑

i∈I

|xi|2
) 1

2

.

Soient x = (xi)i∈I , y = (yi)i∈I ∈ �2(I). Pour tout i ∈ I, on a 2|xiyi| ≤ |xi|2 + |yi|2,
donc la famille (xiyi)i∈I est sommable dans K. On pose :

〈(xi)i∈I , (yi)i∈I〉 =
∑
i∈I

xiyi .

Alors l’application 〈 , 〉 est un produit scalaire sur �2(I) et pour tout x = (xi)i∈I ∈
�2(I), on a ‖x‖2 =

√
〈x, x〉. Donc (�2(I), ‖ ‖2) est un espace de Hilbert.

6. Soit C([0, 1]) l’espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] et à valeurs dans
K. Pour tout f, g ∈ C([0, 1]), on pose :

〈f, g〉 =
∫ 1

0

f(t)g(t)dt .

On définit ainsi un produit scalaire sur C([0, 1]). Muni de ce produit scalaire,
C([0, 1]) est un espace préhilbertien, mais non un espace de Hilbert, voir exercice
2.32.

7. Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace préhilbertien (E, 〈 , 〉). La restriction
du produit scalaire 〈 , 〉 à F × F confère à F une structure d’espace préhilbertien.
De plus, si E est un espace de Hilbert, alors F est un espace de Hilbert si et
seulement si F est fermé dans E.

8. Si (E1, 〈 , 〉1), . . . , (En, 〈 , 〉n) sont des K-espaces préhilbertiens, on définit sur
l’espace vectoriel produit E = E1 × · · · × En le produit scalaire

〈x, y〉 =
n∑

j=1

〈xj , yj〉j

où x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ E. Muni de ce produit scalaire, E est dit
un espace de Hilbert si et seulement si pour tout j ∈ {1, . . . , n}, (Ej , 〈 , 〉j) est un
espace de Hilbert. Dans ce cas, on dit que E est l’espace de Hilbert produit des
espaces de Hilbert (Ej , 〈 , 〉j).
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Remarque 8.2.2. Soient (E, 〈 , 〉) un R-espace préhilbertien et EC le complexifié de
l’espace vectoriel réel E. Rappelons que EC est obtenu en munissant le R -espace vectoriel
E×E de la structure de C -espace vectoriel donnée par (a+ ib)(x, y) = (ax− by, ay+ bx)
(pour a, b ∈ R et x, y ∈ E). On plonge E dans EC par l’application u : x �−→ (x, 0), de
sorte que (x, y) s’écrit u(x) + iu(y). Pour tout (x, y), (x′, y′) ∈ EC, on pose :

〈(x, y), (x′, y′)〉c = 〈x, x′〉 − i〈x, y′〉+ i〈y, x′〉+ 〈y, y′〉 .

Alors 〈 , 〉c est un produit scalaire sur EC qui en fasse un C-espace préhilbertien et tel que
pour tout x, y ∈ E, on ait 〈u(x), u(y)〉c = 〈x, y〉. Autrement dit, EC a une structure de C-
espace préhilbertien dont la restriction à E induit sa structure de R-espace préhilbertien.

Proposition 8.2.1. Soit (E, 〈 , 〉) un K-espace préhilbertien. Pour tout x, y ∈ E, on a :

1. ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 2Re(〈x, y〉) + ‖y‖2.

2. |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ (inégalité de Cauchy-Schwarz).

L’égalité est réalisée si et seulement si x et y ne sont pas linéairement indépendants.

3. ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
(identité du parallélogramme).

4. Si K = R, 〈x, y〉 = 1
4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
.

5. Si K = C, 〈x, y〉 = 1
4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i‖x+ iy‖2 − i‖x− iy‖2

)
.

Démonstration. 1. Soient x, y ∈ E, on a :

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉

= 〈x, x〉 + 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉

= ‖x‖2 + 〈x, y〉+ 〈x, y〉 + ‖y‖2

= ‖x‖2 + 2Re(〈x, y〉) + ‖y‖2 .

2. On a déjà montré l’inégalité de Cauchy-Schwarz, théorème 8.1.1, il reste à montrer
que l’égalité est réalisée si et seulement si x et y ne sont pas linéairement indépendants.
Supposons d’abord que x et y ne sont pas linéairement indépendants. Comme l’égalité
est symétrique en x et y, on peut supposer qu’il existe λ ∈ K tel que x = λy.
Alors on a :

‖x‖2 = 〈x, x〉 = λλ〈y, y〉 = |λ|2 ‖y‖2

et

|〈x, y〉|2 = |λ〈y, y〉|2 = |λ|2 ‖y‖4 = |λ|2 ‖y‖2 ‖y‖2 = ‖x‖2 ‖y‖2 ,

d’où |〈x, y〉| = ‖x‖ ‖y‖.
Réciproquement, supposons que l’on a |〈x, y〉| = ‖x‖ ‖y‖. Si y = 0, alors x et y ne sont
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pas linéairement indépendants. Supposons donc y �= 0, alors on a ‖y‖ �= 0. En s’inspirant

du théorème 8.1.1, on calcule
∥∥∥x− 〈x, y〉

‖y‖2
y
∥∥∥2, on trouve :

∥∥∥x− 〈x, y〉
‖y‖2

y
∥∥∥2 =

‖x‖2 ‖y‖2 − |〈x, y〉|2

‖y‖2
= 0 .

Par conséquent, on a x =
〈x, y〉
‖y‖2

y. Donc x et y ne sont pas linéairement indépendants.

3. Soient x, y ∈ E, on a :

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 〈x + y, x+ y〉+ 〈x− y, x− y〉

= 〈x, x〉 + 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉+ 〈x, x〉 − 〈x, y〉 − 〈y, x〉+ 〈y, y〉

= 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.

Les propriétés 4 et 5 sont des cas particuliers de la proposition 8.1.1. �

Proposition 8.2.2. Soit (E, 〈 , 〉) un K-espace préhilbertien, muni de la norme associée
au produit scalaire, alors (x, y) �−→ 〈x, y〉 est une application continue de E×E dans K.

Démonstration. Soit (x0, y0) ∈ E × E. Pour tout (x, y) ∈ E × E, on a :

〈x, y〉 = 〈x0+x−x0, y0+ y− y0〉 = 〈x0, y0〉+ 〈x0, y− y0〉+ 〈x−x0, y0〉+ 〈x−x0, y− y0〉 .

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :∣∣〈x, y〉 − 〈x0, y0〉
∣∣ ≤ ‖x0‖ ‖y − y0‖+ ‖y0‖ ‖x− x0‖+ ‖x− x0‖ ‖y − y0‖ .

Par conséquent, l’application (x, y) �−→ 〈x, y〉 est continue en (x0, y0). �

Proposition 8.2.3. Le complété d’un espace préhilbertien est un espace de Hilbert.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 8 du supplément.

Remarque 8.2.3. Soit ϕ une forme hermitienne positive sur un K-espace vectoriel E.
Il résulte de l’inégalité de Cauchy-Schwarz que

F = ker(ϕ) =
{
x ∈ E ; ϕ(x, x) = 0

}
=
{
x ∈ E ; ϕ(x, y) = 0 , pour tout y ∈ E

}
est un sous-espace vectoriel de E. Voir également propositions 7.5.1 et 8.1.2. Soit π :
E −→ E/F l’application quotient. Pour tout x, y ∈ E et pour tout a, b ∈ F , on a :

ϕ(x + a, y + b) = ϕ(x, y) + ϕ(x, b) + ϕ(a, y) + ϕ(a, b) = ϕ(x, y) .

Par conséquent, si pour tout x, y ∈ E, on pose 〈π(x), π(y)〉 = ϕ(x, y), alors 〈 , 〉 est un
produit scalaire sur l’espace vectoriel quotient E/F , et donc (E/F, 〈 , 〉) est un espace
préhilbertien, appelé l’espace préhilbertien séparé de l’espace vectoriel E muni de
la forme hermitienne positive ϕ. Le complété de l’espace préhilbertien (E/F, 〈 , 〉) est
appelé l’espace de Hilbert complété séparé de l’espace vectoriel E muni de la forme
hermitienne positive ϕ.
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8.3 Orthogonalité et théorème de projection

Définition 8.3.1. Soit (E, 〈 , 〉) un K-espace préhilbertien.

1. On dit que deux éléments x et y de E sont orthogonaux si l’on a 〈x, y〉 = 0. On
note alors x⊥ y.

2. On dit que deux parties non vides A et B de E sont orthogonales si pour tout
x ∈ A et pour tout y ∈ B, on a 〈x, y〉 = 0. Dans ce cas, on note A⊥B.

3. Si A est une partie non vide de E, on appelle orthogonal de A et l’on note A⊥

l’ensemble des vecteurs orthogonaux à tous les vecteurs de A, i.e.

A⊥ =
{
x ∈ E ; 〈x, a〉 = 0 , pour tout a ∈ A

}
.

Proposition 8.3.1 (théorème de Pythagore). Soit (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien.
Si (xi)1≤i≤n est une famille finie d’éléments deux à deux orthogonaux dans E, alors on
a : ∥∥∥ n∑

i=1

xi

∥∥∥2 =

n∑
i=1

‖xi‖2 .

Démonstration. On a :

∥∥∥ n∑
i=1

xi

∥∥∥2 =
〈 n∑

i=1

xi,

n∑
j=1

xj

〉
=

n∑
i=1

〈
xi,

n∑
j=1

xj

〉
=

n∑
i,j=1

〈xi, xj〉 =
n∑

i=1

〈xi, xi〉 =
n∑

i=1

‖xi‖2 .

�

Proposition 8.3.2. Soit A une partie non vide d’un K-espace préhilbertien (E, 〈 , 〉).

1. A⊥ est un sous-espace vectoriel fermé de E, et on a A ∩A⊥ ⊂ {0}.

2. On a A ⊂ (A⊥)⊥.

3. On a A
⊥
= A⊥ = Vect(A)

⊥
.

4. Si A est dense dans E, alors on a A⊥ = {0}.

5. Si B est une partie non vide de E, on a (A ∩ B)⊥ = A⊥ ∩ B⊥. Si A ⊂ B, alors
on a B⊥ ⊂ A⊥.

Démonstration. 1. Soient a ∈ A, x, y ∈ A⊥ et λ ∈ K. On a 〈x + λy, a〉 = 〈x, a〉 +
λ〈y, a〉 = 0, donc x + λy ∈ A⊥. Par conséquent, A⊥ est un sous-espace vectoriel de E.
Montrons que A⊥ est fermé dans E. Soit (xn)n≥0 une suite dans A⊥ qui converge vers un
élément z ∈ E. D’après la proposition 8.2.2, l’application (x, y) �−→ 〈x, y〉 est continue,
donc on a lim

n→+∞〈xn, a〉 = 〈z, a〉. Or pour tout n ≥ 0, on a 〈xn, a〉 = 0, d’où 〈z, a〉 = 0.

Donc on a z ∈ A⊥. Par conséquent, A⊥ est fermé dans E. Soit x ∈ A ∩ A⊥, alors on a
〈x, x〉 = 0, d’où x = 0. Donc on a A ∩A⊥ ⊂ {0}.
2. Soit x ∈ A. Pour tout y ∈ A⊥, on a 〈x, y〉 = 0, donc x ∈ (A⊥)⊥. Par conséquent, on a
A ⊂ (A⊥)⊥. Comme (A⊥)⊥ est fermé dans E, alors on a A ⊂ (A⊥)⊥.
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3. Puisque l’on a A ⊂ Vect(A), alors Vect(A)⊥ ⊂ A⊥. Réciproquement, soit x ∈ A⊥,
alors pour tout a ∈ A, on a 〈a, x〉 = 0. Soit y ∈ Vect(A), alors il existe a1, . . . , an ∈ A

et λ1, . . . , λn ∈ K tels que y =

n∑
i=1

λiai, d’où on a 〈y, x〉 =

n∑
i=1

λi〈ai, x〉 = 0. Donc on

a x ∈ Vect(A)
⊥
. Par conséquent, on a A⊥ = Vect(A)

⊥
. On a A ⊂ A, alors A

⊥ ⊂ A⊥.
Réciproquement, soit x ∈ A⊥. Soit y ∈ A, alors il existe une suite (an)n≥0 dans A telle

que lim
n→+∞ an = y. Donc on a 〈y, x〉 = lim

n→+∞〈an, x〉 = 0, d’où x ∈ A
⊥
. Par conséquent,

on a A⊥ = A
⊥
.

4. Soit x ∈ A⊥. Comme A est dense dans E, il existe une suite (an)n≥0 dans A telle que
lim

n→+∞ an = x. Alors on a ‖x‖2 = 〈x, x〉 = lim
n→+∞〈an, x〉 = 0, d’où x = 0. Par conséquent,

on a A⊥ = {0}.
La propriété 5 est triviale. �

Définition 8.3.2. Soient (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien et (xi)i∈I une famille d’élé-
ments non nuls de E.

1. On dit que (xi)i∈I est une famille orthogonale ou système orthogonal si les xi

sont deux à deux orthogonaux. Autrement dit, si pour tout i, j ∈ I tels que i �= j,
on ait 〈xi, xj〉 = 0.

2. On dit que (xi)i∈I est une famille orthonormale ou système orthonormal ou
encore système orthonormé si (xi)i∈I est une famille orthogonale et si de plus,
pour tout i ∈ I, on a 〈xi, xi〉 = 1.

Remarque 8.3.1. Soient (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien et (xi)i∈I une famille d’élé-
ments de E.

1. La famille (xi)i∈I est orthonormale si pour tout i, j ∈ I, on a :

〈xi, xj〉 = δi,j =

{
1 si i = j ,
0 si i �= j .

2. Il est immédiat que si (xi)i∈I est une famille orthogonale, alors la famille
( xi

‖xi‖
)
i∈I

est orthonormale.

3. Toute famille orthogonale est algébriquement libre. En effet, soient J une partie

finie de I et (λj)j∈J une famille d’éléments de K telles que
∑
j∈J

λjxj = 0. D’après le

théorème de Pythagore, on a 0 =
∥∥∥∑

j∈J

λjxj

∥∥∥2 =
∑
j∈J

|λj |2 ‖xj‖2, donc on a λj = 0,

pour tout j ∈ J .

Proposition 8.3.3. Soit (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert.

1. Soit (xi)i∈I une famille orthogonale dans (H, 〈 , 〉). Alors la famille (xi)i∈I est

sommable dans H si et seulement si la famille
(
‖xi‖2

)
i∈I

est sommable dans R+.
Dans ce cas, on a : ∥∥∥∑

i∈I

xi

∥∥∥2 =
∑
i∈I

‖xi‖2 .
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2. Soient (ei)i∈I une famille orthonormale dans (H, 〈 , 〉) et (λi)i∈I une famille
d’éléments dans K. Alors la famille (λiei)i∈I est sommable dans H si et seulement

si la famille
(
|λi|2

)
i∈I

est sommable dans R+. Dans ce cas, on a :

∥∥∥∑
i∈I

λiei

∥∥∥2 =
∑
i∈I

|λi|2 .

En plus, si on note x =
∑
i∈I

λiei, alors pour tout i ∈ I, on a 〈x, ei〉 = λi.

Démonstration. 1. Puisque H est un espace de Banach, d’après la proposition 6.7.2,
alors la famille (xi)i∈I est sommable dans H si et seulement si elle vérifie le critère
de Cauchy. Soit J une partie finie de I. Puisque (xi)i∈I est une famille orthogonale,

d’après le théorème de Pythagore, on a
∥∥∥∑

i∈J

xi

∥∥∥2 =
∑
i∈J

‖xi‖2 . Donc la famille (xi)i∈I

vérifie le critère de Cauchy si et seulement si la famille
(
‖xi‖2

)
i∈I

vérifie le critère de

Cauchy. Par conséquent, la famille (xi)i∈I est sommable dans H si et seulement si la

famille
(
‖xi‖2

)
i∈I

est sommable dans R+. Supposons que (xi)i∈I est sommable dans H

et soit x =
∑
i∈I

xi. D’après la proposition 6.7.3, il existe une suite croissante (In)n≥1 de

parties finies de I telles que x = lim
n→+∞

∑
i∈In

xi et
∑
i∈I

‖xi‖2 = lim
n→+∞

∑
i∈In

‖xi‖2. D’après

le théorème de Pythagore, pour tout n ≥ 1, on a
∥∥∥∑

i∈In

xi

∥∥∥2 =
∑
i∈In

‖xi‖2, on en déduit

que l’on a
∥∥∥∑

i∈I

xi

∥∥∥2 =
∑
i∈I

‖xi‖2.

2. Pour tout i ∈ I, on pose xi = λiei, alors la famille (xi)i∈I est orthogonale dans
H . Pour avoir le résultat, il suffit d’appliquer 1. Supposons maintenant que (λiei)i∈I est

sommable dans H , et soit x =
∑
i∈I

λiei. Soit i ∈ I. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

l’application y �−→ 〈y, ei〉 est une forme linéaire continue de E dans K. Il résulte alors de
la proposition 6.7.6 que pour tout i ∈ I, on a 〈x, ei〉 = λi. �

Proposition 8.3.4. Soit (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert.

1. Soit (xn)n≥0 une suite de vecteurs deux à deux orthogonaux dans H. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) La famille (xn)n∈N est sommable dans H.

(ii) La série
∑

xn est convergente dans H.

(iii) La série
∑

‖xn‖2 est convergente.

(iv) La famille
(
‖xn‖2

)
n∈N

est sommable.

Dans ce cas, on a
∥∥∥∑

n∈N

xn

∥∥∥2 =
∥∥∥ ∞∑

n=0

xn

∥∥∥2 =

∞∑
n=0

‖xn‖2.
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2. Soient (en)n≥0 une suite orthonormale dans (H, 〈 , 〉) et (λn)n≥0 une suite d’élé-

ments dans K. Alors la série
∑

λnen est convergente dans H si et seulement si la

série
∑

|λn|2 est convergente dans R+. Dans ce cas, on a :

∥∥∥ +∞∑
n=0

λnen

∥∥∥
2

=

+∞∑
n=0

|λn|2 .

En plus, si on note x =

+∞∑
n=0

λnen, alors pour tout n ≥ 0, on a 〈x, en〉 = λn.

Démonstration. 1. L’implication (i) =⇒ (ii) est triviale, voir remarque 6.7.4.
Montrons l’implication (ii) =⇒ (iii). D’après le théorème de Pythagore, pour tout m ≥

n ≥ 0, on a
∥∥∥ m∑

k=n

xk

∥∥∥2 =

m∑
k=n

‖xk‖2. Donc la série
∑

xn vérifie le critère de Cauchy si

et seulement si la série
∑

‖xn‖2 vérifie le critère de Cauchy. Par conséquent, la série∑
‖xn‖2 est convergente.

L’implication (iii) =⇒ (iv) résulte du corollaire 6.7.1. Enfin, l’implication (iv) =⇒ (i)
résulte de la proposition précédente.

Supposons maintenant que la famille (xn)n∈N est sommable dans H , alors on a
∑
n∈N

xn =

∞∑
n=0

xn. D’après le théorème de Pythagore, pour tout n ≥ 0, on a
∥∥∥ n∑

k=0

xk

∥∥∥2 =

n∑
k=0

‖xk‖2.

Par conséquent, on a
∥∥∥ ∞∑

n=0

xn

∥∥∥2 =

∞∑
n=0

‖xn‖2.

2. On applique 1 à la suite (λnen)n≥0. Supposons à présent que la série
∑

λnen est

convergente dans H , et soit x =

+∞∑
n=0

λnen. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, pour

tout n ≥ 0, l’application y �−→ 〈y, en〉 est une forme linéaire continue de E dans K. Par
conséquent, pour tout n ≥ 0, on a 〈x, en〉 = λn. �

Proposition 8.3.5. Soient (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien et A une partie convexe
non vide de E. Soient x ∈ E et a ∈ A. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) ‖x− a‖ = d(x,A).

(ii) Pour tout z ∈ A, on a Re(〈x − a, z − a〉) ≤ 0.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soit z ∈ A. Puisque A est convexe,

alors pour tout t ∈ ]0, 1], on a (1 − t)a + tz ∈ A, d’où ‖x− (1− t)a− tz‖2 ≥ ‖x− a‖2.
Comme on a :

‖x− (1− t)a− tz‖2 = ‖x− a− t(z − a)‖2

= ‖x− a‖2 + t2‖a− z‖2 − 2tRe(〈x− a, z − a〉) .
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On en déduit que pour tout t ∈ ]0, 1], on a 2Re(〈x−a, z−a〉) ≤ t‖a− z‖2. On fait tendre
t vers 0, on obtient Re(〈x− a, z − a〉) ≤ 0.
Montrons l’implication (ii) =⇒ (i). Soit a ∈ A tel que pour tout z ∈ A, on ait
Re(〈x − a, z − a〉) ≤ 0. Alors on a :

‖x− z‖2 = ‖x− a− (z − a)‖2

= ‖x− a‖2 + ‖a− z‖2 − 2Re(〈x − a, z − a〉)
≥ ‖x− a‖2 .

Par conséquent, on a ‖x− a‖ = d(x,A). �

Remarque 8.3.2. Notez que dans la proposition précédente, on n’a pas besoin de la
convexité de A pour montrer l’implication (ii) =⇒ (i).

Remarque 8.3.3. Pour comprendre la signification
de la propriété (ii) dans la proposition précédente,
considérons E comme un R-espace préhilbertien.
Pour tout y ∈ E, soit ϕ(y) = Re(〈x − a, y〉). Alors
ϕ est une forme R-linéaire sur E, et par l’inégalité
de Cauchy-Schwarz, ϕ est continue. Supposons que
x �∈ A. On a ϕ(x − a) = ‖x − a‖2 > 0, d’où
ϕ(x) > ϕ(a). D’autre part, pour tout z ∈ A, on a
ϕ(z − a) = Re(〈x− a, z − a〉) ≤ 0, d’où ϕ(z) ≤ ϕ(a).
La propriété (ii) signifie que l’hyperplan affine fermé
F = ker(ϕ)+a sépare le point x et l’ensemble convexe
A, voir définition 7.8.1.

A

F

x

a

z

Proposition 8.3.6. Soient (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien et A une partie non vide
convexe de E. Soient x, y ∈ E et a, b ∈ A tels que ‖x−a‖ = d(x,A) et ‖y− b‖ = d(x,A).
Alors on a ‖a− b‖ ≤ ‖x− y‖. En particulier, pour tout z ∈ E, il existe au plus un point
a ∈ A tel que d(z, A) = ‖z − a‖.

Démonstration. Soit z = x− y − (a− b). Alors on a :

‖x− y‖2 = ‖z + (a− b)‖2 = ‖z‖2 + ‖a− b‖2 + 2Re(〈z, a− b〉) .

D’autre part, on a :

Re(〈z, a− b〉) = Re(〈x− y − (a− b), a− b〉)

= −Re(〈x − a, b− a〉)− Re(〈y − b, a− b〉) ≥ 0 .

Par conséquent, on a ‖x− y‖ ≥ ‖a− b‖. �

Proposition 8.3.7. Soient (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel
de E. Soient x ∈ E et x0 ∈ F . Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) ‖x− x0‖ = d(x, F ).

(ii) x− x0 ∈ F⊥. Autrement dit, pour tout y ∈ F , on a 〈x − x0, y〉 = 0.
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Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soient y ∈ F et λ ∈ K tels que
|λ| = 1 et 〈x− x0, λy〉 = −|〈x− x0, y〉|. Pour tout t > 0, on a x0 − tλy ∈ F , d’où :

‖x− x0‖2 = (d(x, F ))2 ≤ ‖x− x0 + tλy‖2 = ‖x− x0‖2 − 2t|〈x− x0, y〉|+ t2‖y‖2 .

Par conséquent, pour tout t > 0, on a 2|〈x − x0, y〉| ≤ t‖y‖2, d’où 〈x − x0, y〉 = 0.
Autrement dit, on a x− x0 ∈ F⊥.
Montrons l’implication (ii) =⇒ (i). Soit y ∈ F , alors on a x0−y ∈ F . Par le théorème de

Pythagore, on a ‖x− y‖2 = ‖x− x0 + x0 − y‖2 = ‖x− x0‖2 + ‖x0 − y‖2 ≥ ‖x− x0‖2,
d’où ‖x− x0‖ = d(x, F ). �

Théorème 8.3.1 (théorème de projection). Soient (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien
et A une partie non vide convexe de E. On suppose de plus que A est complète quand elle
est munie de la distance induite par la norme sur E (ce sera notamment le cas lorsque
E est un espace de Hilbert et A est une partie non vide convexe et fermée de E). Pour
tout x ∈ H, il existe un unique point a ∈ A tel que :

‖x− a‖ = d(x,A) .

Ce point est appelé la projection de x sur A et noté PA(x).

Démonstration. Soit (an)n≥0 une suite dans A telle que ‖x − an‖ −→
n→+∞d(x,A). On

applique l’identité du parallélogramme aux points x− an et x− am, on obtient :

‖2x− an − am‖2 + ‖am − an‖2 = 2
(
‖x− an‖2 + ‖x− am‖2

)
.

D’où on a ‖am − an‖2 = 2
(
‖x− an‖2 + ‖x− am‖2

)
− 4

∥∥∥x− an + am
2

∥∥∥2. Puisque A est

convexe, on a
an + am

2
∈ A, d’où d(x,A) ≤

∥∥∥x− an + am
2

∥∥∥. Donc on a :

‖am − an‖2 ≤ 2
(
‖x− an‖2 + ‖x− am‖2

)
− 4(d(x,A))2 .

Par conséquent, la suite (an)n≥0 est de Cauchy dans A, donc elle converge vers un élément
a ∈ A. D’où on a ‖x− a‖ = lim

n→+∞ ‖x− an‖ = d(x,A). L’unicité du point a résulte de la

proposition 8.3.6. �

Remarque 8.3.4. La conclusion du théorème précédent est en particulier vraie si l’on
suppose que (E, 〈 , 〉) est un espace préhilbertien et que A est une partie non vide
convexe fermée dans E et que A est contenue dans un sous-espace vectoriel de E de
dimension finie.

Théorème 8.3.2. Soient (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel
de E. On suppose que F est de Banach pour la norme induite par E (ce sera notamment
le cas lorsque E est un espace de Hilbert et F est un sous-espace vectoriel fermé de E).
Alors on a :

1. L’application x �−→ PF (x) est linéaire continue de E sur F . De plus, pour tout
x ∈ F , on a PF (x) = x et on a ‖PF ‖ = 1 si F �= {0}. En particulier, on a
PF ◦ PF = PF .
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2. On a ker(PF ) = F⊥.

3. E est la somme directe topologique de F et F⊥. En particulier, pour tout x ∈ E,
il existe un unique y ∈ F et un unique z ∈ F⊥ tels que x = y + z. En fait, on a
y = PF (x) et z = x− PF (x).

4. L’espace normé quotient E/F est isométriquement isomorphe à F⊥.

Démonstration. 1. Soient x, y ∈ E et λ ∈ K. Alors on a PF (x) + λPF (y) ∈ F et pour
tout z ∈ F , on a 〈x + λy − PF (x) − λPF (y), z〉 = 〈x − PF (x), z〉 + λ〈y − PF (y), z〉 = 0.
Donc on a x + λy − (PF (x) + λPF (y)) ∈ F⊥. Il résulte de la proposition 8.3.7 et du
théorème 8.3.1 que l’on a PF (x) + λPF (y) = PF (x + λy). Donc PF est linéaire. D’après
la proposition 8.3.6, pour tout x, y ∈ E, on a ‖PF (x) − PF (y)‖ ≤ ‖x− y‖, donc PF est
continue et on a ‖PF ‖ ≤ 1. Pour tout x ∈ F , on a x − x = 0 ∈ F⊥, donc PF (x) = x.
Par conséquent, PF est surjective de E sur F , et si F �= {0}, on a ‖PF ‖ ≥ 1, d’où
‖PF ‖ = 1. Pour tout x ∈ E, on a PF (x) ∈ F , d’où PF (PF (x)) = PF (x). Autrement dit,
on a PF ◦ PF = PF .
2. Soit x ∈ E, on a x ∈ ker(PF ) ⇐⇒ PF (x) = 0 ⇐⇒ x− 0 ∈ F⊥ ⇐⇒ x ∈ F⊥. Donc
on a ker(PF ) = F⊥.
3. Pour tout x ∈ E, on a x = x − PF (x) + PF (x), avec PF (x) ∈ F et x − PF (x) ∈ F⊥,
donc on a E = F + F⊥. Soit x ∈ F ∩ F⊥, alors on a 〈x, x〉 = 0, d’où x = 0. Donc on
a F ∩ F⊥ = 0. Par conséquent, E est la somme directe algébrique de F et F⊥. Comme
les applications x �−→ PF (x) et x �−→ x − PF (x) sont continues de E dans F et F⊥

respectivement, alors par la proposition 7.3.2, E est la somme directe topologique de F
et F⊥.
4. Soit π|

F⊥
: F⊥ −→ E/F la restriction de l’application quotient à F⊥. Alors π|

F⊥
est

linéaire et surjective. Pour tout x ∈ F⊥, on a PF (x) = 0, d’où ‖x‖ = ‖x − PF (x)‖ =
d(x, F ) = ‖π(x)‖. Par conséquent, π|

F⊥
est isométrique et bijective, donc E/F et F⊥

sont isométriquement isomorphes. �

Corollaire 8.3.1. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert et F un sous-espace vectoriel
fermé de H. Alors on a :

1. L’espace H est la somme directe topologique de F et F⊥. En particulier, tout sous-
espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert admet un supplémentaire topologique †.

2. Pour tout x ∈ H, on a x = PF (x) + PF⊥(x).

3. L’espace de Banach quotient H/F est un espace de Hilbert.

Définition 8.3.3. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert et F un sous-espace vectoriel
fermé de H . L’application linéaire PF est appelée le projecteur orthogonal ou la
projection orthogonale deH sur F . Pour tout x ∈ H , PF (x) est appelée la projection
orthogonale de x sur F .

Notation. Si H est un espace de Hilbert et si F et G sont des sous-espace vectoriels de
H tels que H soit la somme directe topologique des F et G, on note ceci H = F ⊕G.

†Lindenstrauss et Tzafriri ont montré en 1971 que si E est un espace de Banach tel que tout
sous-espace vectoriel fermé de E possède un supplémentaire topologique, alors E est linéairement
homéomorphe à un espace de Hilbert.
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Corollaire 8.3.2. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert et F un sous-espace vectoriel
de H.

1. On a F
⊥
= F⊥, (F⊥)⊥ = F et H = F ⊕ F⊥.

2. F est dense dans H si et seulement si F⊥ = {0}.

Démonstration. 1. D’après le théorème précédent et la proposition 8.3.2, on a F
⊥

=
F⊥, H = F ⊕ F⊥ et F ⊂ (F⊥)⊥. Il reste à montrer que l’on a (F⊥)⊥ ⊂ F . Soit

x ∈ (F⊥)⊥, alors il existe y ∈ F et z ∈ F⊥ = F
⊥

tels que x = y + z, d’où on a
〈x, z〉 = 〈y, z〉+ 〈z, z〉. Or on a 〈x, z〉 = 0 et 〈y, z〉 = 0, d’où 〈z, z〉, donc on a z = 0. Par
conséquent, on a x = y ∈ F . Donc on a (F⊥)⊥ ⊂ F .
2. Comme on a H = F ⊕F⊥, alors F est dense dans H si et seulement si F⊥ = {0}. �

Corollaire 8.3.3. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert et A une partie non vide de H.

1. On a (A⊥)⊥ = Vect(A).

2. A est totale si et seulement si A⊥ = {0}.

Remarque 8.3.5. On verra, exemple 8.6.3, que si A est une partie d’un espace préhilber-
tien (E, 〈 , 〉) telle que A⊥ = {0}, alors A n’est pas forcément totale dans E.

8.4 Théorème de représentation de Riesz

Proposition 8.4.1. Soient (H, 〈 , 〉) un K-espace préhilbertien, muni de la norme ‖ ‖
associée au produit scalaire, et H∗ le dual topologique de H.

1. Soit y ∈ H, alors l’application ϕy : x �−→ 〈x, y〉 de H dans K est une forme linéaire
continue sur H et on a ‖ϕy‖ = ‖y‖.

2. L’application suivante est semi-linéaire et isométrique.

φH : H −→ H∗

y �−→ ϕy

Démonstration. D’après la définition du produit scalaire, ϕy est une forme linéaire sur
H . D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a |ϕy(x)| = |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖. Donc ϕy est

continue et on a ‖ϕy‖ ≤ ‖y‖. Si y �= 0, on a ϕy

( y

‖y‖
)
= ‖y‖, d’où ‖ϕy‖ ≥ ‖y‖. Donc on

a ‖ϕy‖ = ‖y‖.
2. On vient de voir que φH est isométrique. Soient y, z ∈ H et λ ∈ K. Pour tout x ∈ H ,
on a :

φH(y + λz)(x) = 〈x, y + λz〉
= 〈x, y〉+ λ〈x, z〉
= φH(y)(x) + λφH(z)(x)

= (φH(y) + λφH(z))(x) .

Par conséquent, on a φH(y + λz) = φH (y) + λφH(z), donc φH est semi-linéaire. �
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Corollaire 8.4.1. Soient (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien et T ∈ L (E).

1. Pour tout x ∈ E, on a :

‖x‖ = sup
y �=0

|〈x, y〉|
‖y‖ = sup

‖y‖≤1

|〈x, y〉| = sup
‖y‖<1

|〈x, y〉| = sup
‖y‖=1

|〈x, y〉| .

2. On a ‖T ‖ = sup
‖x‖=‖y‖=1

|〈x, T (y)〉| = sup
‖x‖=‖y‖=1

|〈T (x), y〉|.

Démonstration. Il suffit de combiner la proposition précédente et la proposition 6.3.1.
�

Le théorème de Riesz suivant nous dit qu’en fait l’application φH est aussi surjective si
H est un espace de Hilbert.

Théorème 8.4.1 (théorème de représentation de Riesz). Soient (H, 〈 , 〉) un
espace de Hilbert, muni de la norme ‖ ‖ associée au produit scalaire, et H∗ le dual
topologique de H. Alors pour tout ϕ ∈ H∗, il existe un unique yϕ ∈ H tel que pour tout

x ∈ H, on ait ϕ(x) = 〈x, yϕ〉. Évidemment, dans ce cas, on a ‖ϕ‖ = ‖yϕ‖. Autrement
dit, l’application φH est bijective.

Démonstration. Si ϕ = 0, il suffit de prendre yϕ = 0. Supposons donc ϕ �= 0. Alors
F = ker(ϕ) est un sous-espace vectoriel fermé de H tel que F �= H . Par le corollaire
8.3.2, on a F⊥ �= {0}. Soit z ∈ F⊥ tel que ϕ(z) = 1. Alors pour tout x ∈ H , on a
x = x−ϕ(x)z+ϕ(x)z, avec x−ϕ(x)z ∈ F . Donc on a 〈x, z〉 = 〈x−ϕ(x)z, z〉+〈ϕ(x)z, z〉 =
0+ϕ(x) ‖z‖2. D’où on a ϕ(x) =

〈
x,

z

‖z‖2
〉
. Alors il suffit de prendre yϕ =

z

‖z‖2
. L’unicité

résulte de la remarque 8.2.1. �

Remarque 8.4.1. Soit (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert. Alors le dual topologique H∗

est un espace de Hilbert pour le produit scalaire suivant :
Pour tout y, z ∈ H , on pose 〈ϕy, ϕz〉∗ = 〈z, y〉. Notons que ce produit scalaire sur H∗

induit la norme déjà existant sur H∗.

Corollaire 8.4.2. Tout espace de Hilbert est réflexif.

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert. D’après le théorème précédent, on sait
que l’application

φH : H −→ H∗

y �−→ ϕy

où ϕy(x) = 〈x, y〉, est semi-linéaire, bijective et isométrique. Soient J : H −→ H∗∗

l’application canonique et h ∈ H∗∗, alors l’application y �→ h(ϕy) est une forme linéaire

continue sur H . Donc il existe x ∈ H tel que pour tout y ∈ H , on ait h(ϕy) = 〈y, x〉,
d’où on a h(ϕy) = 〈y, x〉 = 〈x, y〉 = ϕy(x) = J(x)(ϕy). Par conséquent, on a h = J(x).
Autrement dit, J est surjective, donc H est réflexif. �

Soient E et F deux espaces de Hilbert. Pour alléger les notations, on note par le même
symbole les produits scalaires sur E et F . On note aussi par le même symbole les normes
sur E, F et L (E; F ).



8.4. Théorème de représentation de Riesz 359

Proposition 8.4.2. Soient (H1, 〈 , 〉) et (H2, 〈 , 〉) deux espaces de Hilbert. Pour tout
T ∈ L (H1; H2), il existe un unique T ∗ ∈ L (H2; H1) tel que pour tout x ∈ H1 et tout
y ∈ H2, on ait :

〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉 .
L’application linéaire continue T ∗ est appelé l’adjoint de T .

Démonstration. Soit y ∈ H2, l’application ϕy ◦ T : x �−→ 〈T (x), y〉 est une forme
linéaire continue sur H1. Donc, par le théorème de Riesz, il existe un unique élément
T ∗(y) ∈ H1 tel que, pour tout x ∈ H1, on ait 〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉. De plus, on a :

‖T ∗(y)‖ = ‖ϕy ◦ T ‖ ≤ ‖ϕy‖ ‖T ‖ = ‖y‖ ‖T ‖ .

Soient y, z ∈ H2 et λ ∈ K. Pour tout x ∈ H1, on a :

〈x, T ∗(y + λz)〉 = 〈T (x), y + λz〉

= 〈T (x), y〉+ λ 〈T (x), z〉

= 〈x, T ∗(y)〉+ 〈x, λT ∗(z)〉

= 〈x, T ∗(y) + λT ∗(z)〉 .

Par conséquent, on a T ∗(y + λz) = T ∗(y) + λT ∗(z), donc T ∗ : H2 −→ H1 est linéaire.
Pour tout y ∈ H2, on a ‖T ∗(y)‖ ≤ ‖y‖ ‖T ‖, donc T ∗ est continue et on a ‖T ∗‖ ≤ ‖T ‖. �

Remarque 8.4.2. Soient H1, H2 des espaces de Hilbert et T ∈ L (H1; H2). On vient
de voir qu’il existe un unique T ∗ ∈ L (H2; H1) tel que pour tout x ∈ H1 et tout y ∈ H2,
on ait 〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉. Par ailleurs, on a déjà vu, paragraphe 7.10, la notion de
l’adjoint dans le cadre des espaces normés. En fait, on peut identifier les deux notions
parce que le diagramme suivant est commutatif.

H1 H2

H∗
1 H∗

2

�
φH1

�T∗

�
φH2

�T∗

La seule différence entre les deux notions est que dans le cadre des espaces normés,
l’application T �−→ T ∗ est linéaire, par contre elle est semi-linéaire dans le cadre des
espaces de Hilbert, ceci provient du fait que φH est semi-linéaire.

Proposition 8.4.3. Soient E, F et H des espaces de Hilbert.

1. Pour tout T ∈ L (E; F ), on a :

(T ∗)∗ = T, ‖T ∗‖ = ‖T ‖ et ‖T ∗ ◦ T ‖ = ‖T ◦ T ∗‖ = ‖T ‖2 .

2. L’application suivante est semi-linéaire, bijective et isométrique.

A : L (E; F ) −→ L (F ; E)
T �−→ T ∗
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3. On a idE
∗ = idE, où idE désigne l’application identité de E.

4. Pour tout T ∈ L (E; F ) et tout S ∈ L (F ; H), on a (S ◦ T )∗ = T ∗ ◦ S∗.

5. Si T ∈ L (E; F ) est un homéomorphisme, alors T ∗ est un homéomorphisme et on

a (T ∗)−1 = (T−1)
∗
.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 8 du supplément.

Exemple 8.4.1. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert et E un sous-espace vectoriel
fermé de H . Soient ı : E ↪→ H l’injection canonique et p : H −→ E la projection
orthogonale sur E. Alors on a ı∗ = p. En effet, soient x ∈ E et y ∈ H . On a y = p(y)+ z,
avec z ∈ E⊥, et 〈ı(x), y〉 = 〈x, y〉 = 〈x, p(y) + z〉 = 〈x, p(y)〉. Donc on a ı∗ = p.

Exemple 8.4.2. 1. Soit E = Rn muni de la structure euclidienne canonique. L’espace
L (E) s’identifie à l’espace Mn(R) des matrices à n lignes et n colonnes et à
coefficients dans R. Si T ∈ Mn(R), alors T ∗ est la matrice transposée de T .
Autrement dit, si T = [aij ] ∈ Mn(R), alors on a T ∗ = [bij ], avec bij = aji.

2. Soit E = Cn muni de la structure hermitienne canonique. L’espace L (E) s’identifie
à l’espace Mn(C) des matrices à n lignes et n colonnes et à coefficients dans C.
Si T ∈ Mn(C), alors T ∗ est la matrice transconjuguée de T . Autrement dit, si
T = [aij ] ∈ Mn(C), alors on a T ∗ = [bij ], avec bij = aji.

Proposition 8.4.4. Soient E, F des espaces de Hilbert et T ∈ L (E; F ). Alors on a :

ker(T ∗) = Im(T )⊥ et ker(T ) = Im(T ∗)⊥ .

Démonstration. Pour tous x ∈ E et y ∈ F , on a 〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉, d’où :

x ∈ ker(T ) ⇐⇒ T (x) = 0

⇐⇒ pour tout y ∈ F, 〈T (x), y〉

⇐⇒ pour tout y ∈ F, 〈x, T ∗(y)〉 ⇐⇒ x ∈ Im(T ∗)⊥ .

Donc on a ker(T ) = Im(T ∗)⊥. On en déduit que l’on a ker(T ∗) = Im((T ∗)∗)⊥ = Im(T )
⊥
.
�

Corollaire 8.4.3. Soient E, F des espaces de Hilbert et T ∈ L (E; F ). Alors on a :

1. T (E) est dense dans F si et seulement si T ∗ est injective.

2. T ∗(F ) est dense dans E si et seulement si T est injective.

Démonstration. Ceci résulte de la proposition précédente et du corollaire 8.3.2. �

Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert et f : H×H −→ K une forme sesquilinéaire sur H .
On montre, comme dans la proposition 6.5.1, que f est continue si et seulement si il existe
une constante M > 0 telle que pour tout (x, y) ∈ H ×H , on ait |f(x, y)| ≤ M‖x‖ ‖y‖.

Proposition 8.4.5. Soit (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert.
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1. Soit T ∈ L (H). Pour tout x, y ∈ H, on pose f(x, y) = 〈T (x), y〉. Alors f est une
forme sesquilinéaire continue sur H.

2. Réciproquement, soit f : H ×H −→ K une forme sesquilinéaire continue sur H.
Alors il existe une unique application T ∈ L (H) telle que f(x, y) = 〈T (x), y〉 pour
tout x, y ∈ H.

De plus, on a ‖T ‖ = sup{|f(x, y)| ; ‖x‖ = ‖y‖ = 1}.

Démonstration. 1. Il est clair que f est une forme sesquilinéaire continue sur H .
2. Soit M > 0 tel que pour tout (x, y) ∈ H×H , on ait |f(x, y)| ≤ M‖x‖ ‖y‖. Soit y ∈ H .
L’application x �−→ f(x, y) est une forme linéaire continue sur H . D’après le théorème
de représentation de Riesz, il existe un unique S(y) ∈ H tel que pour tout x ∈ H , on
ait f(x, y) = 〈x, S(y)〉. Ainsi, on a une application S : H −→ H telle que pour tout
(x, y) ∈ H ×H , on ait f(x, y) = 〈x, S(y)〉. Pour tous x, y, z ∈ H et λ ∈ K, on a :

〈x, S(y + λz)〉 = f(x, y + λz)

= f(x, y) + λf(x, z)

= 〈x, S(y)〉 + λ〈x, S(z)〉 = 〈x, S(y) + λS(z)〉 .

Par conséquent, on a S(y+λz) = S(y)+λS(z). Donc S est linéaire. D’après le corollaire
8.4.1, on a ‖S(y)‖ = sup

‖x‖=1

|〈S(y), x〉| = sup
‖x‖=1

|〈x, S(y)〉| = sup
‖x‖=1

|f(x, y)| ≤ M ‖y‖. Donc

S est continue. On pose T = S∗. Alors T ∈ L (H) telle que f(x, y) = 〈T (x), y〉 pour tout
x, y ∈ H . De plus, on a :

‖T ‖ = ‖S‖ = sup
‖y‖=1

‖S(y)‖ = sup
‖y‖=1

sup
‖x‖=1

|f(x, y)| = sup
{
|f(x, y)| ; ‖x‖ = ‖y‖ = 1

}
.

L’unicité de T résulte de la remarque 8.2.1. �

Proposition 8.4.6. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert et P ∈ L (H) tel que P ◦P =
P . Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) P est un projecteur orthogonal. Autrement dit, il existe un sous-espace vectoriel
fermé F de H tel que P = PF soit le projecteur orthogonal sur F .

(ii) On a P ∗ = P .

(iii) On a P ◦ P ∗ = P ∗ ◦ P .

(iv) On a Im(P ) = ker(P )⊥.

(v) Pour tout x ∈ H, on a 〈P (x), x〉 = ‖P (x)‖2.

(vi) On a ‖P‖ ≤ 1.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 8 du supplément.

Définition 8.4.1. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert et P ∈ L (H). On dit que P
est un projecteur orthogonal si l’on a P = P ∗ et P ◦ P = P .
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Proposition 8.4.7. Soient (E, 〈 , 〉), (F, 〈 , 〉) des espaces de Hilbert et T ∈ L (E; F ).

1. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T ∗ ◦ T = idE.

(ii) Pour tout x, y ∈ E, on a 〈T (x), T (y)〉 = 〈x, y〉.
(iii) Pour tout x ∈ E, on a ‖T (x)‖ = ‖x‖. Autrement dit, T est isométrique.

2. On suppose que T est isométrique. Alors on a :

(a) L’image d’un sous-espace vectoriel fermé de E par T , est un sous-espace fermé
de F .

(b) Si G un sous-espace vectoriel de E, alors on a T (G⊥) ⊂ T (G)⊥.

(c) Soit P = T ◦ T ∗, alors P est le projecteur orthogonal sur T (E).

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 8 du supplément.

Remarque 8.4.3. Considérons l’application

T : �2 −→ �2

(xn)n≥0 �−→ (yn)n≥0

où y0 = 0 et yn = xn−1, pour tout n ≥ 1. Alors �2 est un espace de Hilbert et T est
linéaire isométrique non surjective.

8.5 Somme hilbertienne d’espaces de Hilbert

Soit (Hi)i∈I une famille d’espaces de Hilbert. Pour alléger les notations, on note par le
même symbole 〈 , 〉 les produits scalaires sur les espaces Hi. On note aussi par le même
symbole ‖ ‖ les normes sur les espaces Hi.

Soit ⊕
i∈I

Hi l’ensemble des familles (xi)i∈I telles que pour tout i ∈ I, xi ∈ Hi et telles que

la famille de nombres réels positifs
(
‖xi‖2

)
i∈I

soit sommable ; autrement dit, (‖xi‖)i∈I ∈
�2(I). Notons que ⊕

i∈I
Hi est un sous-ensemble de l’espace vectoriel produit

∏
i∈I

Hi.

Soient (xi)i∈I , (yi)i∈I ∈ ⊕
i∈I

Hi. Il est clair que pour tout λ ∈ K, on a λ(xi)i∈I =

(λxi)i∈I ∈ ⊕
i∈I

Hi. On a :

(∑
i∈I

‖xi + yi‖2
) 1

2 ≤
(∑

i∈I

(
‖xi‖+ ‖yi‖

)2) 1
2 ≤

(∑
i∈I

‖xi‖2
) 1

2

+
(∑

i∈I

‖yi‖2
) 1

2

< +∞

d’où (xi + yi)i∈I ∈ ⊕
i∈I

Hi. Par conséquent, ⊕
i∈I

Hi est un sous-espace vectoriel de
∏
i∈I

Hi.

On a aussi :

∑
i∈I

|〈xi, yi〉| ≤
∑
i∈I

‖xi‖‖yi‖ ≤
(∑

i∈I

‖xi‖2
) 1

2
(∑

i∈I

‖yi‖2
) 1

2

< +∞ .
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On vérifie alors que la formule

〈
(xi)i∈I , (yi)i∈I

〉
=
∑
i∈I

〈xi, yi〉

définit un produit scalaire sur ⊕
i∈I

Hi.

Proposition 8.5.1. L’espace ⊕
i∈I

Hi muni du produit scalaire défini ci-dessus est un

espace de Hilbert, appelé somme hilbertienne de la famille d’espaces de Hilbert (Hi)i∈I .

Démonstration. Soit (ξn)n≥0 une suite de Cauchy dans ⊕
i∈I

Hi. Pour tout n ≥ 0, on a

ξn = (xn,i)i∈I , avec xn,i ∈ Hi et
∑
i∈I

‖xn,i‖2 < +∞. Soit ε > 0, alors il existe N ∈ N tel

que pour tout n,m ≥ N , on ait :∑
i∈I

‖xn,i − xm,i‖2 = ‖ξn − ξm‖2 < ε .

Soit i ∈ I, fixé. Pour tout n,m, on a ‖xn,i−xm,i‖ ≤ ‖ξn−ξm‖, donc la suite (xn,i)n≥0 est
de Cauchy dans Hi qui est de Banach, donc il existe xi ∈ Hi tel que lim

n→+∞xn,i = xi. Soit

J une partie finie de I. Pour tout n,m ≥ N , on a
∑
i∈J

‖xn,i − xm,i‖2 ≤ ‖ξn − ξm‖2 < ε.

On fait tendre m vers l’infini, on obtient que
∑
i∈J

‖xn,i − xi‖2 ≤ ε. Ceci étant vrai pour

toute partie finie J de I, donc on a
∑
i∈I

‖xn,i − xi‖2 ≤ ε. Soit x = (xi)i∈I , alors on a

x− ξn ∈ ⊕
i∈I

Hi. Comme ⊕
i∈I

Hi est un espace vectoriel, alors x = x− ξn + ξn ∈ ⊕
i∈I

Hi. De

plus l’inégalité précédente montre que (ξn)n≥0 converge vers x dans
(
⊕
i∈I

Hi,
〈
,
〉)
. Donc

l’espace
(
⊕
i∈I

Hi,
〈
,
〉)

est de Hilbert. �

Pour tout j ∈ I et pour tout xj ∈ Hj , on pose Wj(xj) = (xi)i∈I , où xi = xj si i = j et
xi = 0 si i �= j. Alors Wj est une application linéaire isométrique de Hj dans ⊕

i∈I
Hi. Donc

Fj = Wj(Hj) est un sous-espace vectoriel fermé de ⊕
i∈I

Hi. De plus, pour tout i, j ∈ I

tels que i �= j, on ait Fi ⊥Fj . Pour tout x = (xi)i∈I ∈ ⊕
i∈I

Hi, la famille (Wj(xj))j∈I est

sommable dans ⊕
i∈I

Hi, et de somme x. En particulier, l’espace vectoriel engendré par les

sous-espaces vectoriels Fi est dense dans ⊕
i∈I

Hi.

Réciproquement, on va montrer ci-dessous le résultat suivant :
Soient H un espace de Hilbert et (Fi)i∈I une famille de sous-espaces vectoriels fermés de
H telle que :

1. Pour tout i, j ∈ I tels que i �= j, on ait Fi ⊥Fj .

2. L’espace vectoriel engendré par les sous-espaces vectoriels Fi est dense dans H .
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Alors H est la somme hilbertienne de la famille d’espaces de Hilbert (Fi)i∈I . Autrement
dit, il existe une unique application linéaire, bijective et isométrique de H sur ⊕

i∈I
Fi, qui

sur chaque Fi cöıncide avec l’injection naturelle Wi de Fi dans ⊕
i∈I

Fi.

Commençons par un lemme de décomposition en somme orthogonale finie.

Lemme 8.5.1. Soient F1, . . . , Fn des sous-espaces vectoriels fermés deux à deux orthogo-
naux d’un espace de Hilbert (H, 〈 , 〉). Alors F = F1+ · · ·+Fn est un sous-espace vectoriel

fermé de H et on a PF =
n∑

i=1

PFi .

Démonstration. Soit Q = idH −
n∑

i=1

PFi , alors Q est une application linéaire continue

de H dans H et on a ker(Q) ⊂ F . Soit x ∈ F , alors x = x1 + · · · + xn, avec xi ∈ Fi.
Pour tout i ∈ I, on a PFi(xi) = xi et PFi(xj) = 0 si j �= i, car on a ker(PFi) = F⊥

i et

Fj ⊂ F⊥
i . Donc on a PFi(x) = xi, d’où x =

n∑
i=1

PFi(x). Par conséquent, on a x ∈ ker(Q),

d’où ker(Q) = F . Donc F est un sous-espace vectoriel fermé de H . Pour tout x ∈ H et
pour tout y ∈ F , on a :

〈
x−

n∑
i=1

PFi(x), y
〉

= 〈x, y〉 −
n∑

i=1

〈PFi(x), y〉

= 〈x, y〉 −
n∑

i=1

〈x, PFi (y)〉

= 〈x, y −
n∑

i=1

PFi(y)〉 = 〈x, 0〉 = 0 .

Par conséquent, on a x −
n∑

i=1

PFi(x) ∈ F⊥, d’où
n∑

i=1

PFi(x) = PF (x), donc on a PF =

n∑
i=1

PFi . �

Proposition 8.5.2. Soit (Fi)i∈I une famille de sous-espaces vectoriels fermés deux
à deux orthogonaux d’un espace de Hilbert (H, 〈 , 〉). Pour tout i ∈ I, on note Pi la
projection orthogonale de H sur Fi. Pour tout x ∈ H, la famille

(
‖Pi(x)‖2

)
i∈I

est
sommable et on a : ∑

i∈I

‖Pi(x)‖2 ≤ ‖x‖2 .

Démonstration. D’après la proposition 6.7.1, il suffit de montrer que pour toute partie

finie J de I, on a
∑
i∈J

‖Pi(x)‖2 ≤ ‖x‖2. Soit J une partie finie de I, et soit F =
∑
i∈J

Fi.

D’après le lemme précédent, F est sous-espace vectoriel fermé deH et pour tout x ∈ H , on
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a PF (x) =
∑
i∈J

Pi(x). D’après le théorème de Pythagore, on a
∑
i∈J

‖Pi(x)‖2 = ‖PF (x)‖2 ≤

‖PF (x)‖2 + ‖x− PF (x)‖2 = ‖x‖2. D’où le résultat. �

Théorème 8.5.1. Soit (Fi)i∈I une famille de sous-espaces vectoriels fermés d’un espace
de Hilbert (H, 〈 , 〉) telle que :

(a) Pour tout i, j ∈ I tels que i �= j, on ait Fi ⊥Fj.

(b) L’espace vectoriel engendré par les sous-espaces vectoriels Fi soit dense dans H.

Pour tout i ∈ I, on note Pi la projection orthogonale de H sur Fi. Alors on a :

1. Pour tout x ∈ H, les familles (Pi(x))i∈I et
(
‖Pi(x)‖2

)
i∈I

sont sommables, et leurs
sommes vérifient :

x =
∑
i∈I

Pi(x) et ‖x‖2 =
∑
i∈I

‖Pi(x)‖2 .

2. Si (xi)i∈I est une famille d’éléments de H telle que pour tout i ∈ I, xi ∈ Fi et
si la famille

(
‖xi‖2

)
i∈I

est sommable, alors la famille (xi)i∈I est sommable, et sa

somme x vérifie Pi(x) = xi pour tout i ∈ I.

Démonstration. 1. Soit x ∈ H . D’après la proposition précédente, la famille(
‖Pi(x)‖2

)
i∈I

est sommable et on a
∑
i∈I

‖Pi(x)‖2 ≤ ‖x‖2. Soit ε > 0. Comme l’espace

vectoriel engendré par les sous-espaces vectoriels Fi, est dense dans H , alors il existe une

partie finie J de I et xi ∈ Fi, avec i ∈ J , telle que
∥∥∥x −

∑
i∈J

xi

∥∥∥2 < ε. Soit F =
∑
i∈J

Fi.

D’après le lemme précédent, F est sous-espace vectoriel fermé de H et pour tout x ∈ H ,

on a PF (x) =
∑
i∈J

Pi(x). Comme on a ‖x−PF (x)‖ ≤ ‖x−
∑
i∈J

xi‖, d’où ‖x−PF (x)‖2 < ε.

D’après le théorème de Pythagore, on a ‖x‖2 = ‖PF (x)‖2+‖x−PF (x)‖2 et
∑
i∈J

‖Pi(x)‖2 =

‖PF (x)‖2. Par conséquent, on a ‖x‖2 < ε+
∑
i∈J

‖Pi(x)‖2 ≤ ε+
∑
i∈I

‖Pi(x)‖2. Ceci étant

vrai pour tout ε > 0, donc on a ‖x‖2 ≤
∑
i∈I

‖Pi(x)‖2. Par conséquent, on a ‖x‖2 =∑
i∈I

‖Pi(x)‖2.

Soit K une partie finie de I et soit FK =
∑
i∈K

Fi. D’après le lemme précédent, FK est

sous-espace vectoriel fermé de H et pour tout x ∈ H , on a PFK (x) =
∑
i∈K

Pi(x). D’après

le théorème de Pythagore, on a ‖PFK (x)‖2 =
∑
i∈K

‖Pi(x)‖2 et ‖x‖2 = ‖PFK (x)‖2 +

‖x − PFK (x)‖2. Par conséquent, on a
∥∥∥x −

∑
i∈K

Pi(x)
∥∥∥2 = ‖x‖2 −

∑
i∈K

‖Pi(x)‖2. Donc la
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famille (Pi(x))i∈I est sommable et on a x =
∑
i∈I

Pi(x).

2. Soit (xi)i∈I une famille d’éléments de H telle que pour tout i ∈ I, xi ∈ Fi et telle
que la famille

(
‖xi‖2

)
i∈I

soit sommable. D’après la proposition 8.3.3, la famille (xi)i∈I

est sommable. Soit x =
∑
i∈I

xi. Pour tout i ∈ I, on a Pi(xi) = xi et Pi(xj) = 0 si j �= i,

car ker(Pi) = F⊥
i et on a Fj ⊂ F⊥

i . Comme Pi est linéaire continue, il résulte de la

proposition 6.7.6 que l’on a Pi(x) =
∑
j∈I

Pi(xj) = Pi(xi) = xi. �

Corollaire 8.5.1. Soit (Fi)i∈I une famille de sous-espaces vectoriels fermés d’un espace
de Hilbert (H, 〈 , 〉) telle que :

1. Pour tout i, j ∈ I tels que i �= j, on ait Fi ⊥Fj.

2. L’espace vectoriel engendré par les sous-espaces vectoriels Fi soit dense dans H.

Alors l’application
T : H −→ ⊕

i∈I
Fi

x �−→ (Pi(x))i∈I

est linéaire bijective et isométrique. De plus, pour tout xi ∈ Fi, on a T (xi) = Wi(xi).
Dans ce cas, on dit aussi que H est la somme hilbertienne des sous-espaces vectoriels
fermés Fi, i ∈ I.

8.6 Bases hilbertiennes

Définition 8.6.1. Soit (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien. Une famille orthonormale
totale de E est appelée base hilbertienne de (E, 〈 , 〉).

Proposition 8.6.1. Soient (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien et (ei)i∈I une famille
orthonormale de E.

1. On suppose que (ei)i∈I est une base hilbertienne de E. Soient x, z ∈ E. Si pour
tout i ∈ I, on a 〈z, ei〉 = 〈x, ei〉, alors z = x.

2. On suppose que (E, 〈 , 〉) est un espace de Hilbert. Si on a {ei ; i ∈ I}⊥ = {0},
alors (ei)i∈I est une base hilbertienne de E.

Démonstration. 1. Par hypothèse, pour tout i ∈ I, on a 〈z, ei〉 = 〈x, ei〉. Soit y ∈ F =

Vect({ei ; i ∈ I}), alors il existe une partie finie J de I telle que y =
∑
i∈J

λiei, avec

λi ∈ K. D’où on a 〈z, y〉 =
∑
i∈J

λi〈z, ei〉 =
∑
i∈J

λi〈x, ei〉 = 〈x, y〉, donc 〈z − x, y〉 = 0.

Comme F est dense dans E, alors pour tout y ∈ E, on a 〈z − x, y〉 = 0. En prenant
y = z − x, on obtient z − x = 0.
2. Ceci résulte du corollaire 8.3.3. �

On verra, exemple 8.6.3, que la propriété 2 dans la proposition précédente n’est pas vraie
dans un espace préhilbertien.
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Exemple 8.6.1. Considérons l’espace de Hilbert �2. Rappelons que pour tout n ≥ 0,
en ∈ �2, où en = (δn,k)k≥0, avec :

δn,k =

{
1 si k = n ,
0 si k �= n .

Alors (en)n≥0 est une base hilbertienne de �2. En effet, il est clair que (en)n≥0 est une
famille orthonormale dans �2. Soit x = (xn)n≥0 ∈ �2 et soit ε > 0. Alors il existe N ≥ 0

tel que
+∞∑

n=N+1

|xn|2 < ε2. Soit y =
N∑

n=0

xnen, alors y ∈ Vect({en ; n ≥ 0}) et on a

‖x − y‖2 =
( +∞∑

n=N+1

|xn|2
) 1

2

< ε. Donc Vect({en ; n ≥ 0}) est dense dans �2. Par

conséquent, (en)n≥0 est une base hilbertienne de �2.
On aurait pu utiliser la proposition précédente pour montrer que (en)n≥0 est une base
hilbertienne de �2. En effet, soit x = (xn)n≥0 ∈ �2 tel que x ∈ {en ; n ≥ 0}⊥, alors pour
tout n ≥ 0, on a 0 = 〈x, en〉 = xn, donc x = 0.

Exemple 8.6.2. Soit I un ensemble non vide quelconque. Considérons l’espace de
Hilbert �2(I). Pour tout j ∈ I, soit ej ∈ �2(I), défini par ej = (δj,i)i∈I , où :

δj,i =

{
1 si i = j ,
0 si i �= j .

Alors (ej)j∈I est une base hilbertienne de �2(I). En effet, il est clair que (ej)j∈I est
une famille orthonormale dans �2(I). Soient x = (xi)i∈I ∈ �2(I) et ε > 0. Puisque

la famille
(
|xi|2

)
i∈I

est sommable, elle vérifie le critère de Cauchy, donc il existe une

partie finie Iε de I telle que pour toute partie finie J de I vérifiant J ∩ Iε = ∅, on
ait

∑
i∈J

|xi|2 < ε2. D’où on a sup
{(∑

i∈J

|xi|2
) 1

2

; J partie finie de I telle que J ∩

Iε = ∅
}

≤ ε. Soit y =
∑
i∈Iε

xiei, alors y ∈ Vect({ej ; j ∈ I}) et on a ‖x − y‖2 =

sup
{(∑

i∈J

|xi|2
) 1

2

; J partie finie de I telle que J ∩ Iε = ∅
}
, d’où ‖x − y‖2 ≤ ε. Donc

Vect({ej ; j ∈ I}) est dense dans �2(I). Par conséquent, (ej)j∈I est une base hilbertienne
de �2(I).
On aurait pu utiliser la proposition précédente pour montrer que (ei)i∈I est une base
hilbertienne de �2(I). En effet, soit x = (xi)i∈I ∈ �2(I) tel que x ∈ {ei ; i ∈ I}⊥, alors
pour tout i ∈ I, on a 0 = 〈x, ei〉 = xi, donc x = 0.

Exemple 8.6.3. Soient x =
(

1
n+1

)
n≥0

∈ �2 et E le sous-espace vectoriel de �2 engendré

par x et les en, avec n ≥ 1. Alors E est un espace préhilbertien et (en)n≥1 est une famille
orthonormale dans E. On a {en ; n ≥ 1}⊥ = {0} dans E, mais (en)n≥1 n’est pas une
base hilbertienne de E.

Proposition 8.6.2. Soient (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien et (ei)i∈J une famille
orthonormale finie dans E. Soit F = Vect({ei ; i ∈ J}), F est de dimension finie, donc
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de Banach. Pour tout x ∈ E, soit PF (x) la projection orthogonale de x sur F , alors on

a PF (x) =
∑
i∈J

〈x, ei〉ei et
∥∥∥x−

∑
i∈J

〈x, ei〉ei
∥∥∥2 = ‖x‖2 −

∑
i∈J

∣∣〈x, ei〉∣∣2.
Démonstration. Soit x ∈ E. Pour tout j ∈ J , on a :〈

x−
∑
i∈J

〈x, ei〉ei, ej
〉
= 〈x, ej〉 −

∑
i∈J

〈x, ei〉 〈ei, ej〉 = 〈x, ej〉 − 〈x, ej〉 = 0 .

Par conséquent, on a x −
∑
i∈J

〈x, ei〉ei ∈ F⊥. Il résulte de la proposition 8.3.7 et du

théorème 8.3.1 que l’on a PF (x) =
∑
i∈J

〈x, ei〉ei. D’après le théorème de Pythagore, on

a ‖x‖2 =
∥∥∥x−

∑
i∈J

〈x, ei〉ei
∥∥∥2 + ∥∥∥∑

i∈J

〈x, ei〉ei
∥∥∥2 et

∥∥∥∑
i∈J

〈x, ei〉ei
∥∥∥2 =

∑
i∈J

∣∣〈x, ei〉∣∣2 ‖ei‖2 =

∑
i∈J

∣∣〈x, ei〉∣∣2. Par conséquent, on a
∥∥∥x−

∑
i∈J

〈x, ei〉ei
∥∥∥2 = ‖x‖2 −

∑
i∈J

∣∣〈x, ei〉∣∣2. �

Proposition 8.6.3 (inégalité de Bessel). Soient (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien et

(ei)i∈I une famille orthonormale dans E. Pour tout x ∈ E, la famille
(
|〈x, ei〉|2

)
i∈I

est

sommable dans R+ et on a
∑
i∈I

|〈x, ei〉|2 ≤ ‖x‖2.

Démonstration. D’après la proposition 6.7.1, il suffit de montrer que pour toute partie

finie J de I, on a
∑
i∈J

|〈x, ei〉|2 ≤ ‖x‖2. Ceci résulte immédiatement de la proposition

précédente.
Donnons une autre démonstration sans utiliser la proposition précédente.
Soit J une partie finie de I. Alors on a :∑

i∈J

|〈x, ei〉|2 =
∑
i∈J

〈x, ei〉 〈x, ei〉 =
∑
i∈J

〈x, ei〉 〈ei, x〉 =
〈∑

i∈J

〈x, ei〉ei, x
〉
.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
∣∣∣〈∑

i∈J

〈x, ei〉ei, x
〉∣∣∣ ≤ ‖x‖

∥∥∥∑
i∈J

〈x, ei〉ei
∥∥∥, et

d’après le théorème de Pythagore, on a
∥∥∥∑

i∈J

〈x, ei〉ei
∥∥∥2 =

∑
i∈J

|〈x, ei〉|2. Par conséquent,

on a
∑
i∈J

|〈x, ei〉|2 ≤ ‖x‖2. �

Théorème 8.6.1 (égalité de Parseval). Soient (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien et
(ei)i∈I une famille orthonormale dans E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) (ei)i∈I est une base hilbertienne de E.

(b) Pour tout x ∈ E, la famille
(
|〈x, ei〉|2

)
i∈I

est sommable dans R+ et on a :

‖x‖2 =
∑
i∈I

|〈x, ei〉|2 .
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(c) Pour tout x ∈ E, la famille
(
〈x, ei〉ei

)
i∈I

est sommable dans E et on a :

x =
∑
i∈I

〈x, ei〉ei .

(d) Pour tout x, y ∈ E, la famille
(
〈x, ei〉 〈y, ei〉

)
i∈I

est sommable dans K et on a :

〈x, y〉 =
∑
i∈I

〈x, ei〉 〈y, ei〉 .

Démonstration. Montrons l’implication (a) =⇒ (b). Soit x ∈ E. D’après l’inégalité

de Bessel, la famille
(
|〈x, ei〉|2

)
i∈I

est sommable dans R+ et on a
∑
i∈I

|〈x, ei〉|2 ≤ ‖x‖2.

Soit ε > 0. Comme (ei)i∈I est une base hilbertienne de E, alors il existe une partie

finie J de I telle que
∥∥∥x−

∑
i∈J

λiei

∥∥∥2 < ε, où λi ∈ K. Soit F = Vect({ei ; i ∈ J}),

d’après la proposition 8.6.2, la projection orthogonale PF (x) de x sur F est donnée par

PF (x) =
∑
i∈J

〈x, ei〉ei et on a
∥∥∥x−

∑
i∈J

〈x, ei〉ei
∥∥∥2 = ‖x‖2 −

∑
i∈J

∣∣〈x, ei〉∣∣2. Comme on a

∑
i∈J

λiei ∈ F , alors
∥∥∥x−

∑
i∈J

〈x, ei〉ei
∥∥∥2 ≤

∥∥∥x−
∑
i∈J

λiei

∥∥∥2 < ε. Par conséquent, on a∑
i∈I

|〈x, ei〉|2 ≤ ‖x‖2 < ε +
∑
i∈J

|〈x, ei〉|2 < ε +
∑
i∈I

|〈x, ei〉|2. Ceci étant vrai pour tout

ε > 0, donc on a ‖x‖2 =
∑
i∈I

|〈x, ei〉|2.

L’équivalence (b) ⇐⇒ (c) résulte de la proposition 8.6.2, car pour tout x ∈ E et pour

toute partie finie J de I, on a
∥∥∥x−

∑
i∈J

〈x, ei〉ei
∥∥∥2 = ‖x‖2 −

∑
i∈J

∣∣〈x, ei〉∣∣2.
L’implication (c) =⇒ (a) est triviale. Ainsi, on a montré les équivalences (a) ⇐⇒ (b)
⇐⇒ (c).
L’implication (d) =⇒ (b) est triviale. L’implication (c) =⇒ (d) résulte des proposition
8.4.1 et 6.7.6. �

Remarque 8.6.1. Si I = N est dénombrable dans le théorème précédent, dans les
propriétés (b), (c) et (d), on peut remplacer le mot famille par le mot série et le mot
sommable par le mot convergente, voir proposition 8.3.4.

Corollaire 8.6.1. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert, F un sous-espace vectoriel
fermé de H et (ei)i∈I une base hilbertienne de F . Soit PF le projecteur orthogonal de H
sur F . Alors pour tout x ∈ H, la famille (〈x, ei〉ei)i∈I est sommable dans F et on a :

PF (x) =
∑
i∈I

〈x, ei〉ei .

Démonstration. Comme x − PF (x) ∈ F⊥, alors on a 〈x, ei〉 = 〈PF (x), ei〉, pour tout
i ∈ I. On applique alors le théorème précédent à l’élément PF (x) de l’espace hilbertien
F . �



370 Chapitre 8. ESPACES DE HILBERT

Théorème 8.6.2. Soit (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert. Alors toute famille orthonormale
dans H est contenue dans une base hilbertienne de H. En particulier, Tout espace de
Hilbert non nul admet une base hilbertienne.

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 8 du supplément.
Il est souvent commode de montrer le théorème précédent par une méthode constructive.

Proposition 8.6.4 (procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soient
(E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien et (xn)n≥0 une suite finie ou infinie de vecteurs
linéairement indépendants de E. Pour tout n ≥ 0, soit Fn = Vect({x0, . . . , xn}) le sous-
espace vectoriel engendré par x0, . . . , xn. On pose :

y0 = x0 , yn+1 = xn+1 − PFn(xn+1) , e0 =
y0
‖y0‖

, en+1 =
yn+1

‖yn+1‖
.

Alors la suite (en)n≥0 est orthonormale et pour tout n ≥ 0, on a Vect({e0, . . . , en}) = Fn.

Démonstration. On a y0 = x0 �= 0. Soit n ≥ 0, comme xn+1 �∈ Fn, alors yn+1 �= 0.
Par ailleurs, on a yn+1 ∈ Fn+1 ∩ F⊥

n . Soient n,m ∈ N tels que n �= m, par exemple
n < m. Alors on a n ≤ m− 1. On a yn ∈ Fn et ym ∈ F⊥

m−1 ⊂ F⊥
n , car Fn ⊂ Fm−1, donc

on a 〈yn, ym〉 = 0. Par conséquent, (yn)n≥0 est une famille orthogonale. Donc (en)n≥0

est une famille orthonormale. On a Vect({e0}) = Vect({y0}) = Vect({x0}). Supposons
que l’on a Vect({e0, . . . , en}) = Fn. On a yn+1 ∈ Fn+1, d’où en+1 ∈ Fn+1, donc on a
Vect({e0, . . . , en, en+1}) ⊂ Fn+1. On a :

xn+1 = yn+1 + PFn(xn+1) ∈ Vect({e0, . . . , en, en+1}) ,

d’où Fn+1 ⊂ Vect({e0, . . . , en, en+1}). Donc on a Fn+1 = Vect({e0, . . . , en, en+1}). Par
conséquent, pour tout n ≥ 0, on a Vect({e0, . . . , en}) = Fn. �

Théorème 8.6.3. Soit (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien de dimension infinie. Considé-
rons les propriétés suivantes.

(a) E est séparable.

(b) E possède une base hilbertienne dénombrable.

(c) Toute famille orthonormale de E est au plus dénombrable.

Alors on a (a) ⇐⇒ (b) =⇒ (c). Si de plus E est un espace de Hilbert, alors (c) =⇒ (a).

Démonstration. Montrons l’implication (a) =⇒ (b). Par hypothèse, il existe une suite
(xn)n≥0 totale dans E. Autrement dit, Vect({xn ; n ≥ 0}) est dense dans E. Pour
tout n ≥ 0, soit Fn = Vect({x0, . . . , xn}). On pose y0 = x0 et pour tout n ≥ 0, soit
yn+1 = xn+1 − PFn(xn+1). On montre, comme dans la proposition précédente, que pour
tout n ≥ 0, on a Vect({y0, . . . , yn}) = Fn et que pour tous n,m ≥ 0 tels que n �= m,
on a 〈yn, ym〉 = 0. Soit D = {n ≥ 0 ; yn �= 0}, alors on a Vect({yn ; n ∈ D}) =
Vect({yn ; n ≥ 0}) = Vect({xn ; n ≥ 0}), donc Vect({yn ; n ∈ D}) est dense dans
E. Comme E est de dimension infinie, alors D est dénombrable. Pour tout n ∈ D, soit

en =
yn
‖yn‖

, alors (en)n∈D est une base hilbertienne dénombrable de E.

L’implication (b) =⇒ (a) résulte de la proposition 6.8.2.



8.6. Bases hilbertiennes 371

Preuve de (b) =⇒ (c). Par hypothèse, E possède une base hilbertienne dénombrable
(en)n≥0. Soit (xi)i∈I une famille orthonormale de E. Soit n ≥ 0, d’après l’inégalité de
Bessel, la famille

(
|〈en, xi〉|2

)
i∈I

est sommable. D’après la proposition 6.7.3, l’ensemble

In = {i ∈ I ; 〈en, xi〉 �= 0} est au plus dénombrable. Comme (en)n≥0 est une base
hilbertienne de E, d’après le théorème 8.6.1, pour tout i ∈ I, on a 0 �= ‖xi‖2 =
+∞∑
n=0

|〈xi, en〉|2. Donc, pour tout i ∈ I, il existe n ≥ 0 tel que 〈en, xi〉 �= 0. Par conséquent,

on a I = ∪
n≥0

In. Donc I est au plus dénombrable.

Supposons de plus que E est un espace de Hilbert et montrons l’implication (c) =⇒ (a).
D’après le théorème précédent, E possède une base hilbertienne. Par hypothèse, toute
famille orthonormale de E est au plus dénombrable, donc E possède une base hilbertienne
au plus dénombrable. Il résulte de la proposition 6.8.2 que E est séparable. �

Théorème 8.6.4. Soit (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert. Deux bases hilbertiennes de H
ont même cardinal.

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 8 du supplément.

Définition 8.6.2. On appelle dimension hilbertienne d’un espace de Hilbert le
cardinal d’une base hilbertienne.

Remarque 8.6.2. Soient E et F deux espaces préhilbertiens et T : E −→ F application
linéaire et isométrique. Il résulte de la proposition 8.4.7 que T conserve le produit scalaire.
Autrement dit, pour tout x, y ∈ E, on a 〈T (x), T (y)〉 = 〈x, y〉. Notons aussi que si T
est linéaire, bijective et isométrique et si (ei)i∈I est une base hilbertienne de E, alors
(T (ei))i∈I est une base hilbertienne de F .

Théorème 8.6.5. Soit (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert.

1. Si H est de dimension finie n et si (ei)1≤i≤n est une base hilbertienne de H, alors
l’application

U : H −→ Kn

x �−→ (〈x, ei〉)1≤i≤n

est linéaire, bijective et isométrique. On a U−1((λ1, . . . , λn)) =

n∑
i=0

λiei. Autrement

dit, on identifie (H, 〈 , 〉) à Kn muni de son produit scalaire usuel.

2. Si H est séparable et de dimension infinie et si (en)n≥0 est une base hilbertienne
de H, alors l’application

U : H −→ �2

x �−→ (〈x, en〉)n≥0

est linéaire, bijective et isométrique. On a U−1((λn)n≥0) =

+∞∑
n=0

λnen. Autrement

dit, on identifie (H, 〈 , 〉) à �2 muni de son produit scalaire usuel.
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3. Si H est de dimension infinie et non séparable et si (ei)i∈I est une base hilbertienne
de H, alors l’application

U : H −→ �2(I)
x �−→ (〈x, ei〉)i∈I

est linéaire, bijective et isométrique. On a U−1((λi)i∈I) =
∑
i∈I

λiei. Autrement dit,

on identifie (H, 〈 , 〉) à �2(I) muni de son produit scalaire usuel.

Démonstration. La propriété 1 est une simple vérification. Le fait que U est linéaire
dans 2 et 3 est trivial. Le fait que U est isométrique dans 2 et 3 résulte du théorème
8.6.1. La surjectivité de U dans 2 et 3 résulte des propositions 8.3.3 et 8.3.4. �

Corollaire 8.6.2. Soient E et F des espaces de Hilbert, (ei)i∈I une base hilbertienne
de E et (fj)j∈J une base hilbertienne de F . S’il existe une application bijective σ de I
sur J , alors il existe une application linéaire, bijective et isométrique V de E sur F telle
que, pour tout i ∈ I, on ait V (ei) = fσ(i). En particulier, deux espaces hilbertiens sont
isométriquement isomorphes si et seulement si ils ont la même dimension hilbertienne.

Démonstration. Notons d’abord que (fσ(i))i∈I une base hilbertienne de F . Soient U1 :
E −→ �2(I) l’application x �−→ (〈x, ei〉)i∈I et U2 : F −→ �2(I) l’application y �−→
(〈y, fσ(i)〉)i∈I . Alors U1 et U2 sont des applications linéaires, bijectives et isométriques.

Il suffit de prendre V = U−1
2 ◦ U1. �

Exemple 8.6.4. L’espace de Hilbert �2 ⊕ �2 est isométriquement isomorphe à �2.

8.7 Introduction aux opérateurs dans les espaces de

Hilbert

Soient E et F deux espaces de Hilbert. Pour alléger les notations, on note par le même
symbole les produits scalaires sur E et F . On note aussi par le même symbole les normes
sur E, F et L (E; F ). Une application linéaire continue entre espaces hilbertiens s’appelle
aussi un opérateur.

Définition 8.7.1. Soient E et F des espaces de Hilbert.

1. Un opérateur U ∈ L (E; F ) est dit unitaire si l’on a U∗◦U = idE et U ◦U∗ = idF .

2. Un opérateur T ∈ L (E) est dit normal si l’on a T ∗ ◦ T = T ◦ T ∗.

3. Un opérateur T ∈ L (E) est dit auto-adjoint si l’on a T ∗ = T . On dit aussi
symétrique si K = R ou hermitien si K = C.

4. Un opérateur T ∈ L (E) est dit positif s’il est auto-adjoint et si pour tout x ∈ E,
on a 〈T (x), x〉 ∈ R+.

Exemple 8.7.1. Soient I un ensemble non vide et λ = (λi)i∈I ∈ �∞(I). Pour tout
x = (xi)i∈I ∈ �2(I), on pose Mλ(x) = (λixi)i∈I . Alors Mλ ∈ L (�2(I)) et on a les
propriétés suivantes :
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1. On a M∗
λ = Mλ , où λ = (λi )i∈I , et ‖Mλ‖ = ‖λ‖∞.

2. Pour tout λ, μ ∈ �∞(I) et pour tout a, b ∈ K, on a Maλ+bμ = aMλ + bMμ et
Mλ ◦Mμ = Mμ ◦Mλ. Donc on a Mλ ◦M∗

λ = M∗
λ ◦Mλ, i.e. Mλ est un opérateur

normal.

3. On a Mλ = M∗
λ si et seulement si pour tout i ∈ I, on a λi ∈ R.

4. Mλ est positif si et seulement si pour tout i ∈ I, on a λi ≥ 0.

5. Mλ est unitaire si et seulement si pour tout i ∈ I, on a |λi| = 1.

Exemple 8.7.2. Soient E, F deux espaces de Hilbert et T ∈ L (E; F ), alors l’opérateur
T ∗◦T ∈ L (E) est positif. De même, l’opérateur T ◦T ∗ ∈ L (F ) est positif. En particulier,
si P ∈ L (E) est un projecteur orthogonal, alors P est positif.

Proposition 8.7.1. Soient E, F deux espaces hilbertiens et U ∈ L (E; F ). Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) U est unitaire.

(ii) U est surjective et pour tout x, y ∈ H, on a 〈U(x), U(y)〉 = 〈x, y〉.

(iii) Pour toute base hilbertienne (ei)i∈I de E, (U(ei))i∈I est une base hilbertienne de
F .

(iv) Il existe une base hilbertienne (ei)i∈I de E telle que (U(ei))i∈I soit une base hilber-
tienne de F .

(v) U est surjective et pour tout x ∈ H, on a ‖U(x)‖ = ‖x‖.

(vi) U est surjective et on a U∗ ◦ U = idE.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Si U est unitaire, on a U◦U∗ = idF ,
d’où U(U∗(F )) = idF (F ) = F . Donc U est surjective. On a aussi U∗ ◦ U = idE , d’où
pour tout x, y ∈ E, on a 〈U(x), U(y)〉 = 〈U∗ ◦ U(x), y〉 = 〈x, y〉.
Les implications (ii) =⇒ (iii) =⇒ (iv) sont triviales. L’implication (iv) =⇒ (v) résulte
du théorème 8.6.1. L’implication (v) =⇒ (vi) résulte de la proposition 8.4.7.
Preuve de (vi) =⇒ (i). Puisque l’on a U∗ ◦ U = idE , alors U est injective. Comme U
est aussi surjective, alors U est bijective. D’après le théorème de l’application ouverte, il
existe U−1 ∈ L (F ; E) tel que U−1 ◦U = idE et U ◦U−1 = idF . On a aussi U∗ ◦U = idE ,
d’où U−1 = U∗. Par conséquent, on a U∗ ◦ U = idE et U ◦ U∗ = idF . Autrement dit, U
est unitaire. �

Proposition 8.7.2. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert et T ∈ L (H). Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Pour tout x, y ∈ H, on a 〈T (x), T (y)〉 = 〈T ∗(x), T ∗(y)〉.

(ii) Pour tout x ∈ H, on a ‖T (x)‖ = ‖T ∗(x)‖.

(iii) L’opérateur T est normal.
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Démonstration. Pour tout x, y ∈ H , on a 〈T ∗ ◦ T (x), y〉 = 〈T (x), T (y)〉 et
〈T ◦T ∗(x), y〉 = 〈T ∗(x), T ∗(y)〉. Donc T est normal si et seulement si pour tout x, y ∈ H ,
on a 〈T (x), T (y)〉 = 〈T ∗(x), T ∗(y)〉. Autrement dit, on a l’équivalence (i) ⇐⇒ (iii).
Pour tout x, y ∈ H , on pose f(x, y) = 〈T ◦ T ∗(x), y〉 et g(x, y) = 〈T ∗ ◦ T (x), y〉. Alors
f et g sont des formes hermitiennes sur H . De plus, on a f(x, x) = 〈T ◦ T ∗(x), x〉 =
〈T ∗(x), T ∗(x)〉 = ‖T ∗(x)‖2 et g(x, x) = 〈T ∗ ◦ T (x), x〉 = 〈T (x), T (x)〉 = ‖T (x)‖2.
L’opérateur T est normal si et seulement si f = g. D’après la proposition 8.1.1, f = g si et
seulement si pour tout x ∈ H , on a f(x, x) = g(x, x). Par conséquent, T est normal si et
seulement si pour tout x ∈ H , on a ‖T (x)‖ = ‖T ∗(x)‖. Autrement dit, on a l’équivalence
(ii) ⇐⇒ (iii). �

Proposition 8.7.3. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert et T ∈ L (H) un opérateur
normal. Alors on a les propriétés suivantes :

1. T (H) est dense dans H si et seulement si T est injective.

2. T (H) est dense dans H si et seulement si T ∗(H) est dense dans H.

3. T est bijectif si et seulement si il existe une constante c > 0 telle que c‖x‖ ≤ ‖T (x)‖,
pour tout x ∈ H.

Démonstration. 1. Puisque T est normal, il résulte de la proposition précédente que
l’on a ker(T ) = ker(T ∗). On déduit alors du corollaire 8.4.3 que T (H) est dense dans H
si et seulement si T est injective.
2. Ceci résulte de 1 et du corollaire 8.4.3.
3. Ceci résulte de la proposition 7.1.4 et de 1. �

Corollaire 8.7.1. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert et T ∈ L (H) un opérateur
normal. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T n’est pas bijectif.

(ii) On a inf
{
‖T (x)‖ ; x ∈ H et ‖x‖ = 1

}
= 0.

(iii) Il existe une suite (xn)n≥0 dans H telle que pour tout n ≥ 0, on ait ‖xn‖ = 1 et
telle que lim

n→+∞ ‖T (xn)‖ = 0.

Démonstration. Soit c = inf
{
‖T (x)‖ ; x ∈ H et ‖x‖ = 1

}
. Alors pour tout x ∈ H , on

a c‖x‖ ≤ ‖T (x)‖. On déduit de la proposition précédente que T n’est pas bijectif si et
seulement si c = 0. Autrement dit, on a l’équivalence (i) ⇐⇒ (ii).
L’équivalence (ii) ⇐⇒ (iii) est triviale. �

Proposition 8.7.4. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert et T ∈ L (H). Pour tout
x, y ∈ H, on pose f(x, y) = 〈T (x), y〉.

1. Si T = T ∗, alors pour tout x ∈ H, on a 〈T (x), x〉 ∈ R.

2. On a T = T ∗ si et seulement si f est une forme hermitienne.

3. Si K = R, alors T = T ∗ si et seulement si f est une forme bilinéaire symétrique.

4. Si K = C, alors T = T ∗ si et seulement si pour tout x ∈ H, on a 〈T (x), x〉 ∈ R.
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5. On suppose que T = T ∗. Alors T (H) est dense dans H si et seulement si f est non
dégénérée.

Démonstration. 1. Supposons que l’on a T = T ∗, alors pour tout x ∈ H , on a
〈T (x), x〉 = 〈x, T (x)〉 = 〈T (x), x〉, d’où 〈T (x), x〉 ∈ R.
2. Notons d’abord que d’après la proposition 8.4.5, f est une forme sesquilinéaire continue
sur H . Supposons d’abord T = T ∗. Alors pour tout x, y ∈ H , on a :

f(x, y) = 〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉 = 〈x, T (y)〉 = 〈T (y), x〉 = f(y, x) .

Donc f est hermitienne.
Réciproquement, supposons f hermitienne. Alors pour tout x, y ∈ H , on a :

〈T (x), y〉 = f(x, y) = f(y, x) = 〈T (y), x〉 = 〈x, T (y)〉 = 〈T ∗(x), y〉 .

D’où on a 〈(T − T ∗)(x), y〉 = 0, pour tout x, y ∈ H . Par conséquent, on a T − T ∗ = 0.
La propriété 3 est une conséquence immédiate de 2.
La propriété 4 est une conséquence des 1, 2 et du corollaire 8.1.1.
5. On suppose T = T ∗. Alors on a ker(T ) = Im(T ∗)⊥ = Im(T )⊥. D’après le corollaire
8.3.2, Im(T ) est dense dans H si et seulement si Im(T )⊥ = {0}. Supposons que Im(T ) est
dense dans H . Soit x ∈ H tel que pour tout y ∈ H , on ait f(x, y) = 0. Alors, pour tout
y ∈ H , on a 〈T (x), y〉 = 0. On en déduit que l’on a T (x) = 0, d’où x ∈ ker(T ) = Im(T )⊥.
Donc on a x = 0. Par conséquent, f est non dégénérée.
Réciproquement, supposons que f est non dégénérée. Soit x ∈ Im(T )⊥. Alors pour tout
y ∈ H , on a 〈T (x), y〉 = 〈x, T (y)〉 = 0, d’où f(x, y) = 0. Donc on a x = 0. Par conséquent,
on a Im(T )⊥ = {0}. Autrement dit, Im(T ) est dense dans H . �

Proposition 8.7.5. Soit (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert non nul. Pour tout opérateur
auto-adjoint T ∈ L (H), on a ‖T ‖ = sup

{
|〈T (x), x〉| ; x ∈ E et ‖x‖ = 1

}
.

Démonstration. D’après le corollaire 8.4.1, on a :

‖T ‖ = sup
{
|〈T (x), y〉| ; x, y ∈ H et ‖x‖ = ‖y‖ = 1

}
.

Soit α = sup
{
|〈T (x), x〉| ; x ∈ E et ‖x‖ = 1

}
, alors on a α ≤ ‖T ‖. Pour tout x, y ∈ H , il

existe θ ∈ R tel que 〈T (x), y〉 = eiθ|〈T (x), y〉|, d’où on a 〈T (e−iθx), y〉 = |〈T (x), y〉| ∈ R
avec ‖e−iθx‖ = ‖x‖. Par conséquent, on a :

‖T ‖ = sup
{
|Re(〈T (x), y〉)| ; x, y ∈ H et ‖x‖ = ‖y‖ = 1

}
.

Puisque T est auto-adjoint, on vérifie facilement que pour tout x, y ∈ H , on a :

4Re(〈T (x), y〉) = 〈T (x+ y), x+ y〉 − 〈T (x− y), x− y〉

d’où 4|Re(〈T (x), y〉)| ≤ α‖x + y‖2 + α‖x − y‖2 = α
(
‖x + y‖2 + ‖x − y‖2

)
. D’après

l’identité du parallélogramme, on a ‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
. Donc on a

|Re(〈T (x), y〉)| ≤ α
2

(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
, d’où ‖T ‖ ≤ α. Par conséquent, on a ‖T ‖ = α. �

Remarque 8.7.1. Les C-espaces hilbertiens et les R-espaces hilbertiens possèdent les
mêmes propriétés, mais la différence entre ces deux structures apparâıt seulement sur les
opérateurs associés aux ces deux structures, comme cela est montré dans la proposition
suivante.
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Proposition 8.7.6. Soient (H, 〈 , 〉) un C-espace de Hilbert et S, T ∈ L (H).

1. Si pour tout x ∈ H, on a 〈T (x), x〉 = 0, alors T = 0.

2. Si pour tout x ∈ H, on a 〈S(x), x〉 = 〈T (x), x〉, alors S = T .

Démonstration. 1. Pour tout x, y ∈ H , on a :

〈T (x+ y), x+ y〉 = 〈T (x), x〉+ 〈T (x), y〉+ 〈T (y), x〉+ 〈T (y), y〉 .

Comme pour tout z ∈ H , on a 〈T (z), z〉 = 0, on en déduit que pour tout x, y ∈ H ,
on a 〈T (x), y〉 + 〈T (y), x〉 = 0. En remplaçant y par iy, on obtient aussi −i〈T (x), y〉 +
i〈T (y), x〉 = 0. En multipliant par i, on obtient 〈T (x), y〉−〈T (y), x〉 = 0. Par conséquent,
on a 〈T (x), y〉 = 0, pour tout x, y ∈ H , d’où T = 0.
2. Supposons que pour tout x ∈ H , on a 〈S(x), x〉 = 〈T (x), x〉, d’où 〈(T − S)(x), x〉 = 0,
pour tout x ∈ H . On applique 1, on obtient S − T = 0, donc S = T . �

Remarque 8.7.2. Soit H = R2, muni de son produit scalaire canonique, alors H est
un R-espace de Hilbert. Pour tout (x1, x2) ∈ R2, soit T (x1, x2) = (x2,−x1). Alors pour
tout x = (x1, x2) ∈ R2, on a 〈T (x), x〉 = 0, mais T �= 0.

Remarque 8.7.3. Soient H un C-espace hilbertien et T ∈ L (H). Alors il existe deux
opérateurs auto-adjoints T1, T2 ∈ L (H) tels que T = T1+ i T2. De plus, on a ‖T1‖ ≤ ‖T ‖
et ‖T2‖ ≤ ‖T ‖. En effet, il suffit de poser T1 =

T + T ∗

2
et T2 =

T − T ∗

2i
.

Définition 8.7.2. Soient E un K-espace vectoriel, T : E −→ E une application linéaire
et λ ∈ K. S’il existe un vecteur non nul x ∈ E tel que T (x) = λx, on dit que :

1. λ est une valeur propre de T .

2. x est un vecteur propre de T associé à la valeur propre λ.

Dans ce cas, on appelle sous-espace propre associé à λ le sous-espace vectoriel
ker(T − λ idH) = {x ∈ H ; T (x) = λx}. Autrement dit, le sous-espace propre associé à
λ est l’ensemble de tous les vecteurs propres associés à λ et du vecteur nul.

Remarque 8.7.4. Soient E un K-espace vectoriel, T : E −→ E une application linéaire
et λ ∈ K. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) λ est une valeur propre de T .

(ii) ker(T − λ idE) �= {0}.

(iii) L’application linéaire T − λ idE n’est pas injective.

Si E est de dimension finie, les conditions ci-dessus sont équivalentes à la condition
suivante :

(iv) det(T − λ idE) = 0. Autrement dit, λ est une racine du polynôme
p(λ) = det(T − λ idE), appelé polynôme caractéristique de T . Dans ce cas, la
multiplicité de la racine λ du polynôme p, est appelée multiplicité de la valeur
propre λ.
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Exemple 8.7.3. Soit T : R2 −→ R2 une application linéaire.

1. Si T (x, y) = (x, 2y), pour tout (x, y) ∈ R2, alors T admet deux valeurs propres
distinctes λ1 = 1 et λ2 = 2. En effet, si (e1, e2) est la base canonique de R2, on a
T (e1) = e1 et T (e2) = 2e2.

2. Si T (x, y) = (0, x), pour tout (x, y) ∈ R2, alors T admet une seule valeur propre
λ = 0.

3. Si T (x, y) = (−y, x), pour tout (x, y) ∈ R2, alors T n’admet aucune valeur propre.

Remarque 8.7.5. Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie n > 0 et T : E −→
E une application linéaire. Comme p(λ) = det(T − λ idE) est un polynôme de degré n,
on déduit de la remarque 8.7.4 et du théorème de d’Alembert, théorème 3.3.5, que T
possède n valeurs propres, comptées avec leurs multiplicités.

Proposition 8.7.7. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert et T ∈ L (H).

1. Si T est unitaire, alors toutes les valeurs propres de T sont de module 1.

2. Si T est auto-adjoint, alors toutes les valeurs propres de T sont réelles.

3. Si T est positif, alors toutes les valeurs propres de T sont réelles positives.

Démonstration. Soient λ ∈ K une valeur propre de T et x ∈ H \{0} un vecteur propre
de T associé à λ.
1. Supposons T unitaire, alors on a |λ| ‖x‖ = ‖λx‖ = ‖T (x)‖ = ‖x‖, donc |λ| = 1, car
x �= 0.
2. Supposons T auto-adjoint, alors on a λ ‖x‖2 = 〈T (x), x〉 ∈ R, donc λ ∈ R.
3. Supposons T positif, alors on a λ ‖x‖2 = 〈T (x), x〉 ∈ R+, donc λ ∈ R+. �

Proposition 8.7.8. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert et T ∈ L (H) un opérateur
normal. Alors on a les propriétés suivantes :

1. On a ker(T ) = ker(T ∗).

2. Pour tout λ ∈ K, on a ker(T − λ idH) = ker(T ∗ − λ idH). Autrement dit, soient
x ∈ H et λ ∈ K, alors on a T (x) = λx si et seulement si T ∗(x) = λx.

3. Si λ et μ sont deux valeurs propres distinctes de T , alors leurs sous-espaces propres
associés sont orthogonaux. Autrement dit, on a ker(T − λ idH)⊥ ker(T − μ idH).

Démonstration. 1. Ceci résulte de la proposition 8.7.2.
2. Comme l’opérateur T − λ idH est normal et on a (T − λ idH)∗ = T ∗ − λ idH , il résulte
de 1 que l’on a ker(T − λ idH) = ker(T ∗ − λ idH).
3. Soient λ et μ deux valeurs propres distinctes de T et soient x, y ∈ H tels que T (x) = λx
et T (y) = μy. Alors on a λ〈x, y〉 = 〈λx, y〉 = 〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉 = 〈x, μy〉 = μ〈x, y〉.
Comme on a λ �= μ, alors on a 〈x, y〉 = 0. Autrement dit, on a x⊥ y. �

Proposition 8.7.9. Soient (H, 〈 , 〉) un C-espace de Hilbert de dimension finie et T ∈
L (H) un opérateur normal. Alors il existe une base hilbertienne de H formée de vecteurs
propres de T . Autrement dit, soient λ1, . . . , λp les valeurs propres de T , étant deux à
deux distinctes, alors les sous-espaces propres Eλk

= ker(T − λk idH) sont deux à deux
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orthogonaux et on a H = Eλ1 ⊕ · · · ⊕ Eλp . En particulier, si A ∈ Mn(C) telle que
AA∗ = A∗A, alors il existe une matrice unitaire U de Mn(C) et une matrice diagonale
D de Mn(C), formée de valeurs propres de A, telles que A = UDU∗.

Démonstration. On démontre ce résultat par récurrence sur la dimension de H . Si
dim(H) = 1, alors tout vecteur non nul de H est un vecteur propre de T , donc toute
base hilbertienne de H est formée de vecteurs propres.
Supposons que le résultat est démontré pour tout C-espace hilbertien de dimension n ≥ 1.
Soit H un C-espace de Hilbert de dimension n + 1. On identifie H à Cn+1 et L (H) à
l’espace des matrices Mn+1(C). En utilisant le théorème de d’Alembert, théorème 3.3.5,
et en utilisant la notion de déterminant d’une matrice, on montre que T admet au moins
une valeur propre λ. Soit x un vecteur propre, non nul, de T associé à la valeur propre λ.

Soit e1 =
x

‖x‖ , alors e1 est un vecteur propre de T associé à λ et on a ‖e1‖ = 1. Puisque

T est normal, d’après la proposition précédente, e1 est un vecteur propre de T ∗ associé
à la valeur propre λ. Autrement dit, on a T ∗(e1) = λe1. Soit E = {e1}⊥, alors E est un
C-espace de Hilbert de dimension n. Soit x ∈ E, alors on a 〈T (x), e1〉 = 〈x, T ∗(e1)〉 =
〈x, λe1〉 = λ〈x, e1〉 = 0. De même, on a 〈T ∗(x), e1〉 = 〈x, T (e1)〉 = 0. Autrement dit,
on a T (x), T ∗(x) ∈ E. Soit S ∈ L (E), défini par S(x) = T (x), pour tout x ∈ E. Pour
tout x, y ∈ E, on a 〈S(x), y〉 = 〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉. Par conséquent, pour tout y ∈ E,
on a S∗(y) = T ∗(y). Donc S est un opérateur normal. Par l’hypothèse de récurrence, il
existe une base hilbertienne (e2, . . . , en+1) de E formée de vecteurs propres pour S. Par
conséquent, (e1, e2, . . . , en+1) est une base hilbertienne de H formée de vecteurs propres
pour T . �

Lemme 8.7.1. Soient (H, 〈 , 〉) un R-espace de Hilbert de dimension finie n ≥ 1 et
T ∈ L (H) un opérateur auto-adjoint, i.e. T ∗ = T . Alors T possède n valeurs propres
réelles, comptées avec leurs multiplicités.

Démonstration. On identifie H à Rn et L (H) à l’espace vectoriel des matrices Mn(R).
L’opérateur T est identifié à une matrice A ∈ Mn(R) telle que A = tA. Soit λ ∈ R, alors
λ est une valeur propre de A si et seulement si det(A− λIn) = 0. Considérons A comme
une matrice sur C, i.e. A ∈ Mn(C). En utilisant le théorème de d’Alembert, théorème
3.3.5, on montre que A possède n valeurs propres, comptées avec leurs multiplicités, dans
C. Soit λ une valeur propre de A dans C et montrons qu’alors λ ∈ R. Soit V ∈ Cn tel
que V �= 0 et A(V ) = λV . Alors on a :

λ〈V, V 〉 = 〈λV, V 〉 = 〈A(V ), V 〉 = 〈V,A∗(V )〉 = 〈V,A(V )〉 = 〈V, λV 〉 = λ〈V, V 〉 .

D’où on a λ = λ. Autrement dit, λ est réel. �

Proposition 8.7.10. Soient (H, 〈 , 〉) un R-espace de Hilbert de dimension finie et
T ∈ L (H) un opérateur auto-adjoint, i.e. T ∗ = T . Alors il existe une base hilbertienne
de H formée de vecteurs propres de T . Autrement dit, soient λ1, . . . , λp les valeurs propres
de T , étant deux à deux distinctes, alors les sous-espaces propres Eλk

= ker(T − λk idH)
sont deux à deux orthogonaux et on a H = Eλ1 ⊕· · ·⊕Eλp . En particulier, si A ∈ Mn(R)
telle que A = tA, alors il existe une matrice P de Mn(R) telle que P tP = tPP = In et une
matrice diagonale D de Mn(R), formée de valeurs propres de A, telles que A = PDtP .

Démonstration. On utilise le lemme précédent et on calque la démonstration de la
proposition 8.7.9. �
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Proposition 8.7.11 (Lax-Milgram). Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert et T ∈
L (H). On suppose qu’il existe c > 0 tel que pour tout x ∈ H, on ait c‖x‖2 ≤ |〈T (x), x〉|.
Alors T est bijectif et on a

∥∥T−1
∥∥ ≤ 1

c .

Démonstration. Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

c‖x‖2 ≤ |〈T (x), x〉| ≤ ‖x‖ ‖T (x)‖ .

D’où on a c‖x‖ ≤ ‖T (x)‖. Il résulte de la proposition 7.1.4 que T est injective et T (H)
est fermé dans H . Soit x ∈ T (H)⊥, alors 〈T (x), x〉 = 0, d’où on a x = 0. Autrement dit,
on a T (H)⊥ = {0}. Il résulte du corollaire 8.3.2 que T (H) est dense dans H , d’où on a
T (H) = H , donc T est bijective. Soit y ∈ H , alors il existe x ∈ H tel que T (x) = y. D’où
on a c

∥∥T−1(y)
∥∥ ≤ ‖y‖, donc

∥∥T−1(y)
∥∥ ≤ 1

c‖y‖. Par conséquent, on a ‖T−1‖ ≤ 1
c . �

Corollaire 8.7.2. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert et T ∈ L (H).

1. Si ‖T ‖ < 1, alors l’opérateur T − idH est bijectif.

2. Si T est unitaire, alors pour tout λ ∈ K tel que |λ| �= 1, l’opérateur T − λ idH est
bijectif.

3. Si T ∗ = −T , alors pour tout λ ∈ K de partie réelle non nulle, l’opérateur T −λ idH
est bijectif.

4. On suppose K = C. Si T est auto-adjoint, alors pour tout λ ∈ C \ R, l’opérateur
T − λ idH est bijectif.

5. Si T est positif, alors pour tout λ ∈ K \ R+, l’opérateur T − λ idH est bijectif.

Démonstration. 1. Soit c = 1 − ‖T ‖ > 0. Pour tout x ∈ H , on a 〈(T − idH)(x), x〉 =
〈T (x), x〉 − 〈x, x〉, donc on a :

|〈(T − idH)(x), x〉| ≥ ‖x‖2 − |〈T (x), x〉| ≥ ‖x‖2 − ‖T ‖ ‖x‖2 = c‖x‖2 .

D’après la proposition précédente, T − idH est alors bijectif.
2. Puisque T est unitaire, alors on a ‖T ‖ = ‖T−1‖ ≤ 1, avec égalité si H n’est pas
l’espace nul. Soit λ ∈ K. Si |λ| < 1, alors λT−1 − idH est bijectif par 1. Donc T −
λ idH = T ◦ (idH − λT−1) est bijectif. Si |λ| > 1, alors 1

λT − idH est bijectif par 1. Donc
T − λ idH = λ

(
1
λT − idH

)
est bijectif.

3. Pour tout x ∈ H , on a 〈T (x), x〉 = 〈x, T ∗(x)〉 = −〈x, T (x)〉 = −〈T (x), x〉, donc
Re(〈T (x), x〉) = 0. Par conséquent, pour tout λ ∈ K tel que Re(λ) �= 0, on a :

|〈(T − λ idH)(x), x〉| ≥ |Re(〈(T − λ idH)(x), x〉)| = |Re(λ)|‖x‖2 .

D’après la proposition précédente, T − λ idH est alors bijectif.
4. On suppose K = C. Posons S = iT , alors on a S∗ = −S. D’après 3, pour tout λ ∈ C\R,
l’opérateur S − iλ idH es bijectif. Donc T − λ idH = 1

i (S − iλ idH) est bijectif.
5. Comme T est positif, alors pour tout x ∈ H , on a 〈T (x), x〉 ≥ 0. Donc, pour tout
λ ∈ R tel que λ < 0 et pour tout x ∈ H , on a :

〈(T − λ idH)(x), x〉 = 〈T (x), x〉 − λ〈x, x〉 ≥ −λ‖x‖2 .

Alors on déduit de la proposition précédente que si λ ∈ R tel que λ < 0, alors T − λ idH
est bijectif. Si K = C et si λ ∈ C \ R, on déduit de 4 que T − λ idH est bijectif. �
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8.8 Exercices

Exercice 8.1. Soient (E, ‖ ‖) un K-espace vectoriel normé dont la norme vérifie pour
tout x, y ∈ E l’identité du parallélogramme

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.

Il s’agit de montrer que E est un K-espace préhilbertien. Autrement dit, il s’agit de
montrer qu’il existe un produit scalaire 〈 , 〉 sur E dont la norme associée est ‖ ‖.

1. On suppose K = R, et soit f : E × E −→ R, définie par :

f(x, y) = 1
4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
.

(i) Montrer que pour tout x, y de E, on a f(2x, y) = 2f(x, y).

(ii) Montrer que pour tout x1, x2, y de E, on a f(x1 + x2, y) = f(x1, y)+ f(x2, y).

(iii) Montrer que pour tout x, y de E et pour tout q ∈ Q, on a f(qx, y) = qf(x, y).

(iv) Montrer que pour tout x, y de E, on a |f(x, y)| ≤ ‖x‖ ‖y‖.
(v) En déduire que pour tout λ ∈ R et pour tout x, y de E, on a f(λx, y) =

λf(x, y).

(vi) En déduire que f est un produit scalaire sur E dont la norme associée est ‖ ‖.

2. On suppose K = C, et soit g : E × E −→ C, définie par :

g(x, y) = f(x, y) + if(x, iy) .

Montrer que g est un produit scalaire sur E dont la norme associée est ‖ ‖.

Solution. 1(i). D’après l’identité du parallélogramme, on a :

‖2x+ y‖2 + ‖y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖x+ y‖2

)
et ‖2x− y‖2 + ‖y‖2 = 2

(
‖x‖2 + ‖x− y‖2

)
.

Donc on a ‖2x+ y‖2 − ‖2x− y‖2 = 2
(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
. Par conséquent, on a :

f(2x, y) = 1
4

(
‖2x+ y‖2 − ‖2x− y‖2

)
= 1

4

(
2
(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

) )
= 2f(x, y) .

1(ii). Soient x1, x2, y ∈ E. Posons s = f(x1, y) et t = f(x2, y), alors on a :

t+ s = 1
4

(
‖x1 + y‖2 − ‖x1 − y‖2 + ‖x2 + y‖2 − ‖x2 − y‖2

)
= 1

4

(
‖x1 + y‖2 + ‖x2 + y‖2 −

(
‖x1 − y‖2 + ‖x2 − y‖2

))
= 1

8

(
‖x1 + x2 + 2y‖2 + ‖x1 − x2‖2 −

(
‖x1 + x2 − 2y‖2 + ‖x1 − x2‖2

))
= 1

8

(
‖x1 + x2 + 2y‖2 − ‖x1 + x2 − 2y‖2

)
= 1

2

(∥∥∥x1 + x2

2
+ y

∥∥∥2 − ∥∥∥x1 + x2

2
− y

∥∥∥2 )

= 2f
(x1 + x2

2
, y
)

= f(x1 + x2, y) .
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1(iii). Montrons d’abord, par récurrence, que pour tout n ∈ N et pour tout x, y ∈ E,
on a f(nx, y) = nf(x, y). On a f(0x, y) = f(0, y) = 0 = 0f(x, y). Supposons que l’on a
f(n0x, y) = n0f(x, y). Alors on a :

f((n0+1)x, y) = f(n0x+x, y) = f(n0x, y)+f(x, y) = n0f(x, y)+f(x, y) = (n0+1)f(x, y) .

Par conséquent, pour tout n ∈ N et pour tout x, y ∈ E, on a f(nx, y) = nf(x, y).
On a 0 = f(0, y) = f(x− x, y) = f(x, y) + f(−x, y), d’où f(−x, y) = −f(x, y). Donc on
a f(−nx, y) = nf(−x, y) = −nf(x, y). Par conséquent, pour tout n ∈ Z et pour tout
x, y ∈ E, on a f(nx, y) = nf(x, y).
Soit q = n

m ∈ Q, avec n ∈ Z et m ∈ N∗, alors on a f(qx, y) = f(n x
m , y) = nf( x

m , y). On
a aussi f(x, y) = f(m x

m , y) = mf( x
m , y), d’où f( x

m , y) = 1
mf(x, y). Par conséquent, on a

f(qx, y) = n
mf(x, y) = qf(x, y).

1(iv). On a ‖x+ y‖2 ≤
(
‖x‖+‖y‖

)2
= ‖x‖2+‖y‖2+2‖x‖ ‖y‖. On a

∣∣‖x‖−‖y‖
∣∣ ≤ ‖x−y‖,

d’où −‖x− y‖2 ≤ −(‖x‖ − ‖y‖)2 = −‖x‖2 − ‖y‖2 + 2‖x‖ ‖y‖. Par conséquent, on a
f(x, y) ≤ ‖x‖ ‖y‖. On a aussi −f(x, y) = f(−x, y) ≤ ‖ − x‖ ‖y‖ = ‖x‖ ‖y‖. Donc on a
|f(x, y)| ≤ ‖x‖ ‖y‖.
1(v). Soit λ ∈ R, alors il existe une suite (qn)n≥0 dans Q telle que λ = lim

n→+∞ qn. On a

|f(qnx, y)− f(λx, y)| = |f(qnx− λx, y)| ≤ ‖qnx− λx‖ ‖y‖. Or on a lim
n→+∞ ‖qnx− λx‖ =

0, d’où lim
n→+∞ f(qnx, y) = f(λx, y). D’autre part, pour tout n ≥ 0, on a f(qnx, y) =

qnf(x, y), et on a lim
n→+∞ qnf(x, y) = λf(x, y). Par conséquent, on a f(λx, y) = λf(x, y).

1(vi). Pour tout x, y ∈ E, on a f(x, y) = f(y, x) et f(x, x) = ‖x‖2. Par conséquent, f est
un produit scalaire sur E dont la norme associée est ‖ ‖.
2. On a g(x, x) = f(x, x) + if(x, ix) et f(x, ix) = 1

4

(
‖x+ ix‖2 − ‖x− ix‖2

)
=

‖x‖2

4

(
|1 + i|2 − |1− i|2

)
= 0. Donc on a g(x, x) = f(x, x) = ‖x‖2.

On a g(y, x) = f(y, x)+ if(y, ix) = f(x, y)+ if(ix, y), d’où g(y, x) = f(x, y)− if(ix, y) =
f(x, y) + if(ix,−y). On a :

f(ix,−y) = f(ix, i2y)

= 1
4

(
‖ix+ i2y‖2 − ‖ix− i2y‖2

)
= 1

4

(
‖x+ iy‖2 − ‖x− iy‖2

)
= f(x, iy) .

Par conséquent, on a g(y, x) = g(x, y).
On a :

g(x1 + x2, y) = f(x1 + x2, y) + if(x1 + x2, iy)

= f(x1, y) + f(x2, y) + if(x1, iy) + if(x2, iy)

= f(x1, y) + if(x1, iy) + f(x2, y) + if(x2, iy)

= g(x1, y) + g(x2, y) .

Pour tout a ∈ R, on a g(ax, y) = f(ax, y) + if(ax, iy) = af(x, y) + af(x, iy) = ag(x, y).
On a g(ix, y) = f(ix, y) + if(ix, iy), f(ix, y) = −f(ix,−y) = −f(x, iy) et

f(ix, iy) = 1
4

(
‖ix+ iy‖2 − ‖ix− iy‖2

)
= 1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
= f(x, y) .
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D’où on a g(ix, y) = −f(x, iy) + if(x, y) = i(f(x, y) + if(x, iy)) = ig(x, y).
Soit λ ∈ C, λ = a+ ib, avec a, b ∈ R. Alors on a g(λx, y) = g(ax + ibx, y) = g(ax, iy) +
ig(bx, y) = ag(x, y) + ibg(x, y) = (a + ib)g(x, y) = λg(x, y). Par conséquent, g est un
produit scalaire sur E dont la norme associée est ‖ ‖.

Remarque 8.8.1. Pour tout x ∈ �2, on pose ‖x‖ = ‖x‖2+‖x‖∞. Alors ‖ ‖ est une norme
sur �2 équivalent à ‖ ‖2. En fait, pour tout x ∈ �2, on a ‖x‖2 ≤ ‖x‖ ≤ 2‖x‖2. Mais la
norme ‖ ‖ ne provient pas d’un produit scalaire. (On n’a pas l’identité du parallélogramme
pour la norme ‖ ‖, vérifier pour e0 et e1). Autrement dit, l’espace de Banach (�2, ‖ ‖)
est linéairement homéomorphe à (�2, ‖ ‖2) et pourtant (�2, ‖ ‖) n’est pas de Hilbert.

Exercice 8.2. Montrer qu’il n’existe aucun produit scalaire sur C([0, 1]) dont la norme
associée est la norme ‖ ‖1 ou la norme ‖ ‖∞.
Solution. Pour tout x ∈ [0, 1], soit f(x) = x et g(x) = −x+ 1. Alors on a ‖f + g‖∞ =
‖f − g‖∞ = ‖f‖∞ = ‖g‖∞ = 1, donc la norme ‖ ‖∞ ne vérifie pas l’identité du
parallélogramme. Par conséquent, la norme ‖ ‖∞ sur C([0, 1]) ne provient pas d’un
produit scalaire.
On a ‖f + g‖1 = 1 et ‖f − g‖1 = ‖f‖1 = ‖g‖1 = 1

2 , donc la norme ‖ ‖1 ne vérifie pas
l’identité du parallélogramme. Par conséquent, la norme ‖ ‖1 sur C([0, 1]) ne provient
pas d’un produit scalaire.

Exercice 8.3. Rappelons que Mn,p(K) est le K-espace vectoriel des matrices à n lignes
et p colonnes et à coefficients dans K. Si B = [bij ] ∈ Mn,p(K), on note B∗ la matrice
transconjuguée de B. Autrement dit, on a B∗ = [βij ] ∈ Mp,n(K), avec βij = bji. Pour
tout A,B ∈ Mn,p(K), on pose 〈A,B〉 = Tr(AB∗), où Tr est la trace.

1. Montrer que l’application (A,B) �−→ 〈A,B〉 = Tr(AB∗) est un produit scalaire sur
Mn,p(K).

2. En déduire que si f est une forme linéaire sur Mn,p(K), alors il existe une unique
matrice B ∈ Mn,p(K) telle que pour tout A ∈ Mn,p(K), on ait f(A) = Tr(AB∗).

Solution. 1. Notons d’abord que si A,B ∈ Mn,p(K), alors on a AB∗ ∈ Mn(K) et

rappelons que si D = [dij ] ∈ Mn(K), on a Tr(D) =

n∑
i=1

dii.

Pour tout A,B,C ∈ Mn,p(K) et pour tout λ ∈ K, on a :

〈A+ λC,B〉 = Tr((A + λC)B∗)

= Tr(AB∗ + λCB∗)

= Tr(AB∗) + λTr(CB∗)

= 〈A,B〉+ λ〈C,B〉 .

On a Tr(AB∗) =

n∑
i=1

( p∑
k=1

aikbik

)
, d’où Tr(AB∗) =

n∑
i=1

( p∑
k=1

aikbik

)
= Tr(BA∗). Par

conséquent, on a 〈A,B〉 = 〈B,A〉. On a Tr(AA∗) =
n∑

i=1

( p∑
k=1

|aik|2
)
, donc 〈A,A〉 ≥ 0 et
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〈A,A〉 = 0 si et seulement si A = 0. Par conséquent, l’application (A,B) �−→ 〈A,B〉 =
Tr(AB∗) est un produit scalaire sur Mn,p(K).
2. Soit f une forme linéaire sur Mn,p(K). Comme Mn,p(K) est de dimension finie, alors f
est continue. D’après le théorème de représentation de Riesz, il existe une unique matrice
B ∈ Mn,p(K) telle que pour tout A ∈ Mn,p(K), on ait f(A) = 〈A,B〉 = Tr(AB∗).

Exercice 8.4. Soient (E, 〈 , 〉) un K-espace préhilbertien et x, y ∈ E. Montrer que les
conditions suivantes sont équivalentes.

(i) ‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖.

(ii) 〈x, y〉 = ‖x‖ ‖y‖.

(iii) Il existe a ≥ 0 et b ≥ 0 tels que (a, b) �= (0, 0) et ax = by.

Solution. Il est clair que si x = 0 ou y = 0, alors on a (i) ⇐⇒ (ii) ⇐⇒ (iii). On suppose
donc x �= 0 et y �= 0.
Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Par hypothèse, on a ‖x + y‖ = ‖x‖ + ‖y‖, d’où
‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖ ‖y‖. D’après la proposition 8.2.1, on a ‖x + y‖2 =
‖x‖2+‖y‖2+2Re(〈x, y〉). Donc on a Re(〈x, y〉) = ‖x‖ ‖y‖. D’après l’inégalité de Cauchy-
Schwarz, on a |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖. On en déduit que l’on a 〈x, y〉 = Re(〈x, y〉) = ‖x‖ ‖y‖.
Montrons l’implication (ii) =⇒ (iii). Par hypothèse, on a 〈x, y〉 = ‖x‖ ‖y‖. D’après la
proposition 8.2.1, x et y ne sont pas linéairement indépendants. Puisque x �= 0 et y �= 0,
alors il existe λ ∈ K tel que x = λy. D’où on a ‖x‖ ‖y‖ = 〈x, y〉 = λ‖y‖2, donc λ > 0.
Montrons l’implication (iii) =⇒ (i). Par hypothèse, il existe a ≥ 0 et b ≥ 0 tels que (a, b) �=
(0, 0) et ax = by. Comme on a supposé, x �= 0 et y �= 0, alors a > 0 et b > 0, d’où on a
x = b

ay. Par conséquent, on a ‖x+y‖ =
∥∥ b
ay+y

∥∥ =
(
1+ b

a

)
‖y‖ = b

a‖y‖+‖y‖ = ‖x‖+‖y‖.

Exercice 8.5. Soient (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien et x, y ∈ E.

1. Montrer que x⊥ y si et seulement si pour tout λ ∈ K, on a ‖x‖ ≤ ‖x− λy‖.

2. Montrer que x⊥ y si et seulement si pour tout λ ∈ K, on a ‖x+ λy‖ = ‖x− λy‖.

Solution. 1. Soit F = Vect({y}) =
{
λy ; λ ∈ K

}
. Alors x⊥ y si et seulement si x ∈ F⊥.

D’après la proposition 8.3.7, on a x ∈ F⊥ si et seulement si pour tout λ ∈ K, on a
‖x‖ ≤ ‖x− λy‖.
2. Supposons d’abord que l’on a x⊥ y. Soit λ ∈ K, on a ‖x+ λy‖2 = ‖x‖2 + |λ|2 ‖y‖2 =
‖x− λy‖2, d’où ‖x+ λy‖ = ‖x− λy‖.
Réciproquement, supposons que pour tout λ ∈ K, on a ‖x+λy‖ = ‖x−λy‖. Alors, pour
tout λ ∈ K, on a

‖x‖2+|λ|2 ‖y‖2+2Re(λ〈x, y〉) = ‖x+λy‖2 = ‖x−λy‖2 = ‖x‖2+|λ|2 ‖y‖2−2Re(λ〈x, y〉) .

Donc, pour tout λ ∈ K, on a Re
(
λ〈x, y〉

)
= 0. En prenant λ = 〈x, y〉, on obtient

〈x, y〉 = 0. Autrement dit, on a x⊥ y.

Exercice 8.6. Soient (E, 〈 , 〉) un R–espace préhilbertien et x, y ∈ E.

1. Montrer que ‖x‖ = ‖y‖ si et seulement si on a 〈x+ y, x− y〉 = 0.
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2. Montrer que si ‖x‖ = ‖y‖, alors pour tout a, b ∈ R, on a ‖ax+ by‖ = ‖bx+ ay‖.

3. Soit z ∈ E. Montrer que si ‖x‖ = ‖y‖ et si x+y+z = 0, alors on a ‖x−z‖ = ‖y−z‖.

4. Montrer que si ‖x+y‖ = ‖x−y‖, alors il existe c ∈ R\{0,−1, 1} tel que ‖x+cy‖ =
‖x− cy‖.

Solution. 1. On a 〈x + y, x − y〉 = 〈x, x〉 − 〈x, y〉 + 〈y, x〉 + 〈y, y〉 = ‖x‖2 − ‖y‖2. Donc
‖x‖ = ‖y‖ si et seulement si on a 〈x+ y, x− y〉 = 0.
2. On a ‖ax + by‖2 = a2‖x‖2 + b2‖y‖2 + 2ab〈x, y〉 et ‖bx + ay‖2 = b2‖x‖2 + a2‖y‖2 +
2ab〈x, y〉. Donc, si ‖x‖ = ‖y‖, alors pour tout a, b ∈ R, on a ‖ax + by‖2 = ‖bx + ay‖2,
d’où ‖ax+ by‖ = ‖bx+ ay‖.
3. On a x+y+z = 0, d’où −z = x+y. Donc on a ‖x−z‖ = ‖2x+y‖ et ‖y−z‖ = ‖x+2y‖.
Comme on a ‖x‖ = ‖y‖, d’après 2, on a ‖2x+ y‖ = ‖x+ 2y‖, donc ‖x− z‖ = ‖y − z‖.
4. Par hypothèse, on a ‖x + y‖ = ‖x − y‖. D’après 2, pour tout a, b ∈ R, on a
‖a(x+y)+b(x−y)‖ = ‖b(x+y)+a(x−y)‖, d’où ‖(a+b)x+(a−b)y‖ = ‖(a+b)x−(a−b)y‖.
Soient a, b ∈ R tels que a �= 0, b �= 0, a �= b et a �= −b, par exemple, a = 1 et b = 2. Soit
c = a−b

a+b , alors c ∈ R \ {0,−1, 1} et on a ‖x+ cy‖ = ‖x− cy‖.

Exercice 8.7. Soit (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien. Montrer que pour tout x, y ∈ E,
on a :

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 ≥ 4‖x‖ ‖y‖ .
Solution. D’après l’identité du parallélogramme, on a ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2

(
‖x‖2 +

‖y‖2
)
. Comme on a ‖x‖2+‖y‖2−2‖x‖ ‖y‖ =

(
‖x‖−‖y‖

)2 ≥ 0, alors on a ‖x‖2+‖y‖2 ≥
2‖x‖ ‖y‖. Par conséquent, on a ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 ≥ 4‖x‖ ‖y‖.

Exercice 8.8. Soit (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien. Montrer que pour tout x, y, z ∈ E,
on a l’égalité ‖x+ y + z‖2 + ‖x‖2 + ‖y‖2 + ‖z‖2 = ‖x+ y‖2 + ‖y + z‖2 + ‖z + x‖2.
Solution. On a :

‖x+ y + z‖2 = 〈x+ y + z, x+ y + z〉

= ‖x‖2 + 〈x, y〉+ 〈x, z〉+ 〈y, x〉+ ‖y‖2 + 〈y, z〉+ 〈z, x〉+ 〈z, y〉+ ‖z‖2

= ‖x‖2 + 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ ‖y‖2 + 〈y, z〉+ 〈z, y〉+ ‖z‖2 + 〈z, x〉+ 〈x, z〉 .

On en déduit ‖x+ y + z‖2 + ‖x‖2 + ‖y‖2 + ‖z‖2 = ‖x+ y‖2 + ‖y + z‖2 + ‖z + x‖2.

Exercice 8.9. Soit (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien.

1. Montrer que pour tout x, y ∈ E tels que x �= 0 et y �= 0, on a :∥∥∥ x

‖x‖2 − y

‖y‖2
∥∥∥ =

‖x− y‖
‖x‖ ‖y‖ .

Autrement dit, on a
∥∥∥‖y‖‖x‖x− ‖x‖

‖y‖y
∥∥∥ = ‖x− y‖.

2. En déduire que pour tout x, y, z ∈ E, on a :

‖y‖ ‖x− z‖ ≤ ‖x‖ ‖y − z‖+ ‖z‖ ‖x− y‖ .
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3. En déduire que pour tout x, y, z, t ∈ E, on a :

‖x− z‖ ‖y − t‖ ≤ ‖x− y‖ ‖z − t‖+ ‖y − z‖ ‖x− t‖ .

Solution. 1. On a :∥∥∥ x

‖x‖2 − y

‖y‖2
∥∥∥2 =

〈 x

‖x‖2 − y

‖y‖2 ,
x

‖x‖2 − y

‖y‖2
〉

=
〈x, x〉
‖x‖4 − 〈x, y〉

‖x‖2 ‖y‖2 − 〈y, x〉
‖x‖2 ‖y‖2 +

〈y, y〉
‖y‖4

=
1

‖x‖2 − 〈x, y〉
‖x‖2 ‖y‖2 − 〈y, x〉

‖x‖2 ‖y‖2 +
1

‖y‖2

=
‖y‖2 − 〈x, y〉 − 〈y, x〉+ ‖x‖2

‖x‖2 ‖y‖2 =
‖x− y‖2
‖x‖2 ‖y‖2 .

Donc on a
∥∥∥ x

‖x‖2 − y

‖y‖2
∥∥∥ =

‖x− y‖
‖x‖ ‖y‖ , d’où l’égalité

∥∥∥‖y‖‖x‖x− ‖x‖
‖y‖y

∥∥∥ = ‖x− y‖.
2. L’inégalité est triviale si x = 0 ou y = 0 ou z = 0. Donc, on peut supposer x �= 0,
y �= 0 et z �= 0.
On a :

‖x− z‖ =
∥∥∥ ‖z‖‖x‖x− ‖x‖

‖z‖z
∥∥∥

≤
∥∥∥ ‖z‖‖x‖x− ‖z‖ ‖x‖

‖y‖2 y
∥∥∥+ ∥∥∥‖z‖ ‖x‖‖y‖2 y − ‖x‖

‖z‖z
∥∥∥

= ‖z‖
∥∥∥ 1

‖x‖x− ‖x‖
‖y‖2 y

∥∥∥+ ‖x‖
∥∥∥ ‖z‖
‖y‖2y − 1

‖z‖z
∥∥∥ .

D’où on a :

‖y‖ ‖x− z‖ ≤ ‖z‖
∥∥∥‖y‖‖x‖x− ‖x‖

‖y‖y
∥∥∥+ ‖x‖

∥∥∥‖z‖‖y‖y −
‖y‖
‖z‖z

∥∥∥
= ‖z‖ ‖x− y‖+ ‖x‖ ‖y − z‖ .

3. Soient x′ = x− y, y′ = x− z et z′ = x− t. D’après 2, on a :

‖y′‖ ‖x′ − z′‖ ≤ ‖x′‖ ‖y′ − z′‖+ ‖z′‖ ‖x′ − y′‖

Or on a x′ − z′ = t− y, y′ − z′ = t− z et x′ − y′ = y − z, d’où :

‖x− z‖ ‖y − t‖ ≤ ‖x− y‖ ‖z − t‖+ ‖y − z‖ ‖x− t‖ .

Exercice 8.10. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Pour tout x ∈ E, on pose :

T (x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

x si ‖x‖ ≤ 1 ,

x

‖x‖ si ‖x‖ ≥ 1 .
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1. Montrer que pour tout x, y ∈ E, on a ‖T (x)− T (y)‖ ≤ 2‖x− y‖.

2. Donner un exemple d’espace normé où la constante 2 ne peut être améliorée.

3. Montrer que si (E, ‖ ‖) est un espace préhilbertien, alors pour tout x, y ∈ E, on a :

‖T (x)− T (y)‖ ≤ ‖x− y‖ .

Solution. 1. Soient x, y ∈ E. Si on a ‖x‖ ≤ 1 et ‖y‖ ≤ 1, alors T (x) = x et T (y) = y,
d’où ‖T (x) − T (y)‖ = ‖x − y‖ ≤ 2‖x− y‖. Supposons maintenant ‖x‖ ≤ 1 et ‖y‖ ≥ 1,
alors on a :

‖T (x)− T (y)‖ =
∥∥∥x− y

‖y‖

∥∥∥
≤ ‖x− y‖+

∥∥∥y − y

‖y‖

∥∥∥
= ‖x− y‖+ ‖y‖ − 1

≤ ‖x− y‖+ ‖y‖ − ‖x‖

≤ ‖x− y‖+ ‖x− y‖ = 2‖x− y‖ .
On suppose maintenant ‖x‖ ≥ 1 et ‖y‖ ≥ 1. D’après l’exercice 6.13, on a :∥∥∥ x

‖x‖ − y

‖y‖

∥∥∥ ≤ 2

max(‖x‖, ‖y‖)‖x− y‖ .

On en déduit que l’on a ‖T (x)− T (y)‖ ≤ 2‖x− y‖.
2. Soit E = R2 muni de la norme ‖(t, s)‖ = |t| + |s|, où (t, s) ∈ R2. Pour tout n ≥ 1,

soit xn =
(
1− 1

n2 , 0
)
, yn =

(
1− 1

n2 ,
1
n

)
∈ R2. Alors on a ‖xn − yn‖ = 1

n , ‖yn‖ = n2+n−1
n2 ,

yn
‖yn‖

= 1
n2+n−1 (n

2 − 1, n), ‖T (xn) − T (yn)‖ =
∥∥∥xn − yn

‖yn‖

∥∥∥ =
2n3 − n2 − n+ 1

n4 + n3 − n2
, d’où

on a lim
n→+∞

‖T (xn)− T (yn)‖
‖xn − yn‖

= 2. Par conséquent, on ne peut pas améliorer la constante

2 dans l’inégalité dans 1.
3. On suppose que (E, ‖ ‖) est un espace préhilbertien et que la norme ‖ ‖ est associée
au produit scalaire 〈 , 〉. Soient x, y ∈ E, il s’agit de montrer que l’on a ‖T (x)−T (y)‖ ≤
‖x− y‖. Supposons d’abord que l’on a ‖x‖ ≤ 1 et ‖y‖ ≤ 1, alors T (x) = x et T (y) = y,
d’où ‖T (x)− T (y)‖ = ‖x− y‖. Supposons maintenant ‖x‖ ≤ 1 et ‖y‖ ≥ 1, alors on a :

‖T (x)− T (y)‖2 =
∥∥∥x− y

‖y‖

∥∥∥2

=
〈
x− y

‖y‖ , x− y

‖y‖
〉

= 〈x, x〉 − 1

‖y‖
[
〈x, y〉+ 〈y, x〉

]
+ 1

= 〈x, x〉 − 1

‖y‖
(
2Re(〈x, y〉)

)
+ 1 .



8.8. Exercices 387

D’autre part, on a ‖x− y‖2 = 〈x, x〉 − 2Re(〈x, y〉) + ‖y‖2, d’où :

‖T (x)− T (y)‖2 − ‖x− y‖2 =
(
1− 1

‖y‖
)
2Re(〈x, y〉) + 1− ‖y‖2

≤
(
1− 1

‖y‖
)
2‖x‖ ‖y‖+ 1− ‖y‖2

≤ 2‖y‖ − 1− ‖y‖2 = −
(
‖y‖+ 1

)2 ≤ 0 .

Par conséquent, on a ‖T (x)− T (y)‖ ≤ ‖x− y‖.
On suppose maintenant ‖x‖ ≥ 1 et ‖y‖ ≥ 1, alors on a :

‖T (x)− T (y)‖2 =
∥∥∥ x

‖x‖ − y

‖y‖

∥∥∥2

=
〈 x

‖x‖ − y

‖y‖ ,
x

‖x‖ − y

‖y‖
〉

= 2− 1

‖x‖ ‖y‖
(
〈x, y〉+ 〈y, x〉

)

= 2− 2Re(〈x, y〉)
‖x‖ ‖y‖ .

Donc on a :

‖T (x)− T (y)‖2 − ‖x− y‖2 = 2−
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
+
(
1− 1

‖x‖ ‖y‖
)
2Re(〈x, y〉)

≤ 2−
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
+
(
1− 1

‖x‖ ‖y‖
)
2‖x‖ ‖y‖

= −‖x‖2 − ‖y‖2 + 2‖x‖ ‖y‖ = −
(
‖x‖+ ‖x‖

)2 ≤ 0 .

Par conséquent, on a ‖T (x)− T (y)‖ ≤ ‖x− y‖.

Exercice 8.11. Soient (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien et (xi)1≤i≤n une suite finie
d’éléments de E.

1. Montrer que l’on a :

∑
i<j≤n

‖xi − xj‖2 = n

n∑
i=1

‖xi‖2 −
∥∥∥ n∑

i=1

xi

∥∥∥2 . (8.1)

2. En déduire que si ‖xi − xj‖ ≥ 2 pour i �= j, alors le rayon d’une boule contenant

ces n points est au moins ≥
√

2(n−1)
n .

Solution. 1. Notons d’abord que pour n = 2, l’équation (8.1) n’est autre que l’identité
du parallélogramme. On montre l’équation (8.1) par récurrence sur n. Supposons que
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l’équation (8.1) est vraie à l’ordre n ≥ 2. Soient (xi)1≤i≤n+1 une suite finie d’éléments
de E. Alors on a :

∥∥∥ n+1∑
i=1

xi

∥∥∥2 =
∥∥∥ n∑

i=1

xi

∥∥∥2 + ‖xn+1‖2 +
n∑

i=1

(
〈xi, xn+1〉+ 〈xn+1, xi〉

)
.

et ∑
i<j≤n+1

‖xi − xj‖2 =
∑

i<j≤n

‖xi − xj‖2 +
n∑

i=1

‖xi − xn+1‖2

= n
n∑

i=1

‖xi‖2 −
∥∥∥ n∑

i=1

xi

∥∥∥2 + n∑
i=1

‖xi − xn+1‖2 .

Comme on a aussi :

n∑
i=1

‖xi − xn+1‖2 =

n∑
i=1

〈xi − xn+1, xi − xn+1〉

=

n∑
i=1

(
〈xi, xi〉+ 〈xn+1, xn+1〉 − 〈xi, xn+1〉 − 〈xn+1, xi〉

)

=

n∑
i=1

‖xi‖2 + n ‖xn+1‖2 −
n∑

i=1

(
〈xi, xn+1〉+ 〈xn+1, xi〉

)
.

Alors on en déduit que l’on a
∑

i<j≤n+1

‖xi − xj‖2 +
∥∥∥ n+1∑

i=1

xi

∥∥∥2 = (n+ 1)

n+1∑
i=1

‖xi‖2. Donc

l’équation (8.1) est vraie à l’ordre n+ 1. Par conséquent, l’équation (8.1) est vraie pour
tout n ≥ 2.
2. Soient a ∈ E et r > 0 tels que x1, . . . , xn ∈ B′(a, r). On suppose de plus que si i �= j,
on a ‖xi − xj‖ ≥ 2. D’après ce qui précède, on a :

∑
i<j≤n

‖xi − a− (xj − a)‖2 = n

n∑
i=1

‖xi − a‖2 −
∥∥∥ n∑

i=1

(xi − a)
∥∥∥2 .

D’où on a :

∑
i<j≤n

‖xi − xj‖2 +
∥∥∥ n∑

i=1

(xi − a)
∥∥∥2 = n

n∑
i=1

‖xi − a‖2 ≤ n(nr2) .

Comme on a
∑

i<j≤n

‖xi − xj‖2 ≥ 4
n2 − n

2
, alors on a 2n(n− 1) ≤ n2r2. Par conséquent,

on a
√

2(n−1)
n ≤ r.

Exercice 8.12. Soit (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert.
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1. Soient A et B des parties convexes, fermées et non vides de H telles que A ⊂ B.

Montrer que pour tout x ∈ H , on a
∥∥PA(x) − PB(x)

∥∥2 ≤ 2
(
d(x,A)2 − d(x,B)2

)
.

2. Soient (Cn)n≥0 une suite croissante de convexes fermés et non vides de H et C
l’adhérence de leur réunion. Montrer que C est convexe et fermé dans H et que
pour tout x ∈ H , on a lim

n→+∞PCn(x) = PC(x).

3. Soient (Cn)n≥0 une suite décroissante de convexes fermés et non vides de H et C
leur intersection.

(a) Montrer que si C est non vide, alors pour tout x ∈ H , on a lim
n→+∞PCn(x) =

PC(x).

(b) Montrer que si C est vide, alors pour tout x ∈ H , on a lim
n→+∞ d(x,Cn) = +∞.

Ceci démontre en particulier que si l’un des Cn est borné, alors C n’est pas
vide.

Solution. 1. D’après l’identité du parallélogramme, on a :∥∥PA(x) − PB(x)
∥∥2 + ∥∥2x− PA(x) − PB(x)

∥∥2 = 2
(∥∥x− PA(x)

∥∥2 + ∥∥x− PB(x)
∥∥2)

= 2
(
d(x,A)2 + d(x,B)2

)
d’où

∥∥PA(x)− PB(x)
∥∥2 = 2

(
d(x,A)

2
+ d(x,B)

2)− 4
∥∥∥x− PA(x) + PB(x)

2

∥∥∥2. Comme on

a PA(x), PB(x) ∈ B, et B est convexe, alors on a
PA(x) + PB(x)

2
∈ B, d’où :

d(x,B) ≤
∥∥∥x− PA(x) + PB(x)

2

∥∥∥ .
Par conséquent, on a

∥∥PA(x) − PB(x)
∥∥2 ≤ 2

(
d(x,A)

2 − d(x,B)
2)
.

2. Il est clair que ∪
n≥0

Cn est convexe. D’après l’exercice 6.10, C = ∪
n≥0

Cn est convexe. Par

ailleurs, l’adhérence d’une partie est toujours fermée dans un espace topologique. Soit
x ∈ H . Pour tout n ≥ 0, on a Cn ⊂ C, donc on a d(x,C) ≤ d(x,Cn). Soit ε > 0, alors
il existe y ∈ C tel que d(x, y) < d(x,C) + ε

2 . Il existe aussi n0 ≥ 0 et yn0 ∈ Cn0 tel que
d(y, yn0) <

ε
2 . Donc on a d(x, yn0) ≤ d(x, y) + d(y, yn0) < d(x,C) + ε. Comme, pour tout

n ≥ n0, on a d(x,Cn) ≤ d(x,Cn0), alors pour tout n ≥ n0, on a d(x,Cn) < d(x,C) + ε.
Par conséquent, pour tout n ≥ n0, on a |d(x,C) − d(x,Cn)| < ε. Autrement dit, on

a lim
n→+∞ d(x,Cn) = d(x,C). D’après 1, pour tout n ≥ 0, on a

∥∥PCn(x) − PC(x)
∥∥2 ≤

2
(
d(x,Cn)

2 − d(x,C)2
)
. On en déduit que l’on a lim

n→+∞PCn(x) = PC(x).

3. On suppose maintenant que (Cn)n≥0 une suite décroissante de convexes fermés et non
vides de H et soit C = ∩

n≥0
Cn.

3(a). On suppose C non vide. Notons aussi que C est convexe et fermé dans H . Soit
x ∈ H . Alors (d(x,Cn))n≥0 est une suite croissante positive et majorée par d(x,C). Donc
lim

n→+∞ d(x,Cn) existe dans R+ et on a lim
n→+∞ d(x,Cn) ≤ d(x,C). Pour tout n ≥ 0, soit

xn = PCn(x). D’après 1, pour tout m ≥ n, on a ‖xm − xn‖2 ≤ 2
(
d(x,Cm)

2 − d(x,Cn)
2)
,
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donc la suite (xn)n≥0 est de Cauchy, donc (xn)n≥0 converge vers un élément y ∈ H .
Soit p ≥ 0. Comme pour tout n ≥ p, on a xn ∈ Cp, alors y ∈ Cp, donc on a y ∈ C.
D’où on a d(x,C) ≤ d(x, y) = lim

n→+∞ d(x, PCn(x)) = lim
n→+∞ d(x,Cn). Par conséquent, on

a d(x,C) = lim
n→+∞ d(x,Cn). Or pour tout n ≥ 0, on a ‖PCn(x)− PC(x)‖2 ≤

2
(
d(x,C)

2 − d(x,Cn)
2)
, d’où lim

n→+∞PCn(x) = PC(x).

3(b). On a vu ci-dessus que si lim
n→+∞ d(x,Cn) existe dans R+, alors C est non vide, donc

si C est vide, alors on a lim
n→+∞ d(x,Cn) = +∞.

Remarque 8.8.2. Soit E = C([0, 1]) munit de la norme ‖ ‖∞. On sait que (E, ‖ ‖∞) est
un espace de Banach. Soit Cn =

{
f ∈ E ; ‖f‖∞ ≤ 1, f(0) = 1 et f(x) = 0 pour tout x ≥

1
n

}
. Alors (Cn)n≥0 est une suite décroissante de convexes fermés bornés et non vides de

E telle que ∩
n≥1

Cn = ∅.

Exercice 8.13.[Lemme du centre] Soit A un sous-ensemble non vide borné d’un espace
de Hilbert (H, 〈 , 〉).

1. Pour tout t ≥ 0, soit Ct =
{
x ∈ H ; A ⊂ B′(x, t)

}
. Montrer que Ct est une partie

fermée, bornée et convexe de H .

2. Montrer qu’il existe une unique boule fermée de rayon minimum contenant A.

Solution. 1. Notons d’abord que puisque A est borné, alors il existe z ∈ H et t ≥ 0
tels que A ⊂ B′(z, t). Soit t ≥ 0. Soient (xn)n≥0 une suite dans Ct et x ∈ H tels que
lim

n→+∞ xn = x. Soit a ∈ A. Alors pour tout n ≥ 0, on a ‖xn − a‖ ≤ t. Comme on a

lim
n→+∞ xn − a = x − a, alors on a ‖x− a‖ ≤ t. Par conséquent, on a A ⊂ B′(x, t), d’où

x ∈ Ct. Donc Ct est une partie fermée de H . Soient x, y ∈ Ct et s ∈ [0, 1]. Pour tout
a ∈ A, on a :

‖sx+ (1− s)y − a‖ = ‖sx+ (1− s)y − sa− (1− s)a‖

≤ ‖x− a‖+ (1− s)‖y − a‖

≤ st+ (1− s)t = t .

Par conséquent, on a sx+ (1− s)y ∈ Ct, donc Ct est convexe. Soient x, y ∈ Ct. Comme
A est non vide, alors il existe a ∈ A et on a ‖x− y‖ ≤ ‖x− a‖+ ‖a− y‖ ≤ 2t, donc on a
δ(Ct) ≤ 2t. En particulier, Ct est bornée.
2. Soit r = inf

{
t ≥ 0 ; Ct �= ∅

}
. Comme pour tout 0 ≤ t ≤ s, on a Ct ⊂ Cs,

alors on a Cr = ∩
n≥1

C 1
n+r. D’après l’exercice précédent, l’intersection de toute suite

décroissante de parties bornées, fermées convexes et non vides d’un espace de Hilbert
est non vide, donc Cr �= ∅. Soit x ∈ Cr . Alors B′(x, r) est une boule fermée de rayon
minimum contenant A. Montrons l’unicité. Supposons qu’il existe x, y ∈ H tels que
x �= y et A ⊂ B′(x, r) ∩ B′(y, r). On a vu ci-dessus que l’on a alors ‖x − y‖ ≤ 2r, d’où
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‖x− y‖2
4

≤ r2. Soit r′ =

√
r2 − ‖x− y‖2

4
, alors on a 0 ≤ r′ < r. Pour tout a ∈ A, on a :

∥∥a− x+y
2

∥∥ ≤ r′ ⇐⇒
∥∥a− x+y

2

∥∥2 ≤ r2 − ‖x− y‖2
4

⇐⇒
∥∥a− x+y

2

∥∥2 + ‖x− y‖2
4

≤ r2 .

D’autre part, d’après l’identité du parallélogramme, on a :

1
2

(
‖a− x‖2 + ‖a− y‖2

)
= 1

4

(
‖2a− (x+ y)‖2 + ‖x− y‖2

)
= 1

4

(
4
∥∥a− x+y

2

∥∥2 + ‖x− y‖2
)

=
∥∥a− x+y

2

∥∥2 + ‖x− y‖2
4

.

Or on a ‖a−x‖2 ≤ r2 et ‖a−y‖2 ≤ r2, d’où
∥∥a− x+y

2

∥∥2+ ‖x− y‖2
4

≤ r2. Par conséquent,

on a A ⊂ B′
(

x+y
2 , r′

)
, ce qui est impossible car r′ < r. Donc on a bien x = y.

Exercice 8.14. Soit (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien. Soient (xn)n≥0 et (yn)n≥0 deux
suites dans BE = {x ∈ E ; ‖x‖ ≤ 1} telles que lim

n→+∞〈xn, yn〉 = 1. Montrer que l’on a :

lim
n→+∞ ‖xn − yn‖ = 0 .

Solution. Pour tout n ≥ 0, on a ‖xn − yn‖2 + 2Re(〈xn, yn〉) = ‖xn‖2 + ‖yn‖2 ≤ 2,
d’où 0 ≤ ‖xn − yn‖2 ≤ 2 − 2Re(〈xn, yn〉). Or on a lim

n→+∞ 2Re(〈xn, yn〉) = 2, donc

lim
n→+∞ ‖xn − yn‖ = 0.

Exercice 8.15. Soient (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien, x ∈ E et (xn)n≥0 une suite dans
E telle que lim

n→+∞〈xn, x〉 = 〈x, x〉 et lim
n→+∞ ‖xn‖ = ‖x‖. Montrer que l’on a lim

n→+∞ xn = x.

Solution. Pour tout n ≥ 0, on a ‖xn − x‖2 = ‖xn‖2 + ‖x‖2 − 〈xn, x〉 − 〈x, xn〉. Comme
on a lim

n→+∞〈xn, x〉 = lim
n→+∞〈x, xn〉 = lim

n→+∞ ‖xn‖2 = ‖x‖2, alors lim
n→+∞ ‖xn − x‖ = 0.

Autrement dit, on a lim
n→+∞xn = x.

Exercice 8.16. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert ou même préhilbertien, x ∈ H et
(xn)n≥0 une suite dans H . Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) La suite (xn)n≥0 converge vers x dans H .

(ii) La suite
(
‖xn‖

)
n≥0

converge vers ‖x‖ et pour tout y ∈ H , la suite
(
〈xn, y〉

)
n≥0

converge vers 〈x, y〉 dans K.

Solution. L’implication (i) =⇒ (ii) est triviale. L’implication (ii) =⇒ (i) résulte de
l’égalité suivante ‖xn − x‖2 = ‖xn‖2 + ‖x‖2 − 2Re(〈xn, x〉).

Remarque 8.8.3. Au chapitre 10, on va donner un résultat, théorème 10.4.1, généralisant
l’exercice précédent.
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Exercice 8.17. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert et (xn)n≥0 une suite de vecteurs
deux à deux orthogonaux dans H . Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) La série
∑

xn est convergente dans H .

(ii) Pour tout y ∈ H , la série
∑

〈xn, y〉 est convergente dans K.

Solution. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soit y ∈ H . Pour tout m ≥ n ≥ 0, on a :

∣∣∣ m∑
k=n

〈xk, y〉
∣∣∣ = ∣∣∣〈 m∑

k=n

xk, y
〉∣∣∣ ≤ ∥∥∥ m∑

k=n

xk

∥∥∥ ‖y‖ .
Donc la série

∑
〈xn, y〉 vérifie le critère de Cauchy, donc elle est convergente dans K.

Montrons l’implication (ii) =⇒ (i). Pour tout n ≥ 0 et pour tout y ∈ H , soit Sn(y) =
n∑

k=0

〈y, xk〉 =
〈
y,

n∑
k=0

xk

〉
. D’après la proposition 8.4.1, Sn est une forme linéaire continue

sur H et on a ‖Sn‖2 =
∥∥∥ n∑

k=0

xk

∥∥∥2 =

n∑
k=0

‖xk‖2. Comme pour tout y ∈ H , lim
n→+∞Sn(y)

existe dans K, d’après le théorème de Banach-Steinhaus, il existe une constante M > 0

telle que pour tout n ≥ 0, on ait ‖Sn‖ ≤ M . D’où, pour tout n ≥ 0, on a

n∑
k=0

‖xk‖2 ≤ M2.

Donc la série
∑

‖xn‖2 est convergente. Il résulte alors de la proposition 8.3.4 que la série∑
xn est convergente dans H .

Exercice 8.18. Soit (xi)1≤i≤n une famille finie d’éléments d’un espace préhilbertien
(E, 〈 , 〉). Montrer que la famille (xi)1≤i≤n est libre si et seulement si la matrice

M =
[
〈xi, xj〉

]
1≤i,j≤n

est inversible dans Mn(K).

Solution. On identifie Mn(K) à L (Kn). Notons d’abord que M est inversible si et
seulement si ker(M) = {0}. Supposons que M est inversible. Soit λj ∈ K tels que
n∑

j=1

λjxj = 0. Alors pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a 0 = 〈xi,

n∑
j=1

λjxj〉 =

n∑
j=1

λj〈xi, xj〉,

donc
(
λ1, . . . , λn

)
∈ ker(M) = {0}, d’où on a λ1 = · · · = λn = 0. Autrement dit, la

famille (xi)1≤i≤n est libre.
Réciproquement, supposons que la famille (xi)1≤i≤n est libre. Soit (μ1, . . . , μn) ∈ ker(M).

Alors pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a

n∑
j=1

〈xi, xj〉μj = 0, donc pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a

〈
xi,

n∑
j=1

μjxj

〉
= 0, d’où

〈 n∑
j=1

μjxj ,

n∑
j=1

μjxj

〉
=

n∑
i=1

μi

〈
xi,

n∑
j=1

μjxj

〉
= 0. Par conséquent,

on a

n∑
j=1

μjxj = 0. Comme la famille (xi)1≤i≤n est libre, alors on a μ1 = · · · = μn = 0,

d’où ker(M) = {0}. Donc M est inversible.
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Exercice 8.19. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert et (en)n∈Z une base hilbertienne
de H . Pour tout n ∈ Z, soit fn = en − en−1 et soit A =

{
fn ; n ∈ Z

}
.

1. Montrer que pour tout p ∈ Z, A \ {fp} est une partie totale de H .

2. Montrer que si p, q ∈ Z tels que p �= q, alors A \ {fp, fq} n’est pas totale dans H .

Solution. 1. D’après le corollaire 8.3.3, une partie B de H est totale si et seulement si
B⊥ = 0. Soit x ∈ H tel que 〈x, fn〉 = 0 pour tout n ∈ Z\{p}. Alors pour tout n ∈ Z\{p},
on a 〈x, en〉 = 〈x, en−1〉. Par conséquent, pour tout n ≥ p, on a 〈x, en〉 = 〈x, ep〉 et pour
tout n ≤ p − 1, on a 〈x, en〉 = 〈x, ep−1〉. Comme (en)n∈Z une base hilbertienne de H ,

d’après l’égalité de Parseval, on a
∑
n∈Z

|〈x, en〉|2 = ‖x‖2 < +∞. On en déduit que pour

tout n ∈ Z, on a 〈x, en〉 = 0, d’où x = 0. Donc A \ {fp} est une partie totale de H .
2. Soient p, q ∈ Z tels que p �= q, par exemple, p < q. Soit x = ep + · · · + eq−1, alors
x ∈ H tel que x �= 0 et on a 〈x, fn〉 = 0 pour tout n ∈ Z \ {p, q}. Donc A \ {fp, fq} n’est
pas totale dans H .

Exercice 8.20. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert, (en)n∈N une base hilbertienne de

H et (fn)n∈N une famille orthonormale dans H telle que
+∞∑
n=0

‖en − fn‖2 < +∞.

1. Vérifier que pour tout n, m ∈ N, on a |〈em − fm, en〉| = |〈en − fn, fm〉|.

2. Montrer que (fn)n∈N est une base hilbertienne de H .

Solution. 1. On a :

〈em − fm, en〉 =

⎧⎨
⎩

1− 〈fm, em〉 si n = m,

−〈fm, en〉 si n �= m.

〈en − fn, fm〉 =

⎧⎨
⎩

〈em, fm〉 − 1 si n = m,

〈en, fm〉 si n �= m.

Par conséquent, pour tout n, m ∈ N, on a |〈em − fm, en〉| = |〈en − fn, fm〉|.
2. Puisque (fn)n∈N est une famille orthonormale dans H , il reste à montrer que {fn ; n ∈
N} est une partie totale de H . Autrement dit, Vect({fn ; n ∈ N}) est dense dans H .

D’après l’égalité de Parseval, pour tout m ∈ N, on a ‖em − fm‖2 =

+∞∑
n=0

|〈em − fm, en〉|2,

d’où :
+∞∑
m=0

‖em − fm‖2 =

+∞∑
m=0

+∞∑
n=0

|〈em − fm, en〉|2

=

+∞∑
m=0

+∞∑
n=0

|〈en − fn, fm〉|2

=

+∞∑
n=0

+∞∑
m=0

|〈en − fn, fm〉|2 .
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Autrement dit, on a
+∞∑
n=0

+∞∑
m=0

|〈en − fn, fm〉|2 =
+∞∑
n=0

‖en − fn‖2. D’après l’inégalité de

Bessel, pour tout n ∈ N, on a

+∞∑
m=0

|〈en − fn, fm〉|2 ≤ ‖en − fn‖2. Comme on a aussi

+∞∑
n=0

‖en − fn‖2 < +∞, on en déduit que pour tout n ≥ 0, on a

+∞∑
m=0

|〈en − fn, fm〉|2 =

‖en − fn‖2. Soit F le sous-espace vectoriel fermé de H engendré par les fm, m ∈ N.

D’après le corollaire 8.6.1, pour tout x ∈ H , on a PF (x) =

+∞∑
m=0

〈x, fm〉fm, ‖PF (x)‖2 =

+∞∑
m=0

|〈x, fm〉|2 et ‖x‖2 = ‖PF (x)‖2 + ‖x − PF (x)‖2. On en déduit que pour tout n ≥ 0,

on a

+∞∑
m=0

〈en − fn, fm〉fm = PF (en − fn) = en − fn. Donc, pour tout n ≥ 0, on a

+∞∑
m=0

〈en, fm〉fm = en. En particulier, pour tout n ≥ 0, on a en ∈ Vect({fn ; n ∈ N}).

Par conséquent, Vect({fn ; n ∈ N}) est dense dans H . Donc (fn)n∈N est une base
hilbertienne de H .

Exercice 8.21. [Cube de Hilbert] Soient c = (cn)n≥0 ∈ �2 et C l’ensemble des
éléments x = (xn)n≥0 de �2 tels que |xn| ≤ |cn|, pour tout n ≥ 0. Montrer que C est
compact.
Solution. Pour tout n ≥ 0, soit Xn = {z ∈ K ; |z| ≤ |cn|}. Alors Xn est un espace
métrique compact. D’après le théorème 3.3.2, l’espace topologique produit

∏
n≥0

Xn est

métrique compact. D’après la proposition 2.4.4, la distance sur
∏
n≥0

Xn induisant la

topologie produit est définie par D2(x, y) =
( ∞∑

n=0

|xn − yn|2
) 1

2

, où x = (xn)n≥0, y =

(yn)n≥0 ∈
∏
n≥0

Xn. Par conséquent, l’application x �−→ x de
∏
n≥0

Xn dans C est bijective

et isométrique, donc continue. On en déduit que C est compact.

Exercice 8.22. Soient β > 0 et a = (an)n≥0 une suite à valeurs dans ]0, β]. Pour tout

x = (xn)n≥0, y = (yn)n≥0 ∈ �2, on pose 〈x, y〉a =

∞∑
n=0

anxnyn.

1. Montrer que 〈 , 〉a est un produit scalaire sur �2. On note Ha l’espace �2 muni du
produit scalaire 〈 , 〉a.

2. On suppose que pour tout n ≥ 0, on a an = 1
(n+1)2 . Montrer que l’espace préhilbertien

(Ha, 〈 , 〉a) n’est pas de Hilbert.

3. On suppose qu’il existe α > 0 tel que pour tout n ≥ 0, on ait an ∈ [α, β]. Montrer



8.8. Exercices 395

que l’application

T : (Ha, 〈 , 〉a) −→ (�2, 〈 , 〉)
x = (xn)n≥0 �−→ (

√
anxn)n≥0

est linéaire, isométrique et bijective de Ha sur �2. En déduire que (Ha, 〈 , 〉a) est
de Hilbert.

Solution. 1. Puisque (an)n≥0 est une suite bornée, alors (anxn)n≥0 ∈ �2, et donc 〈x, y〉a
est bien défini. Pour tout x = (xn)n≥0, y = (yn)n≥0, z = (zn)n≥0 ∈ �2 et pour tout
λ ∈ K, on a :

〈x+ λz, y〉a =

∞∑
n=0

an(xn + λzn)yn

=

∞∑
n=0

anxnyn + λanznyn

=

∞∑
n=0

anxnyn + λ

∞∑
n=0

anznyn

= 〈x, y〉a + λ〈z, y〉a .

On a 〈x, y〉a =

∞∑
n=0

anxnyn =

∞∑
n=0

anynxn = 〈y, x〉a. On a 〈x, x〉a ≥ 0, et 〈x, x〉a = 0 ⇐⇒

x = 0. Donc 〈 , 〉a est bien un produit scalaire sur �2.

2. Pour tout n ≥ 0, soit ξn =
n∑

k=0

ek = (1, . . . , 1, 0, 0, . . .) ∈ �2. Pour m > n, on a :

〈ξm − ξn, ξm − ξn〉a =

m∑
k=n+1

ak =

m∑
k=n+1

1

(k + 1)2
.

Donc la suite (ξn)n≥0 est de Cauchy dans (Ha, 〈 , 〉a). Montrons que (ξn)n≥0 n’est pas
convergente pour la norme ‖ ‖ associée au produit scalaire 〈 , 〉a. Supposons que la suite
(ξn)n≥0 converge vers un élément x = (xn)n≥0 ∈ �2. On a :

‖ξn − x‖2 =

n∑
k=0

1

(k + 1)2
|1− xk|2 +

∞∑
k=n+1

1

(k + 1)2
|xk|2 .

Soit p ≥ 0. Soit ε > 0, alors ε′ = 1
(p+1)2 ε > 0. Comme on a supposé que (ξn)n≥0 converge

vers x, alors il existe n > p tel que ‖ξn−x‖2 < ε′, d’où on a 1
(p+1)2 |1−xp|2 < ε′ = 1

(p+1)2 ε.

Donc on a |1− xp|2 < ε. Ceci étant vrai pour tout ε > 0, on en déduit que l’on a xp = 1.
Par conséquent, pour tout p ≥ 0, on a xp = 1, d’où x �∈ �2, ce qui est impossible. Donc
la suite (ξn)n≥0 n’est pas convergente, et donc (Ha, 〈 , 〉a) n’est pas de Hilbert.
Une autre façon de montrer que (Ha, 〈 , 〉a) n’est pas de Hilbert. Considérons l’application
x �−→ x de �2 dans Ha. Cette application est linéaire continue et bijective. Si (Ha, 〈 , 〉a)
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était de Hilbert, on déduit du théorème de l’application ouverte qu’il existe une constante
M > 0 telle que pour tout x ∈ �2, on ait ‖x‖2 ≤ M‖x‖. En prenant x = en, on obtient
1 ≤ M 1

n+1 , pour tout n ≥ 0, ce qui est impossible. Donc (Ha, 〈 , 〉a) n’est pas de Hilbert.
3. Il est claire que T est linéaire et isométrique. Il reste à vérifier que T est surjective.
Soit y = (yn)n≥0 ∈ �2. Comme la suite

(
1√
an

)
n≥0

est bornée, alors x =
(

1√
an

yn
)
n≥0

∈
�2 = Ha et on a T (x) = y. Donc T est surjective. Comme (�2, 〈 , 〉) est de Hilbert et T
est linéaire isométrique et bijective, alors (Ha, 〈 , 〉a) est de Hilbert.

Exercice 8.23. On munit R4 de sa structure euclidienne canonique.

1. Calculer la projection orthogonale de R4 sur le sous-espace vectoriel suivant

F = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 ; x1 + x2 + x3 + x4 = 0, x1 − x2 + x3 − x4 = 0} .

2. Calculer la distance du vecteur (1, 1, 1, 1) à F et celle du vecteur (1, 1,−1,−1) à F .

Solution. 1. Les vecteurs X1 = (1, 0,−1, 0) et X2 = (0, 1, 0,−1) forment une base
algébrique de l’espace vectoriel F . Soient V1 = 1√

2
(1, 0,−1, 0) et V2 = 1√

2
(0, 1, 0,−1),

alors (V1, V2) est une base orthonormale de F . Soit P : R4 −→ F la projection orthogonale,
alors pour tout X = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4, on a P (X) = 〈X,V1〉V1 + 〈X,V2〉V2. Or on a
〈X,V1〉 = 1√

2
(x1 − x3) et 〈X,V2〉 = 1√

2
(x2 − x4), d’où P (X) = 1

2 (x1 − x3, x2 − x4, x3 −
x1, x4 − x2).
2. Soit X = (1, 1, 1, 1), on a P (X) = (0, 0, 0, 0). On a d(X,F ) = ‖X−P (X)‖ = ‖X‖ = 2.
Soit X = (1, 1,−1,−1), on a X ∈ F , d’où d(X,F ) = 0.

Exercice 8.24. Soit E = C([0, 1], R), l’espace vectoriel des fonctions réelles continues

sur [0, 1], muni du produit scalaire défini par 〈f, g〉 =
∫ 1

0
f(t)g(t) dt, pour tout f, g ∈ E.

1. Soient f1, f2 ∈ E définies par f1(t) = 1, f2(t) = t pour tout t ∈ [0, 1]. Déterminer
une base orthonormale du sous-espace vectoriel F de E engendré par f1 et f2.

2. Soit f ∈ E définie par f(t) = e2t pour tout t ∈ [0, 1]. Déterminer la projection
orthogonale de f sur F .

3. Déterminer la distance de f à F .

Solution. 1. On a 〈f1, f1〉 = 1, on pose g1 =
f1

‖f1‖
= f1. Soit h2 = f2 − 〈f2, g1〉g1, on a

h2(t) = t − 1
2 pour tout t ∈ [0, 1], d’où 〈h2, h2〉 =

∫ 1

0

(
t− 1

2

)2
dt =

∫ 1
2

− 1
2

x2 dx = 1
12 . On

pose g2 =
h2

‖h2‖
, alors g2(t) =

√
3(2t− 1), pour tout t ∈ [0, 1]. Alors (g1, g2) est une base

orthonormale de F .
2. On a P (f) = 〈f, g1〉g1 + 〈f, g2〉g2, avec 〈f, g1〉 = 1

2 (e
2 − 1) et 〈f, g2〉 =

√
3, d’où pour

tout t ∈ [0, 1], on a P (f)(t) = 3(2t− 1) + 1
2 (e

2 − 1).
3. On a d(f, F ) = ‖f − P (f)‖ et ‖f − P (f)‖2 = ‖f‖2 − ‖P (f)‖2 = 〈f, f〉 − (〈f, g1〉)2 −
(〈f, g2〉)2 = 1

2 (e
2 − 7), d’où d(f, F ) =

√
1
2 (e

2 − 7).
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Exercice 8.25. On définit sur E = R[X ], l’espace vectoriel des polynômes à coefficients
réels, le produit scalaire suivant : pour tout P, Q ∈ E, on pose :

〈P,Q〉 =

∫ 1

−1

P (x)Q(x) dx.

1. Soit F = Vect(1, X,X2). Déterminer une base orthonormale de F .

2. Déterminer α = inf
(a,b,c)∈R3

∫ 1

−1

(
x4 − ax2 − bx− c

)2
dx.

Solution. 1. On a 〈1, 1〉 = 2, on pose P0 =
1

‖1‖ = 1√
2
. Soit Z1 = X−〈X,P0〉P0, on a Z1 =

X et 〈Z1, Z1〉 = 2
3 , on pose P1 =

Z1

‖Z1‖
=
√

3
2X . Soit Z2 = X2−〈X2, P0〉P0−〈X2, P1〉P1.

On a 〈X2, P0〉 =
√
2
3 et 〈X2, P1〉 = 0, d’où Z2 = X2 − 1

3 et 〈Z2, Z2〉 = 8
45 . On pose

P2 =
Z2

‖Z2‖
=

√
5

2
√
2
(3X2 − 1). Alors (P0, P1, P2) est une base orthonormale de F .

2. On a α =
(
d(X4, F )

)2
. Soit P le projecteur orthogonal sur F , on a P (X4) =

〈X4, P0〉P0 + 〈X4, P1〉P1 + 〈X4, P2〉P2. On a 〈X4, P0〉 =
√
2

5
, 〈X4, P1〉 = 0 et 〈X4, P2〉 =

8

7
√
10

, d’où P (X4) = 3
7 (2X

2 − 1
5 ). On a α =

(
d(X4, F )

)2
= ‖X4 − P (X4)‖2 =

〈X4 − P (X4), X4 − P (X4)〉 = 128
11025 .

Exercice 8.26. Soit a un élément non nul d’un espace de Hilbert (H, 〈 , 〉). Montrer que

pour tout x ∈ H , on a d(x, {a}⊥) = |〈x, a〉|
‖a‖ .

Solution. On donne deux démonstrations.
Première démonstration. Pour tout x ∈ H , soit f(x) = 〈x, a〉, alors f est une forme
linéaire continue sur H telle que ker(f) = {a}⊥ et ‖f‖ = ‖a‖. D’après l’exercice 6.43,

pour tout x ∈ H , on a d(x, ker(f)) =
|f(x)|
‖f‖ . D’où on a d(x, {a}⊥) = |〈x, a〉|

‖a‖ .

Deuxième démonstration. Soit F = {a}⊥, alors F est un sous-espace vectoriel fermé de
H et on a F⊥ = Vect({a}) = {λa ; λ ∈ K}. Soit x ∈ H , alors on a x = PF (x) + λa et
on a d(x, {a}⊥) = d(x, F ) = ‖x − PF (x)‖ = ‖λa‖ = |λ| ‖a‖. On a 〈x, a〉 = λ〈a, a〉, d’où
|λ| = |〈x, a〉|

‖a‖2 . Par conséquent, on a d(x, {a}⊥) = |〈x, a〉|
‖a‖ .

Exercice 8.27. On munit �2 de son produit scalaire usuelle 〈 , 〉. Soit :

B =
{
x = (xn)n≥0 ∈ �2 ;

+∞∑
n=0

(
1 + 1

n+1

)2|xn|2 ≤ 1
}
.

1. Montrer que B est borné, fermé et convexe

2. Montrer qu’il n’existe aucun b ∈ B tel que pour tout x ∈ B, on ait ‖x‖2 ≤ ‖b‖2.
(Rappelons que d’après le théorème 8.3.1, il existe un unique a ∈ B tel que pour
tout x ∈ B, on ait ‖a‖2 ≤ ‖x‖2. En fait, ici a = 0, et on n’a pas besoin d’appliquer
le théorème 8.3.1).
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Solution. 1. Pour tout n ≥ 0, soit an =
(
1 + 1

n+1

)2
. Pour tout x = (xn)n≥0, y =

(yn)n≥0 ∈ �2, on pose, 〈x, y〉a =

∞∑
n=0

anxnyn. D’après l’exercice 8.22, 〈 , 〉a est un

produit scalaire sur �2 et la norme ‖ ‖ associée à 〈 , 〉a est équivalente à la norme ‖ ‖2
associée au produit scalaire usuel 〈 , 〉. Comme B = {x ∈ �2 ; ‖x‖ ≤ 1}, alors B est
convexe, borné et fermé pour la norme ‖ ‖2.
2. Notons d’abord qu’il existe x ∈ B tel que x �= 0. Soit b = (bn)n≥0 ∈ B tel que
b �= 0. Montrons qu’il existe x ∈ B tel que ‖x‖2 > ‖b‖2. Comme b �= 0, il existe p ≥ 0
tel que bp �= 0. Pour tout n ≥ 0, soit tn =

(
1 + 1

n+1

)
|bp|. Alors on a tn(tn + 2|bn|) =(

1+ 1
n+1

)2|bp|2+2
(
1+ 1

n+1

)
|bp||bn| > |bp|2 et lim

n→+∞
(
1+ 1

n+1

)2
tn(tn+2|bn|) = |bp|2. Donc

il existe q > p tel que tq(tq + 2|bq|) > |bp|2 et
(
1 + 1

q+1

)2
tq(tq + 2|bq|) <

(
1 + 1

p+1

)2|bp|2.
Soit x = (xn)n≥0 ∈ �2, où xp = 0, xq = tq + |bq| et xn = bn si n �∈ {p, q}. Alors on a

‖x‖2 > ‖b‖2 et

+∞∑
n=0

(
1 + 1

n+1

)2|xn|2 <

+∞∑
n=0

(
1 + 1

n+1

)2|bn|2 ≤ 1, donc x ∈ B.

Exercice 8.28. Soient (H, 〈 , 〉) un R-espace de Hilbert, A une partie convexe, fermée
non vide de H et f : H −→ R une forme linéaire continue. Montrer que la fonction
x �−→ ‖x‖2 − f(x) est minorée sur A et atteint son minimum en un point de A et un
seul.
Solution. D’après le théorème de représentation de Riesz, il existe y ∈ H tel que pour
tout x ∈ H , on ait f(x) = 〈x, y〉. Comme A est convexe, fermée non vide de H , d’après
le théorème de la projection, il existe un unique a ∈ A tel que pour tout x ∈ A, on ait∥∥ y
2 − a

∥∥ ≤
∥∥y
2 − x

∥∥. D’où on a :

1
4‖y‖

2 − 〈a, y〉+ ‖a‖2 =
∥∥y
2 − a

∥∥2 ≤
∥∥ y
2 − x

∥∥2 = 1
4‖y‖

2 − 〈x, y〉+ ‖x‖2 .
Par conséquent, on a ‖a‖2 − 〈a, y〉 ≤ ‖x‖2 − 〈x, y〉. Autrement dit, on a ‖a‖2 − f(a) ≤
‖x‖2 − f(x). Il reste à vérifier l’unicité du point a. Soit b ∈ A tel que pour tout x ∈ A,
on ait ‖b‖2 − f(b) ≤ ‖x‖2 − f(x). Alors pour tout x ∈ A, on a :∥∥y

2 − b
∥∥2 = 1

4‖y‖
2 − 〈b, y〉+ ‖b‖2 ≤ 1

4‖y‖
2 − 〈x, y〉+ ‖x‖2 =

∥∥ y
2 − x

∥∥2
d’où, pour tout x ∈ A, on a ‖ y

2 − b‖ ≤ ‖ y
2 − x‖. D’après l’unicité dans le théorème de la

projection, on a b = a.

Exercice 8.29. On munit l’espace �2 de son produit scalaire usuel.

1. Montrer que E =
{
x = (xn)n≥0 ∈ �2 ;

+∞∑
n=0

xn = 0
}

est un sous-espace vectoriel

dense dans �2.

2. Soit N ∈ N, fixé. Montrer que FN =
{
x = (xn)n≥0 ∈ �2 ;

N∑
n=0

xn = 0
}

est un

sous-espace vectoriel fermé dans �2. Déterminer F⊥
N .

Solution. 1. Il est clair que E est un sous-espace vectoriel de �2. D’après l’exercice 6.34,

l’espace cc est dense dans �2. L’application (xn)n≥0 �−→
+∞∑
n=0

xn est une forme linéaire
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non nulle et non continue sur cc, donc cc ∩ E est dense dans cc. Par conséquent, cc ∩ E
est dans �2, donc E est dense dans �2.

2. Soit N ∈ N, fixé. L’application f : (xn)n≥0 �−→
N∑

n=0

xn est une forme linéaire continue

non nulle sur �2 et on a FN = ker(f). Donc FN est un sous-espace vectoriel fermé dans

�2, de codimension 1. Donc on a dim(F⊥
N ) = 1, car �2 = FN ⊕F⊥

N . Soient e =

N∑
n=0

en ∈ �2

et G = Vect({e}) = {λe ; λ ∈ K}. Alors G est de dimension 1 et on a G ⊂ F⊥
N , donc on

a F⊥
N = G.

Exercice 8.30.On munit cc du produit scalaire induit par celui de l’espace �2. Autrement

dit, pour tout x = (xn)n≥0, y = (yn)n≥0 ∈ cc, on a 〈x, y〉 =
+∞∑
n=0

xnyn. Soit :

f : cc −→ K

(xn)n≥0 �−→
+∞∑
n=0

xn

n+ 1

1. Montrer que f est une forme linéaire continue.

2. Montrer que F = ker(f) est un sous-espace vectoriel fermé de cc tel que F �= cc et
que l’on a F⊥ = {0}.

Solution. 1. Soit y =
(

1
n+1

)
n≥0

, alors y ∈ �2 et pour tout x = (xn)n≥0 ∈ cc, on a

f(x) = 〈x, y〉. Donc f est une forme linéaire sur cc et on a |f(x)| ≤ ‖x‖2 ‖y‖2, donc f est
continue.
2. Comme f est une forme linéaire continue non nulle, alors F = ker(f) est un sous-espace
vectoriel fermé de cc tel que F �= cc. Soit y = (yn)n≥0 ∈ cc tel que f ∈ F⊥. Pour tout
n ≥ 0, soit ξn = e0 − (n+ 1)en, alors ξn ∈ F . Comme on a 0 = 〈ξn, y〉 = y0 − (n+ 1)yn,
alors pour tout n ≥ 0, on a yn = 1

n+1y0. Or on a y = (yn)n≥0 ∈ cc, donc y0 = 0, d’où on

a y = 0. Autrement dit, on a F⊥ = {0}.

Exercice 8.31. On munit E = C([−1, 1]) du produit scalaire 〈f, g〉 =
∫ 1

−1

f(x)g(x) dx.

Alors (E, 〈 , 〉) est un espace préhilbertien, mais (E, 〈 , 〉) n’est pas un espace de Hilbert.
Soient G =

{
f ∈ E ; f(0) = 0

}
et F =

{
f ∈ E ; f(x) = 0 , pour tout x ∈ [−1, 0]

}
1. Déterminer G⊥, et montrer que E n’est pas la somme directe algébrique de G et

G⊥.

2. Déterminer F⊥, et montrer que E n’est pas la somme directe algébrique de F et
F⊥.

Solution. 1. L’application f �−→ f(0) est une forme linéaire non nulle et non continue
sur E, donc G est un sous-espace vectoriel dense de E et on a G �= E et G⊥ = {0}. Par
conséquent, E n’est pas la somme directe algébrique de G et G⊥.

2. Soit g ∈ E tel que g ∈ F⊥. Alors pour tout f ∈ F , on a

∫ 1

0

f(x)g(x) dx =
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∫ 1

−1

f(x)g(x) dx = 0. Soit D =
{
h ∈ C([0, 1]) ; h(0) = 0

}
, alors D est sous-espace

vectoriel dense dans (C([0, 1]), ‖ ‖2). Soit g̃ la restriction de g à [0, 1], alors on a g̃ ∈ D⊥,
d’où g̃ = 0. Autrement dit, pour tout x ∈ [0, 1], on a g(x) = 0. Réciproquement, si g ∈ E
tel que pour tout x ∈ [0, 1], on ait g(x) = 0, alors g ∈ F⊥. Par conséquent, on a
F⊥ =

{
f ∈ E ; f(x) = 0 , pour tout x ∈ [0, 1]

}
. Soit f = 1, la fonction constante égale

à 1, alors f �∈ F + F⊥, donc E n’est pas la somme directe algébrique de F et F⊥.

Exercice 8.32. Soit a = (an)n≥0 ∈ �∞. Montrer que l’application La qui à x =
(xn)n≥0 ∈ �2 associe la suite (anxn)n≥0 est une application linéaire continue de �2 dans
lui-même. Déterminer sa norme. Quel est son adjoint ?
Solution. Il est clair que pour tout x = (xn)n≥0 ∈ �2, La(x) = (anxn)n≥0 ∈ �2 et que l’on
a ‖La(x)‖2 ≤ ‖a‖∞ ‖x‖2. Il est clair aussi que La est linéaire, donc La est continue et on a
‖La‖ ≤ ‖a‖∞. Pour tout n ≥ 0, on a La(en) = anen et ‖en‖2 = 1, d’où ‖La‖ ≥ |an|. Par
conséquent, on a ‖La‖ ≥ ‖a‖∞, donc ‖La‖ = ‖a‖∞. Soit a = (an)n≥0 ∈ �∞. Pour tout

x = (xn)n≥0, y = (yn)n≥0 ∈ �2, on a 〈La(x), y〉 =
+∞∑
n=0

anxnyn =

+∞∑
n=0

xnanyn = 〈x, La(y)〉.

Par conséquent, on a L∗
a = La.

Exercice 8.33. Soit (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert de dimension infinie. Montrer que
l’espace de Banach L (H) n’est pas séparable.
Solution. Comme H est de dimension infinie, d’après le théorème 8.6.2, il existe une
famille dénombrable orthonormale (en)n≥0 dansH . Soit F l’espace vectoriel fermé engen-
dré par les en, alors F est un espace de Hilbert isométriquement isomorphe à l’espace
de Hilbert �2, voir théorème 8.6.5. Soient P la projection orthogonale de H sur F et
ı : F −→ H l’injection canonique. Alors l’application T �−→ ı ◦ T ◦ P est linéaire et
isométrique de L (F ) dans L (H). Donc on peut identifier L (F ) à un sous-espace de
L (H). Par conséquent, pour montrer le résultat, il suffit de montrer que L (�2) n’est pas
séparable. Considérons l’application

L : �∞ −→ L (�2)
a = (an)n≥0 �−→ La

où La est défini comme dans l’exercice précédent. Alors L est linéaire continue et isométri-
que. D’après l’exercice 6.35, l’espace de Banach �∞ n’est pas séparable, donc L (�2) n’est
pas séparable.

Exercice 8.34. Pour tout x = (xn)n≥0 ∈ �2, on pose T (x) =
(
xn

2n

)
n≥0

.

1. Montrer que T ∈ L (�2), T non surjective et que T (�2) est dense dans �2.

2. SoientH = �2⊕�2, F = �2⊕{0} etG le graphe de T . Montrer que l’on a F∩G = {0},
F + G est dense dans H et F + G �= H . Ainsi, on a construit un exemple d’un
espace de Hilbert H et de deux sous-espaces vectoriels fermés F et G dans H tels
que F ∩G = {0} et F +G ne soit pas fermé.

Solution. 1. Il est clair que T ∈ L (�2), et que T n’est pas surjective car
(

1
2n

)
n≥0

�∈ T (�2).

Comme pour tout n ≥ 0, on a en ∈ T (�2) et Vect({en ; n ≥ 0}) = cc est dense dans �2,



8.8. Exercices 401

alors T (�2) est dense dans T (�2).
2. Il est clair que l’on a F ∩G = {0} car T est injective. Comme T n’est pas surjective,
alors F+G �= H . Il reste à montrer que F+G est dense dansH . Soit y ∈ �2. Comme T (�2)
est dense dans �2, alors il existe une suite (ξn)n≥0 dans �2 telle que la suite (T (ξn))n≥0

converge vers y. Pour tout n ≥ 0, soit bn = (−ξn, 0) + (ξn, T (ξn)) = (0, T (ξn)), alors
(bn)n≥0 est une suite dans F + G qui converge vers (0, y). Par conséquent, F + G est
dense dans H .

Exercice 8.35. Soit E un sous espace vectoriel d’un espace de Hilbert H et f : E −→ K
une forme linéaire continue. Montrer qu’il existe une unique forme linéaire continue
prolongeant f à H et de même norme que f .
Solution. Soit E l’adhérence de E dans H . D’après la proposition 6.3.5, il existe une
unique f̃ : E −→ K forme linéaire continue prolongeant f . De plus, on a ‖f̃‖ = ‖f‖.
Comme E est un espace de Hilbert, d’après le théorème de Riesz, il existe a ∈ E tel que
pour tout x ∈ E, on ait f̃(x) = 〈x, a〉 et ‖f̃‖ = ‖a‖. Pour tout x ∈ H , soit g(x) = 〈x, a〉,
alors g est une forme linéaire continue sur H , prolongeant f et on a ‖g‖ = ‖a‖ = ‖f̃‖ =

‖f‖. Soit h une forme linéaire continue sur H , prolongeant f telle que ‖h‖ = ‖f‖ = ‖f̃‖.
D’après le théorème de Riesz, il existe b ∈ H tel que pour tout x ∈ H , on ait h(x) = 〈x, b〉.
On a b = y + z, avec y ∈ E et z ∈ E

⊥
. Alors pour tout x ∈ E, on a 〈x, b〉 = 〈x, y〉 et

〈x, b〉 = 〈x, a〉, donc pour tout x ∈ E, on a 〈x, y〉 = 〈x, a〉. Or y, a ∈ E, d’où on a y = a.
On a ‖h‖ = ‖b‖ = ‖a + z‖ =

√
‖a‖2 + ‖z‖2 =

√
‖f‖2 + ‖z‖2 =

√
‖h‖2 + ‖z‖2, d’où

z = 0. Donc, pour tout x ∈ H , on a h(x) = 〈x, a〉 = g(x), d’où h = g.

Exercice 8.36. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert et T ∈ L (H) une application
isométrique non surjective.

1. Montrer que T (H) est fermé dans H et que T ∗ n’est pas injective.

2. Soit S ∈ L (H) tel que ‖T − S‖ < 1. Montrer que T ∗ ◦ S est bijective. En déduire
que S n’est pas surjective.

3. Soit S ∈ L (H) tel que ‖T − S‖ = 1. Montrer que S n’est pas surjective.

Solution. 1. Puisque T est isométrique, il résulte de la proposition 8.4.7 que Im(H) est
fermé dans H . D’après la proposition 8.4.4, on a ker(T ∗) = Im(T )⊥. Comme Im(H) �= H ,
car T n’est pas surjective, et Im(H) est fermé dans H , il résulte du corollaire 8.3.2 que
l’on a Im(T )⊥ �= {0}. Par conséquent, on a ker(T ∗) �= {0}. Autrement dit, T ∗ n’est pas
injective.
2. On a ‖idH −T ∗ ◦S‖ = ‖T ∗ ◦T −T ∗ ◦S‖ ≤ ‖T ∗‖ ‖T −S‖ ≤ ‖T −S‖ < 1, donc T ∗ ◦S
est bijective, voir corollaire 8.7.2. On en déduit que S est injective. Si S était surjective,
S serait bijective et on en déduirait que T ∗ est bijective, ce qui est impossible. Donc S
n’est pas surjective.
3. Pour tout n ≥ 0, soit Sn = T + n

n+1 (S − T ). Alors lim
n→+∞Sn = S, et pour tout

n ≥ 0, on a ‖T − Sn‖ < 1. D’après 2, pour tout n ≥ 0, Sn n’est pas surjective. D’après
la proposition 7.1.3, l’ensemble des applications linéaires continues non surjectives est
fermé dans L (H). On en déduit que S n’est pas surjective.
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Exercice 8.37. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert séparable de dimension infinie,
(en)n≥0 une base hilbertienne de H et T ∈ L (H) tel que T (en) = en+1. Autrement

dit, pour tout x ∈ H , il existe (λn)n≥0 ∈ �2 tel que x =

+∞∑
n=0

λnen ∈ H et on pose

T (x) =

+∞∑
n=0

λnen+1.

1. Déterminer T ∗.

2. Montrer que T ne possède pas de valeur propre.

3. Montrer que pour tout λ ∈ K tel que |λ| < 1, λ est une valeur propre de T ∗.

Solution. 1. Pour tout y ∈ H , on a 〈T ∗(e0), y〉 = 〈e0, T (y)〉 = 0, d’où T ∗(e0) = 0. Pour
tous n ≥ 1 et k ≥ 0, on a 〈T ∗(en), ek〉 = 〈en, T (ek)〉 = 〈en, ek+1〉, d’où :

〈T ∗(en), ek〉 =
{

1 si k = n− 1 ,
0 si k �= n− 1 .

Par conséquent, on a T ∗(en) = en−1. Autrement dit, pour tout x =

+∞∑
n=0

λnen ∈ H , avec

(λn)n≥0 ∈ �2, on a T ∗(x) =
+∞∑
n=1

λnen−1. Notons que l’on a T ∗ ◦ T = idH .

2. Soit λ ∈ K. Si λ est une valeur propre de T , alors il existe x ∈ H tel que x �= 0 et
T (x) = λx. D’où on a |λ| ‖x‖ = ‖T (x)‖ = ‖x‖. Donc on a λ �= 0. D’autre part, on a

x =

+∞∑
n=0

λnen ∈ H et T (x) =

+∞∑
n=0

λnen+1. Par conséquent, on a λλ0 = 0 et pour tout

n ≥ 0, on a λλn+1 = λn, d’où pour tout n ≥ 0, on a λn = 0, donc x = 0. Ce qui est
impossible. Par conséquent, T ne possède pas de valeur propre.
3. On a vu que l’on a T ∗(e0) = 0, donc λ = 0 est une valeur propre de T ∗. Soit λ ∈ K

tel que 0 < |λ| < 1. Alors x =
+∞∑
n=1

λnen ∈ H et on a x �= 0 et T ∗(x) =
+∞∑
n=1

λnen−1 = λx.

Donc λ est une valeur propre de T ∗.

Pour plus d’exercices, voir le supplément associé à ce livre.



Chapitre 9

ESPACES VECTORIELS

TOPOLOGIQUES

L
eS objets de base considérés ici sont des espaces vectoriels munis d’une topologie. Pour
que cette juxtaposition des structures algébriques et topologiques soit intéressante,

ces dernières doivent vérifier certaines conditions de compatibilité. Si E est un espace à
la fois vectoriel, sur le corps K, et topologique, la plus simple de ces conditions est que les
applications somme, de E×E dans E, et produit par un scalaire, de K×E dans E soient
continues lorsque les espaces de départ sont munis de la topologie produit. Dans ce cas,
on dit que E est un espace vectoriel topologique. Ces espaces jouent un rôle capital en
analyse fonctionnelle. Les espaces normés, étudiés au chapitre 6, sont des cas particuliers
très importants d’espaces vectoriels topologiques. Le corps K désigne soit R, soit C.

En rédigeant ce chapitre, je me suis beaucoup appuyé sur le livre de W. Rudin, ([28]).

9.1 Espaces vectoriels topologiques

Définition 9.1.1. Un espace vectoriel topologique est un K-espace vectoriel E muni
d’une topologie T telle que :

1. L’origine {0} soit fermée dans E.

2. Les applications suivantes

E × E −→ E
(x, y) �−→ x+ y

et
K× E −→ E
(λ, x) �−→ λx

soient continues.

Exemple 9.1.1. Tout espace normé est un espace vectoriel topologique, voir proposition
6.1.2.

Proposition 9.1.1. Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique.

1. Pour tout a ∈ E, la translation x �−→ a+ x est un homéomorphisme de E.
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2. Pour tout λ ∈ K \ {0}, l’homothétie x �−→ λx est un homéomorphisme de E.

3. L’application (x, y) �−→ x− y est continue de E × E dans E.

4. L’espace (E, T ) est séparé.

Démonstration. On déduit immédiatement, de la définition, les propriétés 1, 2 et 3.
Vérifions seulement la dernière propriété. Soient x0, y0 ∈ E tels que x0 �= y0. Alors
E \ {0} est un ouvert de E contenant x0 − y0. Puisque l’application (x, y) �−→ x− y est
continue de E × E dans E, il existe un voisinage V de x0 et un voisinage W de y0 tels
que V −W ⊂ E \ {0}, d’où on a V ∩W = ∅. Par conséquent, (E, T ) est séparé. �

Corollaire 9.1.1. Soient (E, T ) un espace vectoriel topologique, a ∈ E et λ ∈ K.

1. Soient U un ouvert de E et A un sous-ensemble de E. Alors a + U et A + U =
∪

x∈A
x+ U sont des ouverts de E, et λU est un ouvert de E si λ �= 0.

2. Soit F un fermé de E. Alors a+ F et λF sont des fermés de E.

3. Soit K un compact de E. Alors a+K et λK sont des compacts de E.

Définition 9.1.2. Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique. Une base locale de E
est un système fondamental de voisinages du point 0.

Proposition 9.1.2. Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique.

1. Soit a ∈ E. Les voisinages de a sont de la forme a+ V , où V parcourt l’ensemble
des voisinages de 0. En particulier, la topologie d’un espace vectoriel topologique
est entièrement déterminée par l’ensemble des voisinages de 0.

2. Soit λ ∈ K \ {0}. Soit V un sous-ensemble de E. Alors V est un voisinage de 0
dans E si et seulement si λV est un voisinage de 0 dans E.

3. Si B est une base locale de E, alors tout élément de B contient l’adhérence d’un
élément de B. En particulier, E possède une base locale formée d’ensembles fermés.

4. E possède une base locale formée d’ensembles équilibrés.

5. Soient V un voisinage de 0 et (αn)n≥0 une suite dans K telle que lim
n→+∞ |αn| = +∞.

Alors on a E = ∪
n≥0

αnV .

Démonstration. Les propriétés 1 et 2 résultent de la proposition précédente.
3. Soit U ∈ B. Puisque l’application (x, y) �−→ x−y est continue de E×E dans E, il existe
un voisinage ouvert V de 0 tel que V −V ⊂ U , d’où on a V ∩ ((E \U)+V ) = ∅. Comme
(E \U) + V est ouvert dans E, alors on a V ∩ ((E \U) + V ) = ∅, donc V ∩ (E \U) = ∅.
Autrement dit, on a V ⊂ U .
4. Soit U un voisinage de 0. Puisque l’application (λ, x) �−→ λx est continue de K × E
dans E, il existe ε > 0 et un voisinage V de 0 tels que αV ⊂ U pour tout α ∈ K tel que
|α| < ε. Soit W = ∪

|α|<ε
αV , alors W est un voisinage équilibré de 0 tel que W ⊂ U .

5. Soit x ∈ E. Puisque la suite
(

x
αn

)
n≥0

tend vers 0, alors il existe n ≥ 0 tel que x
αn

∈ V ,

d’où x ∈ αnV . Par conséquent, on a E = ∪
n≥0

αnV . �
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Proposition 9.1.3. Soit A un sous-ensemble d’un espace vectoriel topologique (E, T ).

1. On a A = ∩
V ∈V

(A + V ) = ∩
V ∈B

(A+ V ), où V est l’ensemble des voisinages de 0 et

B est une base locale de E.

2. Si A est convexe, alors A est convexe.

3. Si A est convexe tel que
◦
A �= ∅, alors pour tout x0 ∈

◦
A et pour tout x ∈ A, on a

[x0, x[⊂
◦
A. En particulier,

◦
A est convexe.

4. Si A est convexe tel que
◦
A �= ∅, alors on a A =

◦
A et

◦
A=

◦
A.

5. Si A est équilibré, alors A est équilibré. Si de plus, on a 0 ∈
◦
A, alors

◦
A est équilibré.

Démonstration. 1. Soit x ∈ E, on a x ∈ A si et seulement si pour tout voisinage V de
0, on a (x + V ) ∩ A �= ∅. Ceci est équivalent à x ∈ A − V . Or V est un voisinage de 0
si et seulement si −V est un voisinage de 0, donc on a A = ∩

V ∈V
(A + V ). La deuxième

égalité est évidente.
2. Soit t ∈ ]0, 1[. L’application

ft : E × E −→ E
(x, y) �−→ tx+ (1 − t)y

étant continue, donc f−1
t

(
A
)
est un fermé de E × E. Comme A est convexe, alors on a

A×A ⊂ f−1
t (A) ⊂ f−1

t

(
A
)
, d’où A×A ⊂ f−1

t

(
A
)
. Autrement dit, on a ft

(
A×A

)
⊂ A.

Par conséquent, A est convexe.

3. On suppose A convexe tel que
◦
A �= ∅. Soit x0 ∈

◦
A et supposons d’abord x ∈ A, alors

pour tout t ∈ [0, 1[, on a (1 − t)x0 + tx ∈ (1 − t)
◦
A + tA ⊂ A et (1 − t)

◦
A + tA est un

ouvert de E, donc on a (1 − t)x0 + tx ∈
◦
A. Autrement dit, on a [x0, x[⊂

◦
A. Supposons

maintenant que x ∈ A. Soit y ∈ ]x0, x[, alors il existe t ∈ ]0, 1[ tel que y = (1− t)x0 + tx.
Pour tout z ∈ E, soit h(z) = y + t

1−t (y − z), alors h est un homéomorphisme de E

et on a h(x) = x0. On en déduit que h−1
( ◦
A
)
est un ouvert de E contenant x, donc

h−1
( ◦
A
)
∩A �= ∅. Soit u ∈ h−1

( ◦
A
)
∩A, alors h(u) ∈

◦
A et on a h(u) = y + t

1−t (y − u),

d’où y = (1− t)h(u) + tu ∈ ]h(u), u[ . Il résulte de ce qui précède que l’on a y ∈
◦
A. Donc

on a bien [x0, x[⊂
◦
A. En particulier,

◦
A est convexe.

4. On suppose A convexe tel que
◦
A �= ∅. On a toujours

◦
A⊂ A, d’où

◦
A ⊂ A. Réciproque-

ment, soit x ∈ A. Comme
◦
A �= ∅, il existe un point x0 ∈

◦
A. D’après 3, on a [x0, x[⊂

◦
A.

Comme on a x = lim
n→+∞

1
nx0 +

(
1− 1

n

)
x, alors x ∈

◦
A, donc A ⊂

◦
A. Par conséquent, on a

A =
◦
A.

On a toujours A ⊂ A, d’où
◦
A⊂

◦
A. Réciproquement, soit x ∈

◦
A. Alors il existe un voisinage

ouvert V de x dans E tel que V ⊂ A. Comme
◦
A �= ∅, il existe un point x0 ∈

◦
A. Pour

tout n ≥ 2, soit xn = n
n−1x − 1

n−1x0, alors on a lim
n→+∞xn = x, donc il existe p ≥ 2 tel
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que xp ∈ V ⊂ A. Comme on a x =
(
1− 1

p

)
xp +

1
px0 ∈ ]x0, xp[, il résulte de 3 que l’on a

x ∈
◦
A. Donc on a

◦
A⊂

◦
A. Par conséquent, on a

◦
A=

◦
A.

5. On suppose A équilibré. Soit λ ∈ K tel que |λ| ≤ 1. Alors on a λA = λA ⊂ A. Donc A

est équilibré. On suppose maintenant que l’on a de plus 0 ∈
◦
A. Alors on a 0

◦
A= {0} ⊂

◦
A.

Si λ �= 0, alors on a λ
◦
A=

◦
λA⊂

◦
A. Donc

◦
A est équilibré. �

Proposition 9.1.4. Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel topologique
(E, T ).

1. L’espace vectoriel F muni de la topologie induite par E est un espace vectoriel
topologique.

2. L’adhérence F est un sous-espace vectoriel de E.

3. Si F �= E, alors on a
◦
F = ∅.

Démonstration. 1. Ceci est trivial.
2. Soit λ ∈ K. L’application

f : E × E −→ E
(x, y) �−→ x+ λy

étant continue, donc f−1
(
F
)
est un fermé de E × E. Comme F est un sous-espace

vectoriel de E, alors on a F × F ⊂ f−1
(
F
)
, d’où on a F × F ⊂ f−1

(
F
)
. Autrement

dit, on a f
(
F × F

)
⊂ F . Ceci étant vrai pour tout λ ∈ K, on en déduit que F est un

sous-espace vectoriel de E.

3. Si
◦
F �= ∅, alors il existe un ouvert non vide W de E tel que W ⊂

◦
F . Soit x ∈ W , alors

V = x−W est un ouvert de E contenant 0 tel que V ⊂ F . D’après la proposition 9.1.2,

on a alors E = ∪
n≥1

nV ⊂ F , d’où E = F , ce qui est impossible. Donc on a
◦
F = ∅. �

Proposition 9.1.5. Soient (E, T ) un espace vectoriel topologique, K un compact de E
et F un fermé de E. Si l’on a K ∩ F = ∅, alors il existe un voisinage équilibré V de 0
dans E tel que (K + V ) ∩ (F + V ) = ∅.

Démonstration. Comme on a K ⊂ E \F et E \F est ouvert dans E, alors, pour tout
x ∈ K, il existe un voisinage ouvert Wx de 0 dans E tel que x +Wx ⊂ E \ F . Comme
l’application (a, b, c) �−→ a+ b+ c est continue de E × E × E dans E, alors il existe un
voisinage ouvert équilibré Vx de 0 dans E tel que Vx + Vx + Vx ⊂ Wx. Comme K est

compact et on a K ⊂ ∪
x∈K

x+ Vx, alors il existe x1, . . . , xn ∈ K tels que K ⊂
n
∪
i=1

xi + Vxi .

Soit V =
n
∩
i=1

Vxi , alors V est un voisinage ouvert équilibré de 0 dans E. De plus, on a

V + V + V ⊂ Wxi , pour tout 1 ≤ i ≤ n. On a (K + V ) ∩ (F + V ) = (K + V − V ) ∩ F =
(K + V + V ) ∩ F et

K + V + V ⊂
n
∪
i=1

xi + Vxi + V + V ⊂
n
∪
i=1

xi + Vxi + Vxi + Vxi ⊂
n
∪
i=1

xi +Wxi ⊂ E \ F .

Par conséquent, on a (K + V ) ∩ (F + V ) = ∅. �
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Définition 9.1.3. Soient (E, T ) un espace vectoriel topologique.

1. Soit B un sous-ensemble de E. On dit que B est borné si pour tout voisinage V
de 0, il existe un réel s > 0 tel que B ⊂ sV .

2. Une suite (xn)n≥0 dans (E, T ) est dite bornée si l’ensemble {xn ; n ≥ 0} est borné.

3. On dit que E est localement borné si 0 possède un voisinage borné.

4. On dit que E possède la propriété de Heine-Borel si tout fermé borné dans E
est compact.

Lemme 9.1.1. Soient (E, T ) un espace vectoriel topologique et B un sous-ensemble de
E. Les propriétés suivantes sont équivalents.

(i) B est borné.

(ii) Pour tout voisinage V de 0, il existe un réel s > 0 tel que B ⊂ tV pour tout t ≥ s.

(iii) Pour tout voisinage V de 0, il existe un réel s > 0 tel que pour tout λ ∈ K tel que
|λ| ≥ s, on ait B ⊂ λV .

Démonstration. Les implications (iii) =⇒ (ii) =⇒ (i) sont évidentes.
Preuve de (i) =⇒ (iii). Soit V un voisinage de 0. Soit W un voisinage équilibré de 0
tel que W ⊂ V . Par hypothèse, il existe s > 0 tel que B ⊂ sW . Soit λ ∈ K tel que
|λ| ≥ s > 0, alors on a s

|λ| ≤ 1, d’où s
λW ⊂ W . Donc on a sW ⊂ λW ⊂ λV . Par

conséquent, pour tout λ ∈ K tel que |λ| ≥ s, on a B ⊂ sW ⊂ λV . �

Proposition 9.1.6. Soient (E, T ) un espace vectoriel topologique et B une partie de E.
Les propriétés suivantes sont équivalents.

(i) B est bornée.

(ii) Pour toute suite (xn)n≥0 dans B et pour toute suite (λn)n≥0 dans K telle que
lim

n→+∞λn = 0, on ait lim
n→+∞λnxn = 0.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 9 du supplément.

Proposition 9.1.7. Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique.

1. Si B est un sous-ensemble borné de E, alors B est borné.

2. Si K est un compact de E, alors K est borné.

3. Si (xn)n≥0 est une suite convergente dans E, alors (xn)n≥0 est bornée.

Démonstration. 1. Soit V un voisinage de 0 dans E. D’après la proposition 9.1.2, il
existe un voisinage fermé W de 0 dans E tel que W ⊂ V . Comme B est borné, il existe
s > 0 tel que B ⊂ sW . D’où on a B ⊂ sW = sW = sW ⊂ sV . Donc B est borné.
2. Soit V un voisinage ouvert équilibré de 0 dans E. D’après la proposition 9.1.2, on a

E = ∪
n≥0

nV . Comme K est compact, alors il existe p ≥ 1 tel que K ⊂
p
∪

n=0
nV . Comme

V est équilibré, alors pour tout n ≥ 0, on a nV ⊂ (n + 1)V , d’où K ⊂ pV . Donc K est
borné.
3. Soit x = lim

n→+∞xn, alors {x} ∪ {xn ; n ≥ 0} est une partie compacte de E, donc

bornée, d’où {xn ; n ≥ 0} est borné. �
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Proposition 9.1.8. Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique. Soient V un voisinage
borné de 0 et (βn)n≥0 une suite dans K \ {0} telle que lim

n→+∞ |βn| = 0. Alors (βnV )n≥0

est une base locale de E.

Démonstration. Notons d’abord que pour tout n ≥ 0, βnV est un voisinage de 0. Soit
U un voisinage équilibré de 0. Puisque V est borné, il existe un réel s > 0 tel que V ⊂ sU .
La suite (sβn)n≥0 tend vers 0, donc il existe n ≥ 0 tel que s|βn| ≤ 1, d’où on a sβnU ⊂ U .
Par conséquent, on a V ⊂ sU ⊂ 1

βn
U , d’où βnV ⊂ U . Donc (βnV )n≥0 est une base locale

de E. �

On vient de voir que tout espace vectoriel topologique localement borné possède une base
locale dénombrable. La réciproque n’est pas toujours vraie, voir exemples 9.2.5 et 9.2.6.

Définition 9.1.4. Une distance d sur un espace vectoriel E est dite invariante par
translation, si pour tout x, y, z ∈ E, on a d(x+ z, y + z) = d(x, y).

Remarque 9.1.1. Soit d une distance invariante par translation sur un espace vectoriel
E. Alors pour tout x ∈ E et pour tout n ∈ N, on a d(0, nx) ≤ nd(0, x). En effet, si n = 0,

c’est clair. Supposons donc n ≥ 1, on a d(0, nx) ≤
n−1∑
k=0

d(kx, (k + 1)x) =

n−1∑
k=0

d(0, x) =

nd(0, x).

Tout espace vectoriel topologique métrisable possède une base locale dénombrable ; il
suffit de prendre les boules ouvertes de centre 0 et de rayon 1

n . La réciproque est aussi
vraie et donnée par le théorème suivant :

Théorème 9.1.1. Soit E un espace vectoriel topologique possédant une base locale
dénombrable. Alors il existe une distance d sur E invariante par translation telle que

1. La topologie définie par d est égale à la topologie de E.

2. Les boules ouvertes de centre 0 sont équilibrées.

Pour une preuve du théorème précédent, voir ([28], p. 18).

Lemme 9.1.2. Soit E un espace vectoriel topologique métrisable. Si (xn)n≥0 est une suite
dans E convergente vers 0, il existe une suite (tn)n≥0 dans R+ telle que lim

n→+∞ tn = +∞
et lim

n→+∞ tnxn = 0

Démonstration. D’après le théorème précédent, il existe une distance d invariante par
translation sur E induisant sa topologie. Comme on a lim

n→+∞ d(0, xn) = 0, alors pour

tout k ≥ 1, il existe nk ≥ 1 tel que pour tout n ≥ nk, on ait d(0, xn) < 1
k2 . De plus,

on peut supposer que pour tout k ≥ 1, on a nk+1 > nk. On pose tn = 1 si 0 ≤ n < n1

et tn = k si nk ≤ n < nk+1. Alors on a lim
n→+∞ tn = +∞. D’après la remarque 9.1.1,

pour tout n tel que nk ≤ n < nk+1, on a d(0, tnxn) = d(0, kxn) ≤ kd(0, xn) < 1
k . Par

conséquent, on a lim
n→+∞ tnxn = 0. �
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Remarque 9.1.2. La notion de sous-ensemble borné d’un espace vectoriel topologique
(E, T ) a déjà été définie dans la définition 9.1.3. Lorsque (E, T ) est métrisable, il y
a possibilité de confusion entre cette définition et la définition usuelle d’un ensemble
borné dans un espace métrique, voir définition 2.2.1. Si d est une distance invariante par
translation sur E dont la topologie associée est T et si A est un sous-ensemble borné de
(E, T ), alors A est borné dans l’espace métrique (E, d). En effet, il existe un n ≥ 1 tel
que A ⊂ nB(0, 1), où B(0, 1) = {x ∈ E ; d(0, x) < 1}. D’après la remarque 9.1.1, pour
tout x ∈ E, on a d(0, nx) ≤ nd(0, x), d’où nB(0, 1) ⊂ B(0, n). Par conséquent, A est
borné dans l’espace métrique (E, d). Par contre, les deux notions peuvent être différentes
même si la distance induisant la topologie est invariante par translation. Par exemple, si
E est un espace normé et si d est la distance induite par la norme, alors les deux notions
cöıncident. Mais ceci est faux si l’on remplace d par d′ = d

1+d qui est aussi une distance
invariante par translation et qui induit la même topologie sur E. En fait, E est borné
pour la distance d′, mais un espace vectoriel topologique (E, T ) n’est jamais borné si
E �= {0}. Lorsque l’on parle d’ensembles bornés dans un espace vectoriel topologique, il
est sous-entendu que la définition utilisée est celle donnée dans ce chapitre.

Remarque 9.1.3. Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique. La notion de suite de
Cauchy peut être définie dans (E, T ) sans faire référence à aucune distance. Une suite
(xn)n≥0 d’éléments de E est dite de Cauchy si pour tout voisinage V de 0 dans (E, T ),
il existe un N ∈ N tel que xn − xm ∈ V dès que n ≥ N et m ≥ N . De même, si (xλ)λ∈Λ

est une famille filtrante croissante d’éléments de E, on dit que (xλ)λ∈Λ est de Cauchy
si pour tout voisinage V de 0 dans (E, T ), il existe un λ0 ∈ Λ tel que pour tout λ, μ ∈ Λ
vérifiant λ ≥ λ0 et μ ≥ λ0, on ait xλ − xμ ∈ V . Supposons maintenant qu’il existe une
distance d invariante par translation sur E dont la topologie associée est T . Puisque l’on
a d(xn, xm) = d(xn − xm, 0) et puisque les boules centrées à l’origine forment une base
locale de (E, T ), on en déduit qu’une suite (xn)n≥0 d’éléments de E est de Cauchy dans
(E, T ) si et seulement si (xn)n≥0 est de Cauchy dans l’espace métrique (E, d). De même,
une famille filtrante croissante d’éléments de E est de Cauchy dans (E, T ) si et seulement
si elle est de Cauchy dans l’espace métrique (E, d). En conséquence, deux distances sur
E, invariantes par translation et induisant la topologie T , ont les mêmes suites de Cauchy.
Elles ont aussi les mêmes suites convergentes dans (E, T ). Ces remarques montrent le
résultat important suivant :
Si d1 et d2 sont deux distances sur E invariantes par translation et induisant la topologie
T , alors on a :

1. d1 et d2 ont les mêmes suites de Cauchy.

2. (E, d1) est complet si et seulement si (E, d2) est complet.

Lemme 9.1.3. Soit (xn)n≥0 une suite de Cauchy dans un espace vectoriel topologique
(E, T ). Alors (xn)n≥0 est bornée.

Démonstration. SoientW et V des voisinages de 0 dans (E, T ) tels que V soit équilibré
et V + V ⊂ W . Comme (xn)n≥0 est une suite de Cauchy, il existe un N ∈ N tel que
xn − xN ∈ V pour tout n ≥ N . Comme K = {x0, . . . , xN} est une partie bornée de
E, voir proposition 9.1.7, alors il existe s > 0 tel que K ⊂ sV . Soit t = max(1, s),
alors pour n ∈ {0, . . . , N}, on a xn ∈ sV ⊂ tV ⊂ tW , et pour tout n ≥ N , on a
xn = (xn − xN ) + xN ∈ V + sV ⊂ tV + tV ⊂ tW . Par conséquent, (xn)n≥0 est
bornée. �
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Définition 9.1.5. Soient (E, T ) un espace vectoriel topologique et A un sous-ensemble
de E. On dit que A est précompact † si pour tout voisinage V de 0 dans E, il existe un
sous-ensemble fini F dans E tel que A ⊂ F + V .

Notons que si (E, T ) est un espace vectoriel topologique métrisable et si d est une distance
invariante par translation sur E induisant la topologie T , alors un sous-ensemble A de E
est précompact si et seulement si l’espace métrique (A, d) est précompact, voir définition
3.1.4. Notons aussi qu’un ensemble précompact d’un espace vectoriel topologique est
toujours borné.

Définition 9.1.6. On dit qu’un espace vectoriel topologique (E, T ) est un F-espace si
la topologie T peut être définie par une métrique invariante et complète.

Proposition 9.1.9. Soient (E, T ) un espace vectoriel topologique et F un sous-espace
vectoriel de E tel que F muni de la topologie induite par E soit un F-espace. Alors F est
fermé dans E.

Démonstration. Soit y ∈ F , alors il existe une famille filtrante croissante (xλ)λ∈Λ dans
F telle que lim

λ∈Λ
xλ = y. Donc (xλ)λ∈Λ est de Cauchy. Comme F est un F-espace, alors

(xλ)λ∈Λ converge vers un élément x ∈ F , voir théorème 2.6.1. Donc on a y = x ∈ F . Par
conséquent, F est fermé dans (E, T ). �

Proposition 9.1.10. Soient E,F deux espaces vectoriels topologiques et T : E −→ F
une application linéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T est uniformément continue, i.e. pour tout voisinage V de 0 dans F , il existe un
voisinage U de 0 dans E tel que pour tout x, y ∈ E vérifiant x − y ∈ U , on ait
T (x)− T (y) ∈ V .

(ii) T est continue.

(iii) T est continue en 0.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 9 du supplément.

Définition 9.1.7. Soient E,F deux espaces vectoriels topologiques et T : E −→ F une
application linéaire. On dit que T est bornée si l’image de tout borné de E est un borné
de F .

Proposition 9.1.11. Soient E,F deux espaces vectoriels topologiques et T : E −→ F
une application linéaire. Considérons les propriétés suivantes :

(i) T est continue.

(ii) T est bornée.

(iii) Si (xn)n≥0 est une suite dans E telle que xn −→
n→+∞ 0, alors (T (xn)) est une suite

bornée dans F .

(iv) Si (xn)n≥0 est une suite dans E telle que xn −→
n→+∞ 0, alors T (xn) −→

n→+∞ 0.

†On dit totally bounded dans les textes mathématiques en langue anglaise.
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1. On a les implications suivantes : (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) et (i) =⇒ (iv).

2. Si E est métrisable, alors on a les équivalences (i) ⇐⇒ (ii) ⇐⇒ (iii) ⇐⇒ (iv).

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 9 du supplément.

Proposition 9.1.12. Soient E un espace vectoriel topologique et f : E −→ K une forme
linéaire non nulle. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est continue.

(ii) ker(f) est fermé dans E.

(iii) ker(f) n’est pas dense dans E.

(iv) f est bornée sur un voisinage de 0, i.e. il existe un voisinage V de 0 dans E et il
existe une constante M > 0 tels |f(x)| ≤ M pour tout x ∈ V .

Démonstration. Les implications (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) sont triviales.
Preuve de (iii) =⇒ (iv). Supposons donc ker(f) �= E. Il résulte alors de la proposition
1.2.2 que le complémentaire de ker(f) est d’intérieur non vide. Par conséquent, il existe
x ∈ E et un voisinage équilibré V de 0 dans E tels que (x + V ) ∩ ker(f) = ∅. Si f(V )
n’est pas bornée, comme f(V ) est une partie équilibrée de K, alors on a f(V ) = K. Soit
y ∈ V tel que f(y) = −f(x), alors on a f(x + y) = 0, d’où x+ y ∈ (x + V ) ∩ ker(f), ce
qui est impossible. Donc f(V ) est bornée.
Preuve de (iv) =⇒ (i). D’après la proposition 9.1.10, il suffit de montrer que f est continue
en 0. Soit r > 0. Soient V un voisinage de 0 dans E et M > 0 tels que pour tout x ∈ V ,
on ait |f(x)| ≤ M . Soit t > 0 tel que tM < r. Alors tV est un voisinage de 0 dans E et
pour tout z ∈ tV , on a |f(z)| ≤ tM < r. Autrement dit, on a f(tV ) ⊂ B(0, r), où B(0, r)
est la boule ouverte de centre 0 et de rayon r dans K. Donc f est continue en 0. �

Définition 9.1.8. Soit E un espace vectoriel topologique. On appelle dual topologique
de E et l’on note E∗ l’espace vectoriel des formes linéaires continues sur E.

Théorème 9.1.2. Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique de dimension finie n. Alors
il existe un homéomorphisme linéaire T de Kn sur E, où Kn est muni de n’importe quelle
norme ‖ ‖.

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 9 du supplément.

Corollaire 9.1.2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors il existe une
unique topologie sur E faisant de E un espace vectoriel topologique.

Corollaire 9.1.3. Soient E,F deux espaces vectoriels topologiques et T : E −→ F une
application linéaire. Si E est de dimension finie. Alors T est continue.

Démonstration. Ceci résulte du théorème précédent et du corollaire 6.6.1. �

Corollaire 9.1.4. Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel topologique
(E, T ). Si F est de dimension finie, alors F est fermé dans E.

Démonstration. D’après le théorème précédent, F muni de la topologie induite par E
est linéairement homéomorphe à Kn. Donc F muni de la topologie induite par E est un
F-espace. Il résulte alors de la proposition 9.1.9 que F est fermé dans (E, T ). �
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Théorème 9.1.3. Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique. Les propriétés suivantes
sont équivalents.

(i) E est de dimension finie.

(ii) E est localement compact.

(iii) E est localement borné et possède la propriété de Heine-Borel.

Démonstration. L’implication (i) =⇒ (ii) résulte du théorème précédent et du théorème
6.6.2.
Preuve de (ii) =⇒ (iii). Puisque E est localement compact, il résulte de la proposition
9.1.7 que E est localement borné. Soit B une partie bornée et fermée dans E. Soit V un
voisinage compact de 0 dans E, alors il existe s > 0 tel que B ⊂ sV . Comme sV est
compact et B est fermée, alors B est compacte. Donc E possède la propriété de Heine-
Borel.
Preuve de (iii) =⇒ (i). Puisque E est localement borné, il existe un voisinage borné W de
0 dansE. D’après la proposition 9.1.2, il existe un voisinage V de 0 dans E tel que V ⊂ W .
Donc V est borné et fermé, d’où V est compact. Par conséquent, il existe x1, . . . , xp ∈ E

tels que V ⊂
p
∪
i=1

xi+
1
2V . Soit F = Vect({x1, . . . , xp}), alors F est un sous-espace vectoriel

de dimension finie de E tel que V ⊂ V ⊂ F + 1
2V . On a 1

2V ⊂ 1
2F + 1

22 V = F + 1
22V ,

d’où V ⊂ F + F + 1
22 V = F + 1

22V . On vérifie, par récurrence, que pour tout n ≥ 0,
on a alors V ⊂ F + 1

2nV . Donc on a V ⊂ ∩
n≥0

F + 1
2nV . D’après la proposition 9.1.8,(

1
2nV

)
n≥0

est une base locale de E. Il résulte alors de la proposition 9.1.3 que l’on a

∩
n≥0

F + 1
2nV = F . D’après le corollaire 9.1.4, F est fermé dans E, d’où on a V ⊂ F . Il

résulte de la proposition 9.1.4 que E = F , donc E est de dimension finie. �

9.2 Espaces localement convexes

En contraste avec les espaces normés, un espace vectoriel topologique E peut ne pas
contenir des ouverts convexes autres que ∅ et E, voir exercices 9.4 et 9.5, et dans ce cas,
le dual topologique de E est trivial, i.e. E∗ = {0}, voir également la remarque 9.4.1.
Donc l’intérêt d’étudier les espaces vectoriels topologiques généraux est réduit parce que
ils peuvent avoir des propriétés pathologiques.

Définition 9.2.1. Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique.

1. On dit que E est localement convexe ou que E est un espace localement
convexe s’il possède une base locale constituée d’ensembles convexes.

2. On dit que E est de Fréchet ou que E est un espace de Fréchet s’il est à la fois
un F-espace et localement convexe.

3. On dit que E est normable si sa topologie peut être définie par une norme.

Exemple 9.2.1. 1. Tout espace normé est localement convexe et localement borné.

2. Tout espace de Banach est un espace de Fréchet.
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Exemple 9.2.2. Soit p ∈ ]0, 1[. On note �p l’ensemble des suites de scalaires x = (xn)n≥0

vérifiant
+∞∑
n=0

|xn|p < +∞. On vérifie facilement que pour tous réels positifs s et t, on a

(s + t)p ≤ sp + tp. On en déduit que �p est un K-espace vectoriel. Pour tout x =
(xn)n≥0, y = (yn)n≥0 ∈ �p, on pose :

d(x, y) =
+∞∑
n=0

|xn − yn|p .

On montrera, exercice 9.6, que d est une distance sur �p invariante par translation, et �p
muni de cette distance est un F-espace. Mais �p n’est pas localement convexe. Autrement
dit, �p est un F-espace qui n’est pas de Fréchet.

Proposition 9.2.1. Tout espace localement convexe possède une base locale constituée
d’ensembles convexes et équilibrés.

Démonstration. Soient E un espace localement convexe et U un voisinage convexe de
0. D’après la proposition 9.1.2, il existe un voisinage équilibréW de 0 tel queW ⊂ U . Soit
V = conv(W ) l’enveloppe convexe de W , voir définition 9.5.1, alors V est un voisinage
convexe et équilibré de 0 tel que V ⊂ U . �

Définition 9.2.2. Une famille P = (pi)i∈I de semi-normes sur un espace vectoriel E est
dite séparante si pour tout x ∈ E tel que x �= 0, il existe i ∈ I tel que pi(x) �= 0.

Exemple 9.2.3. Pour tout (x, y) ∈ R2, soient p1(x, y) = |x| et p2(x, y) = |y|, alors
{p1, p2} est une famille séparante de semi-normes sur R2.

Notez qu’une famille de semi-normes sur un espace vectoriel est séparante au sens de la
définition 1.5.2 est aussi séparante au sens de la définition 9.2.2, mais la réciproque n’est
pas toujours vraie comme est cela montré dans l’exemple ci-dessus. En tout cas, lorsque
l’on parle d’une famille de semi-normes séparante, il est sous-entendu que l’on utilise la
définition 9.2.2.

Lemme 9.2.1. Soient E un espace vectoriel topologique et p une semi-norme sur E. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) p est continue.

(ii) p est continue en 0.

(iii) p est uniformément continue en 0, i.e. pour tout ε > 0, il existe un voisinage U de
0 dans E tel que pour tout x, y ∈ E vérifiant x− y ∈ U , on ait |p(x) − p(y)| < ε.

(iv) Pour tout r > 0, l’ensemble {x ∈ E ; p(x) < r} est un ouvert de E.

(v) Il existe r > 0 tel que {x ∈ E ; p(x) < r} soit un ouvert de E.

(vi) Pour tout r > 0, l’ensemble {x ∈ E ; p(x) ≤ r} est un voisinage de 0 dans E.

(vii) Il existe r > 0 tel que {x ∈ E ; p(x) ≤ r} soit un voisinage de 0 dans E.
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Démonstration. Puisque pour tout x, y ∈ E, on a |p(x) − p(y)| ≤ p(x − y), alors on
a les équivalences (i) ⇐⇒ (ii) ⇐⇒ (iii). Soient r > 0 et s > 0. Puisque l’on a {x ∈
E ; p(x) < s} = s

r{x ∈ E ; p(x) < r} et {x ∈ E ; p(x) ≤ s} = s
r{x ∈ E ; p(x) ≤ r},

alors on a les équivalences (iv) ⇐⇒ (v) et (vi) ⇐⇒ (vii). Finalement, les implications (i)
=⇒ (iv) =⇒ (vi) =⇒ (i) sont triviales. �

On déduit du lemme précédent que si E est un espace vectoriel topologique et si p et q
sont des semi-normes sur E telles que p soit continue et q(x) ≤ p(x), pour tout x ∈ E,
alors q est continue.

Proposition 9.2.2. Soient (E, T ) un espace vectoriel topologique et A une partie à la
fois convexe et voisinage de 0 dans E. Alors A est absorbante et la jauge μA de A vérifie
les propriétés suivantes :

1. La fonction μA est sous-additive et positivement homogène et on a :

{x ∈ E ; μA(x) < 1} ⊂ A ⊂ {x ∈ E ; μA(x) ≤ 1} .

2. Si A est équilibrée, alors μA est une semi-norme continue sur E et on a :

◦
A= {x ∈ E ; μA(x) < 1} et A = {x ∈ E ; μA(x) ≤ 1} .

3. Si A est ouverte, on a A = {x ∈ E ; μA(x) < 1} et μA est semi-continue
supérieurement.

4. Si A est fermée, on a A = {x ∈ E ; μA(x) ≤ 1} et μA est semi-continue
inférieurement.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 9 du supplément.

Théorème 9.2.1. Soit (E, T ) un espace localement convexe. Soit B = (Vi)i∈I une base
locale de E formée d’ensembles ouverts convexes et équilibrés. Pour tout i ∈ I, soit μi

la jauge de Vi. Alors (μi)i∈I est une famille séparante de semi-normes continues sur E
telle que pour tout i ∈ I, on ait Vi = {x ∈ E ; μi(x) < 1}.

Démonstration. D’après la proposition précédente, (μi)i∈I est une famille de semi-
normes continues sur E telle que pour tout i ∈ I, on ait Vi = {x ∈ E ; μi(x) < 1}. Il
reste à montrer que la famille de semi-normes (μi)i∈I est séparante. Soit x ∈ E tel que
x �= 0. Comme E est séparé, il existe i ∈ I tel que x �∈ Vi, d’où on a μi(x) ≥ 1. Par
conséquent, la famille (μi)i∈I est séparante. �

Lemme 9.2.2. Soient E un espace vectoriel, (Fi)i∈I une famille d’espaces vectoriels
topologiques et pour tout i ∈ I, soit fi : E −→ Fi une application linéaire. On suppose
de plus que la famille (fi)i∈I est séparante, i.e. pour tout x ∈ E tel que x �= 0, il existe
i ∈ I tel que fi(x) �= 0. Alors E muni de la topologie initiale associée à la famille (fi)i∈I

est un espace vectoriel topologique. De plus, si pour tout i ∈ I, Fi est localement convexe,
alors E est localement convexe.
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Pour une preuve du lemme précédent, voir chapitre 9 du supplément.

Soient E un espace vectoriel et (pi)i∈I une famille de semi-normes sur E. Pour tout
i ∈ I, soit (Ei, ‖ ‖i) l’espace normé séparé de (E, pi) et soit πi : (E, pi) −→ (Ei, ‖ ‖i)
l’application canonique, c’est une application linéaire et pour tout x ∈ E, on a ‖πi(x)‖i =
pi(x), voir proposition 7.5.1. La topologie sur E associée à la famille de semi-normes
(pi)i∈I est par définition la topologie initiale sur E associée à la famille d’applications
linéaires (πi)i∈I .

Théorème 9.2.2. Soient E un espace vectoriel et (pi)i∈I une famille séparante de semi-
normes sur E. Soit T1 la topologie sur E associée à la famille (pi)i∈I . Alors on a :

1. (E, T1) est un espace localement convexe.

2. Pour tout i ∈ I et tout n ≥ 1, soit V (i, n) =
{
x ∈ E ; pi(x) < 1

n

}
. Soit B la

collection des intersections finies de V (i, n). Alors B est une base locale de (E, T1)
formée d’ensembles ouverts convexes et équilibrés.

3. Pour tout i ∈ I, pi est continue.

4. Soit A un sous-ensemble de E. Alors A est borné dans (E, T1) si et seulement si
pour tout i ∈ I, pi est majorée sur A.

Démonstration. 1. Ceci résulte de la définition de la topologie T1 et du lemme précédent.
2. Puisque pour tout i ∈ I et pour tout x ∈ E, on a ‖πi(x)‖i = pi(x), on déduit du lemme
1.4.1, que B est une base locale de (E, T1) formée d’ensembles ouverts. Puisque pour tout
i ∈ I et tout n ≥ 1, V (i, n) est convexe et équilibré, on en déduit que tout élément du B
est convexe et équilibré.
3. Soit i ∈ I. Puisque V (i, 1) est ouvert dans (E, T1), on déduit du lemme 9.2.1 que pi
est continue.
4. Soit A un sous-ensemble de E. Supposons d’abord que A est borné dans (E, T1). Soit
i ∈ I. Alors il existe s > 0 tel que A ⊂ sV (i, 1) = {x ∈ E ; pi(x) < s}. Donc pi est
majorée sur A.
Réciproquement, supposons que pour tout i ∈ I, pi est majorée sur A. Soit V un
voisinage de 0 dans (E, T1). Alors il existe i1, . . . , iq ∈ I et n1, . . . , nq ∈ N∗ tels que
q
∩

k=1
V (ik, nk) ⊂ V . Comme pour tout i ∈ I, pi est majorée sur A, il existe tk > 0

tel que pour tout x ∈ A, on ait pik(x) < tk. Alors pour tout k et pour tout x ∈ A,
on a pik

(
1

tknk
x
)

< 1
nk

. Autrement dit, pour tout k, on a 1
tknk

A ⊂ V (ik, nk). Soit

s = max
1≤k≤q

tknk, alors s > 0 et pour tout k, on a 1
sA ⊂ tknk

s V (ik, nk) ⊂ V (ik, nk).

Par conséquent, on a 1
sA ⊂ V . Donc A est borné. �

Remarque 9.2.1. Soit (E, T ) un espace localement convexe. Soit B = (Vi)i∈I une base
locale de E formée d’ensembles ouverts convexes et équilibrés. Pour tout i ∈ I, soit μi

la jauge de Vi. Le théorème 9.2.1 nous dit que (μi)i∈I est une famille séparante de semi-
normes continues sur E. Le théorème 9.2.2 nous dit que (μi)i∈I induit une topologie T1
sur E qui en fait un espace localement convexe. Alors on a T = T1. En effet, d’après
le théorème 9.2.1, pour tout i ∈ I, la semi-norme μi est continue de (E, T ) dans R.
Alors pour tout i ∈ I et pour tout n ≥ 1, V (i, n) = {x ∈ E ; μi(x) < 1

n} est un
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ouvert de (E, T ). Il résulte du théorème 9.2.2 que tout ouvert de (E, T1) est un ouvert
de (E, T ). Autrement dit, on a T1 ⊂ T . D’après le théorème 9.2.1, pour tout i ∈ I, on
a Vi = {x ∈ E ; μi(x) < 1} = V (i, 1) qui est ouvert dans (E, T1). Par conséquent, on a
T ⊂ T1, d’où T = T1.

Remarque 9.2.2. Soit (E, T ) un espace localement convexe. Supposons que E possède
une base locale dénombrable. D’après le théorème 9.1.1, (E, T ) est métrisable. On va
définir concrètement deux distances sur E qui induisent la topologie T . En effet, soit
(Vn)n≥1 une base locale de E formée d’ensembles ouverts convexes et équilibrés. Pour
tout n ≥ 1, soit pn la jauge de Vn.
Première distance. Pour tout x, y ∈ E, on pose :

d(x, y) =

+∞∑
n=1

1

2n
pn(x− y)

1 + pn(x− y)
.

Montrons que d est une distance sur E invariante par translation et la topologie induite
par d est T . De plus, les boules ouvertes de centre 0 associées à cette distance sont
équilibrées, mais ne sont pas en général convexes.
On vérifie, comme dans la proposition 2.3.5, que d est une distance sur E. Il est clair
que d est invariante par translation. Il reste à montrer que la topologie induite par d
est égale à T . Pour tout n ≥ 1, soit (En, ‖ ‖n) l’espace normé séparé de (E, pn) et
soit πn : (E, pn) −→ (En, ‖ ‖n) l’application canonique. Pour tout x, y ∈ E, on a

0 ≤ ‖πn(x− y)‖n
1 + ‖πn(x− y)‖n

≤ 2nd(x, y). On en déduit que πn est continue de (E, d) dans

(En, ‖ ‖n). Par conséquent, l’application identité x �−→ x est continue de (E, d) dans
(E, T ). Autrement dit, tout ouvert de (E, T ) est un ouvert de (E, d). Comme d est
invariante par translation, pour montrer que tout ouvert de (E, d) est un ouvert de
(E, T ), il suffit de montrer que pour tout r > 0, il existe un voisinage ouvert V de 0
dans (E, T ) tel que V ⊂ B(0, r) = {x ∈ E ; d(0, x) < r}. Soient r > 0 et N ≥ 1 tels que
1
2N < r

2 . Pour tout n ≥ 1 et pour tout ε > 0, soit V (n, ε) = {x ∈ E ; pn(x) < ε}. Soit
V =

N
∩

n=1
V
(
n, r

2

)
, alors V est un ouvert de (E, T ) contenant 0. Soit x ∈ V , on a :

d(0, x) =

∞∑
n=1

1

2n
pn(x)

1 + pn(x)

=

N∑
n=1

1

2n
pn(x)

1 + pn(x)
+

∞∑
n=N+1

1

2n
pn(x)

1 + pn(x)

≤
N∑

n=1

1

2n
pn(x) +

∞∑
n=N+1

1

2n

≤
N∑

n=1

1

2n
r

2
+

∞∑
n=N+1

1

2n
= r

2

(
1− 1

2N

)
+ 1

2N < r.

Donc on a V ⊂ B(0, r).
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Soit λ ∈ K tel que |λ| ≤ 1, on a d(0, λx) =
∞∑
n=1

1

2n
pn(λx)

1 + pn(λx)
=

∞∑
n=1

1

2n
|λ|pn(λx)

1 + |λ|pn(x)
.

Comme l’application s �−→ s

1 + s
est croissante sur [0, +∞[, on a

|λ|pn(λx)
1 + |λ|pn(x)

≤ pn(x)

1 + pn(x)
, d’où d(0, λx) ≤ d(0, x). Donc les boules de centre 0 sont

équilibrées.

Deuxième distance. Soit (tn)n≥1 une suite strictement positive telle que tn −→
n→+∞ 0. Pour

tout x, y ∈ E, on pose :

d′(x, y) = max
n≥1

tn pn(x− y)

1 + pn(x− y)
.

Montrons que d′ est une distance sur E invariante par translation et la topologie induite
par d′ est T . De plus, les boules ouvertes de centre 0 associées à cette distance sont
équilibrées et convexes.
On vérifie, comme ci-dessus, que d′ est une distance sur E et que tout ouvert de (E, T )
est un ouvert de (E, d′). Comme d′ est invariante par translation, pour montrer que
tout ouvert de (E, d′) est un ouvert de (E, T ), il suffit de montrer que pour tout r >
0, B(0, r) = {x ∈ E ; d′(0, x) < r} est un ouvert de (E, T ). Soit r > 0. Comme
on a lim

n→+∞ tn = 0, alors il existe N ≥ 1 tel que pour tout n ≥ N , on ait tn ≤ r.

Donc l’ensemble I = {n ≥ 1 ; tn > r} est fini. Notons d’abord que si x ∈ E, alors

il existe n0 ≥ 1 tel que d′(0, x) = max
n≥1

tn pn(x)

1 + pn(x)
=

tn0 pn0(x)

1 + pn0(x)
< tn0 . Si I = ∅,

alors on a B(0, r) = E, donc c’est un ouvert convexe de (E, T ). Si I �= ∅, on pose

Vn =
{
x ∈ E ; pn(x) <

r

tn − r

}
, pour tout n ∈ I. Vérifions que l’on a B(0, r) =

∩
n∈I

Vn. Soit x ∈ B(0, r). Alors pour tout n ∈ I, on a
tn pn(x)

1 + pn(x)
≤ d′(0, x) < r, d’où

pn(x) <
r

tn − r
, donc on a x ∈ ∩

n∈I
Vn. Réciproquement, soit x ∈ ∩

n∈I
Vn. Alors il existe

n0 ≥ 1 tel que d′(0, x) = max
n≥1

tn pn(x)

1 + pn(x)
=

tn0 pn0(x)

1 + pn0(x)
< tn0 . Si n0 �∈ I, alors on a

tn0 ≤ r, d’où d′(0, x) < r, donc x ∈ B(0, r). Si n0 ∈ I, alors on a pn0(x) <
r

tn0 − r
.

Comme l’application s �−→ tns

1 + s
est strictement croissante sur [0, +∞[, alors on a

tn0 pn0(x)

1 + pn0(x)
< tn0

r

tn0 − r

1 +
r

tn0 − r

= r, d’où d′(0, x) =
tn0 pn0(x)

1 + pn0(x)
< r, donc x ∈ B(0, r). Par

conséquent, on a B(0, r) = ∩
n∈I

Vn. Ainsi, la topologie induite par d′ est T .

Comme ci-dessus, on vérifie également que les boules de centre 0 sont équilibrées. Il reste
à montrer que les boules ouvertes de centre 0 sont convexes. Comme pour tout n ∈ I, Vn

est convexe, voir lemme 9.2.1, on en déduit que B(0, r) est convexe.

Remarque 9.2.3. Soient E un espace vectoriel et (pn)n≥1 une famille dénombrable
séparante de semi-normes sur E. Alors E muni de la topologie associée à la famille
(pn)n≥1 est un espace localement convexe et métrisable, et les formules dans la remarque
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précédente définissent des distances sur E induisant la topologie de E associée à la famille
de semi-normes (pn)n≥1.

Remarque 9.2.4. Soient (E, T ) un espace localement convexe et (pi)i∈I une famille
séparante de semi-normes sur E induisant la topologie T . Soit F un sous-espace vectoriel
de E et pour tout i ∈ I, soit qi la restriction de pi à F . Alors (qi)i∈I une famille séparante
de semi-normes sur F . On déduit du théorème précédent, propriété 2, que la topologie
sur F associée à la famille (qi)i∈I cöıncide avec la topologie induite par T sur F .

Remarque 9.2.5. Soient E un espace vectoriel et (Gi, Ni)i∈I une famille d’espaces
normés et pour tout i ∈ I, soit fi : E −→ (Gi, Ni) une application linéaire. On suppose
de plus que la famille d’applications (fi)i∈I est séparante. Pour tout i ∈ I et pour
tout x ∈ E, soit pi(x) = Ni(fi(x)). Alors (pi)i∈I est une famille séparante de semi-
normes sur E. Pour tout i ∈ I, soit (Ei, ‖ ‖i) l’espace normé séparé de (E, pi) et soit
πi : (E, pi) −→ (Ei, ‖ ‖i) l’application canonique, c’est une application linéaire et pour
tout x ∈ E, on a ‖πi(x)‖i = pi(x), voir proposition 7.5.1. D’après la proposition 7.5.2,

pour tout i ∈ I, il existe une application linéaire continue f̃i : Ei −→ Gi telle que
f̃i ◦ πi = fi. Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif.

E Gi

Ei

�fi

�
��πi �

��
f̃i

De plus, pour tout x ∈ E, on a Ni(f̃i(πi(x))) = Ni(fi(x)) = pi(x) = ‖πi(x)‖i. Autrement

dit, f̃i est une isométrie de Ei sur fi(E). En particulier, f̃i est un homéomorphisme de
Ei sur fi(E). On en déduit que la topologie initiale sur E associée à la famille (fi)i∈I

cöıncide avec la topologie sur E associée à la famille de semi-normes (pi)i∈I .

Remarque 9.2.6. Soient E un espace localement convexe et (pi)i∈I une famille de semi-
normes sur E induisant sa topologie. Soient (an)n≥0 une suite d’éléments de E et a ∈ E.
Alors on a :

1. La suite (an)n≥0 converge vers a dans E si et seulement si pour tout i ∈ I, la suite
(pi(an − a))n≥0 converge vers 0 dans R.
En effet, supposons d’abord que (an)n≥0 converge vers a dans E. Comme pour tout
i ∈ I, pi est continue, alors pour tout i ∈ E, la suite (pi(an − a))n≥0 converge vers
0 dans R.
Réciproquement, supposons que pour tout i ∈ I, la suite (pi(an − a))n≥0 converge
vers 0 dans R. Pour tout i ∈ I, soit (Ei, ‖ ‖i) l’espace normé séparé de (E, pi) et
soit πi : (E, pi) −→ (Ei, ‖ ‖i) l’application canonique, c’est une application linéaire
et pour tout x ∈ E, on a ‖πi(x)‖i = pi(x), voir proposition 7.5.1. La topologie de
E est la topologie initiale associée à la famille (πi)i∈I . Comme pour tout i ∈ I et
pour tout n ≥ 0, on a ‖πi(an)− πi(a)‖i = ‖πi(an − a)‖i = pi(an − a), on déduit de
la proposition 1.7.3 que la suite (an)n≥0 converge vers a dans E.
Montrons directement que la suite (an)n≥0 converge vers a dans E. Soit V un
voisinage de 0 dans E. Alors il existe i1, . . . , ik ∈ I et il existe ε > 0 tels que
k
∩

j=1
{x ∈ E ; pij (x) < ε} ⊂ V . Comme pour tout j ∈ {1, . . . , k}, on a :
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lim
n→+∞ pij (an − a) = 0, alors il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N et pour tout

j ∈ {1, . . . , k}, on ait pij (an − a) < ε. Par conséquent, pour tout n ≥ N , on a
an − a ∈ V . Autrement dit, la suite (an)n≥0 converge vers a dans E.

2. Si la suite (an)n≥0 converge vers a dansE, alors pour tout i ∈ E, la suite (pi(an))n≥0

converge vers pi(a) dans R. La réciproque n’est pas vraie.
En effet, comme pour tout i ∈ I, pi est continue, si (an)n≥0 converge vers a dans
E, alors pour tout i ∈ E, la suite (pi(an))n≥0 converge vers pi(a) dans R. Pour
montrer que la réciproque n’est pas vraie, il suffit de prendre E = R muni de la
valeur absolue et de prendre an = (−1)n et a = 1. Alors on a lim

n→+∞ |an| = 1 = |a|,
mais la suite la suite (an)n≥0 ne converge pas vers a dans R.

Remarque 9.2.7. Soient E un espace vectoriel et (pi)i∈I une famille séparante de semi-
normes sur E. Soit E(I) l’ensemble des parties finies et non vides de I. Pour tout J ∈ E(I)
et pour tout x ∈ E, soit PJ (x) = max

i∈J
pi(x). Alors (PJ )J∈E(I) une famille séparante de

semi-normes sur E et la topologie sur E associée à la famille (PJ )J∈E(I) cöıncide avec
la topologie sur E associée à la famille (pi)i∈I . De plus, la famille (PJ )J∈E(I) vérifie la
propriété suivante : pour tout J1, J2 ∈ E(I), il existe J3 ∈ E(I) tel que pour tout x ∈ E,
on ait max(PJ1(x), PJ2(x)) ≤ PJ3(x).

Théorème 9.2.3. Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique. Les propriétés suivantes
sont équivalents.

(i) (E, T ) est normable.

(ii) (E, T ) est localement convexe et localement borné.

Démonstration. L’implication (i) =⇒ (ii) est triviale.
Preuve de (ii) =⇒ (i). Soit V un voisinage ouvert, convexe, équilibré et borné de 0 dans
(E, T ). Pour tout x ∈ E, soit ‖x‖ = μ(x), où μ est la jauge de V . D’après la proposition
9.2.2, ‖ ‖ est une semi-norme continue sur (E, T ) et on a V = {x ∈ E ; ‖x‖ < 1}.
D’après la proposition 9.1.8,

(
1
nV
)
n≥0

est une base locale de (E, T ). Soit x ∈ E tel que

x �= 0, alors il existe n ≥ 1 tel que x �∈ 1
nV , d’où on a ‖x‖ = μ(x) ≥ 1

n . Donc on a
‖x‖ �= 0. Par conséquent, ‖ ‖ est bien une norme continue sur (E, T ). On en déduit que
tout ouvert de (E, ‖ ‖) est un ouvert de (E, T ). Comme

(
1
nV
)
n≥0

est une base locale

de (E, T ) et pour tout n ≥ 1, 1
nV =

{
x ∈ E ; ‖x‖ < 1

n

}
est un ouvert de (E, ‖ ‖),

on en déduit que tout ouvert de (E, T ) est un ouvert de (E, ‖ ‖). Par conséquent, la
topologie induite par la norme ‖ ‖ cöıncide avec la topologie T . Autrement dit, (E, T )
est normable. �

Théorème 9.2.4. Soient E et F des espaces localement convexes. Soit (pi)i∈I (resp.
(qj)j∈J ) une famille séparante de semi-normes sur E (resp. F ) induisant respectivement
leurs topologies. Alors on a :

1. Une semi-norme p sur E est continue si et seulement si il existe une constante c > 0
et un sous-ensemble fini I ′ de I tel que pour tout x ∈ E, on ait p(x) ≤ c max

i∈I′
pi(x).

2. Une application linéaire T : E −→ F est continue si et seulement si pour tout
j ∈ J , il existe une constante cj > 0 et un sous-ensemble fini Ij de I tel que pour
tout x ∈ E, on ait qj(T (x)) ≤ cj max

i∈Ij
pi(x).
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3. Une forme linéaire f : E −→ K est continue si et seulement si il existe une
constante c > 0 et un sous-ensemble fini I ′ de I tel que pour tout x ∈ E, on ait
|f(x)| ≤ c max

i∈I′
pi(x).

Démonstration. 1. Soit p une semi-norme sur E. Supposons d’abord qu’il existe une
constante c > 0 et un sous-ensemble fini I ′ de I tel que pour tout x ∈ E, on ait p(x) ≤
c max

i∈I′
pi(x). Puisque les pi sont continues en 0, on en déduit que p est continue en 0, et

donc p est continue par le lemme 9.2.1.
Réciproquement, supposons que p est continue. Alors V = {x ∈ E ; p(x) < 1} est
un voisinage de 0 dans E. D’après le théorème 9.2.2, il existe η > 0 et i1, . . . , in ∈ I

tels que
n
∩

k=1
{x ∈ E ; pik(x) < η} ⊂ V . Montrons que pour tout x ∈ E, on a alors

p(x) ≤ 1
η max

1≤k≤n
pik(x). Soit x ∈ E. Si p(x) > 1

η max
1≤k≤n

pik(x), on pose z =
x

p(x)
, alors

p(z) = 1 et pour tout 1 ≤ k ≤ n, on a pik(x) < η. D’où on a z ∈ V et p(z) = 1, ce qui
est impossible. Donc pour tout x ∈ E, on a p(x) ≤ 1

η max
1≤k≤n

pik(x).

2. Soit T : E −→ F une application linéaire. Supposons d’abord que T est continue.
Soit j ∈ J . Alors qj ◦ T est une semi-norme continue sur E. D’après 1, il existe une
constante cj > 0 et un sous-ensemble fini Ij de I tel que pour tout x ∈ E, on ait
qj(T (x)) ≤ cj max

i∈Ij
pi(x).

Réciproquement, supposons que pour tout j ∈ J , il existe une constante cj > 0 et un
sous-ensemble fini Ij de I tel que pour tout x ∈ E, on ait qj(T (x)) ≤ cj max

i∈Ij
pi(x).

Pour tout j ∈ J , soit (Fj , ‖ ‖j) l’espace normé séparé de (F, qj) et soit πj : (F, qj) −→
(Fj , ‖ ‖j) l’application canonique, c’est une application linéaire et pour tout y ∈ F , on
a ‖πj(y)‖j = qj(y), voir proposition 7.5.1. Puisque la topologie sur F est la topologie
initiale associée à la famille d’applications (πj)j∈J , alors T est continue si et seulement si
pour tout j ∈ J , l’application linéaire πj ◦ T est continue. D’après la proposition 9.1.10,
πj ◦ T est continue si et seulement si πj ◦ T est continue en 0. Comme pour tout x ∈ E,
on a ‖πj(T (x))‖j = qj(T (x)) ≤ cj max

i∈Ij
pi(x) et pour tout i ∈ I, pi est continue en 0, on

en déduit que πj ◦ T est continue en 0. Donc T est continue.
3. Ceci résulte de 2. �

On termine ce paragraphe par quelques exemples.

Exemple 9.2.4. Soit X un ensemble quelconque non vide. On note CX l’espace vectoriel
des applications de X dans C. Pour tout x ∈ X et tout f ∈ CX , on pose px(f) =
|f(x)|. Alors (px)x∈X est une famille séparante de semi-normes sur CX . On munit CX

de la topologie associée à cette famille. C’est la topologie de la convergence simple, voir
remarque 9.2.5 et chapitre 5, paragraphe 5.1. Alors CX est un espace localement convexe
vérifiant la propriété de Heine-Borel, voir théorème 5.1.1. Si X n’est pas fini, CX n’est
pas normable.

Exemple 9.2.5. Soit S = KN le K-espace vectoriel des suites à valeurs dans le corps K.
Pour tout x = (xn)n≥0, y = (yn)n≥0 ∈ S, on pose :

d(x, y) =

+∞∑
n=0

1

2n
|xn − yn|

1 + |xn − yn|
.
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Alors (S, d) est un espace de Fréchet, voir remarque 9.2.3, et propositions 2.4.3 et 2.6.7.
Notons aussi que (S, d) n’est pas localement borné car il possède la propriété de Heine-
Borel et il est de dimension infinie.

Exemple 9.2.6. Soit X un espace localement compact et dénombrable à l’infini. D’après
le théorème 3.4.2, il existe une suite (Kn)n∈N de compacts deX telle que pour tout n ∈ N,

on ait Kn ⊂
◦

Kn+1 et X =
∞
∪

n=0
Kn. Soit C(X) le K-espace vectoriel des applications

continues de X dans le corps K. Pour tout n ≥ 0 et pour tout f ∈ C(X), on pose
pn(f) = ‖f|Kn

‖∞. Alors (pn)n≥0 est une famille séparante de semi-normes sur C(X).
D’après la remarque 9.2.3, C(X) muni de la topologie associée à la famille (pn)n≥0 est

un espace localement convexe et métrisable et si on pose d(f, g) =

+∞∑
n=0

1

2n
pn(f − g)

1 + pn(f − g)
,

pour tout f, g ∈ C(X), alors d est une distance sur C(X) invariante par translation et
induisant sa topologie. Vérifions que l’on a les propriétés suivantes :

1. (C(X), d) est un espace de Fréchet.

2. Si X n’est pas compact, alors (C(X), d) n’est localement borné et donc (C(X), d)
n’est pas normable.

1. Pour montrer que (C(X), d) est un espace de Fréchet, il reste à montrer que (C(X), d)
est complet. Soit (fp)p≥0 une suite de Cauchy dans (C(X), d). Soit n ∈ N, fixé. Alors

pour tout p, q ∈ N, on a
pn(fp − fq)

1 + pn(fp − fq)
≤ 2nd(fp, fq). Comme l’application s �−→

s
1−s est croissante sur l’intervalle [0, 1[, alors on a ‖(fp − fq)|Kn

‖∞ = pn(fp − fq) ≤
2nd(fp, fq)

1− 2nd(fp, fq)
, pour p et q assez grand. Comme (C(Kn), ‖ ‖∞) est un espace de Banach,

voir proposition 2.6.8 ou corollaire 5.2.1, et on a Kn ⊂ Kn+1, on trouve une application
f : X −→ K telle que pour tout n ≥ 0, f|Kn

soit continue et lim
p→+∞ pn(fp − f) =

0. Comme on a X =
∞
∪

n=0

◦
Kn, on déduit de la proposition 1.4.4 que f est continue

sur X . Autrement dit, on a f ∈ C(X). Montrons que la suite (fp)p≥0 converge vers

f dans (C(X), d). On a d(fp, f) =

+∞∑
n=0

1

2n
pn(fp − f)

1 + pn(fp − f)
. Soit ε > 0. Comme on a

pn(fp − f)

1 + pn(fp − f)
≤ 1 et la série de terme général 1

2n est convergente, alors il existe N ∈ N

tel que

+∞∑
n=N+1

1

2n
pn(fp − f)

1 + pn(fp − f)
< ε

2 . D’autre part, pour tout n ∈ {0, 1, . . . , N}, on a

lim
p→+∞

1

2n
pn(fp − f)

1 + pn(fp − f)
= 0, donc il existe q0 ∈ N tel que pour tout p ≥ q0 et pour tout

n ∈ {0, 1, . . . , N}, on ait
pn(fp − f)

1 + pn(fp − f)
<

ε

2(N + 1)
. Par conséquent, pour tout p ≥ q0,

on a d(fp, f) < ε. Donc la suite (fp)p≥0 converge vers f dans (C(X), d). Ainsi, (C(X), d)
est un espace de Fréchet.
2. Supposons que X n’est pas compact et montrons que (C(X), d) n’est localement
borné. Puisque pour tout n ≥ 0 et pour tout f ∈ C(X), on a pn(f) ≤ pn+1(f), d’après le
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théorème 9.2.2, les ouverts Vn = {f ∈ C(X) ; pn(f) <
1

n+1} forment une base locale de
(C(X), d). Montrons que pour tout n ≥ 0, Vn n’est pas borné. D’après le théorème 9.2.2,
Vn est borné si pour tout q ∈ N, pq est borné sur Vn. Comme X n’est pas compact, alors
il existe q > n tel que Kn �= Kq. D’après le théorème d’Urysohn, théorème 3.6.1, pour
tout M > 0, il existe f ∈ C(X) tel que f|Kn

= 0 et pq(f) ≥ M . Par conséquent, Vn n’est
pas borné. Donc (C(X), d) n’est localement borné, d’où (C(X), d) n’est pas normable.

Exemple 9.2.7. Cet exemple est un cas particulier de l’exemple précédent. Soit C(R)
l’espace vectoriel des fonctions continues sur R et à valeurs dans C. Pour tout n ≥ 1 et
tout f ∈ C(R), on pose :

pn(f) = sup
−n≤x≤n

|f(x)| .

Alors (pn)n≥1 est une famille séparante de semi-normes sur C(R). Donc C(R) muni de
la topologie associée à la famille (pn)n≥1 est un espace localement convexe métrisable.
Pour tout f, g ∈ C(R), on pose :

d(f, g) =

+∞∑
n=1

1

2n
pn(f − g)

1 + pn(f − g)
.

Alors d est une distance sur C(R) invariante par translation et induisant sa topologie.
De plus, (C(R), d) est un espace de de Fréchet non localement borné et donc (C(R), d)
n’est pas normable.
Vérifions que la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1

2 de (C(R), d) n’est pas convexe.
Soient a ∈ ]0, 1[ et f une fonction affine sur R telle que f(0) = a et f(x) = 0, pour tout
x ∈ ]−∞, −1]∪ [1, +∞[. Alors on a d(f, 0) = a

1+a < 1
2 , donc f ∈ B

(
0, 12

)
. Soit t ∈ ]0, 1[.

Comme on a lim
n→+∞

(1− t)n

1 + (1− t)n
= 1, alors il existe b > 0 tel que (1−t)b

1+(1−t)b > 1
1+ta et

(1− t)b > a. Soit g une fonction affine sur R telle que g(x) = 0, pour tout x ∈ [−1, 1] et

g(x) = b, pour tout x ∈ ]−∞, −2]∪[2, +∞[. Alors on a d(g, 0) =

+∞∑
n=2

1
2n

b
1+b = b

2(1+b) < 1
2 ,

donc g ∈ B
(
0, 12

)
. On a :

d(tf + (1 − t)g, 0) =
ta

2(1 + ta)
+

(1− t)b

2(1 + (1− t)b)
>

1

2

( ta

1 + ta
+

1

1 + ta

)
=

1

2
.

Donc tf + (1− t)g �∈ B
(
0, 12

)
. Par conséquent, B

(
0, 12

)
n’est pas convexe.

9.3 Théorèmes fondamentaux dans les F-espaces

On généralise dans ce paragraphe, aux F-espaces, les résultats donnés dans les paragra-
phes 7.1 et 7.2.

Définition 9.3.1. Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques et Γ une famille
d’applications linéaires de E dans F . On dit que Γ est équicontinue si pour tout
voisinage W de 0 dans F , il existe un voisinage V de 0 dans E tel que f(V ) ⊂ W
pour tout f ∈ Γ.
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Si Γ contient un seul élément f , les deux notions d’équicontinuité et de continuité
cöıncident, voir proposition 9.1.10.

Remarque 9.3.1. Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques et Γ une famille
d’applications linéaires de E dans F . Si F est métrisable, alors les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) Γ est équicontinue, au sens de la définition précédente.

(ii) Γ est équicontinue en 0, au sens de la définition 5.3.1.

(iii) Γ est équicontinue, au sens de la définition 5.3.1.

Remarque 9.3.2. Soient (E, ‖ ‖) et (F, ‖ ‖′) deux espaces normés et Γ une famille
d’applications linéaires de E dans F . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Γ est équicontinue.

(ii) Il existe une constante M > 0 tel que pour tout f ∈ A, on ait ‖f‖ ≤ M . Autrement
dit, Γ est une partie bornée de L (E; F ).

On a vu, proposition 9.1.11, qu’une application linéaire continue est bornée. Une famille
équicontinue d’applications linéaires possède cette propriété d’une manière uniforme,
comme cela est montré dans la proposition suivante :

Proposition 9.3.1. Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques et Γ une famille
équicontinue d’applications linéaires de E dans F . Soit B une partie bornée de E, alors
il existe une partie bornée D de F telle que f(B) ⊂ D pour tout f ∈ Γ. En particulier,
pour tout x ∈ E, l’ensemble

{
f(x) ; f ∈ Γ

}
est borné dans F .

Démonstration. Soient D = ∪
f∈Γ

f(B) et W un voisinage de 0 dans F . Puisque Γ est

équicontinue, il existe un voisinage V de 0 dans E tel que f(V ) ⊂ W pour tout f ∈ Γ.
Comme B est bornée, il existe s > 0 tel que B ⊂ sV , d’où pour tout f ∈ Γ, on a
f(B) ⊂ sf(V ) ⊂ sW . Donc on a D ⊂ sW . Par conséquent, D est bornée. �

Théorème 9.3.1 (Banach-Steinhaus). Soient E et F deux espaces vectoriels topologi-
ques et Γ une famille d’applications linéaires continues de E dans F . Pour tout x ∈ E,
soit Γx =

{
f(x) ; f ∈ Γ

}
⊂ F et soit B =

{
x ∈ E ; Γx soit borné dans F

}
. Si B n’est

pas maigre dans E, alors l’ensemble Γ est équicontinue. En particulier, on a B = E.

Démonstration. Soit W un voisinage de 0 dans F . Soit U un voisinage équilibré fermé
de 0 dans F tel que U + U ⊂ W . Soit A = ∩

f∈Γ
f−1(U), alors A est fermé dans E. Si

x ∈ B, alors Γx est borné dans F et donc il existe n ≥ 1 tel que Γx ⊂ nU , d’où x ∈ nA.
Par conséquent, on a B ⊂ ∪

n≥1
nA. Comme B n’est pas maigre dans E, alors il existe

n ≥ 1 tel que nA ait un intérieur non vide. Puisque la multiplication par n, n �= 0, est un

homéomorphisme de E, on en déduit que
◦
A �= ∅. Soit a ∈

◦
A, alors il existe un voisinage

V de 0 dans E tel que a + V ⊂ A, d’où on a f(V ) ⊂ f(A) − f(a) ⊂ U − U ⊂ W pour
tout f ∈ Γ. Ceci prouve que Γ est équicontinue. �

On déduit du théorème précédent et du théorème de Baire, théorème 2.8.1, voir également
remarque 7.2.1, le corollaire important suivant :



424 Chapitre 9. ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES

Corollaire 9.3.1. Soient E un F-espace, F un espace vectoriel topologique et Γ une
famille d’applications linéaires continues de E dans F . Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) Γ est équicontinue.

(ii) Pour tout x ∈ E, le sous-ensemble {f(x) ; f ∈ Γ} est borné dans F .

Corollaire 9.3.2. Soient E un F-espace, F un espace vectoriel topologique et (fn)n≥0

une suite d’applications linéaires continues de E dans F . On suppose que pour tout
x ∈ E, la suite (fn(x))n≥0 converge ; notons f(x) sa limite. Alors la suite (fn)n≥0 est
équicontinue et f est linéaire et continue de E dans F .

Démonstration. Il est clair que f est linéaire. Pour tout x ∈ E, la suite (fn(x))n≥0 est
convergente, donc bornée. Il résulte du corollaire précédent que (fn)n≥0 est équicontinue.
Donc, si W est un voisinage de 0 dans F , il existe un voisinage V de 0 dans E tel que
fn(V ) ⊂ W pour tout n ≥ 0. Il s’ensuit que f(V ) ⊂ W . Par conséquent, f est continue,
voir propositions 9.1.2 et 9.1.10. �

Théorème 9.3.2. Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques et Γ une famille
d’applications linéaires continues de E dans F . Soit K un compact convexe de E tel que
pour tout x ∈ K, Γx =

{
f(x) ; f ∈ Γ

}
soit un sous-ensemble borné de F . Alors il existe

une partie bornée D de F telle que f(K) ⊂ D pour tout f ∈ Γ.

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 9 du supplément.

Les démonstrations des théorèmes qui vont suivre dans ce paragraphe généralisent celles
données dans le paragraphe 7.1. Pour plus de détails, le lecteur peut consulter ([28], p.
48-51).

Théorème 9.3.3 (théorème de l’application ouverte). Soient E un F-espace, F un
espace vectoriel topologique et T : E −→ F une application linéaire continue telle que
T (E) soit non maigre dans F , alors on a :

1. T est une application ouverte.

2. T (E) = F .

3. F est un F-espace.

Corollaire 9.3.3. Soient E, F deux F-espaces et T : E −→ F une application linéaire
continue.

1. Si T est surjective, alors T est une application ouverte.

2. Si T est bijective, alors T est un homéomorphisme.

Remarque 9.3.3. Soient E un espace vectoriel et T1, T2 deux topologies sur E telles
que (E, T1) et (E, T2) soient des F-espaces. Si on a T1 ⊂ T2, alors T1 = T2.

Théorème 9.3.4 (théorème du graphe fermé). Soient E, F deux F-espaces et T :
E −→ F une application linéaire. Alors T est continue si et seulement si le graphe
G(T ) =

{
(x, T (x)) ; x ∈ E

}
est fermé dans E × F .
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9.4 Convexité

On généralise dans ce paragraphe les résultats donnés dans les paragraphes 7.7 et 7.8.

Lemme 9.4.1. Soient (E, T ) un R-espace vectoriel topologique, C un convexe ouvert
non vide de E et b ∈ E avec b �∈ C. Alors il existe f ∈ E∗ tel que f(x) < f(b) pour tout
x ∈ C.

Pour une preuve du lemme précédent, voir chapitre 9 du supplément.

Remarque 9.4.1. On déduit du lemme précédent que si E est un espace vectoriel
topologique, alors son dual topologique E∗ est non trivial si et seulement si E possède
un ouvert convexe non trivial.

Théorème 9.4.1. Soient E un K-espace vectoriel topologique et A, B deux ensembles
convexes non vides et disjoints de E.

1. Si A est ouvert, il existe f ∈ E∗ et α ∈ R tels que pour tout a ∈ A et tout b ∈ B,
on ait Re(f(a)) < α ≤ Re(f(b)).

2. Supposons que E est localement convexe. Si A est compact et B est fermé, il existe
f ∈ E∗ et α1, α2 ∈ R tels que pour tout a ∈ A et tout b ∈ B, on ait Re(f(a)) <
α1 < α2 < Re(f(b)).

Démonstration. Il suffit de traiter le cas où K = R, voir proposition 7.4.5.
1. Soit C = A−B =

{
a−b ; a ∈ A, b ∈ B

}
, alors C est un ouvert convexe non vide de E

et 0 �∈ C. Par le lemme précédent, il existe f ∈ E∗ tel que f(a− b) < 0 = f(0) pour tout
a ∈ A et tout b ∈ B, d’où on a f(a) < f(b). Soit α = inf

b∈B
f(b), alors α ∈ R et pour tout

a ∈ A et tout b ∈ B, on a f(a) ≤ α ≤ f(b). S’il existe a ∈ A tel que f(a) = α, puisque A
est ouvert, il existe h ∈ E tel que a+ h ∈ A et f(a+ h) > α, ce qui est impossible. Donc
pour tout a ∈ A et tout b ∈ B, on a f(a) < α ≤ f(b).
2. On suppose de plus que E est localement convexe. Puisque A est compact et B est
fermé tels que A ∩ B = ∅, d’après la proposition 9.1.5, il existe un voisinage ouvert
convexe V de 0 dans E tel que

(
A + V

)
∩
(
B + V

)
= ∅, d’où on a

(
A + V

)
∩ B = ∅.

L’ensemble A + V est ouvert convexe non vide de E, et on a A ⊂ A + V . D’après 1, il
existe f ∈ E∗ et β ∈ R tels que pour tout a ∈ A et tout b ∈ B, on ait f(a) < β ≤ f(b).
Puisque A est compact, il existe a0 ∈ A tel que pour tout a ∈ A, on ait f(a) ≤ f(a0) < β.
Pour avoir le résultat, il suffit de prendre α1, α2 ∈ ]f(a0), β[ tels que α1 < α2. �

Corollaire 9.4.1. Soit E un espace localement convexe. Alors E∗ sépare les points de
E. Autrement dit, pour tout x, y ∈ E tels que x �= y, il existe f ∈ E∗ tel que f(x) �= f(y).

Démonstration. On applique le théorème précédent à A = {x} et B = {y}. �

Corollaire 9.4.2. Soit B un sous-ensemble convexe fermé et non vide d’un espace
localement convexe E. Alors il existe une famille (ti)i∈I dans R et une famille (fi)i∈I

dans E∗ telles que B = ∩
i∈I

{
x ∈ E ; Re(fi(x)) ≤ ti

}
. Autrement dit, tout ensemble

convexe fermé et non vide dans un R-espace localement convexe est l’intersection des
demi-espaces fermés qui le contiennent.
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Démonstration. Pour tous f ∈ E∗ et t ∈ R, soit H(f, t) =
{
x ∈ E ; Re(f(x)) ≤ t

}
.

D’après le théorème précédent, pour tout x ∈ E \ B, il existe fx ∈ E∗ et un réel tx
tels que Re(fx(b)) < tx < Re(fx(x)), pour tout b ∈ B. Alors on a B ⊂ H(fx, tx) et
x �∈ H(fx, tx). Par conséquent, on a B = ∩

x∈E\B
H(fx, tx). �

Théorème 9.4.2. Soient E un espace localement convexe, F un sous-espace vectoriel
de E et x0 ∈ E. Si x0 �∈ F , alors il existe f ∈ E∗ tel que f(x0) = 1 et f(x) = 0 pour
tout x ∈ F .

Démonstration. En appliquant le théorème précédent à A = {x0} et B = F , on
obtient g ∈ E∗ tel que g(x0) �∈ g(F ). Comme g(F ) est un sous-espace vectoriel de K tel

que g(F ) �= K, on en déduit que l’on a g(F ) = {0}. Soit f =
g

g(x0)
, alors f ∈ E∗ et on a

f(x0) = 1 et f(x) = 0 pour tout x ∈ F . �

Corollaire 9.4.3. Soit (xi)i∈I une famille d’éléments d’un espace localement convexe
E. Alors la famille (xi)i∈I est totale dans E si et seulement si pour tout f ∈ E∗ \ {0}, il
existe i ∈ I tel que f(xi) �= 0.

Corollaire 9.4.4. Soient E un espace localement convexe et F un sous-espace vectoriel
de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) F est fermé dans E.

(ii) Pour tout x ∈ E \ F , il existe f ∈ E∗ tel que f(x) = 1 et F ⊂ ker(f).

Démonstration. L’implication (i) =⇒ (ii) résulte du théorème précédent.
Preuve de (ii) =⇒ (i). Soit G =

{
f ∈ E∗ ; F ⊂ ker(f)

}
. Montrons que l’on a F =

∩
f∈G

ker(f). Il est clair que l’on a F ⊂ ∩
f∈G

ker(f). Soit x ∈ E \F . Par hypothèse, il existe

f ∈ E∗ tel que f(x) = 1 et F ⊂ ker(f), d’où f ∈ G et x �∈ ker(f). En particulier, on a
x �∈ ∩

f∈G
ker(f), d’où ∩

f∈G
ker(f) ⊂ F . Par conséquent, on a F = ∩

f∈G
ker(f), donc F est

fermé dans E. �

Théorème 9.4.3. Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace localement convexe (E, T )
et g ∈ F ∗. Alors il existe f ∈ E∗ tel que f = g sur F .

Démonstration. On donne deux démonstrations de ce théorème.
Première démonstration. On peut supposer g �= 0. Soit G = {x ∈ F ; g(x) = 0} et soit
x0 ∈ F tel que g(x0) = 1. Comme G est fermé dans F , car g est continue, alors on a
G = G ∩ F , voir exercice 1.24. Donc on a x0 �∈ G. D’après le théorème précédent, il
existe f ∈ E∗ tel que f(x0) = 1 et f(x) = 0 pour tout x ∈ G. Soit x ∈ F , alors on a
x− g(x)x0 ∈ G, car g(x0) = 1, d’où f(x)− g(x) = f(x)− g(x)f(x0) = f(x− g(x)x0) = 0.
Par conséquent, on a f = g sur F .
Deuxième démonstration. Soit (pi)i∈I une famille séparante de semi-normes sur E induis-
ant la topologie T . Alors la restriction des pi à F induit la topologie de F , voir remarque
9.2.4. Comme g est une forme linéaire continue sur F , d’après le théorème 9.2.4, il existe
une constante c > 0 et un sous-ensemble fini I ′ de I tel que pour tout x ∈ F , on ait
|g(x)| ≤ cmax

i∈I′
pi(x). Pour tout x ∈ E, soit p(x) = cmax

i∈I′
pi(x), alors p est une semi-norme

sur E. D’après le théorème 7.7.2, il existe une forme linéaire f sur E prolongeant g telle
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que pour tout x ∈ E, on ait |f(x)| ≤ p(x). Il résulte alors du théorème 9.2.4 que f est
continue. �

Théorème 9.4.4. Soient E un espace localement convexe, C un convexe et équilibré de
E et x0 ∈ E tel que x0 �∈ C.

1. Si C est ouvert, il existe f ∈ E∗ tel que f(x0) = 1 et pour tout x ∈ C, on ait
|f(x)| < 1.

2. Si C est fermé, il existe f ∈ E∗ tel que pour tout x ∈ C, on ait |f(x)| < 1 < f(x0).

Démonstration. 1. D’après le théorème 9.4.1, il existe g ∈ E∗ et α ∈ R tels que pour
tout x ∈ C, on ait Re(g(x)) < α ≤ Re(g(x0)). Soit x ∈ C, alors il existe θ ∈ R tel que
g(x) = eiθ|g(x)|, d’où on a g(e−iθx) = |g(x)| = Re(g(e−iθx)). Puisque C est équilibré, on

a e−iθx ∈ C. On en déduit que l’on a |g(x)| < α ≤ Re(g(x0)) ≤ |g(x0)|. Soit f =
g

g(x0)
,

alors f ∈ E∗, f(x0) = 1 et pour tout x ∈ C, on a |f(x)| < 1.
2. On applique le théorème 9.4.1 au compact A = {x0}. Alors il existe g ∈ E∗ et α ∈ R
tels que pour tout x ∈ C, on ait Re(g(x)) < α < Re(g(x0)). Comme ci-dessus, on
montre que pour tout x ∈ C, on a |g(x)| < α < Re(g(x0)) ≤ |g(x0)|. Soit θ0 ∈ R

tel que g(x0) = eiθ0 |g(x0)|. Soit f =
e−iθ0g

α
, alors f ∈ E∗ et pour tout x ∈ C, on a

|f(x)| < 1 < f(x0). �

Théorème 9.4.5. Soient E un espace vectoriel et T1, T2 deux topologies sur E telles que
(E, T1) et (E, T2) soient des espaces localement convexes. On suppose de plus que le dual
topologique de (E, T1) cöıncide avec le dual topologique de (E, T2). Soit C un ensemble
convexe de E. Alors l’adhérence de C dans (E, T1) cöıncide avec l’adhérence de C dans
(E, T2). En particulier, C est fermé dans (E, T1) si et seulement si C est fermé (E, T2).

Démonstration. Le résultat est trivial si C = ∅, donc on peut supposer que C �= ∅.
Soit C1 (resp. C2) l’adhérence de C pour T1 (resp. T2). Comme C1 est convexe et fermé
dans (E, T1), d’après le théorème 9.4.1, pour tout x ∈ E \ C1, il existe fx ∈ E∗ tel que
Re(fx(x)) < inf

y∈C1

Re(fx(y)). Soit Ax =
{
z ∈ E ; Re(fx(z)) ≥ inf

y∈C1

Re(fx(y))
}
, alors

Ax est fermé dans (E, T2) et on a ∩
x∈E\C1

Ax = C1, donc C1 est fermé dans (E, T2). De

même, on montre que C2 est fermé dans (E, T1). Par conséquent, on a C1 = C2. �

9.5 Points extrémaux

On a vu, proposition 6.1.3, qu’une intersection d’ensembles convexes dans un K-espace
vectoriel est un ensemble convexe, et on sait aussi qu’une intersection d’ensembles fermés
dans un espace topologique est un fermé, d’où l’utilité d’introduire les définitions ci-
dessous.

Définition 9.5.1. Soient E un K-espace vectoriel et A un sous-ensemble de E.

1. L’enveloppe convexe de A, notée conv(A), est l’intersection de tous les sous-
ensembles convexes de E contenant A. C’est le plus petit sous-ensemble convexe
de E contenant A.
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2. On suppose de plus que E est un espace vectoriel topologique. L’enveloppe con-
vexe fermée de A, notée conv(A), est l’intersection de tous les sous-ensembles
convexes fermés de E contenant A. C’est le plus petit sous-ensemble convexe fermé
de E contenant A.

Proposition 9.5.1. Soient E un K-espace vectoriel et A un sous-ensemble de E.

1. Soit x ∈ E, alors x ∈ conv(A) si et seulement s’il existe a1, . . . , an ∈ A et t1 ≥

0, . . . , tn ≥ 0 tels que

n∑
i=1

ti = 1 et x =

n∑
i=1

tiai.

2. Si de plus E est un espace vectoriel topologique, alors on a conv(A) = conv(A).

Démonstration. 1. Soit C l’ensemble des sommes
n∑

i=1

tiai, où n ≥ 1, ai ∈ A pour tout

i ∈ {1, . . . , n} et t1 ≥ 0, . . . , tn ≥ 0 tels que

n∑
i=1

ti = 1. Il est clair que C est un sous-

ensemble convexe de E contenant A, donc on a conv(A) ⊂ C. D’après la proposition
6.1.3, on a C ⊂ conv(A). Par conséquent, on a conv(A) = C.
2. Ceci résulte de la proposition 9.1.3. �

Corollaire 9.5.1. Soient E un K-espace vectoriel et x1, . . . , xp ∈ E. Alors on a :

conv
(
{x1, . . . , xp}

)
=
{ p∑

i=1

tixi ; t1 ≥ 0, . . . , tp ≥ 0 et

p∑
i=1

ti = 1
}
.

Exemple 9.5.1. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et S =
{
x ∈ E ; ‖x‖ = 1

}
. Alors

on a conv(S) = BE =
{
x ∈ E ; ‖x‖ ≤ 1

}
. En effet, d’après la proposition 6.1.4, B

est convexe, et comme on a S ⊂ B, alors on a conv(S) ⊂ B. Réciproquement, soit
x ∈ B. Si x = 0, alors x = 1

2y + 1
2 (−y), où y est un élément quelconque de S, donc

x ∈ conv(S). Supposons maintenant x �= 0, alors on a 0 < ‖x‖ ≤ 1. Comme on a x =(1 + ‖x‖
2

) x

‖x‖ +
(1− ‖x‖

2

) −x

‖x‖ , alors x ∈ conv(S). Par conséquent, on a conv(S) = B.

Remarque 9.5.1. Soient E,F deux K-espaces vectoriels et f : E −→ F une application
affine. On déduit de la proposition 9.5.1 que si A est un sous-ensemble de E, on a
f(conv(A)) = conv(f(A)).

Lemme 9.5.1. Soient E un K-espace vectoriel et A1, . . . , An des sous-ensembles non

vides convexes dans E. Alors conv(A1 ∪ · · · ∪An) est l’ensemble des sommes

n∑
i=1

tixi, où

xi ∈ Ai pour tout i ∈ {1, . . . , n} et t1 ≥ 0, . . . , tn ≥ 0 tels que
n∑

i=1

ti = 1.

Pour une preuve du lemme précédent, voir chapitre 9 du supplément.

Théorème 9.5.1. Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique.
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1. Si A1, . . . , An sont des ensembles convexes compacts dans E, alors
conv(A1 ∪ · · · ∪An) est compact.

2. Si E est localement convexe et si A ⊂ E est précompact, alors conv(A) est précom-
pact.

3. Si E est de Fréchet et si K ⊂ E est compact, alors conv(K) est compact.

Démonstration. 1. Soit S l’ensemble des t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn tels que t1 ≥ 0, . . . , tn ≥

0 et

n∑
i=1

ti = 1. Alors S est compact. Pour tous t = (t1, . . . , tn) ∈ S et a = (a1, . . . , an) ∈

A1×. . .×An, on pose f(t, a) =

n∑
i=1

tiai. D’après le lemme précédent, f est une application

surjective de S × A1 × . . . × An sur conv(A1 ∪ · · · ∪ An). Comme f est continue et
S ×A1 × . . .×An est compact, on en déduit que conv(A1 ∪ · · · ∪ An) est compact.
2. Soit U un voisinage de 0 dans E. Soit V un voisinage convexe de 0 dans E tel que
V +V ⊂ U . Comme A est précompact, il existe un ensemble fini F de E tel que A ⊂ F+V .
D’où on a A ⊂ conv(F ) + V . Puisque conv(F ) + V est convexe, alors on a conv(A) ⊂
conv(F ) +V . D’après 1, conv(F ) est compact, donc il existe un ensemble fini B de E tel
que conv(F ) ⊂ B + V . Ainsi, on a conv(A) ⊂ conv(F ) + V ⊂ B + V + V ⊂ B + U . Par
conséquent, conv(A) est précompact.
3. L’adhérence d’un ensemble précompact est précompacte dans tout espace métrique et,
par suite, est compacte dans tout espace métrique complet, voir théorème 3.1.3. Puisque
K est compact, alors K est précompact, et d’après 2, conv(K) est précompact. Par
conséquent, conv(K) = conv(K) est compact. �

Proposition 9.5.2. Soit A un sous-ensemble non vide de Rn.

1. Si x ∈ conv(A), alors il existe a1, . . . , an+1 ∈ A et t1 ≥ 0, . . . , tn+1 ≥ 0 tels que
n+1∑
i=1

ti = 1 et
n+1∑
i=1

tiai = x.

2. On munit Rn de la topologie usuelle. Si A est compact, alors conv(A) est compacte.

Pour une preuve de la précédente, voir chapitre 9 du supplément.

Définition 9.5.2. Soient E un K-espace vectoriel et A un sous-ensemble non vide de E.

1. Un sous-ensemble non vide S ⊂ A est appelé un ensemble extrémal de A si quel
que soient x, y ∈ A tels que (1 − t)x+ ty ∈ S, avec un certain t ∈ ]0, 1[, alors on a
x, y ∈ S.

2. On dit qu’un point a ∈ A est un point extrémal de A si {a} est un sous-ensemble
extrémal de A. Autrement dit, quel que soient x, y ∈ A tels que (1 − t)x + ty = a,
avec un certain t ∈ ]0, 1[, alors on a x = y = a.

On note e(A) l’ensemble des points extrémaux de l’ensemble A.

Notez que si A est sous-ensemble non vide d’un K-espace vectoriel E, alors A est un
ensemble extrémal de A.



430 Chapitre 9. ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES

Proposition 9.5.3. Soient E un K-espace vectoriel, A sous-ensemble convexe de E et
a ∈ A. On a :

1. a est un point extrémal A si et seulement si quel que soient x, y ∈ A tels que
a = x+y

2 , on a alors x = y = a.

2. a est un point extrémal de A si et seulement si A \ {a} est convexe.

Démonstration. 1. Il est clair que si a est un point extrémal A, alors pour tous x, y ∈ A
tels que a = x+y

2 , on ait x = y = a.

Réciproquement, soit a ∈ A tel que pour tout x, y ∈ A vérifiant a = x+y
2 , on ait x = y = a.

Montrons qu’alors a est un point extrémal de A. Soient x′, y′ ∈ A et t ∈ ]0, 1[ tels que
a = tx′+(1−t)y′. Comme A est convexe, alors pour tout s ∈ [0, 1], on a sx′+(1−s)y′ ∈ A.
Soit r > 0 tel que 0 < t − r < t + r < 1. Soient x = (t − r)x′ + (1 − t + r)y′ et
y = (t + r)x′ + (1 − t− r)y′. Alors x, y ∈ A et on a a = x+y

2 . Par hypothèse, on a alors
x = y = a. Or on a a+r(y′−x′) = x = a, d’où x′ = y′. Par conséquent, on a a = x′ = y′.
Donc a est un point extrémal A.
2. Supposons d’abord que a est point extrémal de A. Soient x, y ∈ A \ {a} et t ∈ ]0, 1[.
Comme A est convexe, alors tx + (1 − t)y ∈ A. Si tx+ (1 − t)y = a, alors x = y = a, ce
qui est impossible, donc tx+ (1− t)y �= a. Autrement dit, tx+ (1 − t)y ∈ A \ {a}, donc
A \ {a} est convexe.
Réciproquement, supposons que A \ {a} est convexe. Soient x, y ∈ A et t ∈ ]0, 1[ tels que
tx + (1 − t)y = a. Si x �= a ou y �= a, alors x �= a et y �= a, d’où x, y ∈ A \ {a} qui est
convexe, donc on a tx + (1 − t)y ∈ A \ {a}, ce qui est impossible. Par conséquent, on a
x = y = a. Autrement dit, a est un point extrémal de A. �

Proposition 9.5.4. Soient E un K-espace vectoriel et A1, . . . , An des sous-ensembles
non vides convexes dans E. Soit x un point extrémal de conv(A1 ∪ · · · ∪ An) tel que

x =

n∑
i=1

tiai, où ai ∈ Ai pour tout i ∈ {1, . . . , n} et t1 ≥ 0, . . . , tn ≥ 0 tels que

n∑
i=1

ti = 1.

Alors x = ai pour tout i tel que ti �= 0. En particulier, l’ensemble des points extrémaux
de conv(A1 ∪ · · · ∪ An) est inclus dans A1 ∪ · · · ∪ An. Autrement dit, on a
e(conv(A1 ∪ · · · ∪ An)) ⊂ A1 ∪ · · · ∪An.

Démonstration. On peut supposer que pour tout i, on a ti > 0 et que n ≥ 2. Soit

j ∈ {1, . . . , n}. D’après le lemme 9.5.1, on a
∑
i�=j

ti
1− tj

ai ∈ conv(A1 ∪ · · · ∪An). Comme

on a x = tjaj+(1−tj)
∑
i�=j

ti
1− tj

ai et x est un point extrémal de conv(A1∪· · ·∪An), alors

on a x = aj . En utilisant le lemme 9.5.1, on en déduit l’inclusion e(conv(A1∪· · ·∪An)) ⊂
A1 ∪ · · · ∪ An. �

Corollaire 9.5.2. Soit E un K-espace vectoriel.

1. Si A est un sous-ensemble convexe non vide de E et si x est un point extrémal de

A tel que x =
n∑

i=1

tiai, où ai ∈ Ai pour tout i ∈ {1, . . . , n} et t1 ≥ 0, . . . , tn ≥ 0

tels que

n∑
i=1

ti = 1. Alors x = ai pour tout i tel que ti �= 0.
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2. Si x1, . . . , xp ∈ E, alors on a e(conv({x1, . . . , xp})) ⊂ {x1, . . . , xp}.

Remarque 9.5.2. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé, non réduit à zéro, et A un sous-
ensemble non vide de E. Alors tout point extrémal de A appartient à la frontière de A.
En particulier, si x0 ∈ E, r > 0 et B′(x0, r) =

{
x ∈ E ; ‖x − x0‖ ≤ r

}
, alors les points

extrémaux de B′(x0, r) appartiennent à la sphère S(x0, r) =
{
x ∈ E ; ‖x− x0‖ = r

}
.

En effet, soit a un point extrémal de A. Rappelons d’abord que la frontière de A est

l’ensemble A \
◦
A. Tout point extrémal de A est, par définition, un point de A. Pour

montrer que a appartient à la frontière de A, il reste à vérifier que a �∈
◦
A. Supposons que

a ∈
◦
A. Alors il existe r > tel que B(a, r) ⊂ A. Soit x ∈ E tel que x �= 0 et ‖x‖ < r. Alors

on a a+ x, a− x ∈ B(a, r) ⊂ A, a+ x �= a, a− x �= a et a = 1
2 (a+ x) + 1

2 (a− x). Donc a
n’est pas un point extrémal de A, d’où la contradiction. Par conséquent, a appartient à
la frontière de A.

On verra, exercice 9.32, que si (E, 〈, 〉) est un espace préhilbertien, alors l’ensemble des
points extrémaux de la boule unité fermée de E est la sphère unité SE .

Exemple 9.5.2. Soit c0 l’espace de Banach des suites complexes convergeant vers 0 muni
de la norme usuelle ‖ ‖∞. Alors la boule unité fermée de c0 n’admet pas de point extrémal.
En effet, soient Bc0 la boule unité fermée de c0 et x = (xn)n≥0 ∈ Bc0 . Soit n0 ≥ 0 tel que
|xn0 | < 1

2 . Soient y = (yn)n≥0, z = (zn)n≥0 ∈ Bc0 , définis par yn = zn = xn si n �= n0 et
yn0 = xn0 +

1
2 , zn0 = xn0 − 1

2 . Alors on a y, z ∈ Bc0 , x �= y, z �= x et x = 1
2y +

1
2z. Donc

x n’est pas un point extrémal de Bc0 .

Lemme 9.5.2. Soit A un sous-ensemble non vide d’un espace vectoriel E.

1. Si S est un sous-ensemble extrémal de A et S′ est un sous-ensemble extrémal de
S, alors S′ est un sous-ensemble extrémal de A.

2. Si S est une famille non vide de sous-ensembles extrémaux de A et si ∩
S∈S

S �= ∅,
alors ∩

S∈S
S est un sous-ensemble extrémal de A.

3. Supposons que E est un espace vectoriel topologique et que A est un compact. Si
f ∈ E∗ et si α = max

y∈A
Re(f(y)), alors

{
x ∈ A ; Re(f(x)) = α

}
est un sous-ensemble

extrémal fermé de A.

Démonstration. Les propriétés 1 et 2 résultent immédiatement de la définition d’un
sous-ensemble extrémal.
3. Soit S =

{
x ∈ A ; Re(f(x)) = α

}
, alors est un sous-ensemble non vide fermé de A, car

f est continue. Soient x, y ∈ A tels que tx+(1− t)y ∈ S pour un certain t ∈ ]0, 1[. Alors
on a tRe(f(x)) + (1 − t)Re(f(y)) = Re(f(tx + (1 − t)y)) = α. Puisque Re(f(x)) ≤ α et
Re(f(y)) ≤ α, alors on a Re(f(x)) = α et Re(f(y)) = α. Autrement dit, on a x, y ∈ S.
Donc S est bien un sous-ensemble extrémal de A. �

Théorème 9.5.2 (Krein-Milman). Soient (E, T ) un espace localement convexe et K
un sous-ensemble non vide compact de E. Alors on a :

1. Tout sous-ensemble extrémal fermé de K contient un point extrémal de K. En
particulier, on a e(K) �= ∅.
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2. K est inclus dans l’enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux. Autrement
dit, on a K ⊂ conv(e(K)). D’une manière équivalente, on a conv(K) = conv(e(K)).

3. Si de plus K est convexe, alors K est l’enveloppe convexe fermée de ses points
extrémaux. Autrement dit, on a K = conv(e(K)).

Démonstration. 1. Tout d’abord, on va montrer que K contient un point extrémal.
Soit S la famille des sous-ensembles extrémaux fermés de K. Alors S est non vide car
K ∈ S. On définit une relation d’ordre sur S en décrétant que S1 � S2 si et seulement
si S1 ⊇ S2. Montrons que S est inductif, i.e. toute partie totalement ordonnée de S
possède un majorant. Soit (Si)i∈I une partie, indexée par I, totalement ordonnée de S.
Alors pour tout i, j ∈ I, soit on a Si ⊇ Sj , soit on a Sj ⊇ Si. Comme pour tout i ∈ I, Si

est un sous-ensemble compact non vide, alors S = ∩
i∈I

Si est un sous-ensemble compact

non vide. Il résulte du lemme précédent que S est aussi un sous-ensemble extrémal de K.
Par conséquent, S ∈ S et S est un majorant de (Si)i∈I , donc S est inductif. Par le lemme
de Zorn, voir Appendice A, S possède un élément maximal S0. Supposons que S0 contient
deux points distincts x et y. Comme E∗ sépare les points de E, alors il existe f ∈ E∗ tel
que f(x) �= f(y). Quitte à multiplier par i, on peut supposer que Re(f(x)) �= Re(f(y)).
Soit α = max

z∈S0

Re(f(z)), alors il résulte du lemme précédent que
{
x ∈ S0 ; Re(f(x)) = α

}
est un sous-ensemble propre de S0 et extrémal et fermé de K, ce qui contredit le fait
que S0 est maximal. Donc S0 contient seul point qui va être un point extrémal de K.
On applique alors le raisonnement précédent à chaque sous-ensemble extrémal fermé S
de K, pour en déduire que S contient un point extrémal qui sera à son tour un point
extrémal de K, par le lemme précédent.
2. Soit e(K) l’ensemble des points extrémaux de K. Si K �⊂ conv(e(K)), alors il existe
x0 ∈ K\conv(e(K)). En appliquant la partie 2 du théorème 9.4.1 aux {x0} et conv(e(K)),
on obtient un f ∈ E∗ tel que max

x∈conv(e(K))
Re(f(x)) < Re(f(x0)) ≤ α = max

y∈K
Re(f(y)). Il

résulte du lemme précédent que
{
x ∈ K ; Re(f(x)) = α

}
est un sous-ensemble extrémal

fermé de K, et d’après 1,
{
x ∈ K ; Re(f(x)) = α

}
contient un point extrémal de K,

d’où la contradiction car e(K) ∩
{
x ∈ K ; Re(f(x)) = α

}
= ∅. Par conséquent, on a

K ⊂ conv(e(K)).
3. Comme K est compact et convexe, alors on a conv(e(K)) ⊂ K. D’après 2, on a aussi
K ⊂ conv(e(K)). Par conséquent, on a K = conv(e(K)). �

Remarque 9.5.3. En faisant le même raisonnement que précédemment et en utilisant
le théorème 10.1.5 au lieu du théorème 9.4.1, on obtient ainsi la version suivante du
théorème de Krein-Milman.

Théorème 9.5.3 (Krein-Milman). Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique tel que
E∗ sépare les points de E, et soit K un sous-ensemble non vide compact de E. On a :

1. Tout sous-ensemble extrémal fermé de K contient un point extrémal de K. En
particulier, on a e(K) �= ∅.

2. Si de plus K est convexe, alors K est l’enveloppe convexe fermée de ses points
extrémaux. Autrement dit, on a K = conv(e(K)).

Corollaire 9.5.3. Soit K un sous-ensemble non vide compact d’un espace vectoriel
topologique E tel que E∗ sépare les points de E, et soit f ∈ E∗. Alors il existe un
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point extrémal x0 de K tel que Re(f(x0)) = max
y∈K

Re(f(y)). En particulier, on a :

max
x∈e(K)

Re(f(x)) = max
y∈K

Re(f(y)).

Démonstration. Soit α = max
y∈K

Re(f(y)). D’après le lemme 9.5.2,

S =
{
x ∈ K ; Re(f(x)) = α

}
est un sous-ensemble extrémal fermé de K. Il résulte du

théorème précédent que S possède un point extrémal x0 de K, d’où on a Re(f(x0)) =
max
y∈K

Re(f(y)). �

Théorème 9.5.4 (Milman). Soient (E, T ) un espace localement convexe et K un sous-
ensemble non vide compact de E. Si conv(K) est aussi compacte, alors tous les points
extrémaux de conv(K) appartiennent à K.

Démonstration. Soit x un point extrémal de conv(K). Si x �∈ K, alors il existe un
voisinage convexe, équilibré et fermé V de 0 dans E tel que (x+V ) ∩ K = ∅. Comme K

est compact, il existe x1, . . . , xn ∈ K tels que K ⊂
n
∪
i=1

(xi+V ). Pour tout i ∈ {1, . . . , n},
soit Ai = conv(K ∩ (xi + V )) ⊂ conv(K) ∩ (xi + V ), alors Ai est compact et convexe.
En plus, on a K ⊂ A1 ∪ · · · ∪An ⊂ conv(K). D’où on a conv(K) = conv(A1 ∪ · · · ∪An).
D’après le théorème 9.5.1, on a conv(A1∪· · ·∪An) = conv(A1∪· · ·∪An). Par conséquent,
on a conv(K) = conv(A1 ∪ · · · ∪An). D’après la proposition 9.5.4, il existe i ∈ {1, . . . , n}
tel que x ∈ Ai, d’où on a x ∈ xi+V ⊂ K+V , donc (x+V )∩K �= ∅, car V est équilibré.
Ce qui est impossible. Donc on a bien x ∈ K. �

On déduit du théorème 9.5.1 et du théorème précédent et de la proposition 9.5.2, le
corollaire suivant :

Corollaire 9.5.4. Soient E un espace de Fréchet et K un compact non vide de E.

1. on a e(conv(K)) ⊂ K.

2. Si E = Rn, on a e(conv(K)) ⊂ K.

9.6 Exercices

Remarque 9.6.1. Soient E un K-espace vectoriel et d une distance sur E invariante
par translation, alors l’addition dans E est continue. En effet, pour tous x, y, x0, y0 ∈ E,
on a :

d(x+ y, x0 + y0) = d(x− x0 + y, y0)

= d(x− x0, y0 − y)

≤ d(x− x0, 0) + d(0, y0 − y)

= d(x, x0) + d(y, y0)

= D((x, y), (x0, y0)) .

Par conséquent, l’application (x, y) �−→ x+ y est continue de E × E dans E.
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Exercice 9.1. Soit E = C(R, C) l’espace vectoriel des fonctions complexes continues sur
R muni de la topologie de la convergence uniforme Tcu, voir paragraphe 5.2. Montrer que
l’addition dans E est continue, mais que la multiplication par un scalaire ne l’est pas.
Solution. Rappelons d’abord que Tcu, la topologie de la convergence uniforme sur E,
est associée à la distance d définie sur E par : pour tout f, g ∈ E, on a :

d(f, g) = min
(
sup
x∈R

|f(x)− g(x)|, 1
)
.

Il est clair que d est invariante par translation, donc l’addition est continue dans E.
Pour tout n ≥ 1 et pour tout x ∈ R, on pose fn(x) = f(x) = x et λn = 1

n , alors la suite
(fn)n≥1 converge vers f dans (E, Tcu) et la suite (λn)n≥1 converge vers 0 dans C, mais
on a d(λnfn, 0) = 1, donc la suite (λnfn)n≥1 ne converge pas vers 0 dans (E, Tcu). Par
conséquent, la multiplication par un scalaire n’est pas continue.

Exercice 9.2. Soient (E, T ) un espace vectoriel topologique et A, B deux sous-ensembles
de E. Montrer que l’on a les propriétés suivantes :

1. Si A et B sont bornés, alors A+B est borné.

2. Si A et B sont compacts, alors A+B est un compact de E.

3. Si A est compact et B est fermé, alors A+B est un fermé de E.

Solution. 1. Soit V un voisinage de 0 dans E. Alors il existe un voisinage équilibré W de
0 dans E tel que W +W ⊂ V . Comme A et B sont bornés, alors il existe s > 0 et t > 0
tels que A ⊂ sW et b ⊂ tW . Soit α = max(s, t), alors on a sW ⊂ αW et tW ⊂ αW , car
W est équilibré. D’où on a A+B ⊂ αW + αW ⊂ αV , donc A+B est borné.
2. Puisque l’application

A×B −→ A+ B
(x, y) �−→ x+ y

est continue et surjective et A× B est compact, alors A+B est compact.
3. Pour montrer que A+B est fermé dans E, on va montrer que E \ (A+B) est ouvert
dans E. Soit x ∈ E \ (A + B). Alors x − B est un fermé de E tel que (x − B) ∩ A =
∅. D’après la proposition 9.1.5, il existe un voisinage ouvert V de 0 dans E tel que
(A+ V ) ∩ (x−B + V ) = ∅, d’où on a (A+B) ∩ (x+ V ) = ∅. Donc x+ V est un ouvert
de E tel que x ∈ x+ V ⊂ E \ (A+B). Par conséquent, E \ (A+B) est ouvert dans E.

Exercice 9.3. Soit B un sous-ensemble fermé non vide d’un K-espace vectoriel topolo-
gique (E, T ).

1. Montrer que si A est un compact non vide de K tel que 0 �∈ A, alors F ′ = ∪
λ∈A

λB

est fermé dans E.

2. On suppose de plus 0 �∈ B. Montrer que si A est un fermé non vide de K tel que
0 �∈ A, alors F = ∪

λ∈A
λB est fermé dans E.
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Solution. 1. On va montrer que E \ F ′ est ouvert dans E. Soit x ∈ E, alors on a :

x ∈ E \ F ′ ⇐⇒ ∀ λ ∈ A, x �∈ λB

⇐⇒ ∀ λ ∈ A, x
λ �∈ B

⇐⇒ ∀ λ ∈ A, 0 �∈ − x
λ +B

⇐⇒ 0 �∈ ∪
λ∈A

− x
λ +B .

Comme A est compact et 0 �∈ A, alors l’ensemble
{
− x

λ ; λ ∈ A
}
est compact dans E.

Il résulte de l’exercice précédent que ∪
λ∈A

− x
λ + B est fermé dans E. Par conséquent, il

existe un voisinage ouvert équilibré U de 0 dans E tel que U ∩ ∪
λ∈A

− x
λ + B = ∅. Soit

ε = inf
{
|λ| ; λ ∈ A

}
, alors ε > 0 et pour tout λ ∈ A, on a εU ∩ λ

(
∪

λ∈A
− x

λ +B
)
= ∅,

car U est équilibré et ε ≤ |λ|. Par conséquent, pour tout λ ∈ A, on a (x+ εU)∩ λB = ∅,
d’où x+ εU ⊂ E \ F ′. On en déduit que E \ F ′ est ouvert dans E.
2. On suppose de plus 0 �∈ B. On va montrer que E \ F est ouvert dans E. Soit x ∈ E,
alors x ∈ E \ F si et seulement si 0 �∈ ∪

λ∈A
− x

λ + B. Soit G = ∪
λ∈A

− x
λ + B. Montrons

d’abord que 0 �∈ G. Pour tout n ≥ 1, soit An = {λ ∈ K ; |λ| ≤ n} ∩ A. Alors An est
compact et 0 �∈ An. Quitte à prendre n assez grand, on peut supposer An �= ∅. Il résulte
de l’exercice précédent que ∪

λ∈An

− x
λ +B est fermé dans E, car B est fermé dans E. D’où

on a :

G = ∪
λ∈A

− x
λ + B = ∪

λ∈An

− x
λ +B ∪ ∪

λ∈A\An

− x
λ +B

=
(

∪
λ∈An

− x
λ +B

)
∪ ∪

λ∈A\An

− x
λ +B .

Comme B est fermé et 0 �∈ B, alors il existe un voisinage ouvert V de 0 dans E tel que
V ∩ B = ∅. Soit W un voisinage ouvert équilibré de 0 dans E tel que W + W ⊂ V .
Comme la suite

(
x
n

)
n≥1

tend vers 0 dans E, alors il existe p ≥ 1 tel que x
p ∈ W , d’où

pour tout λ ∈ A \ Ap, on a x
λ = p

λ
x
p ∈ p

λW ⊂ W , car W est équilibré. Si on a 0 ∈ G,

alors 0 ∈ ∪
λ∈A\Ap

− x
λ +B, d’où il existe λ ∈ A \ Ap et b ∈ B tels que − x

λ + b ∈ W ,

donc b ∈ x
λ +W ⊂ W +W ⊂ V , ce qui est impossible. Donc on a bien 0 �∈ G. Alors il

existe un voisinage ouvert équilibré U de 0 dans E tel que U ∩ ∪
λ∈A

− x
λ + B = ∅. Soit

ε = inf
{
|λ| ; λ ∈ A

}
, alors ε > 0 et pour tout λ ∈ A, on a εU ∩ λ

(
∪

λ∈A
− x

λ + B
)
= ∅,

car U est équilibré et ε ≤ |λ|. Par conséquent, pour tout λ ∈ A, on a (x+ εU)∩ λB = ∅,
d’où x+ εU ⊂ E \ F . On en déduit que E \ F est ouvert dans E.

Exercice 9.4. Soient I = [0, 1] et E = C(I, R) l’espace vectoriel des fonctions réelles
définies et continues sur I. Pour tout f ∈ E et pour tout ε > 0, on dira que ε est associé
à f si l’ensemble {t ∈ I ; |f(t)| ≥ ε} peut être recouvert par une famille finie d’intervalles
dont la somme des longueurs est ≤ ε. On pose alors p(f) = inf{ε > 0 ; ε est associé àf}.
Notons d’abord que pour tout f ∈ E, on a les propriétés suivantes :
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(i) Si ε > ‖f‖∞ = sup
t∈I

|f(t)|, alors ε est associé à f .

(ii) S’il existe un intervalle J de I tel que pour tout t ∈ I \ J , on ait f(t) = 0, alors
p(f) ≤ la longueur de J .

(iii) Si ε > 0 est associé à f , alors pour tout ε′ ≥ ε, ε′ est associé à f .

(iv) Pour tout ε > p(f), ε est associé à f .

(v) On a p(f) ≤ p(g), pour tous f, g ∈ E tels que |f(t)| ≤ |g(t)|, pour tout t ∈ I.

1. Montrer que pour tous f, g ∈ E, on a les propriétés suivantes :

(α) p(f) = 0 ⇐⇒ f = 0 ;

(β) p(f) = p(−f) et p(f + g) ≤ p(f) + p(g) ;

(γ) pour tout λ ∈ R, p(λf) ≤ p(f) si |λ| ≤ 1 et p(λf) ≤ |λ|p(f) si |λ| ≥ 1.

Montrer que pourtant, p n’est pas une norme sur E.

2. Pour tout f, g ∈ E, on pose d(f, g) = p(f − g). Montrer que d est une distance sur
E et que pour toute boule de centre 0 et de rayon r > 0, l’enveloppe convexe de
cette boule est l’espace E tout entier.

3. Montrer que E muni de d est un espace vectoriel topologique non localement
convexe.

4. Montrer que la seule forme linéaire continue sur E est la forme identiquement nulle.
Autrement dit, on a E∗ = {0}.

Solution. 1(α). Il est clair que l’on a p(0) = 0. Soit f ∈ E tel que f �= 0. Soit x ∈ I tel
que f(x) �= 0. Alors il existe η > 0 et il existe un intervalle Iη ⊂ I de longueur η tel que

pour tout t ∈ Iη, on ait |f(t)| ≥ |f(x)|
2 . Soit ε = inf

( |f(x)|
2 , η

2

)
, alors ε > 0 et ε n’est pas

associé à f , donc on a p(f) ≥ ε. Par conséquent, on a p(f) = 0 ⇐⇒ f = 0.
1(β). Il est clair que pour tout f ∈ E, on a p(f) = p(|f |), d’où p(f) = p(−f).
Soient f, g ∈ E et n ≥ 1. SoientAn =

{
t ∈ I ; |f(t)| ≥ p(f)+ 1

n

}
et Bn =

{
t ∈ I ; |g(t)| ≥

p(g)+ 1
n

}
. Alors on a

{
t ∈ I ; |f(t)+ g(t)| ≥ p(f)+ p(g)+ 2

n

}
⊂
{
t ∈ I ; |f(t)|+ |g(t)| ≥

p(f) + p(g) + 2
n

}
⊂ An ∪Bn. Comme p(f) + 1

n est associé à f et p(g) + 1
n est associé à

g, on en déduit que p(f) + p(g) + 2
n est associé à f + g, d’où p(f + g) ≤ p(f) + p(g) + 2

n .
Comme ceci étant vrai, pour tout n ≥ 1, alors on a p(f + g) ≤ p(f) + p(g).
1(γ). Soient f ∈ E et λ ∈ R tel que λ �= 0. Supposons d’abord |λ| ≤ 1, et pour tout

n ≥ 1, soit εn = p(f) + 1
n . On a

{
t ∈ I ; |λf(t)| ≥ εn

}
=
{
t ∈ I ; |f(t)| ≥ εn

|λ|
}
⊂
{
t ∈

I ; |f(t)| ≥ εn
}
. Comme εn est associé à f , on en déduit que εn est aussi associé à λf ,

d’où on a p(λf) ≤ εn. Comme ceci étant vrai, pour tout n ≥ 1, alors on a p(λf) ≤ p(f).
Supposons maintenant |λ| ≥ 1 et pour tout n ≥ 1, soit εn =

(
p(f) + 1

n

)
|λ|. On a{

t ∈ I ; |λf(t)| ≥ εn
}
=
{
t ∈ I ; |f(t)| ≥ εn

|λ|
}
. Comme εn ≥ εn

|λ| et
εn
|λ| est associé à f ,

car
εn
|λ| > p(f), alors εn est associé à λf , d’où on a p(λf) ≤ εn. Comme ceci étant vrai,
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pour tout n ≥ 1, alors on a p(λf) ≤ |λ|p(f).
Soit c ≥ 0 et soit f = c la fonction constante qui vaut c sur I, alors on a :

p(f) =

{
1 si c ≥ 1 ,
c si 0 ≤ c ≤ 1 .

Donc si c > 1 et si f = c, on a p(f) = 1 = p( 1
cf), d’où p(1cf) �=

1
cp(f). Par conséquent,

p n’est pas une norme sur E.
2. Soient f, g ∈ E, on a d(f, g) = 0 ⇐⇒ p(f−g) = 0 ⇐⇒ f−g = 0. Pour tous f, g, h ∈ E,
on a d(f, g) = p(f − g) = p(g − f) = d(g, f) et d(f, g) = p(f − g) = p(f − h+ h− g) ≤
p(f − h) + p(h− g) = d(f, h) + d(h, g). Donc d est bien une distance sur E. Soient r > 0
et B(0, r) = {f ∈ E ; d(f, 0) < r} = {f ∈ E ; p(f) < r}. Il s’agit de montrer que
conv(B(0, r)) = E. Soient f ∈ E et n ≥ 1 tel que 3

2n < r. Pour tout k ∈ {0, 1, . . . , n},
soit Jk =

]
2k−1
2n , k+1

n

[
. D’après la proposition 3.6.4, pour tout k ∈ {0, 1, . . . , n}, il existe

ϕk ∈ E telle que Supp(ϕk) ⊂ Jk ∩ I, 0 ≤ ϕk(t) ≤ 1 et

n∑
k=0

ϕk(t) = 1, pour tout t ∈ I.

Comme on a Supp(ϕk) ⊂ Jk∩I, alors pour tout g ∈ E, on a p(gϕk) ≤ 3
2n . En particulier,

on a p((n + 1)fϕk) ≤ 3
2n < r, pour tout k ∈ {0, 1, . . . , n}. Soit fk = (n + 1)fϕk, alors

fk ∈ B(0, r) et on a f =

n∑
k=0

1

n+ 1
fk, d’où f ∈ conv(B(0, r)). Par conséquent, on a

conv(B(0, r)) = E.
3. Pour tous f, g, h ∈ E, on a d(f + h, g + h) = p(f + h − h − g) = p(f − g) = d(f, g),
donc d est invariante par translation. Il résulte de la remarque 9.6.1 que l’addition est
continue dans E. Soient λ ∈ R, f ∈ E, (λn)n≥0 une suite dans R convergeant vers λ et
(fn)n≥0 une suite dans E convergeant vers f . Soit ε > 0. Alors il existe N ∈ N tel que

pour tout n ≥ N , on ait d(fn, f) <
ε

2(1 + |λ|) , |λn − λ| < 1 et |λn − λ| ‖f‖∞ < ε
2 , d’où

|λn| < 1 + |λ| et p((λn − λ)f) < ε
2 . On a :

d(λnfn, λf) = p(λnfn − λf)

= p(λnfn − λnf + λnf − λf)

≤ p(λn(fn − f)) + p((λn − λ)f)

≤ max(|λn|, 1)p(fn − f) + p((λn − λ)f)

≤ (1 + |λ|)d(fn, f) + p((λn − λ)f) < ε
2 + ε

2 = ε .

Donc la suite (λnfn)n≥0 converge vers λf dans E. Par conséquent, la multiplication
par un scalaire est continue dans E. Donc, E muni de d est bien un espace vectoriel
topologique. Comme on a B(0, 1) �= E, on déduit de 2 que B(0, 1) ne contient aucun
ouvert convexe contenant 0, donc E n’est pas localement convexe.
4. Soit f une forme linéaire continue sur E. Alors pour tout r > 0, f−1

(
] − r, r[

)
est

un ouvert convexe contenant 0 de E. Il résulte de 2 que l’on a f−1( ] − r, r[ ) = E. Par
conséquent, on a f = 0.
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Exercice 9.5. Soit E = C([0, 1], R) l’espace vectoriel des fonctions réelles définies et
continues sur [0, 1]. Pour tout f, g ∈ E, on pose :

d(f, g) =

∫ 1

0

|f(x)− g(x)|
1 + |f(x)− g(x)| dx .

Soit T la topologie sur E définie par la famille séparante des semi-normes (px)0≤x≤1, où
px(f) = |f(x)|, pour tout f ∈ E.

1. Montrer que d est une distance sur E invariante par translation et que E muni de
d est un espace vectoriel topologique. On note Td la topologie sur E associée à la
distance d.

2. Montrer que (E, Td) ne contient aucun ouvert convexe autre ∅ et E. En déduire
que le dual topologique de (E, Td) est réduit à {0}.

3. Montrer que l’application identité idE : (E, T ) −→ (E, Td) n’est pas continue.

4. Soit Λ une forme linéaire continue sur (E, T ). Montrer qu’il existe x1, . . . , xn ∈

[0, 1] et des λi ∈ R tels que pour tout f ∈ E, on ait Λ(f) =
n∑

i=1

λif(xi).

5. Montrer que l’application identité idE : (E, Td) −→ (E, T ) n’est pas continue.

Solution. 1. Il est clair que pour tout f, g ∈ E, on a d(f, g) ≥ 0, d(f, g) = d(g, f) et que
d(f, g) = 0 ⇐⇒ f = g. Soient f, g, h ∈ E. On vérifie comme dans la proposition 2.3.5
que pour tout x ∈ [0, 1], on a :

|f(x)− g(x)|
1 + |f(x) − g(x)| ≤

|f(x)− h(x)|
1 + |f(x)− h(x)| +

|h(x)− g(x)|
1 + |h(x) − g(x)| .

Par conséquent, on a d(f, g) ≤ d(f, h) + d(h, g). Donc d est bien une distance sur E.
Il est clair que d est invariante par translation, donc l’addition dans E est continue. Il
reste à vérifier que l’application (λ, f) �−→ λf est continue de R× E dans E. Pour tout
f, f0 ∈ E et pour tout λ, λ0 ∈ R, on a :

d(λf, λ0f0) = d(λf − λf0, λ0f0 − λf0)

≤ d(λf − λf0, 0) + d(0, λ0f0 − λf0)

=

∫ 1

0

|λ| |f(x) − f0(x)|
1 + |λ| |f(x)− f0(x)|

dx +

∫ 1

0

|λ− λ0| |f0(x)|
1 + |λ− λ0| |f0(x)|

dx .

Soit M = max
0≤x≤1

|f0(x)|, alors M ∈ ]0, +∞[ et on a

∫ 1

0

|λ− λ0| |f0(x)|
1 + |λ− λ0| |f0(x)|

dx =

|λ−λ0|
∫ 1

0

|f0(x)|
1 + |λ− λ0||f0(x)|

dx ≤ |λ−λ0|
∫ 1

0

|f0(x)| dx ≤ |λ−λ0|M . On peut supposer
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|λ| ≤ |λ0|+ 1, et comme l’application s �−→ s
1+s est croissante sur [0, +∞[, alors on a :

∫ 1

0

|λ| |f(x) − f0(x)|
1 + |λ| |f(x)− f0(x)|

dx ≤ (|λ0|+ 1)

∫ 1

0

|f(x)− f0(x)|
1 + (|λ0|+ 1)|f(x)− f0(x)|

dx

≤ (|λ0|+ 1)

∫ 1

0

|f(x)− f0(x)|
1 + |f(x)− f0(x)|

dx

= (|λ0|+ 1)d(f, f0) .

On en déduit que l’application (λ, f) �−→ λf est continue de R×E dans E. Donc E muni
de la distance d est bien un espace vectoriel topologique.
2. Soit U un ouvert convexe non vide de (E, Td). Soient g ∈ U et V = U − {g},
alors V est un ouvert convexe de (E, Td) tel que 0 ∈ V . Alors il existe r > 0 tel que
B(0, r) = {f ∈ E ; d(f, 0) < r} ⊂ V . Pour montrer que U = E, il suffit de montrer
que l’enveloppe convexe de B(0, r) est l’espace E tout entier. Soient f ∈ E et n ≥ 1 tel
que 3

2n < r. Pour tout k ∈ {0, 1, . . . , n}, soit Jk =
]
2k−1
2n , k+1

n

[
. D’après la proposition

3.6.4, pour tout k ∈ {0, 1, . . . , n}, il existe ϕk ∈ E telle que Supp(ϕk) ⊂ Jk ∩ [0, 1],

0 ≤ ϕk(t) ≤ 1 et

n∑
k=0

ϕk(t) = 1, pour tout t ∈ [0, 1]. Comme on a Supp(ϕk) ⊂ Jk ∩ [0, 1],

alors pour tout h ∈ E, on a d(hϕk, 0) =

∫ 1

0

|h(x)ϕk(x)|
1 + |h(x)ϕk(x)|

dx ≤ 3
2n < r. En particulier,

on a d((n+ 1)fϕk, 0) ≤ 3
2n < r, pour tout k ∈ {0, 1, . . . , n}. Soit fk = (n+ 1)fϕk, alors

fk ∈ B(0, r) et on a f =

n∑
k=0

1

n+ 1
fk, d’où f ∈ conv(B(0, r)). Par conséquent, on a

conv(B(0, r)) = E, d’où U = E. Donc (E, Td) ne contient aucun ouvert convexe autre ∅
et E. Soit f une forme linéaire continue sur (E, Td). Alors pour tout r > 0, f−1( ]−r, r[ )
est un ouvert convexe non vide de (E, Td), d’où f−1( ]− r, r[ ) = E. Par conséquent, on
a f = 0. Autrement dit, le dual topologique de (E, Td) est réduit à {0}.
3. Puisque l’application idE : (E, T ) −→ (E, Td) est linéaire, alors elle est continue si et
seulement si elle est continue en 0. D’après le théorème 9.2.2, idE est continue en 0 si pour
tout ε > 0, il existe η > 0 et il existe x1, . . . , xn ∈ [0, 1] tels que pour tout f ∈ E vérifiant
max
1≤i≤n

|f(xi)| < η, on ait d(f, 0) < ε. Soit ε = 1
4 . Soient η > 0 et x1, . . . , xn ∈ [0, 1]. On

peut supposer que l’on a 0 = x1 < x2 < · · · < xn = 1. Soit p ≥ 1 tel que xi+1 − xi >
1
p

pour tout i ∈ {1, . . . , n − 1} et p
1+p > 1

2 . On peut construire trivialement une fonction

affine positive f sur [0, 1] telle que f(xi) = 0, pour tout i ∈ {1, . . . , n} et f(t) = p, pour
tout t ∈

[3xi+xi+1

4 , xi+3xi+1

4

]
. Alors on a :

d(f, 0) =

∫ 1

0

|f(x)|
1 + |f(x)| dx =

n−1∑
i=1

∫ xi+1

xi

|f(x)|
1 + |f(x)| dx ≥

n−1∑
i=1

p

1 + p

xi+1 − xi

2
=

p

2(1 + p)

> 1
4 = ε. Par conséquent, idE : (E, T ) −→ (E, Td) n’est pas continue.

4. Soit Λ une forme linéaire continue sur (E, T ). D’après le théorème 9.2.4, il existe
une constante c ∈ R et il existe x1, . . . , xn ∈ [0, 1] tels que pour tout f ∈ E, on ait
|Λ(f)| ≤ c max

1≤i≤n
|f(xi)|. Or pour tout x ∈ [0, 1], l’application f �−→ f(x) est une forme

linéaire sur E, il résulte du lemme 7.8.2 qu’il existe λ1, . . . , λn ∈ R tels que pour tout
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f ∈ E, on ait Λ(f) =
n∑

i=1

λif(xi).

5. Si l’application identité idE : (E, Td) −→ (E, T ) est continue, il résulte de 4 que
le dual topologique de (E, Td) n’est pas trivial, ce qui est impossible par 2. Donc
idE : (E, Td) −→ (E, T ) n’est pas continue.

Exercice 9.6. Soit p ∈ ]0, 1[. On vérifie facilement que tous réels positifs s et t, on a
(s+ t)p ≤ sp + tp. On note �p l’ensemble des suites de scalaires x = (xn)n≥0 vérifiant
+∞∑
n=0

|xn|p < +∞. Alors �p est un K-espace vectoriel. Pour tout x = (xn)n≥0, y =

(yn)n≥0 ∈ �p, on pose d(x, y) =

+∞∑
n=0

|xn − yn|p.

1. Montrer que d est une distance sur �p invariante par translation et que �p muni de
cette distance est un F-espace.

2. Montrer que pour tous x, y ∈ �p tels que x �= y, il existe deux voisinages convexes
disjoints Vx et Vy de x et y respectivement dans �p, mais que �p n’est pas localement
convexe. En particulier, �p est un F-espace qui n’est pas de Fréchet.

3. Montrer que (�p)
∗ sépare les points de �p.

4. Soit y = (yn)n≥0 ∈ �∞. Vérifier que pour tout x = (xn)n≥0 ∈ �p, le série
∑
n≥0

xn yn

est convergente dans K et que l’application fy : x �−→ fy(x) =

+∞∑
n=0

xn yn est une

forme linéaire continue sur �p.

5. Montrer que l’application suivante est linéaire bijective.

T : �∞ −→ �p
∗

y �−→ fy

Solution. 1. Il est clair que d est une distance invariante par translation sur �p. Par
conséquent, l’addition est continue dans �p, voir remarque 9.6.1. Pour tous x, y ∈ �p et
λ, μ ∈ K, on a :

d(λx, μy) = d(λx − μx, μy − μx)

≤ d((λ − μ)x, 0) + d(0, μ(y − x))

= |λ− μ|pd(x, 0) + |μ|pd(x, y)

≤ |λ− μ|p(d(x, y) + d(y, 0)) + |μ|pd(x, y) .

Par conséquent, la multiplication par un scalaire est continue. Donc �p muni de d est un
K-espace vectoriel topologique. Il reste à montrer que (�p, d) est complet. Soit (ξk)k≥0
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une suite de Cauchy dans (�p, d). Pour tout k ≥ 0, on a ξk = (xk,n)n≥0, avec xk,n ∈ K.
Soit ε > 0, alors il existe k0 ∈ N tel que pour tout k, k′ ≥ k0, on ait :

∞∑
n=0

|xk,n − xk′,n|p = d(ξk, ξk′) < ε .

Soit n ≥ 0. Pour tout k, k′, on a |xk,n − xk′,n| ≤ (d(ξk, ξk′ ))
1
p , donc la suite (xk,n)k≥0

est de Cauchy dans K qui est de Banach, donc il existe xn ∈ K tel que lim
k→+∞

xk,n = xn.

Pour tout N ≥ 0 et pour tout k, k′ ≥ k0, on a :

N∑
n=0

|xk,n − xk′,n|p ≤ d(ξk, ξk′) < ε .

On fait tendre k′ vers l’infini, on obtient que :

N∑
n=0

|xk,n − xn|p ≤ ε .

Ceci étant vrai pour tout N ≥ 0, d’où on a :

∞∑
n=0

|xk,n − xn|p ≤ ε .

Soit x = (xn)n≥0, alors on a x − ξk ∈ �p. Comme �p est un espace vectoriel, alors
x = x− ξk + ξk ∈ �p. De plus l’inégalité précédente montre que (ξk)k≥0 converge vers x
dans (�p, d). Donc (�p, d) est bien un F-espace.
2. Soient x, y ∈ �p tels que x �= y. Alors il existe n ≥ 0 tel que xn �= yn, d’où il existe
r > 0 tel que B(xn, r) ∩ B(yn, r) = ∅ dans K. Soient Vx = {z ∈ �p ; |zn − xn| < r} et
Vy = {z ∈ �p ; |zn − yn| < r}. Puisque toute boule dans un espace normé, ici K, est
convexe, alors Vx et Vy sont des ensembles convexes. De plus, on a Vx ∩ Vy = ∅. Pour
tous a, b ∈ �p, on a |an − bn| ≤ (d(a, b))

1
p , on en déduit que l’on a x ∈ B(x, rp) ⊂ Vx et

y ∈ B(y, rp) ⊂ Vy. Par conséquent, Vx et Vy sont respectivement des voisinages convexes
disjoints de x et y dans �p.
Supposons que �p est localement convexe. Soit s > 0, alors il existe un ouvert convexe V
dans �p tel que 0 ∈ V ⊂ B(0, s). Alors il existe r > 0 tel que B(0, r) ⊂ V ⊂ B(0, s). Soit

t ∈ ]0, r[ et pour tout n ≥ 0, soit ξn = t
1
p en, où en = (δn,k)k≥0 ∈ �p défini par :

δn,k =

{
1 si k = n ,
0 si k �= n .

On a d(ξn, 0) = t < r, d’où ξn ∈ B(0, r) ⊂ V . Pour tout q ∈ N∗, soit ηq =

q−1∑
n=0

1
q ξn.

Comme V est convexe, alors on a ηq ∈ V ⊂ B(0, s). D’autre part, on a d(ηq, 0) =
q−1∑
n=0

1
qp t = q1−pt. Comme on a lim

q→+∞ q1−p = +∞, alors il existe q ≥ 1 tel que ηq �∈ B(0, s).
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D’où la contradiction. Donc �p n’est pas localement convexe.
3. Pour tout x ∈ �p et pour tout n ≥ 0, soit fn(x) = xn. Alors fn est une forme linéaire

non nulle sur �p. Comme pour tout x, y ∈ �p, on a |fn(x)−fn(y)| = |xn−yn| ≤ (d(x, y))
1
p ,

alors fn est continue. Si x �= y, alors il existe n ≥ 0 tel que xn �= yn, d’où fn(x) �= fn(y).
Donc (�p)

∗ sépare les points de �p.

4. Soit x = (xn)n≥0 ∈ �p. Comme on a
+∞∑
n=0

|xn|p < +∞, alors lim
n→+∞ |xn|p = 0, d’où il

existe N ≥ 0 tel que pour tout n ≥ N , on ait |xn| ≤ 1, donc on a |xn| ≤ |xn|p, pour
tout n ≥ N . Par conséquent, la série

∑
n≥0

|xn| est absolument convergente. On en déduit

que pour tout y = (yn)n≥0 ∈ �∞, le série
∑
n≥0

xn yn est convergente dans K. On pose

fy(x) =

+∞∑
n=0

xn yn. Il est clair que fy est une forme linéaire sur �p. Pour tout x ∈ B(0, 1),

on a |fy(x)| ≤
+∞∑
n=0

|xn| |yn| ≤ ‖y‖∞
+∞∑
n=0

|xn| ≤ ‖y‖∞
+∞∑
n=0

|xn|p = ‖y‖∞ d(x, 0) ≤ ‖y‖∞.

Donc f est bornée dans B(0, 1). Par conséquent, f est continue, voir proposition 9.1.12.
Autrement dit, on a fy ∈ �p

∗.
5. Il est clair que l’application T est linéaire injective. Il reste à montrer que T est
surjective. Soit f ∈ �p

∗. Alors f est bornée dans B(0, 1). Donc il existeM > 0 tel que pour
tout n ≥ 0, on ait |f(en)| ≤ M , d’où y = (f(en))n≥0 ∈ �∞. Comme Vect({en ; n ≥ 0})
est dense dans �p et on a f = fy sur Vect({en ; n ≥ 0}), alors on a f = fy. Autrement
dit, l’application T est surjective. Par conséquent, T est bijective.

Exercice 9.7. Soit H un sous-espace vectoriel dense d’un espace vectoriel topologique
E, F un F-espace et f : H −→ F une application linéaire continue. Montrer que f admet
un prolongement linéaire continue f̃ : E −→ F .
Solution. Soit x ∈ E. Comme H est dense dans E, alors il existe une famille filtrante
croissante (xλ)λ∈Λ dans H telle que lim

λ∈Λ
xλ = x. Montrons que la famille filtrante

croissante (f(xλ))λ∈Λ est convergente dans F . Soit V un voisinage de 0 dans F . Comme f
est linéaire continue, d’après la proposition 9.1.10, il existe un voisinage U de 0 dans H tel
que pour tout x, y ∈ H vérifiant x−y ∈ U , on ait f(x)−f(y) ∈ V . Comme on a lim

λ∈Λ
xλ = x

et H est un sous-espace vectoriel de E, alors il existe λ0 ∈ Λ tels que pour tout λ, λ′ ∈ Λ
vérifiant λ0 ≤ λ et λ0 ≤ λ′, on ait xλ − xλ′ ∈ U , d’où on a f(xλ) − f(xλ′) ∈ V . Par
conséquent, (f(xλ))λ∈Λ est de Cauchy dans F , donc convergente. Soit (yμ)μ∈Γ une famille
filtrante croissante dans H telle que lim

μ∈Γ
yμ = x. Montrons que (f(xλ))λ∈Λ et (f(yμ))μ∈Γ

convergent vers la même limite dans F . Comme on a lim
λ∈Λ

xλ = x = lim
μ∈Γ

yμ, alors il existe

λ0 ∈ Λ et μ0 ∈ Γ tels que pour tous λ ∈ Λ et μ ∈ Γ vérifiant λ0 ≤ λ et μ0 ≤ μ, on ait
xλ − yμ ∈ U , d’où on a f(xλ) − f(yμ) ∈ V . Par conséquent, (f(xλ))λ∈Λ et (f(yμ))μ∈Γ

convergent vers la même limite dans F . Pour tout x ∈ E, on pose f̃(x) = lim
λ∈Λ

f(xλ),

où (xλ)λ∈Λ est une famille filtrante croissante dans H convergente vers x. Il est clair

que f̃ est une application linéaire de E dans F prolongeant f . Il reste à montrer que f̃
est continue. Soient V un voisinage de 0 dans F et W un voisinage fermé de 0 dans F
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tel que W ⊂ V . Comme f est linéaire continue, d’après la proposition 9.1.10, il existe
un voisinage U de 0 dans H tel que pour tout x, y ∈ H vérifiant x − y ∈ U , on ait
f(x)− f(y) ∈ W . Soit U ′ un voisinage de 0 dans E tel que U = U ′ ∩H . Soient x, y ∈ E
tels que x− y ∈ U ′. Soient (xλ)λ∈Λ et (yμ)μ∈Γ des familles filtrantes croissantes dans H
telles que lim

λ∈Λ
xλ = x et lim

μ∈Γ
yμ = y. Alors il existe λ0 ∈ Λ et μ0 ∈ Γ tels que pour tous

λ ∈ Λ et μ ∈ Γ vérifiant λ0 ≤ λ et μ0 ≤ μ, on ait xλ − yμ ∈ U ′, d’où on a xλ − yμ ∈ U
car xλ − yμ ∈ H . Par conséquent, pour tous λ ∈ Λ et μ ∈ Γ vérifiant λ0 ≤ λ et μ0 ≤ μ,

on a f(xλ) − f(yμ) ∈ W . On en déduit que l’on a f̃(x) − f̃(y) ∈ W = W ⊂ V . Donc f̃
est bien continue.

Exercice 9.8. Soient E un espace vectoriel topologique admettant une base locale
dénombrable et V une partie équilibrée de E telle que pour tout ensemble borné B
de E, il existe s > 0 tel que B ⊂ sV . Montrer que V est un voisinage de 0 dans E.
Solution. Soit (Un)n≥1 une base locale dénombrable de E. On peut supposer que pour
tout n ≥ 1, on a Un+1 ⊂ Un. Si V n’est pas voisinage de 0 dans E, alors pour tout n ≥ 1,
1
nUn �⊂ V , d’où l’existence d’un xn ∈ Un tel que xn �∈ nV . Comme on a lim

n→+∞xn = 0,

alors l’ensemble {xn ; n ≥ 1} est borné, donc il existe s > 0 tel que {xn ; n ≥ 1} ⊂ sV .
Soit p ∈ N tel que p ≥ s. Comme V est équilibrée, alors pour tout n ≥ p, on a sV ⊂ nV .
D’où pour tout n ≥ p, on a xn ∈ nV , ce qui est impossible. Par conséquent, V est bien
un voisinage de 0 dans E.

Exercice 9.9. Soient E un F-espace et V un sous-ensemble fermé, convexe et absorbant
de E. Montrer que V est un voisinage de 0 dans E. Montrer que le résultat est faux sans
l’hypothèse de convexité de V , même si E = R2.
Solution. Notons d’abord que 0 ∈ V car V est absorbant. Puisque V est aussi convexe,
alors pour tout t ∈ [0, 1], on a tV ⊂ V . Soit x ∈ E. Comme V est absorbant, alors il
existe s > 0 tel que x ∈ sV . Soit n ∈ N tel que n ≥ s, alors sV ⊂ nV , car s

n ≤ 1. Par
conséquent, on a E = ∪

n≥1
nV . Pour tout n ≥ 1, nV est fermé dans E et comme E est un

espace de Baire, alors il existe n ≥ 1 tel que

◦︷︸︸︷
nV �= ∅, voir proposition 2.8.1 et théorème

2.8.1. Comme l’application x �−→ nx est un homéomorphisme de E, alors on a
◦
V �= ∅.

Soit z ∈
◦
V . Alors il existe un voisinage ouvert U de 0 dans E tel que z + U ⊂ V . Alors

pour tout t ∈ ]0, 1], on a tz + tU ⊂ tV ⊂ V . Or tU est un voisinage ouvert de 0 dans

E, donc tz ∈
◦
V , pour tout t ∈ ]0, 1]. Soit n ≥ 1 tel que −z ∈ nV , alors on a −z

n ∈ V .

Comme on a z
n ∈

◦
V , il résulte de la proposition 9.1.3 que l’on a

]−z
n , z

n

]
⊂

◦
V , d’où 0 ∈

◦
V .

Par conséquent, V est un voisinage de 0 dans E.
Si V =

{
(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 = 1

}
∪
{
(0, 0)

}
, alors V est fermé, absorbant et non

convexe dans R2, mais V n’est pas un voisinage de (0, 0) dans R2.

Exercice 9.10. Soit A un sous-ensemble convexe d’un espace vectoriel topologique
(E, T ) tel que 0 ∈ A.

1. Montrer que l’on a ∩
r>1

rA = ∩
n≥1

(
1 + 1

n

)
A et que ∩

r>1
rA ⊂ A.

2. Montrer que si de plus 0 ∈
◦
A, alors on a ∩

r>1
rA = A.



444 Chapitre 9. ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES

Solution. 1. Comme A est convexe et 0 ∈ A, alors pour tout x ∈ A et pour tout t ∈ [0, 1],
on a tx = tx + (1 − t)0 ∈ A, donc tA ⊂ A. Soient s ≥ r > 0, alors on a 0 < r

s ≤ 1,
d’où r

sA ⊂ A, donc on a rA ⊂ sA. On en déduit que l’on a ∩
r>1

rA = ∩
n≥1

(
1 + 1

n

)
A. Soit

x ∈ ∩
r>1

rA, alors pour tout n ≥ 1, il existe xn ∈ A tel que x =
(
1+ 1

n

)
xn, d’où

n
n+1x ∈ A.

Comme on a x = lim
n→+∞

n
n+1x, alors x ∈ A. Par conséquent, on a ∩

r>1
rA ⊂ A.

2. On suppose de plus 0 ∈
◦
A, alors il existe un voisinage ouvert V de 0 dans E tel que

V ⊂ A. Soit x ∈ A. Pour tout n ≥ 1, x− 1
nV est un voisinage ouvert de x dans E, donc

il existe xn ∈ V ⊂ A et yn ∈ A tels que x− 1
nxn = yn, d’où

n
n+1x = 1

n+1xn+
n

n+1yn ∈ A.

Donc, pour tout n ≥ 1, on a x ∈ n+1
n A =

(
1 + 1

n

)
A, d’où x ∈ ∩

n≥1

(
1 + 1

n

)
A = ∩

r>1
rA.

Par conséquent, on a bien ∩
r>1

rA = A.

Exercice 9.11. SoitB un sous-ensemble non vide borné d’un espace vectoriel topologique
(E, T ).

1. Soient A et C deux sous-ensembles non vides de E tels que C soit convexe et
A+B ⊂ C +B. Montrer que l’on a A ⊂ C.

2. En déduire que si A et C sont deux sous-ensembles convexes non vides fermés de
E tels que A+B = C +B, alors on a A = C.

Solution. 1. Soit a ∈ A. On construit, par récurrence sur n, une suite (xn)n≥1 dans C
et une suite (bn)n≥1 dans B telles que pour tout n ≥ 1, on ait a+ bn = xn + bn+1. D’où,

pour tout n ≥ 1, on a a− xn = bn+1 − bn, donc, pour tout n ≥ 1, on a 1
n

n∑
k=1

(a− xk) =

1
n

n∑
k=1

(bk+1− bk). Par conséquent, pour tout n ≥ 1, on a a− 1
n

n∑
k=1

xk = 1
n (bn+1− b1), avec

1
n

n∑
k=1

xk ∈ C, car C est convexe. Comme l’ensemble B − b1 est borné, il résulte de la

proposition 9.1.6 que l’on a lim
n→+∞

1
n (bn+1 − b1) = 0. Donc on a a = lim

n→+∞
1
n

n∑
k=1

xk ∈ C.

Par conséquent, on a A ⊂ C.
2. Si A et C sont deux sous-ensembles convexes non vides fermés de E tels que A+B =
C +B, on déduit de 1 que l’on a A ⊂ C = C et C ⊂ A = A, d’où A = C.

Exercice 9.12. Soit A un sous-ensemble convexe d’un espace vectoriel topologique E

tel que
◦
A �= ∅ et A = E. Montrer que l’on a A = E.

Solution. Sans perdre de généralité, on peut supposer 0 ∈
◦
A. Soit x ∈ E. Comme on a

2x ∈ E = A, d’après la proposition 9.1.3, on a [0, 2x[⊂
◦
A⊂ A. Or on a x ∈ [0, 2x[, d’où

x ∈ A. Par conséquent, on a A = E.

Exercice 9.13. Soit A un sous-ensemble convexe d’un espace vectoriel topologique E.

On sait, proposition 9.1.3, que si
◦
A �= ∅, alors

◦
A est convexe et dense dans A. Soit B un

ouvert convexe de E tel que B ⊂ A et B soit dense dans A. Montrer que B =
◦
A.
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Solution. Notons d’abord que l’on peut supposer B �= ∅. Comme B est un ouvert de

E tel que B ⊂ A, alors on a B ⊂
◦
A. D’autre part, d’après la proposition 9.1.3, on a

B =
◦
B=

◦
B. Comme on a A ⊂ B, alors

◦
A⊂

◦
B= B. Par conséquent, on a B =

◦
A.

Exercice 9.14. Soit A un sous-ensemble convexe d’un R-espace vectoriel topologique E
tel que A = E. Montrer que pour tout hyperplan affine fermé H dans E, A∩H est dense
dans H .
Solution. Soient f une forme linéaire continue non nulle sur E et α ∈ R tels que
H = {x ∈ E ; f(x) = α}. Soient D1 = {x ∈ E ; f(x) < α} et D2 = {x ∈ E ; f(x) > α}.
Soient x ∈ H et V un voisinage de 0 dans E. Soit W un voisinage ouvert équilibré de
0 dans E tel que W +W ⊂ V . Comme on a H ⊂ D1 ∩D2, alors (x +W ) ∩D1 �= ∅ et
(x+W )∩D2 �= ∅, donc (x+W )∩D1 et (x+W )∩D2 sont des ouverts non vides de E. Or
A est dense dans E, donc il existe a, b ∈ A tels que a ∈ (x+W )∩D1 et b ∈ (x+W )∩D2.
Soient y, z ∈ W tels que a = x + y et b = x + z. On a f(a) < α et f(b) > α et f est
continue, donc il existe c ∈ [a, b] ⊂ A tel que f(c) = α. Donc il existe t ∈ [0, 1] tel que
c = ta+(1−t)b ∈ A et c ∈ H . On a c = ta+(1−t)b = x+ty+(1−t)z ∈ x+W+W ⊂ x+V .
Par conséquent, on a (x+ V ) ∩A ∩H �= ∅. Donc A ∩H est dense dans H .

Exercice 9.15. Soit A un sous-ensemble convexe non vide de Rn. Montrer que les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(i)
◦
A= ∅.

(ii) Il existe un hyperplan affine H de Rn tel que A ⊂ H .

Solution. Montrons l’implication (ii) =⇒ (i). Soit H un hyperplan affine de Rn tel que

A ⊂ H . Comme on a
◦
H = ∅, voir proposition 9.1.4, alors

◦
A= ∅.

Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Notons d’abord que l’on peut supposer 0 ∈ A. On

suppose que pour tout hyperplan H de Rn, on a A �⊂ H et on montre qu’alors
◦
A �= ∅.

Comme pour tout hyperplan H de Rn, on a A �⊂ H , alors Vect(A) = Rn. Donc il existe
a1, . . . , an ∈ A tels que {a1, . . . , an} soit une base de Rn. Pour tout x ∈ Rn, il existe alors

un unique (t1, . . . , tn) ∈ Rn tel que x =

n∑
i=1

tiai. Comme toutes les normes sur Rn sont

équivalentes, on peut prendre comme norme sur Rn ; ‖x‖ = max
1≤i≤n

|ti|. Comme 0 ∈ A,

alors a =

n∑
i=1

1
2nai =

1
20+

n∑
i=1

1
2nai ∈ A. Montrons que la boule ouverte B

(
a, 1

2n

)
⊂ A. Soit

x ∈ B
(
a, 1

2n

)
. Alors x =

n∑
i=1

tiai, avec max
1≤i≤n

∣∣ti − 1
2n

∣∣ = ‖a − x‖ < 1
2n . Donc, pour tout

i ∈ {1, . . . , n}, on a ti > 0. On a aussi
∣∣∣ n∑
i=1

ti − 1
2

∣∣∣ = ∣∣∣ n∑
i=1

(
ti − 1

2n

)∣∣∣ ≤ n∑
i=1

∣∣ti − 1
2n

∣∣ < 1
2 ,

d’où 0 <

n∑
i=1

ti < 1. Par conséquent, on a x =

n∑
i=1

tiai =
(
1 −

n∑
i=1

ti

)
0 +

n∑
i=1

tiai ∈ A,

d’où B
(
a, 1

2n

)
⊂ A. Donc on a bien

◦
A �= ∅.
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Remarque 9.6.2. Une autre manière d’énoncer le résultat de l’exercice précédent est
de dire que si A est un sous-ensemble convexe de Rn tel que 0 ∈ A, alors les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i)
◦
A �= ∅.

(ii) Vect(A) = Rn.

Exercice 9.16. Soient A un sous-ensemble convexe non vide de Rn et x ∈ Rn. Montrer
que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) x ∈
◦
A.

(ii) Pour tout v ∈ Rn, il existe t > 0 tel que x+ tv ∈ A.

(iii) Pour tout z ∈ Rn, il existe t > 0 tel que x+ t(x− z) ∈ A. Autrement dit, pour tout
z ∈ Rn, il existe s > 1 tel que (1− s)z + sx ∈ A.

Solution. Les implications (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) sont triviales. Montrons l’implications
(iii) =⇒ (i). Supposons donc que pour tout z ∈ Rn, il existe t > 0 tel que x+t(x−z) ∈ A.
Alors 0 ∈ A − x et on a Vect(A − x) = Rn. Comme A − x est convexe, il résulte de la

remarque précédente que l’on a

◦︷ ︸︸ ︷
A− x �= ∅, d’où

◦
A �= ∅. Soit z ∈

◦
A. Alors il existe t > 0

tel que y = x+ t(x− z) ∈ A. Or on a x = 1
1+ty+

t
1+tz ∈ [z, y[, d’où x ∈

◦
A car [z, y[⊂

◦
A,

voir proposition 9.1.3.

Exercice 9.17. Soit A un sous-ensemble convexe de Rn. Montrer que les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) A est fermé dans Rn.

(ii) Pour toute droite D de Rn, A ∩D est fermé dans Rn.

Solution. Puisque toute droite D de Rn est fermée, alors l’implication (i) =⇒ (ii) est
triviale.
Réciproquement, supposons que pour toute droite D de Rn, A ∩ D est fermé dans Rn.
Soit a ∈ Rn. Puisque l’on a (A − a) ∩ D + a = A ∩ (D + a), on peut supposer que
l’on a 0 ∈ A. Soit F = Vect(A). Comme F est fermé dans Rn, car F est sous-espace
vectoriel de dimension finie, alors A est fermé dans Rn si et seulement si A est fermé dans
F . Comme aussi toute droite de F est aussi une droite de Rn, on peut aussi supposer

que l’on a Vect(A) = Rn. Il résulte de la remarque 9.6.2 que l’on a
◦
A �= ∅. Montrons

maintenant que A est fermé dans Rn. Soit x ∈ A. Soit a ∈
◦
A. D’après la proposition

9.1.3, on a [a, x[⊂
◦
A⊂ A ∩ D, où D est la droite passant par les points a est x. Donc

on a x ∈ [a, x] = [a, x[ ⊂ A ∩D = A ∩ D, d’où x ∈ A. Par conséquent, on a A ⊂ A.
Autrement dit, A est fermé dans Rn.

Exercice 9.18. Soit (Ai)i∈I une famille d’ensembles convexes d’un espace vectoriel

topologique E telle que ∩
i∈I

◦
Ai �= ∅. Montrer que l’on a ∩

i∈I
Ai = ∩

i∈I
Ai.
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Solution. On a ∩
i∈I

Ai ⊂ ∩
i∈I

Ai et ∩
i∈I

Ai est fermé dans E, d’où ∩
i∈I

Ai ⊂ ∩
i∈I

Ai. Réciproque-

ment, soit x ∈ ∩
i∈I

Ai et soit a ∈ ∩
i∈I

◦
Ai. Pour tout i ∈ I, on a a ∈

◦
Ai et x ∈ Ai. Il résulte

de la proposition 9.1.3 que pour tout i ∈ I, on a [a, x[⊂
◦
Ai ⊂ Ai, d’où [a, x[⊂ ∩

i∈I
Ai,

donc on a x ∈ ∩
i∈I

Ai. Par conséquent, on a ∩
i∈I

Ai = ∩
i∈I

Ai.

Remarque 9.6.3. Soient A =
{
(x, 0) ; x ∈ R

}
et B =

{
(x, y) ∈ R2 ; y < 0

}
∪
{
(0, 0)

}
.

Alors A et B sont des sous-ensembles convexes de R2 tels que
◦
A= ∅ et

◦
B �= ∅ et on a

A ∩B = {(0, 0)} et A ∩B = A.

Exercice 9.19. Soit A un ensemble convexe fermé d’un espace vectoriel topologique E.

1. Montrer que s’il existe a ∈ A et un voisinage V de a dans E tel que A ∩ V soit
compact, alors A est localement compact.

2. En déduire que l’adhérence dans E d’un ensemble convexe localement compact est
localement compacte.

Solution. 1. Notons d’abord que l’on peut supposer que V est aussi fermé dans E, voir
proposition 9.1.2. On a (V −a)∩(A−a) = (V ∩A)−a est compact, donc on peut supposer
0 ∈ A et qu’il existe un voisinage fermé V de 0 dans E tel que A ∩ V soit compact. Soit

x ∈ A. Alors il existe t ∈ ]0, 1] tel que tx ∈
◦
V , d’où x ∈ 1

t

◦
V ⊂ 1

tV . Comme A est un
convexe contenant 0 et on a 0 < t ≤ 1, alors tA ⊂ A, d’où V ∩ tA ⊂ V ∩A. Or V ∩ tA est
fermé dans E et V ∩A est compact, donc V ∩ tA est compact, d’où ( 1

tV )∩A = 1
t (V ∩ tA)

est compact. Comme 1
tV est un voisinage de x dans E, on en déduit que A est localement

compact.
2. Soit B un ensemble convexe localement compact de E. Il s’agit de montrer que B est
localement compact. Soit b ∈ B. Comme B est localement compact, il existe un voisinage
V de b dans E tel que V ∩B soit compact. Comme B est localement compact et B est
dense dans B, il résulte de la proposition 3.4.3 que B est ouvert dans B. Donc il existe
un ouvert U dans E tel que B = U ∩B. D’où on a V ∩B = V ∩ U ∩B. Comme V ∩ U
est un voisinage de b dans E, il résulte de 1 que B est localement compact.

Exercice 9.20. Soit A un ensemble fermé et connexe d’un espace vectoriel topologique
(E, T ). On suppose de plus que A est localement convexe, i.e. pour tout x ∈ A, il
existe un voisinage V de x dans E tel que A ∩ V soit convexe. Il s’agit de montrer alors
que A est convexe.

1. Montrer que deux points quelconques de A peuvent être joints par une ligne brisée
contenue dans A. Autrement dit, pour tout x, y ∈ A, il existe z1, . . . , zn ∈ A tels
que z1 = x, zn = y et pour tout i ∈ {1, . . . , n− 1}, on ait [zi, zi+1] ⊂ A.

2. Soient x, y, z ∈ A tels que x �= z, y �= z,
[x, z] ⊂ A et [y, z] ⊂ A. Montrer qu’il existe
y′ ∈ [y, z[ et x′ ∈ [x, z[ tels que le triangle
T (x′, z, y′) = conv({x′, z, y′}) de sommets
x′, z et y′ soit inclus dans A.

T (x′, z, y′)

x

x′

z

y′

y
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3. Soient a, b, c ∈ A tels que [a, c] ⊂ A et [b, c] ⊂ A. Montrer que [a, b] ⊂ A.

4. En déduire que A est convexe.

Solution. 1. Soient x ∈ A et Ax l’ensemble des points y de A pour lesquels il existe
z1, . . . , zn ∈ A tels que z1 = x, zn = y et [zi, zi+1] ⊂ A pour tout i ∈ {1, . . . , n − 1}.
L’ensemble Ax est non vide car x ∈ Ax. Montrons que Ax est ouvert dans A. Soit y ∈ Ax,
alors il existe un voisinage V de y dans E tel que V ∩ A soit convexe. Alors pour tout
z ∈ V ∩ A, on a [y, z] ⊂ A, d’où V ∩ A ⊂ Ax, donc Ax est ouvert dans A. Montrons
que Ax est fermé (dans A). Soit z ∈ Ax ⊂ A. Soit W un voisinage de z dans E tel que
W ∩ A soit convexe. On a W ∩ Ax �= ∅ et W ∩ Ax ⊂ W ∩ A, on prend y ∈ W ∩ Ax,
d’où [y, z] ⊂ A. Donc on a z ∈ Ax. Par conséquent, Ax est fermé dans A. Puisque A est
connexe, alors on a Ax = A. Comme ceci est vrai pour tout x ∈ A, on en déduit que pour
x, y ∈ A, il existe z1, . . . , zn ∈ A tels que z1 = x, zn = y et pour tout i ∈ {1, . . . , n− 1},
on ait [zi, zi+1] ⊂ A.
2. Soient x, y, z ∈ A tels que x �= z, y �= z, [x, z] ⊂ A et [y, z] ⊂ A. Soit V un voisinage
de z dans E tel que V ∩ A soit convexe. On a [x, z] = {(1 − t)x + tz ; 0 ≤ t ≤ 1} et
[y, z] = {(1 − t)y + tz ; 0 ≤ t ≤ 1} et comme les applications t �−→ (1 − t)x + tz et
t �−→ (1− t)y+ tz sont continues, alors il existe t0 ∈ ]0, 1[ tel que pour tout t ∈ [t0, 1], on
ait xt = (1− t)x+ tz ∈ V ∩A et yt = (1− t)y + tz ∈ V ∩A. Comme V ∩A est convexe,
alors on a T (xt0 , z, yt0) ⊂ A.
3. Soient a, b, c ∈ A tels que [a, c] ⊂ A et [b, c] ⊂ A. Il s’agit de montrer que l’on a
[a, b] ⊂ A. On peut supposer a �= c et b �= c, sinon c’est trivial. Soit X l’ensemble des
points y ∈ [b, c[ pour lesquels il existe x ∈ [a, c[ tel que le triangle T (x, c, y) de sommets
x, c et y soit inclus dans A. On veut montrer que X = [b, c[. Notez d’abord que si y ∈ X ,
alors on a aussi [y, c[⊂ X . Soit y ∈ X tel que y �= b. Montrons qu’il existe y′ ∈ [b, y[ tel
que y′ ∈ X . Soit x ∈ [a, c[ tel que le triangle T (x, c, y) ⊂ A. On a [x, y] ⊂ A et [b, y] ⊂ A,
d’après 2, il existe y′ ∈ [b, y[ et il existe z ∈ [x, y[ tel que le triangle T (z, y, y′) ⊂ A. La
droite passant par z et y′ coupe le segment [x c[ en un point x′ et on a T (x′, c, y′) ⊂ A.
Donc on a y′ ∈ X .

T (x, c, y)

T (z, y, y′)

a

x

x′

c

y′
y

b

z

D’après 2, X est non vide et soit s = inf
{
t ∈ [0, 1[ ; yt = (1− t)b+ tc ∈ X

}
. Alors pour

tout t ∈ ]s, 1[, on a yt ∈ X . On va montrer que ys ∈ X . Soit V un voisinage de ys dans
E tel que V ∩ A soit convexe. Soit U un ouvert de E tel que ys ∈ U ⊂ V . Comme on a
lim

n→+∞ ys+ 1
n
= ys, alors il existe n ≥ 1 tel que ys+ 1

n
∈ U ∩ A ⊂ V ∩ A. Soit xn ∈ [a, c[

tel que T (xn, c, ys+ 1
n
) ⊂ A. Soit z ∈ [xn, ys+ 1

n
[ tel que z ∈ V ∩ A. Comme V ∩ A est

convexe, alors le triangle T (z, ys+ 1
n
, ys) ⊂ V ∩A ⊂ A. La droite passant par z et ys coupe

le segment [xn, c[ en un point x′. Par conséquent, le triangle T (x′, c, ys) ⊂ A. Donc on a
ys ∈ X . Si ys �= b, d’après le raisonnement ci-dessus, on peut trouver y′ ∈ [b, ys[∩X , ce
qui contredit la définition de ys, donc on a bien ys = b. Autrement dit, on a X = [b, c[.
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Soit Y l’ensemble des points x ∈ [a, c[ tels que le triangle T (x, c, b) ⊂ A. On fait le même
type de raisonnement que ci-dessus et on montre qu’alors Y = [a, c[, donc le triangle
T (a, c, b) ⊂ A. En particulier, on a [a, b] ⊂ A.
4. Pour montrer que A est convexe, il suffit de combiner 1 et 3.

Exercice 9.21. Soit C un ensemble convexe fermé d’un R-espace localement convexe E.
Montrer qu’une partie A de E est contenue dans C si et seulement si pour toute fonction
numérique affine continue g dans E telle que g(x) ≥ 0 pour tout x ∈ C, on a g(y) ≥ 0
pour tout y ∈ A.
Solution. Il est clair que si A ⊂ C et si g est une fonction numérique affine continue
dans E telle que pour tout x ∈ C, on ait g(x) ≥ 0, alors on a g(y) ≥ 0 pour tout y ∈ A.
Réciproquement, supposons que pour toute fonction numérique affine continue g dans
E telle que g(x) ≥ 0 pour tout x ∈ C, on ait g(y) ≥ 0 pour tout y ∈ A. Soit y ∈ A
et supposons que y �∈ C. D’après le théorème 9.4.1, il existe f ∈ E∗ et α ∈ R tels que
f(y) < α < f(x), pour tout x ∈ C. Soit g = f − α, alors g est une fonction numérique
affine continue dans E telle que g(x) ≥ 0 pour tout x ∈ C, mais g(y) < 0, ce qui contredit
l’hypothèse. Donc on a bien A ⊂ C.

Exercice 9.22. Soient C un ensemble convexe fermé d’un espace de Banach (E, ‖ ‖),
(xn)n≥0 une suite bornée d’éléments de C et (λn)n≥0 une suite de nombres réels positifs.

1. Montrer que si
+∞∑
n=0

λn = 1 alors la série de terme général λnxn est convergente dans

(E, ‖ ‖) et on a

+∞∑
n=0

λnxn ∈ C.

2. Montrer que si 0 ∈ C et si l’on a

+∞∑
n=0

λn ≤ 1 alors la série de terme général λnxn

est convergente dans (E, ‖ ‖) et on a
+∞∑
n=0

λnxn ∈ C.

Solution. 1. Soit M > 0 tel que pour tout n ≥ 0, on ait ‖xn‖ ≤ M , d’où ‖λnxn‖ ≤
Mλn. Comme la série de terme général λn est convergente, alors la série

∑
n≥0

λnxn

est absolument convergente, donc convergente car (E, ‖ ‖) est un espace de Banach.

Pour tout n ≥ 0, soit Sn =
n∑

k=0

λkxk, alors on a lim
n→+∞Sn =

+∞∑
n=0

λnxn. Comme on a

lim
n→+∞

(
1−

+∞∑
k=n+1

λk

)
xn+1 = 0 et Sn +

(
1−

+∞∑
k=n+1

λk

)
xn+1 ∈ C, car C est convexe, on

en déduit que l’on a
+∞∑
n=0

λnxn ∈ C = C.

2. Comme dans 1, la série de terme général λnxn est convergente et on a

+∞∑
n=0

λnxn =
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lim
n→+∞Sn. Comme Sn =

n∑
k=0

λkxk =
n∑

k=0

λkxk+
(
1−

n∑
k=0

λk

)
0 ∈ C, alors on a

+∞∑
n=0

λnxn ∈

C = C.

Exercice 9.23. Soient U1, . . . , Un des ouverts convexes d’un R-espace vectoriel topolo-

gique (E, T ) tels que
n
∩
i=1

Ui = ∅. Montrer qu’il existe une application linéaire continue

T : (E, T ) −→ Rn−1 telle que
n
∩
i=1

T (Ui) = ∅.
Solution. Soit U =

{
(x1 − x2, x1 − x3, . . . , x1 − xn) ; xi ∈ Ui et 1 ≤ i ≤ n

}
, alors

U est un ouvert convexe de En−1 tel que 0 �∈ U . D’après le lemme 9.4.1, il existe une
forme linéaire continue f sur En−1 telle que pour tout z ∈ U , on ait 0 = f(0) < f(z).
Soient f1, . . . , fn−1 ∈ E∗ telles que pour tout z = (z1, . . . , zn−1) ∈ En−1, on ait f(z) =
n−1∑
i=1

fi(zi), d’où on a

n−1∑
i=1

fi(x1 − xi+1) > 0 pour tous x1 ∈ U1 et xi+1 ∈ Ui+1, avec

1 ≤ i ≤ n − 1. Pour tout x ∈ E, on pose T (x) = (f1(x), . . . , fn−1(x)), alors T est une

application linéaire continue de E dans Rn−1 telle que
n
∩
i=1

T (Ui) = ∅.

Exercice 9.24. Soit A un sous-ensemble non vide équilibré d’un K-espace vectoriel E.
Montrer que conv(A) est aussi équilibré.
Solution. Soient x ∈ conv(A) et λ ∈ K tel que |λ| ≤ 1. D’après la proposition 9.5.1, il

existe a1, . . . , an ∈ A et t1 ≥ 0, . . . , tn ≥ 0 tels que

n∑
i=1

ti = 1 et x =

n∑
i=1

tiai. D’où on a

λx =

n∑
i=1

tiλai. Puisque A est équilibré, alors λai ∈ A, pour tout 1 ≤ i ≤ n, d’où on a

λx ∈ conv(A). Donc conv(A) est équilibré.

Exercice 9.25. Soient A et B deux sous-ensembles non vides disjoints convexes d’un
K-espace vectoriel E. Soit x ∈ E. Montrer que ou bien conv({x} ∪ A) ∩ B = ∅ ou bien
conv({x} ∪B) ∩A = ∅.
Solution. D’après le lemme 9.5.1, on a conv({x}∪A) =

{
tx+(1− t)a ; 0 ≤ t ≤ 1 et a ∈

A
}
et conv({x}∪B) =

{
sx+(1− s)b ; 0 ≤ s ≤ 1 et b ∈ B

}
. Si conv({x}∪A)∩B �= ∅ et

conv({x}∪B)∩A �= ∅, alors il existe t, s ∈ ]0, 1] et a ∈ A et b ∈ B tels que tx+(1−t)a ∈ B
et sx + (1 − s)b ∈ A. Comme A et B sont convexes, alors pour tout α, β ∈ [0, 1], on a
αtx + α(1− t)a+ (1− α)b ∈ B et βsx+ β(1 − s)b+ (1− β)a ∈ A. Or on a :

⎧⎨
⎩

αt = βs
α(1 − t) = 1− β
1− α = β(1− s)

⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

α =
s

s+ t(1− s)

β =
t

t+ s(1− t)

donc si on pose α =
s

s+ t(1− s)
et β =

t

t+ s(1− t)
, alors α, β ∈ [0, 1] et on a :

αtx + α(1− t)a+ (1− α)b = βsx + β(1− s)b+ (1 − β)a ∈ A ∩B .
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Ce qui est impossible. Par conséquent, ou bien conv({x} ∪ A) ∩B = ∅ ou bien :
conv({x} ∪B) ∩A = ∅.

Exercice 9.26. Soient A et B deux sous-ensembles disjoints convexes d’un K-espace
vectoriel E. Montrer qu’il existe dans E deux ensembles convexes disjoints C et D tels
que A ⊂ C, B ⊂ D et C ∪D = E.
Solution. Soit E l’ensemble des couples (M,N) où M et N sont des sous-ensembles
convexes de E tels que A ⊂ M , B ⊂ N et M ∩N = ∅. L’ensemble E �= ∅ car (A,B) ∈ E .
On munit E de la relation d’ordre suivante :

(M,N) ≤ (M ′, N ′) ⇐⇒ M ⊂ M ′ et N ⊂ N ′ .

On vérifie que ≤ est bien une relation d’ordre sur E . Montrons que E est inductif,
i.e. toute partie totalement ordonnée de E possède un majorant. Soit (Mi, Ni)i∈I une
partie, indexée par I, totalement ordonnée de E . Alors pour tout i, j ∈ I, soit on a
(Mi, Ni) ≤ (Mj, Nj), soit on a (Mj , Nj) ≤ (Mi, Ni). Soient M = ∪

i∈I
Mi et N = ∪

i∈I
Ni,

alorsM etN sont des sous-ensembles convexes de E tels que A ⊂ M ,B ⊂ N etM∩N = ∅
et pour tout i ∈ I, on a (Mi, Ni) ≤ (M,N). Ainsi (M,N) est un majorant dans E de
(Mi, Ni)i∈I , donc E est inductif. Par le lemme de Zorn, voir Appendice A, E possède un
élément maximal (C,D). Supposons C∪D �= E et soit x ∈ E \(C∪D). D’après l’exercice
précédent, ou bien conv({x} ∪ C) ∩ D = ∅ ou bien C ∩ conv({x} ∪ D) = ∅. Ainsi, on
trouve un majorant de (C,D) dans E et différent de (C,D). Ce qui est impossible. Donc
on a bien C ∪D = E.

Exercice 9.27. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et U un ouvert non vide de E. Montrer
que conv(U) est un ouvert de E.
Solution. Soit x ∈ conv(U). D’après la proposition 9.5.1, il existe x1, . . . , xn ∈ U et

t1 ≥ 0, . . . , tn ≥ 0 tels que

n∑
i=1

ti = 1 et x =

n∑
i=1

tixi. Puisque U est un ouvert, il existe

r1 > 0, . . . , rn > 0 tels que B(xi, ri) ⊂ U , pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Soit r = inf
1≤i≤n

ri, alors

r > 0. Montrons que l’on a B(x, r) ⊂ conv(U). Soit y ∈ B(x, r). On pose yi = xi+ y−x.

Alors on a yi ∈ B(xi, r) ⊂ B(xi, ri) ⊂ U et y =
n∑

i=1

tiyi, d’où y ∈ conv(U). Donc on a

bien B(x, r) ⊂ conv(U). Par conséquent, conv(U) est un ouvert de E.

Remarque 9.6.4. L’enveloppe convexe d’un fermé n’est pas en général fermé. En effet,
soit F =

{
(x, 0) ; x ∈ R

}
∪
{
(0, 1)

}
, alors F est fermé dans R2, mais conv(F ) =

{
(x, y) ∈

R2 ; 0 ≤ y < 1
}
∪
{
(0, 1)

}
n’est pas fermé dans R2.

Exercice 9.28. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et A un sous-ensemble non vide borné
de E. Montrer que le diamètre de conv(A) est égal au diamètre de A. Autrement dit, on
a δ(conv(A)) = δ(A).
Solution. Comme on a A ⊂ conv(A), alors on a δ(A) ≤ δ(conv(A)). Réciproquement,
soient x, y ∈ conv(A). D’après la proposition 9.5.1, il existe a1, . . . , an ∈ A et t1 ≥

0, . . . , tn ≥ 0 tels que

n∑
i=1

ti = 1 et x =

n∑
i=1

tiai et il existe b1, . . . , bm ∈ A et s1 ≥
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0, . . . , sm ≥ 0 tels que
m∑
j=1

sj = 1 et y =
m∑
j=1

sjbj. On en déduit que l’on a x =

n∑
i=1

m∑
j=1

tisjai et y =
n∑

i=1

m∑
j=1

tisjbj . D’après l’inégalité triangulaire, on a ‖x − y‖ ≤

n∑
i=1

m∑
j=1

tisj‖ai−bj‖ ≤
n∑

i=1

m∑
j=1

tisjδ(A) = δ(A). Par conséquent, on a δ(conv(A)) ≤ δ(A),

d’où δ(conv(A)) = δ(A).

Exercice 9.29 [théorème de Lucas]. Soit p(z) = a0 + a1z + · · · anzn un polynôme de
degré n ≥ 2 sur C. On note Zp (resp. Z ′

p) l’ensemble des zéros de p (resp. p′). Montrer
que l’on a Z ′

p ⊂ conv(Zp).
Solution. On a P (z) = an(z − z1)(z − z2) . . . (z − zn), avec an �= 0 et Zp = {z1, . . . , zn},
où chaque racine est répétée autant des fois que son ordre de multiplicité. Pour tout

z ∈ C \ Zp, on a
p′(z)
p(z)

=
1

z − z1
+ · · · + 1

z − zn
=

z̄ − z̄1
|z − z1|2

+ · · · + z̄ − z̄n
|z − zn|2

. Soit

z ∈ Z ′
p, i.e. p

′(z) = 0. Si z ∈ Zp, on a rien à démontrer. Supposons que z �∈ Zp et posons

ti =
1

|z − zi|2
. On déduit de l’égalité précédente que l’on a z =

t1z1 + · · ·+ tnzn
t1 + · · ·+ tn

, donc

z ∈ conv(Zp). Par conséquent, on a Z ′
p ⊂ conv(Zp).

Exercice 9.30. Déterminer les points extrémaux du compact K =
{

1
n ; n ≥ 1

}
∪ {0} ⊂

R.
Solution. Pour tout n ≥ 1, on a 1

n+1 = n
n+1

1
n + (1 − n

n+1 )0, donc
1

n+1 n’est pas un
point extrémal de K. Soient x, y ∈ K et t ∈ ]0, 1[ tels que 1 = tx + (1 − t)y. Si x �= 1,
alors on a x ≤ 1

2 , d’où 1 ≤ t
2 + (1 − t)y ≤ t

2 + (1 − t) < 1, ce qui est impossible,
donc on a x = 1. Par conséquent, on a x = y = 1, donc 1 est un point extrémal de K.
Soient x, y ∈ K et t ∈ ]0, 1[ tels que 0 = tx + (1 − t)y. Comme on a 0 ≤ x et 0 ≤ y,
alors on a x = y = 0, donc 0 est un point extrémal de K. Finalement, on a e(K) = {0, 1}.

Exercice 9.31. Soit K un compact convexe non vide d’un espace préhilbertien (E, 〈, 〉).
D’après le théorème de Krein-Milman, K possède au moins un point extrémal. Sans faire
utilisation de ce théorème, montrer que si x0 ∈ K tel que ‖x0‖2 = max

{
‖x‖2 ; x ∈ K

}
,

alors x0 est un point extrémal de K.
Solution. Supposons que x0 n’est pas un point extrémal de K, alors il existe x, y ∈ K
tels que x �= y et x0 = x+y

2 . D’après l’identité du parallélogramme, on a :

‖x0‖2 =
∥∥∥x+ y

2

∥∥∥2 = 1
2

(
‖x‖2 + ‖y‖2 − 1

2‖x− y‖2
)
.

Comme on a x �= y, alors ‖x− y‖ > 0, d’où on a :

‖x0‖2 < 1
2

(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
≤ 1

2

(
‖x0‖2 + ‖x0‖2

)
= ‖x0‖2 ,

ce qui est impossible. Par conséquent, x0 est bien un point extrémal de K.

Exercice 9.32. Soit (E, 〈 , 〉) un espace préhilbertien. Montrer que l’ensemble des points
extrémaux de la boule unité fermée BE est la sphère unité SE .
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Solution. On déduit de la remarque 9.5.2 que l’on a e(BE) ⊂ SE . Réciproquement, soit
x ∈ SE . Montrons que x est un point extrémal de BE . D’après la proposition 9.5.3, il
suffit de montrer que pour tout y, z ∈ BE vérifiant x = y+z

2 , on a y = z = x. Soient

y, z ∈ BE tels que x = y+z
2 . D’après l’identité du parallélogramme, on a ‖y + z‖2 =

2
(
‖y‖2 + ‖z‖2

)
− ‖y− z‖2 ≤ 4− ‖y− z‖2, d’où ‖x‖2 =

∥∥y+z
2

∥∥2 ≤ 1−
∥∥y−z

2

∥∥2. Si y �= z,

alors on a 0 <
∥∥ y−z

2

∥∥2 ≤ 1, d’où ‖x‖ < 1, ce qui est impossible. Donc on a y = z, d’où
x = y = z.

Exercice 9.33. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert et U ∈ L (H) une isométrie.
Montrer que U est un point extrémal de la boule unité fermée de L (H).
Solution. Soient S et T deux opérateurs dans la boule unité fermée de L (H) et
r ∈ [0, 1] tels que U = rS + (1 − r)T . Soit x ∈ H tel que ‖x‖ = 1. Alors on a
U(x) = rS(x) + (1− r)T (x). Comme on a ‖U(x)‖ = ‖x‖ = 1, ‖S(x)‖ ≤ 1 et ‖T (x)‖ ≤ 1,
on déduit de l’exercice précédent que l’on a U(x) = S(x) = T (x). Par conséquent, on a
U = S = T . Donc U est un point extrémal de la boule unité fermée de L (H).

Exercice 9.34. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert et P ∈ L (H) un projecteur
orthogonal. Soit A =

{
T ∈ L (H) ; ‖T ‖ ≤ 1 et T est positif

}
. Montrer que A est une

partie convexe de L (H) et que P est un point extrémal de A.
Solution.Comme la boule unité fermée de L (H) est convexe et l’ensemble des opérateurs
positifs est une partie convexe de L (H), on en déduit que A est une partie convexe de
L (H). Soient S, T ∈ A et r ∈ [0, 1] tels que P = rS + (1 − r)T . Soit x ∈ P (H), alors
on a x = P (x) = rS(x) + (1 − r)T (x). Comme on a ‖S(x)‖ ≤ ‖x‖ et ‖T (x)‖ ≤ ‖x‖,
on déduit de l’exercice 9.32 que l’on a x = S(x) = T (x). Soit y ∈ P (H)⊥. Alors on a
0 = 〈P (y), y〉 = r〈S(y), y〉+(1− r)〈T (y), y〉. Comme S et T sont des opérateurs positifs,
on a 〈S(y), y〉 ≥ 0 et 〈T (y), y〉 ≥ 0, d’où on a 〈S(y), y〉 = 〈T (y), y〉 = 0. D’après l’exercice
8.59 du supplément, on a 0 ≤ 〈S(y), S(y)〉 ≤ 〈S(y), y〉 et 0 ≤ 〈T (y), T (y)〉 ≤ 〈T (y), y〉,
donc on a S(y) = T (y) = 0. Par conséquent, on a P = S = T . Donc P est un point
extrémal de A.

Exercice 9.35. Soient X un espace compact et E = C(X) le K-espace vectoriel des
fonctions continues sur X et à valeurs dans le corps K, muni de la norme ‖ ‖∞. Montrer
que les points extrémaux de BE , la boule unité fermée de E, est l’ensemble des fonctions
f de E telles que |f(x)| = 1, pour tout x ∈ X .
Solution. Soit f ∈ E telle que pour tout x ∈ X , on ait |f(x)| = 1. Soient t ∈ ]0, 1[ et
g, h ∈ BE telles que f = tg+(1− t)h. Alors pour tout x ∈ X , on a |f(x)| = 1, |g(x)| ≤ 1,
|h(x)| ≤ 1 et f(x) = tg(x) + (1 − t)h(x). On déduit de l’exercice 9.32 que pour tout
x ∈ X , on a f(x) = g(x) = h(x). Donc on a f = g = h. Par conséquent, f est un point
extrémal de BE .
Réciproquement, soit f un point extrémal de BE . Supposons qu’il existe x0 ∈ X tel que
|f(x0)| < 1. D’après le théorème d’Urysohn, théorème 3.6.1, il existe g ∈ E tel que g �= 0,
f − g ∈ BE et f + g ∈ BE . Comme on a f = f+g

2 + f−g
2 , alors f n’est pas un point

extrémal de BE .

Exercice 9.36. Montrer que l’ensemble des points extrémaux de la boule unité fermée
de �∞ est l’ensemble

{
x = (xn)n≥0 ∈ �∞ ; |xn| = 1 pour tout n ≥ 0

}
.
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Solution. Soit B la boule unité fermée de �∞. Alors B est convexe. Soit x = (xn)n≥0 ∈
�∞ tel que |xn| = 1, pour tout n ≥ 0. Alors on a x ∈ B. Soient y, z ∈ B tels que
x = 1

2y + 1
2z. Alors pour tout n ≥ 0, on a xn = 1

2yn + 1
2zn. Comme on a |xn| = 1,

|yn| ≤ 1 et |zn| ≤ 1, on déduit de l’exercice 9.32 que pour pour tout n ≥ 0, on a
xn = yn = zn. Donc on a x = y = z. Par conséquent, x est un point extrémal de B.
Réciproquement, soit x un point extrémal de B. D’après la remarque 9.5.2, on a ‖x‖∞ =
1. Soit n ≥ 0. Si |xn| < 1, alors il existe ε > 0 tel que |xn|+ ε ≤ 1. Soient y, z ∈ B définis
par yp = zp = xp si p �= n, et yn = xn − ε, zn = xn + ε. Alors on a x = 1

2y+
1
2z, y �= x et

z �= x. Ce qui est impossible car x est un point extrémal de B. Donc on a bien |xn| = 1.
Par conséquent, pour tout n ≥ 0, on a |xn| = 1.

Exercice 9.37. Montrer que l’ensemble des points extrémaux de la boule unité fermée
de �1 est l’ensemble

{
λen ; |λ| = 1 et n ≥ 0

}
.

Solution. Soit B la boule unité fermée de �1. Alors B est convexe. Soit λ ∈ K tel que
|λ| = 1. Soit n ≥ 0. Montrons que λen est un point extrémal de B. Soient y, z ∈ B tels
que λen = 1

2y+
1
2z. Alors pour tout p �= n, on a 0 = 1

2yp+
1
2zp et on a λ = 1

2yn+
1
2zn. On

a |yn| ≤ ‖y‖1 ≤ 1 et |zn| ≤ ‖z‖1 ≤ 1, il résulte de l’exercice 9.32 que l’on a λ = yn = zn,

d’où 1 = |yn| = |zn|. Comme on a ‖y‖1 =

+∞∑
p=0

|yp| ≤ 1 et ‖z‖1 =

+∞∑
p=0

|zp| ≤ 1, on en

déduit que yp = zp = 0, pour tout p �= n. Par conséquent, on a y = z = λen, donc λen
est un point extrémal de B.

Réciproquement, soit x un point extrémal de B. D’après la remarque 9.5.2, on a

+∞∑
p=0

|xp| =

‖x‖1 = 1. Soit n ≥ 0 tel que xn �= 0. Si |xn| < 1, alors il existe q ≥ 0 tel que q �= n et
0 < |qn| < 1. On pose yp = zp = xp si p �∈ {n, q} et yn = (1 + |xq |)xn, yq = (1− |xn|)xq,
zn = (1 − |xq|)xn et zq = (1 + |xn|)xq . Alors y = (yn)n≥0, z = (zn)n≥0 ∈ B tels que
y �= x, z �= x et on a x = 1

2y +
1
2z. Ce qui est impossible, car x est un point extrémal de

B. Donc on a |xn| = 1, d’où xp = 0, pour tout p �= n. Donc on a bien x = xnen, avec
|xn| = 1. Autrement dit, il existe λ ∈ K tel que |λ| = 1 et il existe n ≥ 0 tel que x = λen.

Remarque 9.6.5. On montrera au chapitre 10, voir propositions 10.3.1 et 10.4.1, que
pour tout p ∈ ]1, +∞[, l’ensemble des points extrémaux de la boule unité fermée de �p

est la sphère unité.

Exercice 9.38. Soient E,F deux K-espaces vectoriels et f : E −→ F une application
affine injective. Soient A un sous-ensemble non vide de E et ξ ∈ A .

1. Montrer que si ξ est un point extrémal de A, alors f(ξ) est un point extrémal de
f(A).

2. En déduire que si f est de plus bijective, alors ξ est un point extrémal de A si et
seulement si f(ξ) est un point extrémal de f(A).

3. Supposons que E et F sont des espaces normés. Soient T : E −→ F une application
linéaire isométrique et A un sous-ensemble non vide de E. Montrer que l’on a
e(T (A)) = T (e(A)).

4. Supposons que E est un espace localement convexe et que F est un espace vectoriel
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topologique. Soient T : E −→ F une application linéaire continue et C un compact
non vide de E. Montrer que l’on a e(T (C)) ⊂ T (e(C)).

Solution. 1. Soient g : E −→ F une application linéaire et z ∈ F tels que pour tout
x ∈ E, on ait f(x) = g(x)+z. Supposons que ξ un point extrémal de A. Soient x, y ∈ f(A)
et t ∈ ]0, 1[ tels que f(ξ) = (1− t)x+ ty. Soient a, b ∈ A tels que x = f(a) = g(a) + z et
y = f(b) = g(b)+z, d’où f(ξ) = (1−t)g(a)+tg(b)+z = g

(
(1−t)a+tb

)
+z = f

(
(1−t)a+tb

)
.

Comme f est injective, alors on a ξ = (1− t)a+ tb. Or ξ est un point extrémal de A, donc
on a ξ = a = b. Par conséquent, on a f(ξ) = f(a) = f(b), d’où f(ξ) = x = y. Autrement
dit, f(ξ) est un point extrémal de f(A).
2. Ceci résulte immédiatement de 1.
3. On applique 2 aux espaces normés E et T (E).
4. Soit η ∈ e(T (C)). Comme T est continue, alors K = C ∩ T−1({η}) est un compact
non vide de E. D’après le théorème 9.5.2, e(K) �= ∅. Soit a ∈ e(K). Alors on a T (a) = η.
Montrons que a ∈ e(C). Soient x, y ∈ C et t ∈ ]0, 1[ tels que a = (1 − t)x + ty, d’où
η = T (a) = (1 − t)T (x) + tT (y). Comme η est un point extrémal de T (C), alors on
a η = T (x) = T (y), d’où x, y ∈ K. Par conséquent, on a a = x = y, car a est
un point extrémal de K. Donc a est bien un point extrémal de C. Donc on a bien
e(T (C)) ⊂ T (e(C)).

Exercice 9.39. Soit n ≥ 2.

1. Déterminer les points extrémaux des boules unités fermées de Rn pour les normes
‖ ‖1, ‖ ‖2 et ‖ ‖∞.

2. Existe-t-il des isométries surjectives entre (Rn, ‖ ‖1), (Rn, ‖ ‖2) et (Rn, ‖ ‖∞) ?

Solution. 1. On désigne respectivement par B1, B2 et B∞ la boule unité fermée de Rn

pour la norme ‖ ‖1, ‖ ‖2 et ‖ ‖∞. D’après l’exercice 9.32, on a :

e(B2) = Fr(B2) =
{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn ; x2

1 + · · ·+ x2
n = 1

}
.

On montre comme dans les exercices 9.40 et 9.41 que l’on a :

e(B1) =
{
λei ; 1 ≤ i ≤ n et λ ∈ R ; |λ| = 1

}
et

e(B∞) =
{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn ; |x1| = · · · = |xn| = 1

}
.

2. Supposons qu’il existe une isométrie surjective de (Rn, ‖ ‖2) sur (Rn, ‖ ‖1). D’après
l’exercice 6.78 du supplément, il existe alors une isométrie linéaire surjective g de
(Rn, ‖ ‖2) sur (Rn, ‖ ‖1). Alors on a g(B2) = B1 et g(Fr(B2)) = Fr(B1) = {(x1, . . . , xn) ∈
Rn ; |x1| + · · · + |xn| = 1}. D’après l’exercice précédent, on a e(B1) = g(e(B2)) =
g(Fr(B2)) = Fr(B1), ce qui est impossible d’après 1. Donc il n’existe pas d’isométrie
surjective de (Rn, ‖ ‖2) sur (Rn, ‖ ‖1). De même, comme on a e(B∞) �= Fr(B∞), alors il
n’y a pas d’isométrie surjective de (Rn, ‖ ‖2) sur (Rn, ‖ ‖∞).
Notons que l’application (x, y) �−→ 1

2 (x+ y,−x+ y) est une isométrie linéaire surjective
de (R2, ‖ ‖∞) sur (R2, ‖ ‖1).

Exercice 9.40. Soient u = (1, 0, 1), v = (1, 0,−1) etK = {u, v}∪{(cos(θ), sin(θ), 0) ; 0 ≤
θ ≤ 2π} ⊂ R3. Montrer que conv(K), l’enveloppe convexe de K, est compact mais que
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l’ensemble des points extrémaux de conv(K) n’est pas compact.
Solution. Puisque K est compact, on déduit de la proposition 9.5.2 que conv(K) est
compact. On déduit aussi du corollaire 9.5.4 que les points extrémaux de conv(K)
appartiennent à K. Soit A = {(x, y, 0) ; x2 + y2 ≤ 1}. Comme on a :
A = conv({(cos(θ), sin(θ), 0) ; 0 ≤ θ ≤ 2π}), alors conv(K) = conv

(
{u} ∪ {v} ∪ A

)
.

D’après le lemme 9.5.1, on a alors :

conv(K) =
{
t1u+ t2v+ t3(x, y, 0) ; x

2 + y2 ≤ 1, t1 ≥ 0, t2 ≥ 0, t3 ≥ 0, t1 + t2+ t3 = 1
}
.

Comme on a conv(K) \ {u} ={
t1u+ t2v + t3(x, y, 0) ; x

2 + y2 ≤ 1, 1 > t1 ≥ 0, t2 ≥ 0, t3 ≥ 0, t1 + t2 + t3 = 1
}
. Alors

conv(K)\{u} est convexe. On déduit de la proposition 9.5.3 que u est un point extrémal
de conv(K). De même, on a conv(K) \ {v} ={
t1u + t2v + t3(x, y, 0) ; x2 + y2 ≤ 1, t1 ≥ 0, 1 > t2 ≥ 0, t3 ≥ 0, t1 + t2 + t3 =

1
}
. Alors conv(K) \ {v} est convexe. Donc v est un point extrémal de conv(K). On

a (1, 0, 0) = 1
2u + 1

2v, donc (1, 0, 0) n’est pas un point extrémal de conv(K). Soit
θ ∈ ]0, 2π[. Montrons que (cos(θ), sin(θ), 0) est un point extrémal de conv(K). Soient
a = t1u+ t2v + t3(x, y, 0), b = s1u+ s2v + s3(x

′, y′, 0), avec x2 + y2 ≤ 1, t1 ≥ 0, t2 ≥ 0,
t3 ≥ 0, t1 + t2 + t3 = 1, x′2 + y′2 ≤ 1, s1 ≥ 0, s2 ≥ 0, s3 ≥ 0, s1 + s2 + s3 = 1, tels que
(cos(θ), sin(θ), 0) = 1

2a+
1
2b. Alors on a cos(θ) = 1

2

(
t1 + s1 + t2 + s2

)
+ 1

2 t3x+ 1
2s3x

′ et
sin(θ) = 1

2 t3y+
1
2s3y

′. D’où on a eiθ = 1
2

(
t1 + s1 + t2 + s2

)
+ 1

2 t3(x+ iy) + 1
2s3(x

′ + iy′),
avec 1

2 (t1 + s1 + t2 + s2) +
1
2 t3 + 1

2s3 = 1. Comme x + iy, x′ + iy′ et 1 sont dans la
boule unité fermée de C et eiθ est un point extrémal de cette boule, voir exercice 9.32,
on déduit du corollaire 9.5.2 que si 1

2 (t1 + s1 + t2 + s2) �= 0, alors eiθ = 1, ce qui
est impossible. Donc on a 1

2 (t1 + s1 + t2 + s2) = 0, d’où t1 = s1 = t2 = s2 = 0 et
t3 = s3 = 1. On applique encore une fois le corollaire 9.5.2, on obtient eiθ = x + iy
et eiθ = x′ + iy′, d’où on a x = cos(θ) = x′ et y = sin(θ) = y′. Par conséquent, on
a a = b = (cos(θ), sin(θ), 0). Donc (cos(θ), sin(θ), 0) est un point extrémal de conv(K).
Finalement, on a e(conv(K)) = {u, v}∪{(cos(θ), sin(θ), 0) ; 0 < θ < 2π} = K\{(1, 0, 0)},
donc e(conv(K)) n’est pas compact.

Exercice 9.41. Soit K un sous-ensemble non vide, compact et convexe de R2. Montrer
que l’ensemble des points extrémaux de K est compact.
Solution. On va montrer que K \ e(K) est ouvert dans K. Soit a ∈ K \ e(K). Montrons

qu’il existe ε > 0 tel que B(a, ε) ∩K ⊂ K \ e(K). Comme
◦
K est un ouvert de R2 et on

a
◦
K ⊂ K \ e(K), par la remarque 9.5.2, on peut supposer que a �∈

◦
K. Comme a �∈ e(K),

alors il existe x, y ∈ K tels que x �= y, x �= a, y �= a et a = 1
2x + 1

2y. Vérifions que
K se trouve dans un seul coté de la droite D passant par x et y. S’il existe z, z′ ∈ K
tels que z et z′ se trouvent de manière opposée par rapport à la droite D, on considère
alors les deux triangles Tz de sommets x, y et z et Tz′ de sommets x, y et z′. Comme K

est convexe, alors on a Tz ∪ Tz′ ⊂ K et a ∈
◦︷ ︸︸ ︷

Tz ∪ Tz′ , d’où a ∈
◦
K, ce qui est impossible

car on avait supposé que a �∈
◦
K. Donc K se trouve bien dans un seul coté de la droite

D. Si K ⊂ D et si ε = ‖a − x‖, alors ε > 0 et on a B(a, ε) ∩ K = ]x, y[⊂ K \ e(K).
Supposons maintenant que K �⊂ D. Alors il existe z ∈ K tel que z �∈ D. Comme K est
convexe, alors le triangle Tz de sommets x, y et z est inclus dans K. Soit z′ la symétrie
de z par rapport au point a, autrement dit, on a z′ = 2a − z et soit Tz′ le triangle de
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sommets x, y et z′. Alors il existe ε > 0 tel que B(a, ε) ⊂
◦︷ ︸︸ ︷

Tz ∪ Tz′ . Par conséquent, on a

B(a, ε) ∩K ⊂
◦
Tz ∪ ]x, y[⊂ K \ e(K). Donc K \ e(K) est bien ouvert dans K.

Exercice 9.42. Soit (en)n≥1 une famille orthonormale dans un espace de Hilbert (H, 〈 , 〉).
Soit K l’ensemble des vecteurs 0 et 1

nen, n ≥ 1.

1. Montrer que K est compact.

2. Montrer que conv(K) est bornée mais n’est pas fermée.

3. Trouver tous les points extrémaux de conv(K).

Solution. 1. Comme on a
∥∥ 1
nen

∥∥ = 1
n , alors la suite

(
1
nen

)
n≥1

converge vers 0 dans H ,

donc K est compact.
2. Soit B la boule unité fermée de H . Comme B est convexe et K ⊂ B, alors on a
conv(K) ⊂ B, donc conv(K) est bornée. Vérifions que l’on a :

conv(K) =
{ n∑

p=1

tp
p
ep ; n ≥ 1, t1 ≥ 0, . . . , tn ≥ 0 et

n∑
p=1

tp ≤ 1
}
.

En effet, on a

n∑
p=1

tp
p
ep =

n∑
p=1

tp
p
ep +

(
1 −

n∑
p=1

tp
)
0 ∈ conv(K), voir proposition 9.5.1. Il

est clair aussi que l’ensemble
{ n∑

p=1

tp
p
ep ; n ≥ 1, t1 ≥ 0, . . . , tn ≥ 0 et

n∑
p=1

tp ≤ 1
}

est

convexe, donc on a conv(K) =
{ n∑

p=1

tp
p
ep ; n ≥ 1, t1 ≥ 0, . . . , tn ≥ 0 et

n∑
p=1

tp ≤ 1
}
.

Montrons maintenant que conv(K) n’est pas fermée. On a ‖ 1
2ppep‖ = 1

2pp , donc la série∑
p≥1

1

2pp
ep est convergente dans H . Soit x =

+∞∑
p=1

1

2pp
ep. On a x = lim

n→+∞

n∑
p=1

1

2pp
ep et

pour tout n ≥ 1, on a

n∑
p=1

1

2p
≤ 1, donc x ∈ conv(K) et pour tout p ≥ 1, on a

〈x, ep〉 = 1
2pp �= 0. Si x ∈ conv(K), alors il existe n ≥ 1 et t1 ≥ 0, . . . , tn ≥ 0 tels

que

n∑
p=1

tp ≤ 1 et x =

n∑
p=1

tp
p
ep, d’où pour tout p > n, on a 〈x, ep〉 = 0, ce qui est

impossible, donc x �∈ conv(K). Par conséquent, conv(K) n’est pas fermée.
3. PuisqueH est un espace de Fréchet, d’après le corollaire 9.5.4, tous les points extrémaux
de conv(K) appartiennent à K. Soit n ≥ 1. Notons d’abord que pour tout x ∈ conv(K),
on a 0 ≤ 〈x, en〉 ≤ 1

n . Par conséquent, pour tout x ∈ conv(K) = conv(K), on a

0 ≤ 〈x, en〉 ≤ 1
n . Notons aussi que l’on a conv(K) ⊂ Vect({ep ; p ≥ 1}) = H ′ et que

(ep)p≥1 est une base hilbertienne de l’espace de Hilbert H ′. Donc pour tout x ∈ conv(K),

on a x =

+∞∑
p=1

〈x, ep〉ep. Soient n ≥ 1 et x, y ∈ conv(K) tels que 1
nen = 1

2x + 1
2y. Alors
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on a 1
n = 1

2 〈x, en〉 +
1
2 〈y, en〉, avec 0 ≤ 〈x, en〉 ≤ 1

n et 0 ≤ 〈y, en〉 ≤ 1
n , donc on a

〈x, en〉 = 〈y, en〉 = 1
n . Pour tout p �= n, on a aussi 0 = 1

2 〈x, ep〉+
1
2 〈y, ep〉, avec 0 ≤ 〈x, ep〉

et 0 ≤ 〈y, ep〉, donc on a 〈x, ep〉 = 〈y, ep〉 = 0. Par conséquent, on a x = y = 1
nen, donc

1
nen est un point extrémal de conv(K). De même, si x, y ∈ conv(K) tels que 0 = 1

2x+
1
2y,

alors pour tout p ≥ 1, on a 〈x, ep〉 = 〈y, ep〉 = 0. Donc on a x = y = 0, d’où 0 est un point
extrémal de conv(K). Par conséquent,K est l’ensemble des points extrémaux de conv(K).

Exercice 9.43. Soit p ∈ ]0, 1[. Il s’agit de montrer que l’espace vectoriel topologique
(�p, d), voir exercice 9.6, contient un compact K dont l’enveloppe convexe n’est pas
bornée. Pour tout n ≥ 1, soient ξn = 1

n1−p en et ηn = 1
n (ξ1 + · · ·+ ξn). Soit K l’ensemble

des vecteurs 0 et ξn, n ≥ 1. Vérifier que K est compact et que la suite (ηn)n≥1 n’est pas
bornée dans �p.
Solution. On a d(ξn, 0) =

1

np−p2
, d’où lim

n→+∞ d(ξn, 0) = 0. Donc on a lim
n→+∞ ξn = 0 dans

(�p, d). Par conséquent, K est compact. D’autre part, on a ηn ∈ conv(K) et

d(ηn, 0) =
1

np

n∑
k=1

1

kp−p2 ≥ 1

np

n∑
k=1

1

np−p2 = n1−2p+p2

= n(1−p)2 .

Donc on a lim
n→+∞ d(ηn, 0) = +∞. Par conséquent, la suite (ηn)n≥1 n’est pas bornée dans

�p.

Exercice 9.44. Soient E un espace vectoriel topologique et K un compact convexe non
vide de E. Montrer que l’on a K = conv(Fr(K)).
Solution. Puisque K est convexe et on a Fr(K) ⊂ K, alors on a conv(Fr(K)) ⊂ K.
Réciproquement, soient x ∈ K et D une droite quelconque passant par x, par exemple
D =

{
tx ; t ∈ R

}
. Alors D ∩ K est compact et convexe, donc il existe y, z ∈ K tels

que D ∩ K = [y, z], d’où y, z ∈ Fr(K) et on a x ∈ conv({y, z}) ⊂ conv(Fr(K)). Par
conséquent, on a K = conv(Fr(K)).

Pour plus d’exercices, voir le supplément associé à ce livre.



Chapitre 10

TOPOLOGIES FAIBLE ET

∗-FAIBLE

R
aPPELONS d’abord certains résultats concernant la topologie initiale, voir chapitre
1. Soient X un ensemble, (Yi, Ti)i∈I une famille d’espaces topologiques et pour

chaque i ∈ I, soit fi : X −→ Yi, une application. Soit B l’ensemble des intersections
finies d’ensembles de la forme f−1

i (Ui), où i ∈ I et Ui ouvert de Yi. Alors B est une
base d’ouverts d’une topologie T sur X , appelée topologie initiale associée à la famille
F = (fi)i∈I . La topologie T est aussi appelée la F-topologie. En fait, T est la topologie
la moins fine sur X rendant continue toutes les applications fi. Notons que si la famille
F est constituée d’une seule application f : X −→ Y , alors la topologie initiale associée
à f est tout simplement T =

{
f−1(U) ; U ouvert de Y

}
.

La F -topologie possède les propriétés suivantes.

– Étant donné un point x ∈ X , on obtient une base de voisinages de x pour la F -
topologie en considérant les ensembles de la forme ∩

i∈J
f−1
i (Vi), où Vi est un voisinage

de fi(x) dans Yi et J est un sous-ensemble fini de I.

– Si g : E −→ X est une application d’un espace topologique E dans l’espace X muni
de la F -topologie, alors g est continue en un point a ∈ E, si et seulement si, pour
tout i ∈ I, fi ◦ g est continue en a.

– Si pour tout i ∈ I, l’espace topologique (Yi, Ti) est séparé et si la famille (fi)i∈I

est séparante, i.e. pour tout x, y ∈ X tels que x �= y, il existe i ∈ I tel que
fi(x) �= fi(y), alors X muni de la F -topologie est séparé.

– Soient x ∈ X et (xn)n≥0 une suite dans X . Alors (xn)n≥0 converge vers x pour la
F -topologie si et seulement si, pour tout i ∈ I, la suite (fi(xn))n≥0 converge vers
fi(x) dans (Yi, Ti).

– Soient x ∈ X et (xλ)λ∈Λ une famille filtrante croissante dans X . Alors (xλ)λ∈Λ

converge vers x dans X pour la F -topologie si et seulement si, pour tout i ∈ I, la
famille filtrante croissante (fi(xλ))λ∈Λ converge vers fi(x) dans (Yi, Ti).

Rappelons aussi que si (E, ‖ ‖) est un espace normé, alors la boule unité fermée de E
est BE =

{
x ∈ E ; ‖x‖ ≤ 1

}
, et la sphère unité de E est SE =

{
x ∈ E ; ‖x‖ = 1

}
.

459
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10.1 Dualité dans les espaces vectoriels topologiques

On se donne un K-espace vectoriel E et un sous-espace vectoriel F de son dual algébrique
E′, et on souhaite étudier les propriétés des topologies T sur E, qui font de E un espace
localement convexe dont le dual topologique est F . On supposera toujours que F sépare
les points de E ; autrement dit, pour tout x ∈ E \ {0}, il existe f ∈ F tel que f(x) �= 0.
On suppose cette hypothèse parce que l’on souhaite que l’espace topologique (E, T ) soit
séparé, voir lemme 1.5.1.

Définition 10.1.1. On appelle système dual un pair (E, F ) de K-espaces vectoriels,
où F est un sous-espace vectoriel de E′, le dual algébrique de E, séparant les éléments
de E.

Exemple 10.1.1. Soient E un espace vectoriel et E′ son dual algébrique, alors (E, E′)
est un système dual.

Exemple 10.1.2. Soient (E, T ) un espace localement convexe et F = E∗ son dual
topologique, alors (E, F ) est un système dual, voir corollaire 9.4.1.

Définition 10.1.2. Soit (E, F ) un système dual. On appelle topologie faible sur E
définie par F , et l’on note σ(E,F ), la topologie initiale sur E associée aux formes linéaires
f : E −→ K lorsque f parcourt F .

Soit (E, F ) un système dual. Alors l’application canonique

J : E −→ F ′

x �−→ J(x)

où J(x)(f) = f(x), pour tous x ∈ E et f ∈ F , est linéaire et injective. Donc on peut
identifier E au sous-espace vectoriel J(E) de F ′. Il est aussi clair que J(E) sépare les
points de F . Par conséquent, on peut toujours voir de manière canonique (F, E) comme
un système dual. On définit alors de la même manière la topologie faible σ(F,E) sur
F ; c’est la topologie initiale associée aux formes linéaires J(x) : F −→ K lorsque x
parcourt E. Autrement dit, on pose par définition σ(F,E) = σ(F, J(E)).

On emploiera parfois l’adjectif �� faible �� et l’adverbe �� faiblement �� pour désigner des
propriétés relatives à la topologie faible, lorsqu’il ne pourra en résulter de confusions. On
parlera par exemple de partie faiblement ouverte ou faiblement fermée dans E, de suite
faiblement convergente, de convergence faible, de fonction faiblement continue, etc.

Théorème 10.1.1. Soit (E, F ) un système dual.

1. L’espace vectoriel E muni de la topologie faible σ(E,F ) est un espace localement
convexe.

2. Soit f : E −→ K une forme linéaire. On munit E de la topologie faible σ(E,F ).
Alors f est continue si et seulement si f ∈ F . Autrement dit, le dual topologique
de E, muni de la topologie faible σ(E,F ), est F .

3. L’espace vectoriel F muni de la topologie faible σ(F,E) est un espace localement
convexe.
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4. Soit Λ : F −→ K une forme linéaire. On munit F de la topologie faible σ(F,E).
Alors Λ est continue si et seulement si il existe x ∈ E tel que Λ(g) = g(x), pour
tout g ∈ F . Autrement dit, le dual topologique de F , muni de la topologie faible
σ(F,E), est E.

Démonstration. Les propriétés 1 et 3 résultent du lemme 9.2.2.
2. D’après la définition de la topologie faible σ(E,F ), si f ∈ F , alors f est continue.
Réciproquement, supposons que f est continue quand on munit E de la topologie faible
σ(E,F ). Alors il existe un voisinage ouvert V de 0 dans (E, σ(E,F )) tel que pour
tout x ∈ V , on ait |f(x)| < 1. D’après la définition de la topologie σ(E,F ), il existe
η > 0 et f1, . . . , fn ∈ F tels que

{
x ∈ E ; |fi(x)| < η , pour tout 1 ≤ i ≤ n

}
⊂ V .

Montrons que pour tout x ∈ E, on a alors |f(x)| ≤ 1
η max

1≤i≤n
|fi(x)|. Soit x ∈ E. Si

|f(x)| > 1
η max

1≤i≤n
|fi(x)|, on pose z =

x

f(x)
, alors |f(z)| = 1 et pour tout 1 ≤ i ≤ n,

on a |fi(z)| < η. D’où on a z ∈ V et |f(z)| = 1, ce qui est impossible. Donc, pour tout
x ∈ E, on a |f(x)| ≤ 1

η max
1≤i≤n

|fi(x)|. D’après le lemme 7.8.2, il existe λi ∈ K tels que

f =

n∑
i=1

λifi, d’où f ∈ F .

4. Ceci résulte de la défintion de la topologie faible σ(F,E) sur F et de 2. �

Remarque 10.1.1. Soit (E, F ) un système dual.

1. Soit KF l’espace vectoriel des applications de F dans Kmuni de la topologie produit
ou de la topologie de la convergence simple, voir remarque 5.1.1. On déduit de
la remarque 1.4.7 que la topologie faible σ(E,F ) sur E est la topologie image
réciproque sur E associée à l’application linéaire injective suivante.

E −→ KF

x �−→ (f(x))f∈F

2. De même, soit KE l’espace vectoriel des applications de E dans K muni de la
topologie produit ou de la topologie de la convergence simple. Alors la topologie
faible σ(F,E) sur F est la topologie image réciproque sur F associée à l’application
linéaire injective suivante.

F −→ KE

f �−→ (f(x))x∈E

Autrement dit, on a F ⊂ KE et la topologie faible σ(F,E) sur F est la topologie
induite sur F par la topologie de la convergence simple sur KE .

On déduit des remarques 9.2.5 et 9.2.7, la remarque suivante :

Remarque 10.1.2. Soit (E, F ) un système dual.

1. Soit F l’ensemble des parties finies non vides de F . Pour tout B ∈ F , on pose
PB(x) = max

f∈B
|f(x)|, pour tout x ∈ E. Alors (PB)B∈F est une famille séparante de

semi-normes sur E dont la topologie associée est la topologie faible σ(E,F ).
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2. Soit E l’ensemble des parties finies non vides de E. Pour tout A ∈ E , on pose
PA(f) = max

x∈A
|f(x)|, pour tout f ∈ F . Alors (PA)A∈E est une famille séparante de

semi-normes sur F dont la topologie associée est la topologie faible σ(F,E).

Remarque 10.1.3. Soit (E, F ) un système dual.

1. Soit x0 ∈ E. Pour tout ε > 0 et pour toute famille finie (fi)1≤i≤n d’éléments de F ,
soit :

V (x0, f1, . . . , fn, ε) =
{
x ∈ E ; |fi(x)− fi(x0)| < ε , pour tout 1 ≤ i ≤ n

}
.

Alors les V (x0, f1, . . . , fn, ε), où ε, n et les fi arbitraires, forment une base de
voisinages ouverts convexes et équilibrés de x0 pour la topologie σ(E,F ) sur E.

2. Les ensembles de la forme
{
x ∈ E ; |fi(x)| ≤ 1 , pour tout 1 ≤ i ≤ n

}
, où n ≥ 1 et

{f1, . . . , fn} est une famille finie quelconque de F , est une base locale pour l’espace
vectoriel topologique (E, σ(E,F )).

3. Soient (xn)n≥0 une suite dans E et x ∈ E. Alors (xn)n≥0 converge vers x pour la
topologie faible si et seulement si pour tout f ∈ F , (f(xn))n≥0 converge vers f(x)
dans le corps K.

4. Soit f0 ∈ F . Pour tout ε > 0 et pour toute famille finie (xi)1≤i≤n d’éléments de E,
soit :

V (f0, x1, . . . , xn, ε) =
{
f ∈ F ; |f(xi)− f0(xi)| < ε , pour tout 1 ≤ i ≤ n

}
.

Alors les V (f0, x1, . . . , xn, ε), où ε, n et les xi arbitraires, forment une base de
voisinages ouverts convexes et équilibrés de f0 pour la topologie faible σ(F,E) sur
F .

5. Soient (fn)n≥0 une suite dans F et f ∈ F . Alors (fn)n≥0 converge vers f pour la
topologie faible σ(F,E) si et seulement si pour tout x ∈ E, (f(xn))n≥0 converge
vers f(x) dans le corps K.

Définition 10.1.3. Soient (E, T ) un espace vectoriel topologique et E∗ son dual topolo-
gique. On suppose que E∗ sépare les points de E.

1. La topologie faible ou la w-topologie sur E est la topologie σ(E,E∗) sur E.
Autrement dit, la topologie faible sur E est la topologie la moins fine sur E rendant
continue toutes les applications f ∈ E∗.

2. La topologie ∗-faible ou la w∗-topologie sur E∗ est la topologie σ(E∗, E) sur
E∗. Autrement dit, la topologie ∗-faible sur E∗ est la topologie la moins fine sur E∗

rendant continue toutes les formes linéaires J(x) : E∗ −→ K, lorsque x parcourt
E, où J(x)(f) = f(x), pour tout f ∈ E∗.

Remarque 10.1.4. Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique tel que E∗ sépare les
points de E.

1. Puisque chaque f ∈ E∗ est, par définition, continue lorsque l’on munit E de la
topologie T , alors la topologie faible est moins fine que la topologie T . Autrement
dit, tout ouvert de E pour la topologie faible est aussi ouvert de E pour la topologie
T .
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2. La topologie T �� intervient peu �� dans la définition des topologies σ(E,E∗) et
σ(E∗, E). En fait, on a besoin de la topologie T juste pour avoir notre espace
vectoriel E∗.

Remarque 10.1.5. Soient (E, ‖ ‖) un K-espace normé, E∗ son dual topologique et E∗∗

son bidual topologique.

1. Il est clair que la topologie σ(E∗, E) surE∗ est moins fine que la topologie σ(E∗, E∗∗)
qui est à son tour moins fine que la topologie normique sur E∗.

2. D’après la proposition 7.9.1, l’application canonique

J : E −→ E∗∗

x �−→ J(x)

où J(x)(f) = f(x), pour tous x ∈ E et f ∈ E∗, est linéaire et isométrique. Ainsi,
on identifie E à un sous-espace normé de son bidual E∗∗. Pour tous x0 ∈ E,
f1, . . . , fn ∈ E∗ et ε > 0, on a J(V (x0, f1, . . . , fn, ε)) = V (J(x0), f1, . . . , fn, ε) ∩
J(E). Par conséquent, en identifiant E à J(E), la topologie induite sur J(E) par
la topologie ∗-faible sur E∗∗ est égale à la topologie faible sur J(E).

On déduit du théorème 9.4.5 et du théorème 10.1.1 le théorème suivant.

Théorème 10.1.2. Soient (E, T ) un espace localement convexe et C un ensemble
convexe de E. Alors l’adhérence de C dans (E, T ) cöıncide avec l’adhérence de C dans
E muni de la topologie faible. En particulier, C est fermé dans (E, T ) si et seulement si
C est fermé dans E muni de la topologie faible.

Corollaire 10.1.1. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et (xn)n≥0 une suite dans E qui
converge faiblement vers un x ∈ E. Alors il existe une suite (yn)n≥0 dans conv({xn ; n ≥
0}) qui converge vers x pour la norme. Autrement dit, si (xn)n≥0 converge faiblement

vers x, alors pour tout ε > 0, il existe t1 ≥ 0, . . . , tp ≥ 0 tels que

p∑
i=1

ti = 1 et

∥∥∥x−
p∑

i=1

tixi

∥∥∥ < ε.

Démonstration. Soit C = conv({xn ; n ≥ 0}), alors C est convexe et fermé dans
(E, ‖ ‖). D’après le théorème précédent, on a C

w
= C, où C

w
désigne l’adhérence de C

pour la topologie faible. Or x ∈ C
w
, d’où on a x ∈ C. On déduit de la proposition 9.5.1 que

pour tout ε > 0, il existe t1 ≥ 0, . . . , tp ≥ 0 tels que

p∑
i=1

ti = 1 et
∥∥∥x−

p∑
i=1

tixi

∥∥∥ < ε. �

Théorème 10.1.3 (Alaoglu). Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique tel que son
dual topologique E∗ sépare les points de E et soit V un voisinage de 0 dans (E, T ). Soit :

K =
{
f ∈ E∗ ; |f(x)| ≤ 1 , pour tout x ∈ V

}
.

Alors K est compact pour la topologie ∗-faible.
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Démonstration. Comme V est un voisinage de 0 dans E, il résulte de la proposition
9.1.2 que V est absorbant, donc pour tout x ∈ E, il existe tx > 0 tel que x ∈ txV . D’où
on a |f(x)| ≤ tx, pour tout f ∈ K. Soit Dx =

{
z ∈ K ; |z| ≤ tx

}
, alors Dx est compact,

et alors d’après le théorème de Tychonoff, théorème 3.3.3, l’espace topologique produit
D =

∏
x∈E

Dx est compact. On a K ⊂ E∗ ∩D ⊂ D ⊂ KE et la topologie ∗-faible sur K est

induite par la topologie produit sur D, voir remarque 10.1.1. Donc, pour montrer que K
est compact pour la topologie ∗-faible, il suffit de montrer que K est fermé dans D. Soit
g ∈ K. Notons que g est une fonction définie sur E, à valeurs dans K telle que pour tout
x ∈ E, on ait |g(x)| ≤ tx. Soient x, y ∈ E, λ ∈ K et ε > 0. Alors :

W =
{
f ∈ D ; |f(x)− g(x)| < ε , |f(y)− g(y)| < ε et |f(x+ λy)− g(x+ λy)| < ε

}
est un voisinage de g dans D. Donc il existe f ∈ K tel que f ∈ W . Puisque f est linéaire,
on a g(x + λy) − g(x) − λg(y) = (g − f)(x + λy) − (g − f)(x) − λ(g − f)(y). D’où on
a |g(x + λy) − g(x) − λg(y)| < (2 + |λ|)ε. Ceci étant vrai pour tout ε > 0, donc on a
g(x + λy) = g(x) + λg(y). Autrement dit, g est linéaire. Soient z ∈ V et ε > 0. Alors
U =

{
f ∈ D ; |f(z) − g(z)| < ε

}
est un voisinage de g dans D. Donc il existe f ∈ K

tel que f ∈ U . Puisque l’on a |f(z)| ≤ 1, alors |g(z)| < 1 + ε. Ceci étant vrai pour tout
ε > 0, donc on a |g(z)| ≤ 1. Par conséquent, pour tout z ∈ V , on a |g(z)| ≤ 1. On déduit
de la proposition 9.1.12 que g est continue et donc on a g ∈ K. Par conséquent, K est
fermé dans D. �

Corollaire 10.1.2 (Alaoglu). Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Alors on a :

1. La boule unité fermée BE∗ =
{
f ∈ E∗ ; ‖f‖ ≤ 1

}
est compact pour la topologie

∗-faible.

2. Toute partie bornée, pour la norme, de E∗ est relativement ∗-faiblement compacte.
En particulier, les parties de E∗ qui sont bornées, pour la norme, et ∗-faiblement
fermées sont ∗-faiblement compactes.

Démonstration. 1. On applique le théorème précédent à V = BE , la boule unité fermée
de E. Comme on a BE∗ =

{
f ∈ E∗ ; |f(x)| ≤ 1 , pour tout x ∈ BE

}
, alors BE∗ est

compact pour la topologie ∗-faible.
2. Soit B une partie bornée pour la norme dans E∗. Alors il existe r > 0 tel que
rB ⊂ BE∗ . Il résulte de 1 que rB est relativement compacte pour la topologie ∗-faible.
Comme E∗ muni de la topologie ∗-faible est un espace vectoriel topologique, alors la
multiplication par 1

r est un homéomorphisme de E∗, muni de la topologie ∗-faible, donc
B est relativement ∗-faiblement compacte. �

Lemme 10.1.1. Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique tel que E∗ sépare les points
de E. Alors tout voisinage de 0 dans E pour la topologie faible contient un sous-espace
vectoriel de codimension finie. En particulier, si E est de dimension infinie, alors tout
voisinage de 0 dans E pour la topologie faible contient un sous-espace vectoriel de dimen-
sion infinie.

Démonstration. Soit W un voisinage de 0 dans E pour la topologie faible. On peut
bien sûr supposer W �= E. D’après la remarque 10.1.3, il existe ε > 0 et f1, . . . , fn ∈ E∗

tels que
{
x ∈ E ; |fi(x)| < ε , pour tout 1 ≤ i ≤ n

}
⊂ W , d’où on a

n
∩
i=1

ker(fi) ⊂ W .
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On peut supposer que pour tout i ∈ {1, . . . , n}, fi �= 0. Considérons l’application linéaire
suivante.

f : E −→ Kn

x �−→ (f1(x), . . . , fn(x))

Alors on a ker(f) =
n
∩
i=1

ker(fi). Soit G un sous-espace vectoriel supplémentaire de ker(f)

dans E. Alors la restriction de f à G est linéaire injective de G dans Kn, donc G

est de dimension finie. Par conséquent,
n
∩
i=1

ker(fi) est un sous-espace vectoriel de E

de codimension finie. �

Proposition 10.1.1. Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique de dimension infinie
tel que son dual topologique E∗ sépare les points de E. Soit U un ouvert non vide de E
pour la topologie faible. Alors U n’est pas borné dans (E, T ). Autrement dit, tout ouvert
non vide bornée dans (E, T ) n’est pas ouvert pour la topologie faible.

Démonstration. Soit x0 ∈ U . Alors U − x0 est un voisinage de 0 dans E pour la
topologie faible. D’après le lemme précédent, il existe un sous-espace vectoriel de dimen-
sion infinie F dans E tel que F ⊂ U − x0, d’où on a x0 + F ⊂ U . Or tout sous-
espace vectoriel non nul n’est pas borné dans (E, T ), donc x0 + F n’est pas borné. Par
conséquent, U n’est pas borné dans (E, T ). �

Corollaire 10.1.3. Si (E, ‖ ‖) est un espace normé de dimension infinie, alors la
topologie faible sur E est strictement moins fine que la topologie associée à la norme.

On déduit du corollaire 9.1.2 et du théorème 10.1.1 le résultat suivant.

Proposition 10.1.2. Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique de dimension finie.
Alors (E, T ) est normable et on a :

1. La topologie T et la topologie faible cöıncident sur E.

2. La topologie normique et la topologie ∗-faible cöıncident sur E∗.

On déduit des propositions 10.1.1 et 10.1.2 le corollaire suivant :

Corollaire 10.1.4. Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique localement borné tel que
E∗ sépare les points de E. Alors la topologie T et la topologie faible cöıncident sur E si
et seulement si E est de dimension finie.

Théorème 10.1.4. Soit A une partie d’un espace localement convexe (E, T ). Alors A
est bornée dans (E, T ) si et seulement si A est faiblement bornée.

Démonstration. Comme la topologie faible est moins fine que la topologie T , si A est
bornée dans (E, T ), alors A est faiblement bornée.
Réciproquement, supposons que A est faiblement bornée. Soit U un voisinage de 0 dans
(E, T ). Comme (E, T ) est localement convexe, il existe un voisinage convexe, équilibré et
fermé V de 0 dans (E, T ) tel que V ⊂ U . Soit K =

{
f ∈ E∗ ; |f(x)| ≤ 1 , pour tout x ∈

V
}
. Soit W =

{
x ∈ E ; |f(x)| ≤ 1 , pour tout f ∈ K

}
. Montrons que l’on a V = W . Il

est clair que V ⊂ W . Soit x0 ∈ E \ V . D’après le théorème 9.4.4, il existe f ∈ E∗ tel que
pour tout x ∈ V , on ait |f(x)| < 1 < f(x0), d’où x0 �∈ W . Par conséquent, on a V = W .
Comme A est faiblement bornée, pour tout f ∈ E∗, il existe tf > 0 tel que |f(x)| ≤ tf
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pour tout x ∈ A. Puisque les formes linéaires J(x) : f �−→ f(x) sont ∗-faiblement
continues et puisque K est convexe, et ∗-faiblement compact, par le théorème d’Alaoglu,
en appliquant le théorème 9.3.2, avec E∗ à la place de E et le corps K à la place de F ,
on obtient une constante r > 0 telle que |f(x)| ≤ r pour tout f ∈ K et pour tout x ∈ A.
D’où pour tout f ∈ K et pour tout x ∈ A, on a

∣∣f(1rx)∣∣ ≤ 1. Par conséquent, pour
tout x ∈ A, on a 1

rx ∈ V , d’où A ⊂ rV . Donc on a A ⊂ rU . Ainsi, A est bornée dans
(E, T ). �

Remarque 10.1.6. Le théorème précédent n’est pas valable si l’espace vectoriel topolo-
giqueE n’est pas localement convexe. En effet, soient p ∈ ]0, 1[ etE = �p l’espace vectoriel

topologique des suites de scalaires x = (xn)n≥0 vérifiant

+∞∑
n=0

|xn|p < +∞. La topologie de

�p est définie par la distance d(x, y) =

+∞∑
n=0

|xn − yn|p, où x = (xn)n≥0, y = (yn)n≥0 ∈ �p.

On a montré, exercice 9.6, que �p est un F-espace, mais pas localement convexe et que
l’application

T : �∞ −→ �p
∗

y �−→ fy

est linéaire bijective, où pour tout y = (yn)n≥0 ∈ �∞ et pour tout x = (xn)n≥0 ∈ �p,

on a fy(x) =

+∞∑
n=0

xn yn. Soit B =
{
x = (xn)n≥0 ∈ �p ;

+∞∑
n=0

|xn| ≤ 1
}
. Alors pour tout

f ∈ (�p)
∗, f(B) est borné dans K mais B n’est pas borné dans �p. Autrement dit, B est

faiblement borné, mais B n’est pas borné dans �p. En effet, pour tout y = (yn)n≥0 ∈ �∞

et pour tout x = (xn)n≥0 ∈ B, on a |fy(x)| ≤
+∞∑
n=0

|xn| |yn| ≤ ‖y‖∞
+∞∑
n=0

|xn| ≤ ‖y‖∞.

Donc, pour tout f ∈ (�p)
∗, f(B) est borné dans K. Autrement dit, B est faiblement

borné dans �p. Soit a =

+∞∑
n=1

1

n
1
p

∈ ]0, +∞[. Pour tout n ≥ 1, soit ξn = 1
a

n∑
k=1

1

k
1
p

ek, alors

ξn ∈ B et on a d(ξn, 0) =
1
ap

n∑
k=1

1
k , d’où lim

n→+∞ d(ξn, 0) = +∞. Par conséquent, B n’est

pas bornée dans �p.

On déduit du théorème précédent et de la proposition 10.1.1 le résultat suivant :

Corollaire 10.1.5. Soit E un espace localement convexe de dimension infinie. Alors
tout ouvert non vide de E pour la topologie faible n’est pas borné pour la topologie faible.
En particulier, E muni de la topologie faible n’est pas normable, voir théorème 9.2.3.

Corollaire 10.1.6. Soit A une partie d’un espace normé (E, ‖ ‖). Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) A est bornée dans (E, ‖ ‖).

(ii) A est faiblement bornée.

(iii) Pour tout f ∈ E∗, f(A) est une partie bornée du corps K.
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Démonstration. L’équivalence (ii) ⇐⇒ (iii) résulte du théorème 9.2.2 et de la remarque
9.2.5. L’équivalence (i) ⇐⇒ (ii) est une conséquence immédiate du théorème précédent.
Mais on va donner une autre démonstration sans utiliser le théorème d’Alaoglu. Comme
la topologie faible est moins fine que la topologie associée à la norme, si A est bornée
dans (E, ‖ ‖), alors A est faiblement bornée.
Réciproquement, supposons que A est faiblement bornée. L’application canonique

J : E −→ E∗∗

x �−→ J(x)

où J(x)(f) = f(x), pour tous x ∈ E et f ∈ E∗, est linéaire et isométrique. Par hypothèse,
pour tout f ∈ E∗, il existe tf > 0 tel que |f(x)| ≤ tf pour tout x ∈ A. Autrement dit,
pour tout f ∈ E∗, on a sup

{
J(x)(f) ; x ∈ A

}
< +∞. On applique le théorème de

Banach-Steinhaus, corollaire 7.2.1, avec l’espace de Banach E∗ à la place de E et le
corps K à la place de F , on obtient que sup

{
‖J(x)‖ ; x ∈ A

}
< +∞. Comme J est

isométrique, on a alors sup
{
‖x‖ ; x ∈ A

}
< +∞. Autrement dit, A est bornée dans

(E, ‖ ‖). �

Corollaire 10.1.7. Soient (E, ‖ ‖) un espace de Banach et B une partie du dual
topologique (E∗, ‖ ‖). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) B est bornée dans (E∗, ‖ ‖).

(ii) B est ∗-faiblement bornée.

(iii) Pour tout x ∈ E,
{
f(x) ; f ∈ B

}
est une partie bornée du corps K.

Démonstration. L’équivalence (ii) ⇐⇒ (iii) résulte du théorème 9.2.2 et de la remar-
que 9.2.5. L’équivalence (i) ⇐⇒ (iii) n’est autre que le théorème de Banach-Steinhaus,
corollaire 7.2.1. �

Notez que l’équivalence (i) ⇐⇒ (ii) n’est pas valable si l’espace normé (E, ‖ ‖) n’est pas
de Banach, voir exercice 7.12.

Théorème 10.1.5. Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique tel que son dual topolo-
gique E∗ sépare les points de E. Soient A et B deux sous-ensembles non vides, disjoints,
compacts et convexes de E. Alors il existe f ∈ E∗ tel que sup

x∈A
Re(f(x)) < inf

x∈B
Re(f(y)).

Démonstration. Soit Ew = E muni de la topologie faible. D’après le théorème 10.1.1,
Ew est un espace localement convexe et on a E∗

w = E∗. Comme la topologie faible est
moins fine que la topologie T , alors A et B sont aussi compacts dans Ew. D’après la
partie 2 du théorème 9.4.1, il existe f ∈ E∗

w = E∗ et α, β ∈ R tels que pour tout x ∈ A
et pour tout x ∈ B, on ait Re(f(x)) < α < β < Re(f(y)). D’où on a sup

x∈A
Re(f(x)) < α <

β < inf
x∈B

Re(f(y)). �

Définition 10.1.4. Soit (E, F ) un système dual. Soient A un sous-ensemble non vide
de E et B un sous-ensemble non vide de F . On appelle polaire de A dans F l’ensemble :

A◦ =
{
f ∈ F ; |f(x)| ≤ 1 , pour toutx ∈ A

}
.
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De même, on appelle polaire de B dans E l’ensemble :

◦B =
{
x ∈ E ; |f(x)| ≤ 1 , pour tout f ∈ B

}
.

Notons que d’après la remarque 10.1.3, les polaires dans E des sous-ensembles finis de F
forment une base locale pour l’espace vectoriel topologique (E, σ(E,F )).

Notons que d’après le théorème d’Alaoglu, si V est un voisinage de 0 dans un espace
vectoriel topologique (E, T ) tel que E∗ sépare les points de E, alors son polaire V ◦ est
une partie convexe, équilibrée et compacte dans E∗ pour la topologie ∗-faible.

Exemple 10.1.3. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et F = E∗ son dual topologique. Si
A = BE est la boule unité fermée de E, alors A◦ = BE∗ est la boule unité fermée de E∗.

Proposition 10.1.3. Soient (E, T ) un espace localement convexe, A un sous-ensemble
non vide de E et B un sous-ensemble non vide de E∗. Alors on a :

1. L’ensemble A◦ est convexe, équilibré et fermé dans E∗ pour la topologie ∗-faible.

2. L’ensemble ◦B est convexe, équilibré et fermé dans (E, T ).

3. Si G est un sous-espace vectoriel de E, on a G◦ =
{
f ∈ E∗ ; f(x) = 0, pour tout

x ∈ G
}
.

4. Si G est un sous-espace vectoriel fermé de E, on a G = ∩
f∈G◦

ker(f).

5. Si G est un sous-espace vectoriel de E, alors G est dense dans E si et seulement
si G◦ = {0}.

Démonstration. 1. Soient f, g ∈ A◦, t ∈ [0, 1] et λ ∈ K tel que |λ| ≤ 1. Pour tout x ∈ A,
on a |tf(x)+(1− t)g(x)| ≤ t|f(x)|+(1− t)|g(x)| ≤ t+(1− t) = 1, d’où tf+(1− t)g ∈ A◦,
donc A◦ est convexe. On a aussi |λf(x)| = |λ| |f(x)| ≤ 1, d’où λf ∈ A◦, donc A◦ est
équilibré. Puisque pour tout x ∈ E, l’application f �−→ f(x) est continue de E∗ muni de
la topologie ∗-faible dans K, alors A◦ est fermé dans E∗.
2. On vérifie, comme dans 1, que ◦B est convexe, équilibré et fermé dans E.
3. Il est clair que l’on a

{
f ∈ E∗ ; f(x) = 0, pour toutx ∈ G

}
⊂ G◦. Réciproquement,

soit f ∈ G◦, alors f(G) est un sous-espace vectoriel de K et on a |f(x)| ≤ 1, pour tout
x ∈ G. D’où on a f(G) = {0}.
4. D’après 3, on a G◦ =

{
f ∈ E∗ ; G ⊂ ker(f)

}
, d’où G ⊂ ∩

f∈G◦
ker(f). Soit x ∈ E \G.

D’après le théorème 9.4.2, il existe f ∈ E∗ tel que f(x) = 1 et G ⊂ ker(f), d’où f ∈ G◦ et
x �∈ ker(f). En particulier, on a x �∈ ∩

f∈G◦
ker(f), donc ∩

f∈G◦
ker(f) ⊂ G. Par conséquent,

on a G = ∩
f∈G◦

ker(f).

5. Ceci résulte de 3 et du corollaire 9.4.3. �

Théorème 10.1.6 (théorème des bipolaires). Soient (E, T ) un espace localement
convexe, A un sous-ensemble équilibré de E et B un sous-ensemble équilibré de E∗.
Alors on a :

◦(A◦) = conv(A) = convw(A) et (◦B)◦ = convw
∗

(B) .
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Démonstration. Il est clair que l’on a A ⊂ ◦(A◦). D’après la proposition précédente,
◦(A◦) est convexe et fermé dans E, d’où on a conv(A) ⊂ ◦(A◦). Soit x ∈ E \ conv(A).
Comme conv(A) est convexe et fermé, et équilibré, voir exercice 9.24, d’après le théorème
9.4.4, il existe f ∈ E∗ tel que pour tout a ∈ A, on ait |f(a)| < 1 < f(x). Donc on a f ∈ A◦

et 1 < f(x) = |f(x)|, d’où x �∈ ◦(A◦). Donc on a ◦(A◦) ⊂ conv(A). Par conséquent, on a
◦(A◦) = conv(A). D’après le théorème 10.1.2, on a conv(A) = convw(A).
On montre la deuxième partie en échangeant le rôle de E et E∗. �

On s’intéresse dans cette dernière partie de ce paragraphe à la question suivante :
Étant donné un système dual (E, F ), alors quelles sont les topologies possibles T sur E
telle que (E, T ) soit un espace localement convexe et telle que (E, T )∗ = F ?

Soit (E, T ) un espace localement convexe. On munit E∗ de la topologie ∗-faible. Si B est
une partie non vide bornée de E∗, on pose pB(x) = sup

f∈B
|f(x)|, pour tout x ∈ E. Alors

pB est une semi-norme sur E.

Définition 10.1.5. Soit (E, F ) un système dual. On appelle topologie de Mackey
sur E définie par F , et l’on note M(E,F ), la topologie sur E associée à la famille
séparante des semi-normes (pB)B∈K, où K est l’ensemble des parties convexes, équilibrées
et compactes dans F pour la topologie σ(F,E).

Lemme 10.1.2. Soit (E, F ) un système dual. Soit T une topologie sur E telle que
(E, T ) soit un espace localement convexe et telle que (E, T )∗ = F . Alors on a T ⊂
M(E,F ). En particulier, on a σ(E,F ) ⊂ M(E,F ).

Démonstration. Soit B une base locale de (E, T ) formée d’ensembles convexes, fermés
et équilibrés. Comme on a (E, T )∗ = F , d’après le théorème d’Alaoglu, pour tout A ∈ B,
A◦ est compact dans F pour la topologie σ(F,E). D’après le théorème des bipolaires,
A◦ est aussi convexe et équilibré et on a ◦(A◦) = A. Or on a

{
x ∈ E ; pA◦(x) ≤ 1

}
=

◦(A◦), d’où A =
{
x ∈ E ; pA◦(x) ≤ 1

}
. Par conséquent, A est un voisinage de 0 dans

(E, M(E, F )). On en déduit que l’on a T ⊂ M(E,F ). �

Lemme 10.1.3. Soit (E, F ) un système dual. Alors on a (E, M(E,F ))∗ = F .

Démonstration. Comme on a σ(E,F ) ⊂ M(E,F ), on en déduit que si f est une forme
linéaire sur E continue pour la topologie σ(E,F ), alors f est continue pour la topologie
M(E,F ). Donc on a (E, σ(E,F ))∗ ⊂ (E, M(E,F ))∗. D’après le théorème 10.1.1, on a
(E, σ(E,F ))∗ = F , d’où F ⊂ (E, M(E,F ))∗.
Réciproquement, soit f une forme linéaire sur E continue pour la topologie M(E,F ).
D’après le théorème 9.2.4, il existe une constante c > 0 et il existe B1, . . . , Bn des
compacts, convexes et équilibrés de F pour la topologie σ(F,E) tels que pour tout x ∈ E,
on ait |f(x)| ≤ c max

1≤i≤n
pBi(x). Or on a pBi(x) = max

g∈Bi

|g(x)|, d’où pour tout g ∈ B =

conv(B1 ∪ . . . ∪ Bn), on a |f(x)| ≤ cmax
g∈B

|g(x)|. Soit D = cB, alors D est convexe et

équilibré et d’après le théorème 9.5.1, D est compact dans F pour la topologie σ(F,E).
Donc on a |f(x)| ≤ pD(x), pour tout x ∈ E. On a ◦D =

{
x ∈ E ; pD(x) ≤ 1

}
, d’où

f ∈ (◦D)◦ pour la dualité entre E et son dual algébrique E′. Or la topologie σ(F,E)
sur F est induite par σ(E′, E) ; par suite D est convexe, équilibré et compact dans E′

pour la topologie σ(E′, E). D’après le théorème des bipolaires, appliqué à la dualité
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entre E et E′, on a D = (◦D)◦. Donc on a f ∈ D, d’où f ∈ F . Par conséquent, on a
(E, M(E,F ))∗ = F . �

Théorème 10.1.7 (Mackey). Soit (E, F ) un système dual. Soit T une topologie sur
E telle que (E, T ) soit un espace localement convexe. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) σ(E,F ) ⊂ T ⊂ M(E,F ).

(ii) (E, T )∗ = F .

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Supposons donc que l’on a σ(E,F )
⊂ T ⊂ M(E,F ). Alors on a (E, σ(E,F ))∗ ⊂ (E, T )∗ ⊂ (E, M(E,F ))∗. D’après le
lemme 10.1.3, on a (E, M(E,F ))∗ = F , et d’après le théorème 10.1.1, on a (E, σ(E,F ))∗

= F . Par conséquent, on a (E, T )∗ = F .
Preuve de (ii) =⇒ (i). Supposons donc que l’on a (E, T )∗ = F . Comme σ(E,F ) est
la topologie la moins fine sur E rendant continues tous les éléments f ∈ F , alors on a
σ(E,F ) ⊂ T . L’inclusion T ⊂ M(E,F ) résulte du lemme 10.1.2. �

Corollaire 10.1.8. Soit (E, T ) un espace localement convexe. On a :

1. σ(E,E∗) est la topologie la moins fine sur E telle que (E, σ(E,E∗)) soit un espace
localement convexe et telle que (E, σ(E,E∗))∗ = E∗.

2. M(E,E∗) est la topologie la plus fine sur E telle que (E, M(E,E∗)) soit un espace
localement convexe et telle que (E, M(E,E∗))∗ = E∗.

Définition 10.1.6. Soit (E, T ) un espace localement convexe. On dit que (E, T ) est
un espace de Mackey si l’on a T = M(E,E∗).

On verra, exercice 10.8, que tout espace de Banach est un espace de Mackey.

10.2 Topologies faible et ∗-faible dans les espaces nor-

més

On s’intéresse essentiellement dans ce paragraphe aux topologies faible et ∗-faible dans
les espaces normés.

Proposition 10.2.1. Soient (xn)n≥0 une suite dans un espace normé (E, ‖ ‖) et x ∈ E.
Soient (fn)n≥0 une suite dans E∗ et f ∈ E∗. Alors on a :

1. Si (xn)n≥0 converge vers x pour la norme, alors (xn)n≥0 converge vers x pour la
topologie faible et la suite

(
‖xn‖

)
n≥0

converge vers ‖x‖.

2. Si (xn)n≥0 converge vers x pour la topologie faible, alors la suite
(
‖xn‖

)
n≥0

est

bornée et on a ‖x‖ ≤ lim inf
n→+∞ ‖xn‖. Si de plus, pour tout n ≥ 0, on a ‖xn‖ ≤ ‖x‖,

alors
(
‖xn‖

)
n≥0

converge vers ‖x‖.

3. Si (xn)n≥0 converge vers x pour la topologie faible et si (fn)n≥0 converge vers f
dans E∗ pour la norme, alors (fn(xn))n≥0 converge vers f(x).
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4. Si (E, ‖ ‖) est de Banach et si (fn)n≥0 converge vers f dans E∗ pour la topologie
∗-faible, alors la suite

(
‖fn‖

)
n≥0

est bornée et on a ‖f‖ ≤ lim inf
n→+∞ ‖fn‖. De plus, si

pour tout n ≥ 0, on a ‖fn‖ ≤ ‖f‖, alors
(
‖fn‖

)
n≥0

converge vers ‖f‖.

5. Si (E, ‖ ‖) est de Banach et si (xn)n≥0 converge vers x pour la norme et si (fn)n≥0

converge vers f dans E∗ pour la topologie ∗-faible, alors (fn(xn))n≥0 converge vers
f(x).

Démonstration. 1. Soit g ∈ E∗, alors on a |g(xn) − g(x)| ≤ ‖g‖ ‖xn − x‖, pour tout
n ≥ 0. Donc si (xn)n≥0 converge vers x pour la norme, alors (xn)n≥0 converge faiblement
vers x. Pour tout n ≥ 0, on a |‖xn‖−‖x‖| ≤ ‖xn−x‖. Donc la suite

(
‖xn‖

)
n≥0

converge

vers ‖x‖.
2. Puisque (xn)n≥0 est convergente pour la topologie faible, alors (xn)n≥0 est faiblement
bornée. Il résulte alors du corollaire 10.1.6 que la suite

(
‖xn‖

)
n≥0

est bornée. Soit g ∈ E∗

telle que ‖g‖ ≤ 1. Alors pour tout n ≥ 0, on a |g(xn)| ≤ ‖xn‖. Comme on a |g(x)| =
lim

n→+∞ |g(xn)|, alors |g(x)| = lim
n→+∞ |g(xn)| = lim inf

n→+∞ |g(xn)| ≤ lim inf
n→+∞ ‖xn‖. D’après le

corollaire 7.9.1, on a ‖x‖ = sup
g∈BE∗

|g(x)|, on en déduit que l’on a ‖x‖ ≤ lim inf
n→+∞ ‖xn‖.

Supposons de plus que pour tout n ≥ 0, on a ‖xn‖ ≤ ‖x‖. Alors on a ‖x‖ ≤ lim inf
n→+∞ ‖xn‖ ≤

lim sup
n→+∞

‖xn‖ ≤ ‖x‖, d’où lim inf
n→+∞ ‖xn‖ = lim sup

n→+∞
‖xn‖ = ‖x‖. Donc la suite

(
‖xn‖

)
n≥0

converge vers ‖x‖.
3. Pour tout n ≥ 0, on a :

|fn(xn)− f(x)| = |fn(xn)− f(xn) + f(xn)− f(x)|
≤ |fn(xn)− f(xn)|+ |f(xn)− f(x)|
≤ ‖xn‖ ‖fn − f‖+ |f(xn)− f(x)| .

D’après 2, la suite (‖xn‖)n≥0 est bornée, donc il existe M > 0 tel que pour tout n ≥ 0,
on ait ‖xn‖ ≤ M . Par conséquent, on a |fn(xn)− f(x)| ≤ M ‖fn − f‖+ |f(xn)− f(x)|,
pour tout n ≥ 0. On en déduit que la suite (fn(xn))n≥0 converge vers f(x).
4. Il résulte du théorème de Banach-Steinhaus, corollaire 7.2.3, que la suite (fn)n≥0

est bornée et que l’on a ‖f‖ ≤ lim inf
n→+∞ ‖fn‖. Supposons de plus que pour tout n ≥ 0,

on a ‖fn‖ ≤ ‖f‖. Alors on a ‖f‖ ≤ lim inf
n→+∞ ‖fn‖ ≤ lim sup

n→+∞
‖fn‖ ≤ ‖f‖. D’où on a

lim inf
n→+∞ ‖fn‖ = lim sup

n→+∞
‖fn‖ = ‖f‖. Par conséquent, la suite

(
‖fn‖

)
n≥0

converge vers ‖f‖.
5. Pour tout n ≥ 0, on a :

|fn(xn)− f(x)| = |fn(xn)− fn(x) + fn(x)− f(x)|
≤ |fn(xn)− fn(x)| + |fn(x)− f(x)|
≤ ‖fn‖ ‖xn − x‖ + |fn(x) − f(x)| .

D’après 4, la suite
(
‖fn‖

)
n≥0

est bornée. Par conséquent, la suite (fn(xn))n≥0 converge

vers f(x). �

Remarque 10.2.1. On vient de voir qu’une suite, dans un espace normé, convergente
pour la norme est faiblement convergente. Mais la réciproque n’est pas toujours vraie. En
effet, considérons la suite (en)n≥0 dans l’espace �p, avec 1 < p < +∞. Soit f une forme
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linéaire continue sur �p. D’après la proposition 7.4.4, il existe y = (yn)n≥0 ∈ �q tel que

pour tout x = (xn)n≥0 ∈ �p, on ait f(x) =

+∞∑
n=0

xn yn. D’où on a f(en) = yn. Comme on

a lim
n→+∞ yn = 0, alors on a lim

n→+∞ f(en) = 0. Autrement dit, la suite (en)n≥0 converge

faiblement vers 0 dans l’espace �p. Or pour tout n ≥ 0, on a ‖en‖p = 1, donc la suite
(en)n≥0 ne converge pas vers 0 pour la norme dans l’espace �p.
Un autre exemple : pour tout n ≥ 0, soit ξn = e0 + en, alors la suite (ξn)n≥0 converge
faiblement vers e0 dans l’espace de Banach c0. De plus la suite

(
‖ξn‖∞

)
n≥0

converge vers

‖e0‖∞, et pourtant la suite (ξn)n≥0 ne converge pas vers e0 pour la norme, ‖ ‖∞, dans
c0. De même la suite (ξn)n≥0 converge faiblement vers e0 dans l’espace de Banach �∞ et
la suite

(
‖ξn‖∞

)
n≥0

converge vers ‖e0‖∞, et pourtant la suite (ξn)n≥0 ne converge pas

vers e0 pour la norme ‖ ‖∞ dans �∞.

Proposition 10.2.2 (Schur). Dans l’espace de Banach (�1, ‖ ‖1) une suite est conver-
gente pour la norme si et seulement si elle est faiblement convergente.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 10 du supplément.

Théorème 10.2.1 (Goldstine). Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et J : E −→ E∗∗

l’application canonique. Alors J(BE) est σ(E∗∗, E∗)-dense dans la boule unité fermée
BE∗∗ de E∗∗.

Démonstration. D’après le théorème d’Alaoglu, BE∗∗ est σ(E∗∗, E∗)-compacte. Soit
K l’adhérence de J(BE) dans E

∗∗, pour la topologie σ(E∗∗, E∗). Comme on a J(BE) ⊂
BE∗∗ , alors on a K ⊂ BE∗∗ . Il reste à montrer que l’on a BE∗∗ ⊂ K. Soit Λ ∈ E∗∗ tel que
Λ �∈ K. D’après les théorèmes 9.4.1 et 10.1.1, il existe f ∈ E∗ telle que sup

Φ∈K
Re(Φ(f)) <

Re(Λ(f)). Or on a J(BE) ⊂ K, d’où ‖f‖ = sup
x∈BE

Re(f(x)) < Re(Λ(f)) ≤ |Λ(f)|. Par

conséquent, on a ‖Λ‖ > 1. Autrement dit, on a Λ �∈ BE∗∗ , donc BE∗∗ ⊂ K. D’où on a
K = BE∗∗ . �

Corollaire 10.2.1. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et J : E −→ E∗∗ l’application
canonique. Alors J(E) est σ(E∗∗, E∗)-dense dans E∗∗.

Démonstration. Soit F l’adhérence de J(E) dans E∗∗, pour la topologie σ(E∗∗, E∗).
D’après la proposition 9.1.4, F est un sous-espace vectoriel de E∗∗. D’après le théorème
précédent, on a BE∗∗ ⊂ F . Par conséquent, on a F = E∗∗. �

Théorème 10.2.2. Soient (E, ‖ ‖), (F, ‖ ‖′) deux espaces normés et T : E −→ F une
application linéaire. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T est continue quand on munit E et F de la topologie normique.

(ii) T est continue quand on munit E et F de la topologie faible.

(iii) Pour tout f ∈ F ∗, on a f ◦ T ∈ E∗.

Démonstration. Montrons d’abord l’implication (i) =⇒ (ii). On suppose que T est
continue quand on munit E et F de la topologie normique. Pour tout f ∈ F ∗, on a
f ◦ T ∈ E∗, donc f ◦ T est continue de E muni de la topologie faible dans K. Il résulte
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de la définition de la topologie faible sur F que T est continue quand on munit E et F
de la topologie faible.
Preuve de (ii) =⇒ (iii). Par hypothèse, T est continue quand on munit E et F de la
topologie faible, donc pour tout f ∈ F ∗, f ◦ T est continue de E muni de la topologie
faible dans K, d’où on a f ◦ T ∈ E∗, voir théorème 10.1.1.
Preuve de (iii) =⇒ (i). L’application T est continue quand on munit E et F de la topologie
normique si et seulement si T (BE) est une partie bornée dans (F, ‖ ‖′). Par hypothèse,
pour tout f ∈ F ∗, on a f ◦T ∈ E∗. Donc f(T (BE)) = (f ◦T )(BE) est une partie bornée
du corps K. Il résulte alors du corollaire 10.1.6 que T (BE) est une partie bornée dans
(F, ‖ ‖′). Donc, T est continue quand on munit E et F de la topologie normique. �

Proposition 10.2.3. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Alors il existe un espace compact
X tel que (E, ‖ ‖) soit isométriquement isomorphe à un sous-espace de (C(X), ‖ ‖∞). Si
(E, ‖ ‖) est de Banach, alors (E, ‖ ‖) est isométriquement isomorphe à un sous-espace
fermé de C(X).

Démonstration. Soit X = BE∗ muni de la topologie ∗-faible. D’après le théorème
d’Alaoglu, corollaire 10.1.2, X est un espace compact. Considérons l’application suivante

J : E −→ C(X)
x �−→ J(x)

où J(x)(f) = f(x), pour tout f ∈ X = BE∗ . Alors J est une application linéaire. D’après
le corollaire 7.9.1, J est aussi isométrique. Si (E, ‖ ‖) est de Banach, alors J(E) est aussi
de Banach, donc J(E) est fermé dans (C(X), ‖ ‖∞). �

Proposition 10.2.4. Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique tel que E∗ sépare les
points de E. Alors E∗ muni de la topologie ∗-faible est métrisable si et seulement si E
admet une base algébrique finie ou dénombrable.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 10 du supplément.
On déduit de la proposition précédente et de l’exercice 7.1 le corollaire suivant :

Corollaire 10.2.2. Soit (E, ‖ ‖) un espace de Banach de dimension infinie. Alors E∗

muni de la topologie ∗-faible n’est pas métrisable.

Proposition 10.2.5. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Alors E muni de la topologie faible
est métrisable si et seulement si E est de dimension finie.

Démonstration. Si E est de dimension finie, il résulte de la proposition 10.1.2 que la
topologie faible sur E cöıncide avec la topologie associée à la norme, donc la topologie
faible sur E est métrisable.
Réciproquement, supposons que la topologie faible sur E est métrisable. Soit d une
distance sur E induisant la topologie faible. Si E est de dimension infinie, d’après la
proposition 10.1.1, pour tout n ≥ 0, l’ouvert Un =

{
x ∈ E ; d(0, x) < 1

n+1

}
n’est pas

borné dans (E, ‖ ‖), donc il existe xn ∈ Un tel que ‖xn‖ ≥ n. Puisque la suite (xn)n≥0

converge pour la topologie faible, il résulte de la proposition 10.2.1 que la suite
(
‖xn‖

)
n≥0

est bornée, d’où la contradiction. Donc E est de dimension finie. �

Théorème 10.2.3. Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique séparable tel que E∗

sépare les points de E.
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1. Soit K une partie ∗-faiblement compacte dans E∗, alors K est métrisable pour la
topologie ∗-faible.

2. Soient V un voisinage de 0 dans E et (fn)n≥0 une suite dans E∗ telle que pour
tout x ∈ V et pour tout n ≥ 0, on ait |fn(x)| ≤ 1. Alors il existe une sous-suite
(fnk

)k≥0 de (fn)n≥0 et f ∈ E∗ tels que f(x) = lim
k→+∞

fnk
(x) pour tout x ∈ E.

Démonstration. 1. Soit (xn)n≥0 une suite dense dans E. Alors les applications

J(xn) : K −→ K
f �−→ f(xn)

sont continues et forment une famille séparante pour K. Il résulte alors de la proposition
3.4.5 que K, muni de la topologie ∗-faible, est métrisable.
2. Ceci résulte de 1 et du théorème d’Alaoglu. �

Théorème 10.2.4. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Alors on a :

1. La boule unité fermée BE∗ =
{
f ∈ E∗ ; ‖f‖ ≤ 1

}
, munie de la topologie ∗-faible,

est métrisable si et seulement si (E, ‖ ‖) est séparable.

2. La boule unité fermée BE =
{
x ∈ E ; ‖x‖ ≤ 1

}
, munie de la topologie faible, est

métrisable si et seulement si (E∗, ‖ ‖) est séparable.

Démonstration. 1. Si BE∗ est métrisable pour la topologie ∗-faible, il résulte du théo-
rème d’Alaoglu et de la proposition 3.6.1 que l’espace normé (C(BE∗), ‖ ‖∞) est séparable.
D’après la proposition 10.2.3, l’espace normé (E, ‖ ‖) est isométriquement isomorphe à
un sous-espace de (C(BE∗), ‖ ‖∞), donc (E, ‖ ‖) est séparable.
Réciproquement, supposons que (E, ‖ ‖) est séparable. Il résulte du théorème d’Alaoglu
et du théorème 10.2.3 que BE∗ , munie de la topologie ∗-faible, est métrisable. Mais
refaisons la preuve dans ce cadre. Soit (xn)n≥0 une suite dense dans SE . Alors les
applications

J(xn) : (BE∗ , σ(E∗, E)) −→ K
f �−→ f(xn)

sont continues et forment une famille séparante pour BE∗ . Il résulte alors de la proposition
3.4.5 que BE∗ , muni de la topologie ∗-faible, est métrisable. Notons qu’une distance
induisant la topologie ∗-faible sur BE∗ est définie par : pour tout f, g ∈ BE∗ , d(f, g) =
∞∑

n=0

1

2n
|f(xn)− g(xn)|, voir propositions 2.4.3 et 2.5.1.

2. Supposons d’abord que (E∗, ‖ ‖) est séparable. D’après 1, la boule unité fermée
BE∗∗ , munie de la topologie σ(E∗∗, E∗), est métrisable. D’après la remarque 10.1.5, on
identifie (BE , σ(E,E∗)) à un sous-espace de (BE∗∗ , σ(E∗∗, E∗)), donc (BE , σ(E,E∗))
est métrisable. Il résulte également de 1, que si (fn)n≥0 une suite dense dans SE∗ , une
distance induisant la topologie faible sur BE est définie par : pour tout x, y ∈ BE , on a

d(x, y) =

∞∑
n=0

1

2n
|fn(x) − fn(y)|.

Réciproquement, supposons que (BE , σ(E,E∗)) est métrisable. Alors il existe une base
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dénombrable (Un)n≥0 de voisinages ouverts de 0 dans (BE , σ(E,E∗)). On peut supposer
que pour tout n ≥ 0, il existe εn > 0 et une partie finie An dans E∗ tels que Un =

{
x ∈

BE ; |f(x)| < εn , pour tout f ∈ An

}
. Soient A = ∪

n≥0
An et F = Vect(A). Alors F est un

sous-espace vectoriel fermé et séparable dans (E∗, ‖ ‖). Montrons que l’on a F = E∗. Si
F �= E∗, alors il existe g ∈ E∗ \F tel que d = d(g, F ) > 0. D’après le théorème de Hahn-
Banach, corollaire 7.7.2, il existe T ∈ E∗∗ telle que T (F ) = 0, T (g) = 1 et ‖T ‖ = 1

d . Soit

V =
{
x ∈ BE ; |g(x)| < d

2

}
, alors V est un voisinage ouvert de 0 dans (BE , σ(E,E∗)).

Donc, il existe n ≥ 0 tel que Un ⊂ V . Comme on a dT ∈ BE∗∗ , d’après le théorème de
Goldstine, il existe x ∈ BE tel que J(x) ∈ V

(
dT, g, d2

)
∩ V (dT,An, εn). Autrement dit, il

existe x ∈ BE tel que |d− g(x)| = |dT (g)− J(x)(g)| < d
2 et |f(x)| = |dT (f)− J(x)(f)| <

εn, pour tout f ∈ An. D’où on a |g(x)| > d
2 et x ∈ Un. Par conséquent, on a x �∈ V et

x ∈ Un, d’où la contradiction. Donc on a bien F = E∗, d’où (E∗, ‖ ‖) est séparable. �

Corollaire 10.2.3. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé séparable. Alors E∗ muni de la
topologie ∗-faible est séparable.

Démonstration. D’après le théorème précédent et le théorème d’Alaoglu, BE∗ munie de
la topologie ∗-faible est compact et métrisable, donc BE∗ est séparable, voir proposition
3.1.7. Or on a E∗ = ∪

n≥1
nBE∗ , donc E∗ muni de la topologie ∗-faible est séparable. �

Rappelons que l’on a vu, proposition 7.7.2 , que si (E, ‖ ‖) est un espace normé et si
E∗, muni de sa norme, est séparable, alors (E, ‖ ‖) est séparable, mais que la réciproque
n’est pas toujours vraie.

Proposition 10.2.6. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Alors (E, ‖ ‖) est séparable si et
seulement si E muni de la topologie faible est séparable.

Démonstration. Comme la topologie faible est moins fine que la topologie associée à
la norme, si (E, ‖ ‖) est séparable, alors E muni de la topologie faible est séparable.
Réciproquement, supposons que E muni de la topologie faible est séparable. Soit S un
ensemble au plus dénombrable et faiblement dense dans E. Soit D = Vect(S). Comme
D est convexe, d’après le théorème 10.1.2, on a D = D

w
, où D

w
est l’adhérence de D

pour la topologie faible. Or on a D
w

= E, donc D = E. Par conséquent, (E, ‖ ‖) est
séparable, voir proposition 6.8.2. �

Remarque 10.2.2. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Comme la topologie ∗-faible sur E∗

est moins fine que la topologie associée à la norme, si (E∗, ‖ ‖) est séparable, alors E∗

muni de la topologie ∗-faible est séparable. Mais la réciproque n’est pas toujours vraie.
En effet, soit E = �1, muni de la norme ‖ ‖1, alors E est un espace de Banach séparable.
Il résulte du corollaire précédent que E∗ = �∞ muni de la topologie ∗-faible est séparable.
Par contre, E∗ = �∞, muni de la norme ‖ ‖∞, n’est pas séparable.

Remarque 10.2.3. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé séparable. On note encore par ‖ ‖
la norme sur l’espace normé dual E∗. Soit (xn)n≥0 une suite dense dans SE . Pour tout

f ∈ E∗, on pose ‖f‖∗ =

∞∑
n=0

1
2n |f(xn)|. Alors ‖ ‖∗ est une norme sur E∗ telle que

‖f‖∗ ≤ 2‖f‖, pour tout f ∈ E∗. D’après la démonstration du théorème 10.2.4, si A est
une partie bornée dans (E∗, ‖ ‖), alors la topologie induite par la norme ‖ ‖∗ sur A
cöıncide avec la topologie induite sur A par la topologie ∗-faible.
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Proposition 10.2.7. Soit K une partie faiblement compacte d’un espace normé (E, ‖ ‖).
Si E∗ est σ(E∗, E)-séparable, alors (K, σ(E,E∗)) est métrisable. En particulier, si
(E, ‖ ‖) est séparable, alors (K, σ(E,E∗)) est métrisable.

Démonstration. Puisque E∗ est σ(E∗, E)-séparable, alors il existe une suite (fn)n≥0

dense dans E∗ pour la topologie ∗-faible. Par conséquent, (fn)n≥0 est une famille séparan-
te de fonctions continues pour (E, σ(E,E∗)). Il résulte de la proposition 3.4.5 que
(K, σ(E,E∗)) est métrisable. Si (E, ‖ ‖) est séparable, d’après le corollaire 10.2.3, E∗

est σ(E∗, E)-séparable, donc (K, σ(E,E∗)) est métrisable. �

Théorème 10.2.5 (Eberlein-Šmulian). Une partie K d’un espace normé (E, ‖ ‖) est
relativement compacte pour la topologie faible si et seulement si de toute suite d’éléments
de K, on peut extraire une sous-suite faiblement convergente.

Pour une preuve du théorème précédent, voir ([21], p. 248).

Il faut bien noter que le théorème précédent a lieu même si K n’est pas métrisable pour
la topologie faible. C’est bien sûr un résultat très utile en pratique puisqu’il permet de
n’utiliser que des suites, et dispense de l’usage des familles filtrantes croissantes.

Théorème 10.2.6. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé séparable. On a :

1. (E, ‖ ‖) est isométriquement isomorphe à un sous-espace de �∞.

2. (E, ‖ ‖) est isométriquement isomorphe à un sous-espace de (C([0, 1]), ‖ ‖∞).

Démonstration. 1. D’après le théorème d’Alaoglu et le théorème 10.2.4, il existe une
suite (fn)n≥0 ∗-faiblement dense dans BE∗ . On définit T : (E, ‖ ‖) −→ �∞ par T (x) =
(fn(x))n≥0. Alors T est linéaire et isométrique.
2. Pour la démonstration de cette partie, voir ([14], p. 144). �

Proposition 10.2.8. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Alors on a :

1. BE∗ est l’enveloppe convexe ∗-faiblement fermée de ses points extrémaux.

2. Si E est de dimension infinie, BE∗ possède un nombre infini des points extrémaux.

Démonstration. 1. Ceci résulte du théorème de Krein-Milman et du théorème d’Alaoglu,
corollaire 10.1.2.
2. Si BE∗ possède un nombre fini des points extrémaux, d’après 1, BE∗ serai dans un
sous-espace vectoriel de dimension finie, d’où E∗ serai de dimension finie, ce qui est
impossible. �

Remarque 10.2.4. Soit ER le R-espace vectoriel des fonctions réelles continues sur
[0, 1], muni de la norme ‖ ‖∞. On déduit de la proposition précédente et de l’exercice
9.35 que ER n’est pas isométriquement isomorphe au dual topologique d’aucun espace
normé.

On a montré, exercice 9.35, que si X est un espace compact et si E = C(X) est le K-
espace vectoriel des fonctions continues sur X et à valeurs dans le corps K, muni de la
norme ‖ ‖∞, alors les points extrémaux de BE , la boule unité fermée de E, est l’ensemble
des fonctions f de E telles que |f(x)| = 1, pour tout x ∈ X . Dans la proposition suivante,
on va déterminer les points extrémaux de la boule unité fermée de E∗.
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Proposition 10.2.9. Soient X un espace compact et E = C(X) muni de la norme ‖ ‖∞.
Alors on a e(BE∗) =

{
λδx ; x ∈ X et λ ∈ K , avec |λ| = 1

}
.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 10 du supplément.

Théorème 10.2.7 (Rainwater). Soient (E, ‖ ‖) un espace normé, x ∈ E et (xn)n≥0

une suite bornée dans (E, ‖ ‖). Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) (xn)n≥0 converge faiblement vers x.

(ii) Pour tout f ∈ e(BE∗), (f(xn))n≥0 converge vers f(x) dans K.

Pour la démonstration du théorème précédent, voir ([14], p. 86).

Corollaire 10.2.4. Soient X un espace compact et E = C(X) le K-espace vectoriel
des fonctions continues sur X et à valeurs dans le corps K, muni de la norme ‖ ‖∞.
Soient f ∈ E et (fn)n≥0 une suite bornée dans (E, ‖ ‖∞). Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) (fn)n≥0 converge faiblement vers f .

(ii) Pour tout x ∈ X, (fn(x))n≥0 converge vers f(x) dans K. Autrement dit, (fn)n≥0

converge vers f pour la topologie de la convergence simple sur E.

Théorème 10.2.8 (James). Soit A un ensemble non vide convexe et fermé d’un espace
de Banach (E, ‖ ‖). Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) A est compact pour la topologie faible.

(ii) Pour tout f ∈ E∗, il existe a ∈ A tel que |f(a)| = sup
x∈A

|f(x)|.

(iii) Pour tout f ∈ E∗, il existe a ∈ A tel que Re(f(a)) = sup
x∈A

Re(f(x)).

Pour la démonstration du théorème précédent, voir ([21], p. 261).

Théorème 10.2.9. Soit (E, ‖ ‖) un espace de Banach. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) E est réflexif.

(ii) BE =
{
x ∈ E ; ‖x‖ ≤ 1

}
est compact pour la topologie faible.

(iii) Toute suite bornée dans (E, ‖ ‖) possède une sous-suite faiblement convergente.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Si E est réflexif, alors on aE = E∗∗

et ainsi on a BE = BE∗∗ . D’après le théorème d’Alaoglu, BE∗∗ munie de la topologie
∗-faible est compacte. On déduit de la remarque 10.1.5 que BE muni de la topologie
faible est compacte.
Preuve de (ii) =⇒ (i). Si BE est faiblement compacte, il résulte de la remarque 10.1.5
que BE muni de la topologie ∗-faible, induite par BE∗∗ , est compacte, donc fermée dans
(BE∗∗ , σ(E∗∗, E∗)). D’après le théorème de Goldstine, BE est dense dans
(BE∗∗ , σ(E∗∗, E∗)), donc on a BE = BE∗∗ . Par conséquent, on a E = E∗∗. Autrement
dit, E est réflexif.
L’équivalence (ii) ⇐⇒ (iii) résulte du théorème d’Eberlein-Šmulian. �
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Corollaire 10.2.5. Soit (E, ‖ ‖) un espace de Banach, séparable et réflexif, alors BE

munie de la topologie faible est compacte et métrisable.

Démonstration. Combiner le théorème précédent, le théorème 10.2.4 et la proposition
7.7.2. �

Corollaire 10.2.6. Soit (E, ‖ ‖) un espace de Banach réflexif, alors BE est l’enveloppe
convexe fermée de ses points extrémaux.

Démonstration. Combiner le théorème précédent, le théorème de Krein-Milman et le
théorème 10.1.2. �

Théorème 10.2.10. Soit (E, ‖ ‖) un espace de Banach. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) E est réflexif.

(ii) Si A et B sont deux sous-ensembles convexes fermés non vides et disjoints de E et
si A ou B est borné, alors il existe f ∈ E∗ et α, β ∈ R tels que pour tout a ∈ A et
tout b ∈ B, on ait Re(f(a)) ≤ α < β ≤ Re(f(b)).

(iii) Si K est un convexe fermé non vide dans E et si x ∈ E, alors il existe y ∈ K tel
que d(x,K) = ‖x− y‖.

(iv) Si F est un sous-espace vectoriel fermé propre de E, alors il existe x ∈ E tel que
‖x‖ = 1 et d(x, F ) = 1.

(v) Si f ∈ E∗, alors il existe x ∈ E tel que ‖x‖ = 1 et ‖f‖ = |f(x)|.

Démonstration. Montrons que (i) =⇒ (ii). Notons d’abord que d’après le théorème
10.1.2, tout ensemble convexe et fermé dans (E, ‖ ‖) est convexe et fermé pour la
topologie faible sur E. Puisque E est réflexif, on déduit de la remarque 10.1.5, du
théorème 10.1.2 et du corollaire 10.1.2 que tout ensemble borné, convexe et fermé dans
(E, ‖ ‖) est compact pour la topologie faible. Pour avoir (ii), il suffit d’appliquer les
théorèmes 9.4.1 et 10.1.1.
Preuve de (ii) =⇒ (iii). Il s’agit de montrer qu’il existe y ∈ K tel que pour tout z ∈ K,
on ait ‖x − y‖ ≤ ‖x− z‖. Puisque x −K est un convexe fermé non vide de E, on peut
supposer que x = 0, et donc il s’agit de montrer que tout convexe fermé non vide K de E
contient un point y de norme minimale. Si 0 ∈ K, on peut choisir y = 0. Supposons
désormais que 0 �∈ K. Alors on a r = d(0,K) > 0, car K est fermé. Raisonnons
par l’absurde et supposons que K ne contient pas de point de norme minimale. Soit
A =

{
x ∈ E ; ‖x‖ ≤ r

}
, alors A est borné, convexe et fermé et on a A ∩ K = ∅. Il

existe, par hypothèse, f ∈ E∗ et α, β ∈ R tels que pour tout a ∈ A et tout b ∈ K, on ait
Re(f(a)) ≤ α < β ≤ Re(f(b)). Soit t > 1 tel que tα < β, et soit b ∈ K tel que ‖b‖ < tr.
Alors 1

t b ∈ A, d’où on a Re(f(1t b)) ≤ α. Par conséquent, on a Re(f(b)) ≤ tα < β, ce qui
est impossible.
Preuve de (iii) =⇒ (iv). Soit F un sous-espace vectoriel fermé propre de E et soit x0 ∈
E\F . D’après (iii), il existe y ∈ F tel que pour tout z ∈ F , on ait ‖x0−y‖ ≤ ‖x0−(y+z)‖,
car y + z ∈ F . Soit x =

x0 − y

‖x0 − y‖ , alors on a ‖x‖ = 1 et pour tout z ∈ F , on a

1 ≤
∥∥∥x− z

‖x0 − y‖

∥∥∥ ≤ d(x, F ) ≤ 1, d’où d(x, F ) = 1.
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Preuve de (iv) =⇒ (v). Soit f ∈ E∗. On peut supposer f �= 0, sinon c’est évident. Soit
F = ker(f), alors F est un sous-espace vectoriel fermé propre de E. D’après (iii), il existe

x ∈ E tel que ‖x‖ = 1 et d(x, F ) = 1. D’après l’exercice 6.43, on a d(x, F ) =
|f(x)|
‖f‖ . Par

conséquent, on a ‖f‖ = |f(x)|.
Finalement, l’implication (v) =⇒ (i) est due à R.C. James, pour une preuve de cette
implication, voir ([21], p. 115-134). �

10.3 Espaces de Banach strictement convexes

Définition 10.3.1. Un espace normé (E, ‖ ‖) est dit strictement convexe si pour
tout x, y ∈ SE tels que x �= y et pour tout t ∈ ]0, 1[, on a ‖tx+(1− t)y‖ < 1. Autrement
dit, la sphère unité SE ne contient aucun segment non trivial.

Lemme 10.3.1. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) (E, ‖ ‖) est strictement convexe.

(ii) Pour tout x, y ∈ SE tels que x �= y, il existe t ∈ ]0, 1[ tel que ‖tx+ (1− t)y‖ < 1.

Démonstration. Il est clair que (i) =⇒ (ii). Réciproquement, supposons que l’on a la
propriété (ii). Soient x, y ∈ SE tels que x �= y et soit t0 ∈ ]0, 1[ tel que ‖t0x+(1−t0)y‖ < 1.

Autrement dit, on a t0x+ (1− t0)y ∈
◦

BE . D’après la proposition 9.1.3, propriété 2, on a

[t0x + (1 − t0)y, x[⊂
◦

BE et [t0x + (1 − t0)y, y[⊂
◦

BE . Par conséquent, on a ]x, y[⊂
◦

BE .
Autrement dit, pour tout t ∈ ]0, 1[, on a ‖tx+(1−t)y‖ < 1. Donc (E, ‖ ‖) est strictement
convexe. �

Proposition 10.3.1. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) (E, ‖ ‖) est strictement convexe.

(ii) Tout point de SE est un point extrémal de BE.

(iii) Pour tout x, y ∈ SE tels que x �= y, on a
∥∥∥x+ y

2

∥∥∥ < 1.

(iv) Pour tout x, y ∈ E tels que (x, y) soit libre, on a ‖x+ y‖ < ‖x‖+ ‖y‖.

(v) Pour tout p ∈ ]1, +∞[ et pour tout x, y ∈ E tels que x �= y, on a :∥∥∥x+ y

2

∥∥∥p <
‖x‖p + ‖y‖p

2
.

(vi) Pour tout x, y ∈ E vérifiant ‖x+ y‖ = ‖x‖ + ‖y‖, il existe a ≥ 0 et b ≥ 0 tels que
(a, b) �= (0, 0) et ax = by.

(vii) Pour tout x, y ∈ E vérifiant 2‖x‖2 + 2‖y‖2 − ‖x+ y‖2 = 0, on a x = y.
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Démonstration. Montrons que (i) =⇒ (ii). Soient z ∈ SE , x, y ∈ BE et t ∈ ]0, 1[ tels
que tx+(1−t)y = z. Si ‖x‖ < 1 ou ‖y‖ < 1, alors on a 1 = ‖z‖ = ‖tx+(1−t)y‖ ≤ t‖x‖+
(1− t)‖y‖ < t+ (1− t) = 1, ce qui est impossible. Donc on a forcément, ‖x‖ = ‖y‖ = 1.
Autrement dit, on a x, y ∈ SE . Si x �= y, d’après (i), on a 1 = ‖z‖ = ‖tx+ (1− t)y‖ < 1,
ce qui est impossible. Donc on a x = y, d’où z = x = y, ce qui prouve que z est un point
extrémal de BE .
L’implication (ii) =⇒ (iii) est triviale.
Preuve de (iii) =⇒ (iv). Raisonnons par l’absurde en supposant que l’on ait (iii) et qu’il
existe deux éléments x, y ∈ E tels que (x, y) soit libre et que l’on ait ‖x+y‖ = ‖x‖+‖y‖.
On peut clairement supposer 0 < ‖x‖ ≤ ‖y‖. Ainsi, on a :∥∥∥ x

‖x‖ +
y

‖y‖

∥∥∥ ≥
∥∥∥ x

‖x‖ +
y

‖x‖

∥∥∥− ∥∥∥ y

‖x‖ − y

‖y‖

∥∥∥
=

‖x‖+ ‖y‖
‖x‖ − ‖y‖ − ‖x‖

‖x‖ = 2 .

Ce qui contredit (iii).
Preuve de (iv) =⇒ (v). Puisque la fonction t �−→ |t|p est strictement convexe sur

]0, +∞[, alors pour tous s > 0, t > 0 tels que s �= t, on a
∣∣∣s+ t

2

∣∣∣p <
|s|p + |t|p

2
.

Après quelques vérifications, on en déduit que pour tous a, b ∈ K tels que a �= b, on

a
∣∣∣a+ b

2

∣∣∣p <
|a|p + |b|p

2
. Soient x, y ∈ E tels que x �= y. Si (x, y) est libre, alors on a∥∥∥x+ y

2

∥∥∥p <

(
‖x‖+ ‖y‖

2

)p

≤ ‖x‖p + ‖y‖p
2

. Si x = 0 ou y = 0, l’inégalité à montrer est

triviale. Supposons à présent x �= 0, y �= 0 et y = tx, avec t ∈ K tel que t �= 1. Alors on

a
∥∥∥x+ y

2

∥∥∥p =
∣∣∣1 + t

2

∣∣∣p‖x‖p <
1 + |t|p

2
‖x‖p =

‖x‖p + ‖y‖p
2

.

L’implication (v) =⇒ (iii) est triviale. L’implication (iii) =⇒ (i) résulte du lemme précédent.
L’équivalence (iv) ⇐⇒ (vi) est triviale.
Preuve de (iii) =⇒ (vii). Soient x, y ∈ E tels que 2‖x‖2 +2‖y‖2−‖x+ y‖2 = 0. On peut
supposer x �= 0 et y �= 0. Comme on a :

2‖x‖2 + 2‖y‖2 − ‖x+ y‖2 ≥ 2‖x‖2 + 2‖y‖2 −
(
‖x‖+ ‖y‖

)2
=
(
‖x‖ − ‖y‖

)2 ≥ 0 ,

alors on a ‖x‖ = ‖y‖ et 4 =
∥∥∥ x

‖x‖ +
y

‖x‖

∥∥∥2. On déduit de (iii) que l’on a x = y.

Preuve de (vii) =⇒ (iii). Soient x, y ∈ SE . On a toujours
∥∥∥x+ y

2

∥∥∥ ≤ 1. Si
∥∥∥x+ y

2

∥∥∥ = 1,

alors ‖x + y‖2 = 4, d’où 2‖x‖2 + 2‖y‖2 − ‖x + y‖2 = 0. On déduit de (vi) que l’on a

x = y. Par conséquent, si x �= y, alors on a
∥∥∥x+ y

2

∥∥∥ < 1. �

Exemple 10.3.1. Soit (H, 〈 , 〉) un espace préhilbertien. AlorsH est strictement convexe,
voir exercice 8.4.

Exemple 10.3.2. L’espace (K2, ‖ ‖1) n’est pas strictement convexe. En effet, soient
x = (1, 0), y = (0, 1) ∈ K2, on a ‖x‖1 = ‖y‖1 = 1 et ‖x + y‖1 = 2. On en déduit que
pour tout n ≥ 2, (Kn, ‖ ‖1) n’est pas strictement convexe et que l’espace (�1, ‖ ‖1) n’est
pas strictement convexe.
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Exemple 10.3.3. L’espace (K2, ‖ ‖∞) n’est pas strictement convexe. En effet, soient
x = (1, 1), y = (1,−1) ∈ K2, alors on a ‖x‖∞ = ‖y‖∞ = 1 et ‖x + y‖∞ = 2. On en
déduit que pour tout n ≥ 2, (Kn, ‖ ‖∞) n’est pas strictement convexe et que l’espace
(�∞, ‖ ‖∞) n’est pas strictement convexe.

Exemple 10.3.4. Soit X un espace compact de cardinal ≥ 2. Alors l’espace de Banach
(C(X), ‖ ‖∞) n’est pas strictement convexe. En effet, soient s, t ∈ X tels que s �= t.
D’après le théorème d’Urysohn, théorème 3.6.1, il existe f : X −→ [0, 1] continue telle
que f(s) = 0 et f(t) = 1. Soit 1 la fonction constante égale à 1 sur X . Alors on a
‖f‖∞ = ‖1‖∞ = 1 et ‖f + 1‖∞ = 2.

Proposition 10.3.2. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) (E, ‖ ‖) est strictement convexe.

(ii) Pour tout x ∈ SE, il existe f ∈ E∗ telle que f(x) = 1 et Re(f)(y) < 1 pour tout
y ∈ BE \ {x}.

Démonstration. Montrons que (i) =⇒ (ii). Soit x ∈ SE . Par le théorème de Hahn-
Banach, il existe f ∈ E∗ telle que f(x) = ‖x‖ = 1 et ‖f‖ = 1. Soit y ∈ BE \ {x}, on a
Re(f)(y) ≤ |f(y)| ≤ ‖y‖ ≤ 1. Si Re(f)(y) = 1, alors on a ‖y‖ = 1 et 1 = Re(f)

(
x+y
2

)
≤∣∣f(x+y

2

)∣∣ ≤ ∥∥x+y
2

∥∥ ≤ 1. D’où on a ‖x‖ = ‖y‖ = 1 et
∥∥x+y

2

∥∥ = 1, ce qui est impossible,
car (E, ‖ ‖) est strictement convexe. Donc on a bien Re(f)(y) < 1.
Preuve de (ii) =⇒ (i). Soient x, y ∈ SE tels que x �= y, et soit z = x+y

2 . Alors on a z �= x,
z �= y et ‖z‖ ≤ 1. Si ‖z‖ = 1, alors il existe f ∈ E∗ telle que f(z) = 1 et Re(f)(a) < 1 pour

tout a ∈ BE\{z}. Comme on a 1 = Re(f)(z) =
Re(f)(x) + Re(f)(y)

2
, alors Re(f)(x) ≥ 1

ou Re(f)(y) ≥ 1, d’où la contradiction car on a Re(f)(x) < 1 et Re(f)(y) < 1. Donc on
a bien ‖z‖ < 1. Par conséquent, (E, ‖ ‖) est strictement convexe. �

Proposition 10.3.3. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) (E, ‖ ‖) est strictement convexe.

(ii) Pour toute partie A convexe, fermée et non vide de E et pour tout x ∈ E, il existe
au plus un point a ∈ A tel d(x,A) = ‖x− a‖.

Démonstration. Montrons que (i) =⇒ (ii). Comme on a d(x,A) = d(0, A−x) et A−x
est une partie convexe fermée non vide de E, on peut supposer x = 0. Si 0 ∈ A, le résultat
est évident. Donc on peut supposer 0 �∈ A, d’où on a d(0, A) > 0, car A est fermé. Comme
pour tout λ ∈ K \ {0}, on a d(0, λA) = |λ|d(0, A), on peut supposer que d(0, A) = 1.
D’où on a A ∩ BE ⊂ SE . Soient a, b ∈ A tels que 1 = d(0, A) = ‖a‖ = ‖b‖. Comme A
est convexe, alors pour tout t ∈ [0, 1], on a ta+ (1− t)b ∈ A∩BE . Par conséquent, pour
tout t ∈ [0, 1], on a ‖ta+ (1 − t)b‖ = 1. Comme (E, ‖ ‖) est strictement convexe, alors
on a a = b.
Preuve de (ii) =⇒ (i). Supposons que (E, ‖ ‖) n’est pas strictement convexe. D’après
le lemme 10.3.1, il existe x, y ∈ SE tels que x �= y et pour tout t ∈ [0, 1], on ait
tx+ (1− t)y ∈ SE . Alors A = {tx+ (1− t)y ; 0 ≤ t ≤ 1} est une partie convexe, fermée
et non vide de E et pour tout a ∈ A, on a d(0, A) = ‖a‖ = 1. Donc on n’a pas (ii). �
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On déduit de la proposition précédente et du théorème 10.2.10 le corollaire suivant :

Corollaire 10.3.1. Soit (E, ‖ ‖) un espace de Banach réflexif et strictement convexe.
Alors pour toute partie A convexe, fermée et non vide de E et pour tout x ∈ E, il existe
un unique point a ∈ A tel d(x,A) = ‖x− a‖.

Définition 10.3.2. Soient (E, ‖ ‖), (F, ‖ ‖′) deux espaces normés, U un ouvert de E et
x ∈ U . Soit f : U −→ F une application. On dit que f est Gâteaux différentiable en x

s’il existe T ∈ L (E; F ) telle que pour tout h ∈ E, on ait lim
λ→0

f(x+ λh)− f(x)

λ
= T (h).

Définition 10.3.3. Soit (E, ‖ ‖) un R-espace normé. On dit que la norme ‖ ‖ est
Gâteaux différentiable si ‖ ‖ est Gâteaux différentiable en tout point de E \ {0}.

Notez qu’une norme n’est jamais différentiable en 0.

Lemme 10.3.2. Soient (E, ‖ ‖) un R-espace normé et x ∈ E \ {0}. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) La norme ‖ ‖ est Gâteaux différentiable en x.

(ii) Pour tout h ∈ E, lim
t→0

‖x+ th‖ − ‖x‖
t

existe dans R.

(ii) Pour tout h ∈ E, lim
t→0

‖x+ th‖+ ‖x− th‖ − 2‖x‖
t

= 0.

Pour une preuve du lemme précédent, voir chapitre 10 du supplément.

Théorème 10.3.1. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et x ∈ E \ {0}. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) La norme ‖ ‖ est Gâteaux différentiable en x, quand on considère (E, ‖ ‖) comme
un R-espace normé.

(ii) Pour toutes suites (fn)n≥0 et (gn)n≥0 dans SE∗ vérifiant lim
n→+∞ fn(x) =

lim
n→+∞ gn(x) = ‖x‖, la suite (fn − gn)n≥0 converge ∗-faiblement vers 0 dans E∗.

(iii) Il existe une unique f ∈ E∗ telle ‖f‖ = 1 et f(x) = ‖x‖.

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 10 du supplément.

Théorème 10.3.2. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Alors on a :

1. Si E∗ est strictement convexe, alors la norme ‖ ‖ sur E est Gâteaux différentiable.

2. Si la norme sur E∗ est Gâteaux différentiable, alors (E, ‖ ‖) est strictement convexe.

Démonstration. 1. Supposons que E∗ est strictement convexe. Pour montrer que la
norme ‖ ‖ sur E est Gâteaux différentiable, d’après le théorème précédent, il suffit de
montrer que pour tout x ∈ E \ {0}, il existe une unique f ∈ E∗ telle que ‖f‖ = 1 et
f(x) = ‖x‖. D’après le théorème de Hahn-Banach, corollaire 7.7.1, il existe f ∈ E∗ telle
que ‖f‖ = 1 et f(x) = ‖x‖. Soit g ∈ E∗ telle que ‖g‖ = 1 et g(x) = ‖x‖. Alors on
a ‖f + g‖ ≤ 2 et comme on a f(x) + g(x) = 2‖x‖, d’où ‖f + g‖ = 2. Comme E∗ est
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strictement convexe, il résulte de la proposition 10.3.1 que l’on a f = g. Donc la norme
‖ ‖ sur E est Gâteaux différentiable.
2. Supposons que la norme sur E∗ est Gâteaux différentiable. Si (E, ‖ ‖) n’est pas
strictement convexe, il résulte de la proposition 10.3.2 qu’il existe x ∈ SE tel que pour
tout f ∈ E∗ vérifiant f(x) = 1, il existe y ∈ BE tel que y �= x et Re(f)(y) ≥ 1. Soit f ∈ E∗

telle que ‖f‖ = 1 et f(x) = 1, une telle f existe par le corollaire 7.7.1. Alors il existe
y ∈ BE tel que y �= x et Re(f)(y) ≥ 1. D’où on a ‖y‖ = 1 et f(y) = 1. Soit J : E −→ E∗∗

l’application canonique. Alors J(x) et J(y) sont deux formes linéaires continues sur E∗

telles que ‖J(x)‖ = ‖J(y)‖ = 1, J(x)(f) = J(y)(f) = ‖f‖ et J(x) �= J(y). Ce qui
contredit le fait que la norme sur E∗ est Gâteaux différentiable. Donc (E, ‖ ‖) est bien
strictement convexe. �

Corollaire 10.3.2. Soit (E, ‖ ‖) un espace de Banach réflexif. Alors on a :

1. E∗ est strictement convexe si et seulement si la norme ‖ ‖ sur E est Gâteaux
différentiable.

2. La norme sur E∗ est Gâteaux différentiable si et seulement si (E, ‖ ‖) est stricte-
ment convexe.

10.4 Espaces de Banach uniformément convexes

On a vu, proposition 10.3.1, qu’un espace normé (E, ‖ ‖) est strictement convexe si pour

tout x, y ∈ SE tels que x �= y, on a 0 < 1−
∥∥∥x+ y

2

∥∥∥. Mais on n’a pas de contrôle sur 1−∥∥∥x+ y

2

∥∥∥. Autrement dit, la quantité 1−
∥∥∥x+ y

2

∥∥∥ n’est pas nécessairement uniformément

minorée. D’où la nécessité d’introduire la définition suivante :

Définition 10.4.1. Un espace normé (E, ‖ ‖) est dit uniformément convexe si pour
tout ε ∈ ]0, 2], il existe δ > 0 tel que pour tout x, y ∈ SE vérifiant ‖x − y‖ ≥ ε, on ait

δ ≤ 1−
∥∥∥x+ y

2

∥∥∥.
Une autre manière d’énoncer la définition est :

Pour tout ε ∈ ]0, 2], il existe δ > 0 tel que pour tout x, y ∈ SE vérifiant 1−
∥∥∥x+ y

2

∥∥∥ < δ,

on ait ‖x− y‖ < ε.

Notons que pour tous x ∈ SE et y ∈ BE , on a 0 ≤ 1 −
∥∥∥x+ y

2

∥∥∥ ≤ ‖x− y‖
2

. En effet, il

suffit d’écrire x = x+y
2 + x−y

2 .

Exemple 10.4.1. Soit (H, 〈 , 〉) un espace préhilbertien. Alors H est uniformément
convexe. En effet, d’après l’identité du parallélogramme, pour tout x, y ∈ E, on a :

‖x+ y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
− ‖x− y‖2 .

Soient ε > 0 et x, y ∈ E tels que ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1 et ‖x− y‖ ≥ ε, alors on a ‖x+ y‖2 ≤
4 − ε2, d’où

∥∥∥x+ y

2

∥∥∥ ≤
√

1− ε2

4 . Or on a
√
1− ε2

4 ≤ 1 − ε2

8 , d’où
ε2

8 ≤ 1 −
∥∥∥x+ y

2

∥∥∥.
Donc δ = ε2

8 convient.
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Remarque 10.4.1. Il est clair qu’un espace normé uniformément convexe est strictement
convexe. Par conséquent, les espaces (Kn, ‖ ‖1), (Kn, ‖ ‖∞), pour n ≥ 2, (�1, ‖ ‖1) et
(�∞, ‖ ‖∞) ne sont pas uniformément convexe. Notons aussi qu’il y a des espaces normés
strictement convexes qui ne sont pas uniformément convexes, voir exercice 10.31 du
supplément.

Proposition 10.4.1 (Clarkson). Pour tout 1 < p < +∞, l’espace de Banach (�p, ‖ ‖p)
est uniformément convexe.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 10 du supplément.

Proposition 10.4.2. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé de dimension finie. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) L’espace (E, ‖ ‖) est uniformément convexe.

(ii) L’espace (E, ‖ ‖) est strictement convexe.

Démonstration. L’implication (i) =⇒ (ii) résulte de la remarque 10.4.1.
Preuve de (ii) =⇒ (i). Comme E est de dimension finie, alors SE est compacte. Comme
(E, ‖ ‖) est strictement convexe, alors pour tous x, y ∈ SE tels que x �= y, on a 0 <

1 −
∥∥∥x+ y

2

∥∥∥. Soit ε > 0, comme l’ensemble
{
(x, y) ∈ SE × SE ; ‖x − y‖ ≥ ε

}
est

compact, alors δ = inf
{
1 −

∥∥∥x+ y

2

∥∥∥ ; x, y ∈ SE et ‖x− y‖ ≥ ε
}
> 0, donc (E, ‖ ‖) est

uniformément convexe. �

Proposition 10.4.3. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) L’espace (E, ‖ ‖) est uniformément convexe.

(ii) Pour toutes suites (xn)n≥0 et (yn)n≥0 dans SE vérifiant lim
n→+∞

∥∥∥xn + yn
2

∥∥∥ = 1, on

a lim
n→+∞ ‖xn − yn‖ = 0.

(iii) Pour toutes suites (xn)n≥0 et (yn)n≥0 dans (E, ‖ ‖) telles que (xn)n≥0 soit bornée
et lim

n→+∞
[
2‖xn‖2 + 2‖yn‖2 − ‖xn + yn‖2

]
= 0, on a lim

n→+∞ ‖xn − yn‖ = 0.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 10 du supplément.

Lemme 10.4.1. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé uniformément convexe. Si (xn)n≥0 est

une suite dans SE telle que lim
n,m→+∞

∥∥∥xn + xm

2

∥∥∥ = 1, alors la suite (xn)n≥0 est de

Cauchy.

Démonstration. Soit ε > 0. Comme (E, ‖ ‖) est uniformément convexe, il existe δ > 0

tel que pour tout x, y ∈ SE vérifiant
∥∥∥x+ y

2

∥∥∥ > 1 − δ, on ait ‖x− y‖ < ε. Soit (xn)n≥0

une suite dans SE telle que lim
n,m→+∞

∥∥∥xn + xm

2

∥∥∥ = 1. Alors il existe N ∈ N tel que pour

tout n,m ≥ N , on ait 1−δ <
∥∥∥xn + xm

2

∥∥∥. D’où pour tout n,m ≥ N , on a ‖xn−xm‖ < ε.

Autrement dit, la suite (xn)n≥0 est de Cauchy. �
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Proposition 10.4.4. Soit C un convexe fermé non vide d’un espace de Banach (E, ‖ ‖)
uniformément convexe. Alors pour tout x ∈ E, il existe un unique y ∈ C tel que d(x,C) =
‖x− y‖.

Démonstration. Le résultat est évident si x ∈ C. Supposons donc x �∈ C, et soit

(yn)n≥0 une suite dans C telle que lim
n→+∞ ‖x− yn‖ = d(x,C). On pose tn =

1

‖x− yn‖
et

zn = tn(x− yn), alors ‖zn‖ = 1 et on a :

zn + zm = tn(x − yn) + tm(x− ym) = (tn + tm)
[
x−

( tn
tn + tm

yn +
tm

tn + tm
ym

)]
.

Comme C est convexe, alors on a
tn

tn + tm
yn +

tm
tn + tm

ym ∈ C, d’où :

∥∥∥x−
( tn
tn + tm

yn +
tm

tn + tm
ym

)∥∥∥ ≥ d(x,C) .

Par conséquent, on a d(x,C)(tn + tm) ≤ ‖zn + zm‖ ≤ 2. Or on a lim
n→+∞ tn =

1

d(x,C)
,

d’où lim
n,m→+∞

∥∥∥zn + zm
2

∥∥∥ = 1. Il résulte du lemme précédent que la suite (zn)n≥0 est de

Cauchy dans (E, ‖ ‖), donc elle converge vers un z ∈ E. Comme, pour tout n ≥ 0, on

a yn = x − zn
tn

, alors la suite (yn)n≥0 est convergente vers un élément y ∈ C, car C est

fermé. D’où on a lim
n→+∞ ‖x− yn‖ = ‖x− y‖. Par conséquent, on a ‖x− y‖ = d(x,C).

L’unicité résulte de la proposition 10.3.3, mais donnons une preuve directe. Soient y, y′ ∈
C tels que ‖x− y‖ = d(x,C) = ‖x− y′‖. Pour tout n ≥ 0, on pose y2n+1 = y et y2n = y′.
Alors (yn)n≥0 est une suite dans C telle que ‖x − yn‖ = d(x,C), pour tout n ≥ 0. Il
résulte de ce qui précède que la suite (yn)n≥0 est convergente, d’où on a y = y′. �

Proposition 10.4.5. Soit (E, ‖ ‖) un espace de Banach uniformément convexe. Alors
pour tout f ∈ E∗ \ {0}, il existe un unique x ∈ E tel que ‖x‖ = 1 et ‖f‖ = f(x).

Démonstration. Soit f ∈ E∗, il existe une suite (xn)n≥0 dans E telle que pour tout
n ≥ 0, on ait ‖xn‖ = 1, et lim

n→+∞ f(xn) = ‖f‖. Comme pour tout n, m ∈ N, on a

1

‖f‖|f(xn) + f(xn)| ≤ ‖xn + xm‖ ≤ 2, on en déduit que lim
n,m→+∞

∥∥∥xn + xm

2

∥∥∥ = 1. Il

résulte du lemme précédent que la suite (xn)n≥0 est de Cauchy dans (E, ‖ ‖), donc elle
converge vers un élément x ∈ E. D’où on a ‖x‖ = 1 et ‖f‖ = f(x).

Unicité. Soit y ∈ E tel que ‖y‖ = 1 et ‖f‖ = f(y). Alors on a ‖f‖ = f(x)+f(y)
2 =

f
(
x+y
2

)
≤ ‖f‖

∥∥x+y
2

∥∥, d’où ∥∥x+y
2

∥∥ = 1. Comme (E, ‖ ‖) est strictement convexe, alors
on a x = y. �

Théorème 10.4.1. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé uniformément convexe, x ∈ E et
(xn)n≥0 une suite dans E. Alors (xn)n≥0 converge vers x pour la norme si et seulement
si (xn)n≥0 converge faiblement vers x et

(
‖xn‖

)
n≥0

converge vers ‖x‖.

Démonstration. On a vu, proposition 10.2.1, que dans tout espace normé, si (xn)n≥0

converge vers x pour la norme, alors (xn)n≥0 converge faiblement vers x et
(
‖xn‖

)
n≥0
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converge vers ‖x‖.
Réciproquement, supposons que (xn)n≥0 converge faiblement vers x et que

(
‖xn‖

)
n≥0

converge vers ‖x‖. Si x = 0, c’est évident. Supposons donc x �= 0. Alors il existe N ∈ N
tel que pour tout n ≥ N , on ait xn �= 0. Soit ε > 0. Comme (E, ‖ ‖) est uniformément

convexe, il existe δ > 0 tel que pour tout y, z ∈ SE vérifiant
∥∥∥y + z

2

∥∥∥ > 1 − δ, on ait

‖y − z‖ < ε. Comme (xn)n≥0 converge faiblement vers x, alors la suite(
1
2

( xn

‖xn‖
+

x

‖x‖
))

n≥N
converge faiblement vers

x

‖x‖ . D’après la proposition 10.2.1, on

a alors 1 =
∥∥∥ x

‖x‖

∥∥∥ ≤ lim inf
n→+∞

∥∥∥ 1
2

[ xn

‖xn‖
+

x

‖x‖
]∥∥∥. Donc, il existe n0 ≥ N tel que pour

tout n ≥ n0, on ait
∥∥∥ 1
2

[ xn

‖xn‖
+

x

‖x‖
]∥∥∥ > 1− δ. Par conséquent, pour tout n ≥ n0, on a∥∥∥ xn

‖xn‖
− x

‖x‖

∥∥∥ < ε. Autrement dit, on a lim
n→+∞

∥∥∥ xn

‖xn‖
− x

‖x‖

∥∥∥ = 0. Comme pour tout

n ≥ N , on a xn = ‖xn‖
( xn

‖xn‖
− x

‖x‖
)
+ ‖xn‖

x

‖x‖ , on en déduit que la suite (xn)n≥0

converge vers x pour la norme. �

Corollaire 10.4.1. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé uniformément convexe. Soient x, xn ∈
SE. Alors la suite (xn)n≥0 converge vers x pour la norme si et seulement si (xn)n≥0

converge faiblement vers x.

Remarque 10.4.2. On a vu, proposition 10.2.2, que dans l’espace de Banach (�1, ‖ ‖1),
une suite est convergente si et seulement elle est faiblement convergente. Pourtant,
(�1, ‖ ‖1) n’est pas uniformément convexe.

Théorème 10.4.2 (Milman-Pettis). Tout espace de Banach uniformément convexe
est réflexif.

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 10 du supplément.

Notez que l’on aurai pu déduire la proposition 10.4.4 du corollaire 10.3.1 et du théorème
précédent, mais la preuve donnée pour cette proposition est directe et simple.

10.5 Exercices

Exercice 10.1. Soient E un espace vectoriel et F , G deux sous-espaces vectoriels de son
dual algébrique E′ tels que F et G séparent les points de E. Montrer que la topologie
σ(E,G) est plus fine que la topologie σ(E,F ) si et seulement si F ⊂ G.
Solution. Supposons d’abord que l’on a F ⊂ G. Puisque σ(E,F ) est la topologie la
moins fine sur E rendant continue tous les éléments de F et comme la topologie σ(E,G)
rend continue tous les éléments de G, alors on a σ(E,F ) ⊂ σ(E,G).
Réciproquement, supposons que l’on a σ(E,F ) ⊂ σ(E,G). Alors toute forme linéaire sur
E continue pour σ(E,F ) est aussi continue pour σ(E,G). On déduit du théorème 10.1.1
que l’on a F ⊂ G.

Exercice 10.2. Soient E un espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de son dual
algébrique E′. Montrer que F sépare les points de E si et seulement si F est dense dans
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l’espace localement convexe (E′, σ(E′, E)).
Solution. Il suffit de combiner le théorème 10.1.1 et le corollaire 9.4.3.

Exercice 10.3. Soient (E, T ) un espace vectoriel topologique et A un sous-ensemble
non vide de E. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) A est précompact.

(ii) Pour tout voisinage V de 0 dans E, il existe un sous-ensemble fini D dans A tel
que A ⊂ D + V .

Solution. L’implication (ii) =⇒ (i) est triviale, voir définition 9.1.5.
Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soit V un voisinage de 0 dans E. Alors il existe un
voisinage équilibréW de 0 dans E tel que W+W ⊂ V . Par hypothèse, A est précompact,

donc il existe x1, . . . , xn ∈ E tels que A ⊂
n
∪
i=1

xi +W . On peut aussi supposer que pour

tout i, on a A∩ (xi+W ) �= ∅. Pour tout i, il existe ai ∈ A et zi ∈ W tels que xi+zi = ai,

d’où xi = ai − zi ∈ ai +W . Par conséquent, on a A ⊂
n
∪
i=1

ai +W +W ⊂
n
∪
i=1

ai + V .

Exercice 10.4. Soient (E, F ) un système dual et A un sous-ensemble non vide de E.
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) A est borné dans l’espace vectoriel topologique (E, σ(E,F )).

(ii) A est précompact dans l’espace vectoriel topologique (E, σ(E,F )).

(iii) Pour tout f ∈ F , on a sup
x∈A

|f(x)| < +∞.

(iv) Le polaire A◦ est absorbant.

Solution. L’équivalence (i) ⇐⇒ (iii) résulte du théorème 9.2.2 et de la remarque 9.2.5.
L’équivalence (iii) ⇐⇒ (iv) est triviale.
Comme tout sous-ensemble précompact dans un espace vectoriel topologique est borné,
d’où l’implication (ii) =⇒ (i).
Montrons l’implication (iii) =⇒ (ii). Rappelons d’abord, voir remarque 10.1.1, que la
topologie σ(E,F ) est la topologie image réciproque sur E associée à l’application linéaire
injective suivante :

T : E −→ KF

x �−→ (f(x))f∈F

Par hypothèse, pour tout f ∈ F , on a sup
x∈A

|f(x)| < +∞, donc T (A) est relativement

compact dans KF , voir théorème 5.1.1, d’où T (A) est précompact. Soit V un voisinage
de 0 dans (E, σ(E,F )). Alors il existe un voisinageW de 0 dans KF tel que V = T−1(W ).

Comme T (A) est précompact, alors il existe a1, . . . , an ∈ A tels que T (A) ⊂
n
∪
i=1

T (ai)+W .

D’où on a :

A ⊂ T−1
(

n
∪
i=1

T (ai) +W
)
=

n
∪
i=1

T−1
(
T (ai) +W

)
=

n
∪
i=1

ai + T−1(W ) =
n
∪
i=1

ai + V .

Donc A est précompact dans l’espace vectoriel topologique (E, σ(E,F )).
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Exercice 10.5. Soit (E, F ) un système dual. Montrer que les polaires dans E des
ensembles compacts, convexes et équilibrés dans (F, σ(F,E)) forment une base locale
pour la topologie M(E,F ) sur E.
Solution. Si B est un compact, convexe et équilibré dans (F, σ(F,E)), on note pB
la semi-norme sur E définie par pB(x) = max

f∈B
|f(x)|, pour tout x ∈ E. D’où on a

◦B = {x ∈ E ; pB(x) ≤ 1}. Soient B1, . . . , Bn des compacts, convexes et équilibrés
dans (F, σ(F,E)). Soit B = conv(B1 ∪ . . . ∪ Bn), alors B est évidemment convexe, et
il est équilibré, voir exercice 9.24. D’après le théorème 9.5.1, B est aussi compact dans

(F, σ(F,E)). Or on a ◦B = {x ∈ E ; pB(x) ≤ 1} =
n
∩
i=1

{x ∈ E ; pBi(x) ≤ 1}, alors
on déduit de la définition de la topologie M(E,F ) sur E et du théorème 9.2.2 que les
polaires dans E des ensembles compacts, convexes et équilibrés dans (F, σ(F,E)) forment
une base locale pour la topologie M(E,F ) sur E.

Exercice 10.6. Soient (E, T ) un espace localement convexe et B une partie du dual
topologique E∗. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) B est équicontinue.

(ii) B est contenue dans le polaire d’un voisinage de 0 dans E.

(iii) ◦B est un voisinage de 0 dans E.

Solution. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Par hypothèse, B est équicontinue, donc
il existe un voisinage V de 0 dans E tel que pour tout x ∈ V et pour tout f ∈ B, on ait
|f(x)| ≤ 1, d’où on a B ⊂ V ◦.
Montrons l’implication (ii) =⇒ (iii). Supposons qu’il existe un voisinage V de 0 dans E
tel que B ⊂ V ◦, d’où on a V ⊂ ◦(V ◦) ⊂ ◦B. Donc ◦B est un voisinage de 0 dans E.
Montrons l’implication (iii) =⇒ (i). Par hypothèse, ◦B est un voisinage de 0 dans E. Soit
ε > 0, alors ε ◦B est un voisinage de 0 dans E et pour tout x ∈ ε ◦B et pour tout f ∈ B,
on a |f(x)| ≤ ε, donc B est équicontinue.

Exercice 10.7. Soit (E, T ) un espace de Mackey. Montrer que toute partie convexe,
équilibrée et compacte dans E∗ pour la topologie ∗-faible est équicontinue.
Solution. SoitB une partie convexe, équilibrée et compacte dans (E∗, σ(E∗, E)). D’après
l’exercice 10.5, ◦B est un voisinage de 0 dans E pour la topologie M(E,E∗) = T . On
déduit de l’exercice précédent que B est équicontinue.

Exercice 10.8. Soit (E, ‖ ‖) un espace de Banach. Montrer que (E, ‖ ‖) est un espace
de Mackey.
Solution. Soit T la topologie sur E associée à la norme. D’après le théorème de Mackey,
on a T ⊂ M(E,E∗).
Réciproquement, soit V un voisinage de 0 dans (E, M(E,E∗)). D’après l’exercice 10.5,
il existe un compact, convexe et équilibré K de E∗ pour la topologie ∗-faible tel que
◦K ⊂ V . Comme (E, ‖ ‖) est un espace de Banach et comme K est ∗-faiblement borné,
alors K est aussi borné dans l’espace normé dual (E∗, ‖ ‖), voir corollaire 10.1.7. Donc
il existe t > 0 tel que K ⊂ tBE∗ . Par conséquent, on a 1

tBE = ◦(tBE∗) ⊂ ◦K ⊂ V . Donc
V est aussi voisinage de 0 dans (E, ‖ ‖). On en déduit que l’on a M(E,E∗) ⊂ T . Par
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conséquent, on a M(E,E∗) = T , donc (E, ‖ ‖) est bien un espace de Mackey.

Exercice 10.9. Soit (E, ‖ ‖) un espace de Banach. Soit T1 une topologie sur E telle que
(E, T1) soit un espace localement convexe, (E, T1)∗ = E∗ et telle que (E, T1) admette
une base locale dénombrable. Montrer que T1 cöıncide avec la topologie associée à la
norme sur E.
Solution. Soit T la topologie sur E associée à la norme. D’après le théorème de Mackey
et d’après l’exercice précédent, on a σ(E, E∗) ⊂ T1 ⊂ T . Soit V un voisinage de 0 dans
(E, ‖ ‖). Soit B un ensemble borné dans (E, T1). Comme on a σ(E, E∗) ⊂ T1, alors B
est borné dans E pour la topologie faible. D’après le corollaire 10.1.6, B est borné dans
(E, ‖ ‖). Donc il existe un s > 0 tel que B ⊂ sV . On déduit de l’exercice 9.8 que V est
un voisinage de 0 dans (E, T1). Par conséquent, on a T ⊂ T1. Donc on a bien T1 = T .

Exercice 10.10. Soit (E, T ) un espace vectoriel topologique.

1. Soit p une semi-norme continue sur E. Montrer que pour tout z ∈ E, il existe
f ∈ E∗ telle que f(z) = p(z) et |f(x)| ≤ p(x), pour tout x ∈ E.

2. On suppose, si on veut, que E∗ sépare les points de E. Soient U un voisinage
convexe et équilibré de 0 dans (E, T ) et U◦ le polaire de U dans E∗. Soit μU la
jauge de U . Montrer que pour tout x ∈ E, on a μU (x) = sup

{
|f(x)| ; f ∈ U◦}.

Solution. 1. Soient z ∈ E et F = Kz. Pour tout λ ∈ K, soit g(λz) = λp(z). Alors
g est une forme linéaire sur le sous-espace vectoriel F telle que g(z) = p(z) et on ait
|g(λz)| ≤ p(λz), pour tout λ ∈ K. D’après le théorème de Hahn-Banach, théorème 7.7.2,
il existe une forme linéaire f sur E prolongeant g et telle que |f(x)| ≤ p(x), pour tout
x ∈ E. Puisque p est continue, on déduit de la proposition 9.1.12 et du lemme 9.2.1 que
f est continue.
2. Soit x ∈ E. Pour tout r > μU (x), on a x ∈ rU , voir remarque 7.6.2, d’où pour tout
f ∈ U◦, on a |f(x)| ≤ r. Par conséquent, on a |f(x)| ≤ μU (x), d’où sup

{
|f(x)| ; f ∈

U◦} ≤ μU (x). D’après la proposition 9.2.2, μU est une semi-norme continue sur E.
D’après 1, il existe f ∈ E∗ telle que f(x) = μU (x) et |f(y)| ≤ μU (y), pour tout y ∈ E.
Comme pour tout y ∈ U , on a μU (y) ≤ 1, alors f ∈ U◦. Par conséquent, on a bien
μU (x) = sup

{
|f(x)| ; f ∈ U◦}.

Exercice 10.11. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé de dimension infinie.

1. Soient a ∈ E et Sa =
{
x ∈ E ; ‖x− a‖ = 1

}
. Montrer que a ∈ Sa

w
.

2. Soit SE =
{
x ∈ E ; ‖x‖ = 1

}
. Montrer que l’on a SE

w
= BE . Donc SE n’est pas

fermé pour la topologie faible.

3. Soit U =
{
x ∈ E ; ‖x‖ < 1

}
. Montrer que l’intérieur de U pour la topologie faible

est vide. Donc U n’est pas ouvert pour la topologie faible.

Solution. 1. Soit V un voisinage de 0 dans E pour la topologie faible. Comme E est de
dimension infinie, il résulte du lemme 10.1.1 que V contient un sous-espace vectoriel F
de dimension infinie, donc il existe y ∈ F tel que ‖y‖ = 1. Soit x = a + y, alors on a
x ∈ Sa ∩ (a+ V ), donc on a Sa ∩ (a+ V ) �= ∅. Par conséquent, a ∈ Sa

w
.

2. Comme BE est convexe et fermé dans (E, ‖ ‖), il résulte du théorème 10.1.2 que BE
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est aussi fermé pour la topologie faible, d’où on a SE
w ⊂ BE .

Réciproquement, Soit x ∈ E tel que ‖x‖ < 1. D’après 1, il existe une famille filtrante
croissante (xλ)λ∈Λ d’éléments de E telle que ‖xλ − x‖ = 1, pour tout λ ∈ Λ et telle que
(xλ)λ∈Λ converge faiblement vers x. SoitDλ la droite d’équation (1−t)x+txλ, avec t ∈ K.
Comme Dλ est connexe, alors Dλ intersecte la sphère SE en un point yλ, voir proposition
4.1.4. Autrement dit, il existe tλ ∈ K et yλ ∈ SE tels que yλ = (1 − tλ)x + tλxλ, d’où
on a yλ − x = tλ(xλ − x). Alors on a |tλ| = ‖tλ(xλ − x)‖ = ‖yλ − x‖ ≤ 2, et pour tout
f ∈ E∗, on a f(yλ)− f(x) = tλf(xλ − x). Comme on a lim

λ∈Λ
f(xλ − x) = 0 et (tλ)λ∈Λ est

bornée dans K, alors on a lim
λ∈Λ

f(yλ) = f(x). Donc la famille filtrante croissante (yλ)λ∈Λ

converge faiblement vers x, d’où x ∈ SE
w
. Par conséquent, on a SE

w
= BE .

3. Comme U est borné dans (E, ‖ ‖), il résulte de la proposition 10.1.1 que U est
d’intérieur vide pour la topologie faible.

Remarque 10.5.1. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé de dimension infinie. On fait le même
raisonnement comme dans l’exercice précédent et on montre que l’adhérence de SE∗ pour
la topologie ∗-faible est BE∗ .

Exercice 10.12. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé de dimension infinie. Peut-on recouvrir
SE =

{
x ∈ E ; ‖x‖ = 1

}
par un nombre fini de boules fermées dont aucune ne contient

l’origine de E ?
Solution. Non, ceci résulte de l’exercice précédent et du théorème 10.1.2.

Exercice 10.13. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé et (xn)n≥0 une suite de Cauchy dans
E. Montrer que (xn)n≥0 converge faiblement vers 0 si et seulement si (xn)n≥0 converge
vers 0 pour la norme.
Solution. D’après la proposition 10.2.1, si (xn)n≥0 converge vers 0 pour la norme, alors
(xn)n≥0 converge vers 0 pour la topologie faible.
Réciproquement, supposons que (xn)n≥0 est une suite de Cauchy dans E et que (xn)n≥0

converge vers 0 pour la topologie faible. Soit ε > 0, alors il existe N ∈ N tel que pour tout
n,m ≥ N , on ait ‖xn−xm‖ ≤ ε. Autrement dit, pour tout n,m ≥ N , on a xn ∈ xm+εBE.
Comme xm + εBE est faiblement fermé et comme (xn)n≥0 converge faiblement vers 0,
alors on a 0 ∈ xm + εBE, pour tout m ≥ N . Donc pour tout m ≥ N , on a ‖xm‖ ≤ ε.
Par conséquent, la suite (xn)n≥0 converge vers 0 pour la norme.

Exercice 10.14. Soient (E, ‖ ‖) un espace normé séparable et (fn)n≥0 une suite bornée
dans E∗ pour la norme. Montrer qu’il existe une sous-suite (fnk

)k≥0 et f ∈ E∗ telles que
pour tout x ∈ E, on ait lim

n→+∞ fnk
(x) = f(x).

Solution. Puisque la suite (fn)n≥0 est bornée dans E∗ pour la norme, il résulte du
corollaire 10.1.2 que l’ensemble A = {fn ; n ≥ 0} est relativement ∗-faiblement compact.
Comme (E, ‖ ‖) est séparable, il résulte du théorème 10.2.3 que l’adhérence de A pour la
topologie ∗-faible est métrisable. Par conséquent, la suite (fn)n≥0 admet une sous-suite
convergente pour la topologie ∗-faible. Autrement dit, il existe une sous-suite (fnk

)k≥0

de (fn)n≥0 et f ∈ E∗ telles que pour tout x ∈ E, on ait lim
n→+∞ fnk

(x) = f(x).

Exercice 10.15. Soient E = �∞ et (fn)n≥0 une suite dans E∗ définie par fn(x) = xn,
pour tout x = (xn)n≥0 ∈ �∞. Montrer que la suite (fn)n≥0 est bornée pour la norme et
n’admet pas de sous-suite convergeant pour la topologie ∗-faible.
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Solution. Pour tout n ≥ 0 et pour tout x = (xn)n≥0 ∈ �∞, on a |fn(x)| = |xn| ≤
‖x‖∞, d’où on a ‖fn‖ ≤ 1. Par conséquent, la suite (fn)n≥0 est bornée pour la norme.
Raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe une sous-suite (fnk

)k≥0 de (fn)n≥0

et f ∈ E∗ telles que pour tout x ∈ E, on ait lim
n→+∞ fnk

(x) = f(x). Alors il existe une

suite strictement croissante (nk)k≥0 de N telle que pour tout x = (xn)n≥0 ∈ �∞, la suite
(xnk

)k≥0 est convergente dans K (vers f(x)). Soit x = (xn)n≥0 ∈ �∞ défini par xn = 0,
si n �∈ {nk ; k ≥ 0} et

xnk
=

{
1 si k est pair ,
−1 si k est impair .

Alors la suite (xnk
)k≥0 n’est pas convergente dans K, d’où la contradiction. Donc la suite

(fn)n≥0 n’admet pas de sous-suite convergeant pour la topologie ∗-faible.

Rappelons, remarque 10.2.1, que pour tout p ∈ ]1, +∞[, l’espace de Banach �p contient
des suites qui convergent faiblement et non pour la norme. Rappelons aussi, proposition
10.2.2, que dans l’espace de Banach �1, une suite est faiblement convergente si et seulement
si elle est convergente pour la norme.

Exercice 10.16. Soient p ∈ [1, +∞[ et (fk)k≥0 une suite de formes linéaires continues
sur l’espace de Banach �p. Rappelons, propositions 7.4.2 et 7.4.4, que chaque fk est
donnée par un élément ξk = (yk,n)n≥0 ∈ �q, où 1

p +
1
q = 1 et pour tout x = (xn)n≥0 ∈ �p,

on a fk(x) =

+∞∑
n=0

xn yk,n. Soient f une forme linéaire continue sur �p et ξ = (yn)n≥0 ∈ �q

tels que pour tout x = (xn)n≥0 ∈ �p, on ait f(x) =

+∞∑
n=0

xn yn. Montrer que les propriétés

suivantes sont équivalentes :

(i) La suite (fk)k≥0 converge vers f pour la topologie ∗-faible.

(ii) La suite (ξk)k≥0 est bornée dans l’espace de Banach �q et pour tout n ≥ 0, la suite
(yk,n)k≥0 converge vers yn dans K.

Solution. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Puisque la suite (fk)k≥0 est convergente
pour la topologie ∗-faible, alors (fk)k≥0 est bornée pour la topologie ∗-faible. On déduit
alors du corollaire 10.1.7 que la suite (ξk)k≥0 est bornée dans l’espace de Banach �q.
D’autre part, (fk)k≥0 converge vers f pour la topologie ∗-faible si et seulement si pour
tout x ∈ �p, on a lim

k→+∞
fk(x) = f(x). Soient n ≥ 0 et x = en ∈ �p, on a fk(en) = yk,n et

f(en) = yn. Par conséquent, la suite (yk,n)k≥0 converge vers yn dans K.
Montrons l’implication (ii) =⇒ (i). Par hypothèse, la suite (fk)k≥0 est bornée pour la
norme dans l’espace dual de l’espace de Banach �p et pour tout n ≥ 0, on a lim

k→+∞
fk(en) =

f(en) dans K. Comme l’ensemble D = {en ; n ≥ 0} est une partie totale de l’espace de
Banach �p, on déduit de l’exercice 7.14 que pour tout x ∈ �p, on a lim

k→+∞
fk(x) = f(x)

dans K. Autrement dit, la suite (fk)k≥0 converge vers f pour la topologie ∗-faible.

Exercice 10.17. Soient X un espace compact et E = C(X) l’espace de Banach des
fonctions continues sur X et à valeurs dans le corps K, muni de la norme ‖ ‖∞. Pour
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tout x ∈ X soit δx ∈ E∗ définie par δx(f) = f(x), pour tout f ∈ E. Montrer que
l’application T : x �−→ δx est continue de X dans E∗, muni de la topologie ∗-faible.
Solution. Pour tout f ∈ E, soit J(f) la forme linéaire sur E∗ définie par J(f)(Λ) = Λ(f),
pour tout Λ ∈ E∗. Par définition, la topologie ∗-faible sur E∗ est la topologie la moins fine
sur E∗ rendant continue toutes les formes linéaires J(f), lorsque f parcourt E. D’après
la proposition 1.4.1, T est continue si et seulement si pour tout f ∈ E, l’application
J(f)◦T est continue de X dans K. Or on a J(f)◦T = f , donc T est continue de X dans
E∗, muni de la topologie ∗-faible.

Exercice 10.18. Soit E = C([0, 1]) l’espace de Banach des fonctions continues sur [0, 1]

et à valeurs dans K, muni de la norme ‖ ‖∞. Soit Λ ∈ BE∗ définie par Λ(f) =

∫ 1

0

f(t) dt,

pour tout f ∈ E. Montrer que Λ �∈ conv(e(BE∗)), l’adhérence est par rapport à la norme.
Solution. Raisonnons par l’absurde et supposons que l’on a Λ ∈ conv(e(BE∗)). D’après
les propositions 9.5.1 et 10.2.9, il existe t1, . . . , tn ∈ [0, 1] et λ1, . . . , λn ∈ K avec

|λ1| = · · · = |λn| = 1 et il existe α1 ≥ 0, . . . , αn ≥ 0 avec

n∑
i=1

αi = 1 tels que

∥∥∥Λ−
n∑

i=1

αiλiδti

∥∥∥ < 1
2 . Pour tout p suffisant grand, on peut construire facilement une

fonction affine positive non nulle fp sur [0, 1] telle que ‖fp‖∞ = 1, Λ(f) ≥ 1− n
p et telle

que fp(ti) = 0, pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Par conséquent, on a 1 − n
p < 1

2 , pour tout p

suffisant grand. On fait tendre p vers +∞, on obtient 1 ≤ 1
2 , d’où la contradiction, donc

Λ �∈ conv(e(BE∗)).

Exercice 10.19. Soit (E, ‖ ‖) un espace normé séparable. Montrer que E∗ est isométri-
quement isomorphe à un sous-espace de �∞.
Solution. Soit (xn)n≥0 une suite dense dans SE , voir proposition 6.8.3. Alors l’application
linéaire

E∗ −→ �∞

f �−→ (f(xn))n≥0

est isométrique.

Pour plus d’exercices, voir le supplément associé à ce livre.



Chapitre 11

GROUPES TOPOLOGIQUES

Ce chapitre n’est autre qu’une introduction aux groupes topologiques.

11.1 Groupes topologiques

Définition 11.1.1. On appelle groupe topologique un groupe G muni d’une topologie
telle que les applications suivantes soient continues.

G×G −→ G
(x, y) �−→ xy

et
G −→ G
x �−→ x−1

Exemple 11.1.1. Soit G un groupe.

1. Si Td est la topologie discrète sur G, alors G muni de Td est un groupe topologique
appelé groupe discret.

2. Si Tg est la topologie grossière sur G, alors G muni de Tg est un groupe topologique.

Exemple 11.1.2. 1. Le groupe R (resp. Q) muni de l’addition et de la topologie
usuelle est un groupe topologique.

2. Tout espace vectoriel topologique muni de l’addition est un groupe topologique.

3. Soient E un espace de Banach et GL(E) l’ensemble des applications linéaires
continues bijectives de E dans E, alors muni de la composition et de la topologie
induite par L (E) est un groupe topologique. En particulier, GL(n,R) et GL(n,C)
munis de la multiplication sont des groupes topologiques.

4. Soient H un espace de Hilbert et U l’ensemble des opérateurs unitaires sur H ,
alors U muni de la composition et de la topologie induite par L (H) est un groupe
topologique. En particulier, S1 muni de la multiplication est un groupe topologique.

5. Si G est un groupe, on introduit une nouvelle loi de composition interne sur G
en posant pour tout g, h ∈ G, g.h = hg. Alors G muni de cette nouvelle loi est
un groupe, appelé groupe opposé de G et sera noté G0. Si G est un groupe
topologique, alors G0 muni de la topologie de G est un groupe topologique, appelé
groupe topologique opposé de G.

493
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6. Soient G un groupe topologique et H un sous-groupe de G. Alors H muni de la
topologie induite par G est un groupe topologique, appelé sous-groupe topolo-
gique de G.

7. Soient G et H deux groupes topologiques. Pour tout (g, h), (g′, h′) ∈ G × H , on
pose (g, h)(g′, h′) = (gg′, hh′). Alors G ×H muni de ce produit est un groupe tel
que pour tout (g, h) ∈ G × H , on ait (g, h)−1 = (g−1, h−1). Il résulte immédiate
de la proposition 1.4.7 que le groupe G × H muni de la topologie produit est un
groupe topologique. Dans ce cas, on dit que G×H , muni de la topologie produit,
est le groupe topologique produit des groupes topologiques G et H .

Remarque 11.1.1. Soit G un groupe topologique.

1. La continuité des applications

G×G −→ G
(x, y) �−→ xy

et
G −→ G
x �−→ x−1

est équivalente à la continuité de l’application suivante :

G×G −→ G
(x, y) �−→ xy−1

2. Pour g ∈ G, on définit la translation à gauche (resp. à droite) de G, Lg (resp.
Rg) par :

Lg : G −→ G
x �−→ gx

et
Rg : G −→ G

x �−→ xg

Alors Lg et Rg sont des homéomorphismes de G.

3. De même, pour tous a, b ∈ G, l’application x �−→ axb, en particulier l’automor-
phisme intérieur x �−→ axa−1, est un homéomorphisme de G.

Notations. Soit G un groupe topologique. On notera souvent e l’élément neutre de G.
Si x ∈ G et A,B sont deux parties de G, on note :

A−1 =
{
a−1 ; a ∈ A

}
, AB =

{
ab ; a ∈ A et b ∈ B

}
,

xA = {x}A =
{
xa ; a ∈ A

}
et Ax = A{x} =

{
ax ; a ∈ A

}
.

Remarque 11.1.2. Soit G un groupe topologique. Alors on a :

1. Soit g ∈ G. Lorsque V parcourt un système fondamental de voisinages de e, les
ensembles gV (resp. V g) forment un système fondamental de voisinages de g.

2. Pour tout voisinage U de e, il existe un voisinage V de e tel que V V −1 ⊂ U .

3. Pour tout voisinage U de e, il existe un voisinage V de e tel que V V ⊂ U .

4. Si U est un voisinage de e, alors U−1 est un voisinage de e, et si on pose V = U∩U−1,
alors V est un voisinage de e vérifiant V = V −1 et V ⊂ U .
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5. Pour tout voisinage U de e et tout g ∈ G, il existe un voisinage W de e tel que
gWg−1 ⊂ U .

Proposition 11.1.1. Soient G un groupe topologique et e l’élément neutre de G. Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) G est séparé.

(ii) Pour tout g ∈ G, {g} est fermé dans G.

(iii) L’ensemble {e} est fermé dans G.

(iv) ∩
V ∈V

V = {e}, où V est l’ensemble des voisinages de e dans G.

Démonstration. Dans un espace topologique séparé, voir corollaire 1.5.1, tout ensemble
réduit à un seul élément est fermé. Donc on a bien l’implication (i) =⇒ (ii). L’implication
(ii) =⇒ (iii) est triviale.
Preuve de (iii) =⇒ (i). Supposons que {e} est fermé dans G. Soit g : G×G −→ G définie
par g(x, y) = xy, alors g est continue et on a Δ = {(x, y) ∈ G ×G ; x = y} = g−1({e}),
donc Δ est fermé dans G×G. D’après la proposition 1.5.4, G est alors séparé.
L’implication (i) =⇒ (iv) résulte de la proposition 1.5.4.
Preuve de (iv) =⇒ (iii). Puisque pour tout voisinage V de e dans G, V est aussi un
voisinage de e dans G, alors on a ∩

V ∈V
V = ∩

V ∈V
V . Donc {e} est fermé dans G. �

Proposition 11.1.2. Soient G un groupe topologique et A, B deux parties de G.

1. On a A = ∩
V ∈V

AV , où V est l’ensemble des voisinages de e dans G.

2. Si U est un ouvert de G, alors U−1, AU et UA sont des ouverts de G.

3. Si A est une partie fermée de G et B est une partie compacte de G, alors AB et
BA sont des parties fermées de G.

4. Si G est séparé et si A et B sont des parties compactes de G, alors AB et BA sont
des parties compactes de G.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 11 du supplément.

Remarque 11.1.3. Si G est un groupe topologique et si A et B sont des fermés dans
G, alors AB n’est pas nécessairement fermé dans G. Par exemple, si θ est un irrationnel,
et considérons les deux sous-groupes fermés Z et θZ de R ; alors le sous-groupe Z + θZ
n’est pas fermé dans R, voir exercice 11.1.

Proposition 11.1.3. Soit G un groupe topologique séparé. Alors on a :

1. G est un espace régulier †.

2. Soient A un compact de G et B un fermé de G tels que A ∩B = ∅. Alors il existe
un voisinage ouvert W de e dans G tel que AW ∩BW = ∅.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 11 du supplément.

†En fait, tout groupe localement compact est un espace normal.
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Proposition 11.1.4. Soient G1, G2 deux groupes topologiques et ϕ : G1 −→ G2 un
morphisme de groupes. Alors ϕ est continue si et seulement si ϕ est continue en un
point.

Démonstration. Supposons ϕ continue en a ∈ G. Soient x ∈ G et W un voisinage de
ϕ(x) dans G. Alors ϕ(a)(ϕ(x)

−1
)W est voisinage de ϕ(a), donc il existe un voisinage V

de a dans G tel que ϕ(V ) ⊂ ϕ(a)(ϕ(x)−1)W . D’où xa−1V est un voisinage de x dans G

et on a ϕ(xa−1V ) = ϕ(x)(ϕ(a)
−1

)ϕ(V ) ⊂ W . Donc ϕ est continue en x. �

11.2 Sous-groupes et groupes quotients

Théorème 11.2.1. Soient G un groupe topologique et H un sous-groupe de G. On a :

1. Si H est ouvert dans G, alors H est aussi fermé dans G.

2. Si
◦
H �= ∅, alors H est à la fois ouvert et fermé dans G.

3. L’adhérence H de H est un sous-groupe fermé de G.

4. Si H est distingué, il en est de même de H.

5. Si G est séparé et si H est discret, alors H est fermé dans G.

6. Si G est séparé et si H est commutatif, alors H est commutatif.

7. Si G est séparé, le centre de G, Z(G) =
{
g ∈ G ; gh = hg , pour tout h ∈ G

}
est

un sous-groupe fermé de G.

Démonstration. 1. D’après la proposition 11.1.2, on aH = ∩
V ∈V

HV , où V est l’ensemble

des voisinages de e dans G. Comme H est un ouvert de G et on a e ∈ H , alors H ∈ V .
Par conséquent, on a H = ∩

V ∈V
HV ⊂ HH ⊂ H , d’où H = H . Donc H est fermé dans

G.

2. Si
◦
H �= ∅, alors il existe y ∈ H et un voisinage ouvert V de e dans G tels que yV ⊂ H .

Par conséquent, pour tout x ∈ H , xV est un voisinage ouvert de x dans G et on a
xV = xy−1yV ⊂ xy−1H ⊂ H . Donc H est ouvert dans G. Il résulte de 1 que H est aussi
fermé dans G.
3. Puisque l’application

f : G×G −→ G
(x, y) �−→ xy−1

est continue, alors f−1
(
H
)
est fermé dans G × G. Or on a H × H ⊂ f−1

(
H
)
, d’où

H ×H ⊂ f−1
(
H
)
. Autrement dit, on a f

(
H ×H

)
⊂ H, donc H est un sous-groupe de

G.
4. Soit g ∈ G. Comme l’application x �−→ gxg−1 est un homéomorphisme de G, alors on
a gHg−1 = gHg−1. Comme H est distingué, alors on a gHg−1 = H , d’où gHg−1 = H.
Par conséquent, le sous-groupe H est distingué.
5. Puisque H est discret, il existe un voisinage ouvert V de e dans G tel que V = V −1 et
V ∩H = {e}. On en déduit que pour tout x ∈ H , on a xV ∩ H = {x}. Soit y ∈ H, alors
on a yV ∩H �= ∅. Soit x ∈ yV ∩H , d’où y ∈ xV . Si y �= x, alors xV \ {x} est un ouvert
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de G, car G est séparé, contenant y et on a (xV \ {x}) ∩H = ∅. Ce qui est impossible.
Donc on a y = x ∈ H . Par conséquent, on a H = H . Donc H est fermé dans G.
6. Comme l’application

h : G×G −→ G
(x, y) �−→ xyx−1y−1

est continue et G est séparé, alors h−1({e}) est fermé dans G × G. Comme H est
commutatif, alors on a H × H ⊂ h−1({e}), d’où H × H ⊂ h−1({e}). Autrement dit,
on a h(H ×H ) ⊂ {e}, donc H est commutatif.
7. Il est clair que Z(G) est un sous-groupe de G. Soit h ∈ G. Puisque les applications
g �−→ gh et g �−→ hg sont continues de G dans G et puisque G est séparé, il résulte de la
proposition 1.5.5 que l’ensemble Zh(G) = {g ∈ G ; gh = hg} est fermé dans G. Comme
on a Z(G) = ∩

h∈G
Zh(G), alors Z(G) est fermé dans G. �

Soient G un groupe topologique et H un sous-groupe de G. On introduit alors sur G la
relation d’équivalence suivante : pour x, y ∈ G,

xR y ⇐⇒ x−1y ∈ H .

La classe d’équivalence d’un élément x ∈ G est l’ensemble xH . Les classes d’équivalences
sont appelées les classes à gauche de G modulo H , ce qui est naturel puisque chacune
d’elles est de la forme Lx(H). L’ensemble quotient sera noté G/H et muni de la topologie
quotient sera appelé espace homogène des classes à gauche suivant H . On note q :
G −→ G/H l’application quotient. Rappelons qu’un sous-ensemble U de G/H est ouvert
si et seulement si q−1(U) est ouvert dans G. Alors, toute application continue de G
dans un espace topologique X , qui est constante sur les classes d’équivalences, passe au
quotient en une application continue de G/H dans X , voir remarque 1.4.13.

Proposition 11.2.1. Soient G un groupe topologique et H un sous-groupe de G. On a :

1. L’application quotient q : G −→ G/H est continue et ouverte.

2. L’espace homogène G/H est séparé si et seulement si H est fermé dans G.

3. L’espace homogène G/H est discret si et seulement si H est ouvert dans G.

4. Si de plus H est distingué dans G, alors l’espace homogène G/H est un groupe
topologique, appelé groupe topologique quotient de G par H, et l’application
quotient q : G −→ G/H est un morphisme de groupes.

Démonstration. 1. Par définition de la topologie quotient sur G/H , l’application q est
continue. Soit V un ouvert de G, alors on a q−1(q(V )) = ∪

h∈H
hV , donc q−1(q(V )) est

un ouvert de G. Par conséquent, q(V ) est ouvert dans G/H . Donc l’application q est
ouverte.
2. Si G/H est séparé, alors {q(e)} est fermé dans G/H . Or on a q−1({q(e)}) = H , donc H
est fermé dansG. Réciproquement, supposonsH fermé dansG. Puisque l’application q est
ouverte, d’après la proposition 1.5.6, l’espace quotient G/H est séparé si et seulement
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si l’ensemble R =
{
(x, y) ∈ G × G ; x−1y ∈ H

}
est fermé dans G × G. Considérons

l’application suivante :
f : G×G −→ G

(x, y) �−→ x−1y

On a R = f−1(H). Comme f est continue et H est fermé dans G, alors R est fermé dans
G×G. Par conséquent, l’espace homogène G/H est séparé.
3. Si G/H est discret, alors {q(e)} est ouvert dansG/H . Par conséquent,H = q−1({q(e)})
est ouvert dans G. Réciproquement, si H est ouvert dans G, alors pour tout g ∈ G, gH
est ouvert dans G. Or on a gH = q−1({q(g)}), donc, pour tout g ∈ G, {q(g)} est un
ensemble ouvert de G/H . Autrement dit, G/H est discret.
4. On suppose de plus queH est distingué dansG. AlorsG/H est un groupe et l’application
q est un morphisme de groupes. Il s’agit maintenant de montrer que les applications
suivantes :

g̃ : (G/H)× (G/H) −→ G/H
(q(x), q(y)) �−→ q(xy)

et
h̃ : G/H −→ G/H

q(x) �−→ q(x−1)

sont continues. L’application h̃ est continue si et seulement si h̃ ◦ q est continue. Pour
tout x ∈ G, soit h(x) = x−1, alors h est continue de G dans G et on a h̃ ◦ q = q ◦ h, donc
h̃ ◦ q est continue, d’où la continuité de h̃. Soient x, y ∈ G. Montrons la continuité de g̃
en (q(x), q(y)). Soit U un ouvert de G/H contenant q(xy), alors q−1(U) est un ouvert de
G contenant xy. Alors il existe des ouverts V et W de G contenant respectivement x et
y tels que VW ⊂ q−1(U). Puisque q est une application ouverte, alors q(V ) et q(W ) sont
des ouverts de G/H contenant respectivement q(x) et q(y) et on a g̃((q(V ), q(W ))) =
q(V )q(W ) = q(VW ) ⊂ q(q−1(U)) = U . Par conséquent, g̃ est continue. Donc G/H muni
de la topologie quotient est un groupe topologique. �

Corollaire 11.2.1. Soit H un sous-groupe fermé d’un groupe topologique G. Si G est
compact (resp. localement compact), alors l’espace homogène G/H est compact (resp.
localement compact) †.

Remarque 11.2.1. Si G est un groupe topologique et si H est un sous-groupe de G,
alors l’application quotient q : G −→ G/H n’est pas en général fermée. Par exemple,
l’application quotient q : R −→ R/Z n’est pas fermée car F =

{
n + 1

n ; n ≥ 1
}
est

fermé dans R mais q(F ) n’est pas fermé dans R/Z, voir aussi l’exemple 3.2.1. Par contre,
si G est un groupe topologique séparé et si H est un sous-groupe compact de G, alors
l’application quotient q : G −→ G/H est fermée, comme cela est montré dans le corollaire
11.3.4.

Proposition 11.2.2. Soient G un groupe topologique et Γ un sous-groupe discret de G.
Soit q : G −→ G/Γ l’application quotient. Alors on a :

1. Tout x ∈ G admet un voisinage ouvert V tel que la restriction de q à V soit un
homéomorphisme de V sur le voisinage ouvert q(V ) de q(x) dans G/Γ.

2. Pour tout y ∈ G/Γ, il existe un voisinage ouvert U de y dans G/Γ tel que q−1(U) =
∪

h∈Γ
hV , où V est un ouvert de G, les hV sont des ouverts dans G deux à deux

†Voir également corollaire 11.3.4.



11.2. Sous-groupes et groupes quotients 499

disjoints et la restriction de q à chaque hV est un homéomorphisme de hV sur U .
Autrement dit, l’application quotient q : G −→ G/Γ est un �� revêtement ��.

Démonstration. 1. Comme Γ est discret, il existe un voisinage ouvert W de e dans G
tel que W ∩Γ = {e}. Soit V0 un voisinage ouvert de e dans G tel que V0

−1V0 ⊂ W . Alors
pour tout x ∈ G, la restriction de q à V = xV0 est injectif ; car si a, b ∈ V0 sont tels que
q(xa) = q(xb), alors il existe h ∈ Γ tel que xa = xbh, d’où on a h = b−1a ∈ V0

−1V0 ⊂ W .
Donc on a h ∈ W ∩ Γ = {e}, d’où h = e et alors a = b. Comme l’image par q de tout
ouvert dans V est un ouvert dans q(V ) et comme q est continue, alors la restriction de
q à V est un homéomorphisme de V sur le voisinage ouvert q(V ) de q(x) dans G/Γ.
2. Soit y ∈ G/Γ, il existe x ∈ G tel que q(x) = y. Soit V un voisinage ouvert de x dans
G tel que la restriction de q à V soit un homéomorphisme de V sur le voisinage ouvert
U = q(V ) de y dans G/Γ. On a q−1(U) = ∪

h∈Γ
hV . Soient h, h′ ∈ Γ. Si hV ∩ h′V �= ∅,

alors il existe a, b ∈ V tels que ha = h′b, d’où on a q(a) = q(b). Par conséquent, a = b,
donc on a h = h′. Autrement dit, les hV sont des ouverts dans G deux à deux disjoints.
Comme les applications

hV −→ V −→ U = q(V )
ha �−→ a −→ q(a)

sont des homéomorphismes, alors la restriction de q à chaque hV est un homéomorphisme
de hV sur U . �

Proposition 11.2.3. Soient G1, G2 deux groupes topologiques et ϕ : G1 −→ G2 un
morphisme de groupes continue. Alors ker(ϕ) = {x ∈ G1 ; ϕ(x) = e2} est un sous-groupe
distingué de G1 et il existe un unique morphisme de groupes continue ϕ̃ : G1/ ker(ϕ) −→
G2 tel que ϕ̃ ◦ q = ϕ. Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif.

G1 G2

G1/ ker(ϕ)

�ϕ

�
��	q 




�
ϕ̃

Si de plus, ϕ est une application ouverte et surjective, alors ϕ̃ est un homéomorphisme.

Démonstration. Puisque ϕ est un morphisme de groupes, alors ker(ϕ) est un sous-
groupe distingué de G1. Soient x, y ∈ G1 tels que q(x) = q(y). Alors on a x−1y ∈ ker(ϕ),
d’où ϕ(x) = ϕ(y). Pour tout x ∈ G1, On pose ϕ̃(q(x)) = ϕ(x). Alors ϕ̃ est bien défini et il
est clair que ϕ̃ est un morphisme de groupes tel que ϕ̃◦ q = ϕ. Puisque ϕ̃◦ q est continue,
il résulte de la proposition 1.4.10 que ϕ̃ est continue. Supposons maintenant que ϕ est
de plus une application ouverte et surjective. Alors ϕ̃ est bijective. Soit V un ouvert de
G1/ ker(ϕ), alors on a ϕ̃(V ) = ϕ̃(q(q−1(V ))) = ϕ(q−1(V )). Comme ϕ est une application
ouverte et que q est continue, alors ϕ(q−1(V )) est un ouvert de G2. Par conséquent, ϕ̃
est un homéomorphisme. �

Théorème 11.2.2. Soient G un groupe topologique connexe et U un voisinage de e dans
G tel que U = U−1. Alors pour tout g ∈ G, il existe g1, . . . , gk ∈ U tels que g = g1...gk.
Autrement dit, tout groupe topologique connexe est engendré par chacun des voisinages
de l’élément neutre.
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Démonstration. Pour n ≥ 1, on pose Un = UU · · ·U︸ ︷︷ ︸
n fois

=
{
g1...gn ; gi ∈ U

}
et soit

H = ∪
n≥1

Un, alors H est un sous-groupe de G. Comme on a U ⊂ H , alors
◦
H �= ∅. D’après

le théorème 11.2.1, H est alors à la fois ouvert et fermé dans G. Comme G est connexe,
on en déduit que l’on a G = H , d’où le résultat. �

Remarque 11.2.2. Si G est un groupe topologique connexe et compact, et U un
voisinage ouvert de e tel que U = U−1. Alors il existe n ≥ 1 tel que pour tout g ∈ G, il
existe g1, . . . , gn ∈ U tels que g = g1...gn.

Théorème 11.2.3. Soit G un groupe topologique localement compact et connexe. Alors
G est dénombrable à l’infini.

Démonstration. Soit U un voisinage de e dans G tel que U = U−1 et tel que U soit
compact. D’après la démonstration du théorème précédent, on a G = ∪

n≥1
Un. Puisque

l’application

f : G×G× · · · ×G −→ G
(x1, x2, . . . , xn) �−→ x1x2 · · ·xn

est continue, alors f
(
U ×U × · · · ×U

)
est compact. Or on a Un ⊂ f

(
U ×U × · · · ×U

)
,

donc Un est compact. Par conséquent, G est dénombrable à l’infini. �

Proposition 11.2.4. Soient G un groupe topologique et H un sous-groupe de G. Si H
et G/H sont connexes, alors G est connexe.

Démonstration. Soient U1 et U2 deux ouverts non vides de G tels que G = U1 ∪ U2.
D’après la proposition 11.2.1, l’application quotient q : G −→ G/H est ouverte, donc
q(U1) et q(U2) sont des ouverts non vides de G/H tels que G/H = q(U1) ∪ q(U2). Par
hypothèse, G/H est connexe, donc on a q(U1) ∩ q(U2) �= ∅. Soient x ∈ U1 et y ∈ U2 tels
que q(x) = q(y). Alors on a x−1y ∈ H , d’où y ∈ xH . On a xH = (xH ∩U1)∪ (xH ∩U2)
et xH ∩ U1, xH ∩ U2 sont des ouverts non vides de xH . Comme H est connexe, alors
xH est connexe. Par conséquent, on a xH ∩ U1 ∩ xH ∩ U2 �= ∅, d’où U1 ∩ U2 �= ∅. Donc
G est connexe. �

Proposition 11.2.5. Soient G un groupe topologique et G0 la composante connexe de e
dans G. Alors on a :

1. G0 est sous-groupe distingué et fermé dans G.

2. Pour tout x ∈ G, la composante connexe de x dans G est xG0 = G0x.

3. Le groupe topologique quotient G/G0 est séparé et totalement discontinu.

4. Si G est localement connexe, alors G/G0 est un groupe discret.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 11 du supplément.
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11.3 Action d’un groupe topologique sur un espace

topologique

Définition 11.3.1. Soient G un groupe topologique et X un espace topologique. Une
action continue à gauche de G sur X est la donnée d’une application continue

G×X −→ X
(g, x) �−→ gx

vérifiant les propriétés suivantes :

1. Pour tout x ∈ X , on a ex = x.

2. Pour tous x ∈ X et g, h ∈ G, on a g(hx) = (gh)x.

Dans ce cas, on dit aussi G opère continûment à gauche sur X , et même simplement
G opère sur X .

Remarque 11.3.1. Soit G un groupe topologique opérant continûment à gauche sur
un espace topologique X . Pour tout g ∈ G, l’application ϕ(g) : x �−→ gx est alors un
homéomorphisme de X ayant pour inverse l’application ϕ(g−1) : x �−→ g−1x. On obtient
ainsi un morphisme de groupes ϕ : g �−→ ϕ(g) de G dans le groupe des homéomorphismes
de X .
Inversement, si G est un groupe discret, la donnée d’un morphisme de groupes ϕ de G
dans le groupe des homéomorphismes de X détermine une action continue à gauche de
G sur X , en posant pour tous g ∈ G et x ∈ X , gx = ϕ(g)(x).

Remarque 11.3.2. Une action continue à droite d’un groupe topologique G sur un
espace topologique X est la donnée d’une application continue

X ×G −→ X
(x, g) �−→ xg

telle que pour tous x ∈ X et g, h ∈ G, on ait xe = x et (xg)h = x(gh).
Pour tout g ∈ G, l’application ψ(g) : x �−→ xg est alors un homéomorphisme de X .
L’inconvénient de cette action à droite est que l’application ψ : g �−→ ψ(g) de G dans
le groupe des homéomorphismes de X n’est pas un morphisme de groupe. En fait, pour
tous g, h ∈ G, on a ψ(g) ◦ ψ(h) = ψ(hg).
Si on pose g.x = xg, alors le groupe topologique opposé G0 de G détermine une action
continue à gauche de G0 sur X . Par conséquent, il suffit d’étudier les actions continues
à gauche des groupes topologiques sur les espaces topologiques.
Dans la suite, sauf indication contraire, on conviendra de dire qu’un groupe topologique
G opère continûment sur un espace topologique X , si G opère continûment à gauche sur
X .

Définition 11.3.2. Soit G un groupe topologique opérant continûment sur un espace
topologique X .

1. Pour tout point x ∈ X , l’ensemble Gx = {gx ; g ∈ G} est appelé l’orbite ou la
trajectoire du point x. L’ensemble Sx = {g ∈ G ; gx = x} est un sous-groupe
distingué de G, appelé sous-groupe d’isotropie du point x ou stabilisateur du
point x.
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2. Soit R la relation d’équivalence sur X dont les classes sont les orbites des points
de X . Autrement dit, pour tous x, y ∈ X , on a :

x R y ⇐⇒ il existe g ∈ G tel que y = gx .

L’espace quotient X/R, noté aussi X/G, est appelé l’espace des orbites de G
dans X .

Définition 11.3.3. Soit G un groupe topologique opérant continûment sur un espace
topologique X . On dit que G opère transitivement sur X si pour tous x, y ∈ X , il
existe g ∈ G tel que y = gx. Autrement dit, l’espace des orbites X/G est réduit à un seul
élément. Dans ce cas, X est appelé un espace homogène du groupe topologique G

Remarque 11.3.3. Soit G un groupe topologique opérant continûment sur un espace
topologique X .

1. Si X est séparé, alors pour tout x ∈ X , le stabilisateur Sx est fermé dans G.

2. Si G opère transitivement sur X , alors pour tous x, y ∈ X , il existe h ∈ G, h vérifie
hx = y, tel que hSxh

−1 = Sy. Autrement dit, les sous-groupes distingués Sx et Sy

sont conjugués.

Exemple 11.3.1. Soient G un groupe topologique et X un espace topologique. L’appli-
cation

G×X −→ X
(g, x) �−→ x

définit une action continue de G sur X . Dans ce cas, on dit que G opère trivialement
sur X .

Exemple 11.3.2. Soient G un groupe topologique et H un sous-groupe de G. Alors
G opère continûment et transitivement sur l’espace homogène G/H . L’action est définie
par :

G×G/H −→ G/H
(g, q(x)) �−→ q(gx)

où q : G −→ G/H est l’application quotient.

Exemple 11.3.3. Soit H un sous-groupe d’un groupe topologique G. Alors on a :

1. H opère continûment sur G par translation à gauche. Autrement dit, l’action de H
sur G est définie par :

H ×G −→ G
(h, g) �−→ hg

Notons que cette action de H sur G est transitive si et seulement si H = G.

2. H opère continûment sur G par conjugaison. Autrement dit, l’action de H sur G
est définie par :

H ×G −→ G
(h, g) �−→ hgh−1
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Exemple 11.3.4. Soit H un sous-groupe d’un groupe topologique G. Alors l’espace
homogène G/H est l’espace des orbites de G pour l’action continûment à droite de H
sur G suivante :

G×H −→ G
(x, h) �−→ xh

Exemple 11.3.5. Soient G1, G2 deux groupes topologiques et ϕ : G1 −→ G2 un
morphisme de groupes continue. Si pour tous g ∈ G1 et x ∈ G2, on pose gx = ϕ(g)x,
alors G1 opère continûment sur G2. Si de plus ϕ est surjectif, l’action est transitive.

Lemme 11.3.1. Soit G un groupe topologique opérant continûment sur un espace topolo-
gique X. L’application quotient q : X −→ X/G est continue et ouverte.

Démonstration. L’application quotient est toujours continue quand on munit X/G de
la topologie quotient. Vérifions que q est aussi ouverte dans ce contexte. Soit U un ouvert
de X , alors on a q−1(q(U)) = ∪

g∈G
gU , donc q−1(q(U)) est un ouvert de X . Autrement

dit, q(U) est un ouvert de l’espace topologique quotient X/G. �

Proposition 11.3.1. Soit G un groupe topologique opérant continûment sur un espace
localement compact X tel que l’espace des orbites X/G soit séparé. Soit q : X −→ X/G
l’application quotient. Alors X/G est localement compact et pour toute partie compacte
K ′ de X/G, il existe une partie compacte K de X telle que q(K) = K ′.

Démonstration. Ceci résulte du lemme 11.3.1 et de la proposition 3.4.1. �

Soit G un groupe topologique opérant continûment et transitivement sur un espace
topologique X . Alors pour tout x ∈ X , l’application

fx : G −→ X
g �−→ gx

est continue et surjective. Soit Sx le stabilisateur de x, alors Sx est un sous-groupe
distingué de G et pour tout g, h ∈ G, on a g−1h ∈ Sx si et seulement si fx(g) = fx(h).
On déduit alors de la remarque 1.4.14 qu’il existe une application continue bijective
ψx : G/Sx −→ X telle que le diagramme suivant soit commutatif :

G X

G/Sx

�fx

�
���qx �

���
ψx

où qx est l’application quotient. L’application ψx n’est pas nécessairement un homéomor-
phisme de G/Sx sur X . D’après la proposition 11.2.1 et le corollaire 1.4.1, ψx est un
homéomorphisme si et seulement si fx est une application ouverte.

Proposition 11.3.2. Soit G un groupe topologique opérant continûment et transitive-
ment sur un espace topologique X. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Pour tout x ∈ X, l’application fx : g �−→ gx est ouverte de G dans X.
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(ii) Il existe x0 ∈ X tel que l’application fx0 : g �−→ gx0 transforme tout voisinage de
e dans G en un voisinage de x0 dans X.

Démonstration. L’application (i) =⇒ (ii) est triviale. Montrons l’implication (ii) =⇒
(i). Soit x ∈ X . Comme G opère transitivement sur X , alors il existe h ∈ G tel que
x = hx0. Soit U un ouvert non vide de G. Pour montrer que Ux est un ouvert de X ,
il suffit de montrer que pour tout g ∈ U , Ux est un voisinage de gx dans X . Comme
l’application y �−→ gy est un homéomorphisme de X , il suffit de montrer que pour tout
g ∈ U , g−1Ux est un voisinage de x dans X . On a g−1Ux = g−1Uhx0 = h(h−1g−1Uhx0).
Comme h−1g−1Uh est un voisinage de e dans G, alors h−1g−1Uhx0 est un voisinage
de x0 dans X . Puisque l’application y �−→ hy est un homéomorphisme de X , alors
h(h−1g−1Uhx0) est un voisinage de x dans X , donc g−1Ux est un voisinage de x dans
X . Par conséquent, l’application fx est ouverte de G dans X . �

Théorème 11.3.1. Soient G un groupe topologique localement compact et dénombrable
à l’infini et X un espace localement compact sur lequel G opère continûment et transitive-
ment. Alors on a :

1. Pour tout x ∈ X, l’application fx : g �−→ gx est ouverte de G sur X.

2. Pour tout x ∈ X, l’application

ψx : G/Sx −→ X
gSx �−→ gx

est un homéomorphisme. De plus pour tous z ∈ G/Sx et g ∈ G, on a ψx(gz) =
gψx(z).

Démonstration. 1. Soit x ∈ X . Montrons que fx est une application ouverte. Soit V
un ouvert de G. Montrons que V x est un ouvert de X . Il s’agit de montrer que pour
tout g ∈ V , gx est un point intérieur de V x ou, ce qui revient au même, que x est
un point intérieur de g−1V x. Soit g ∈ V . Comme g−1V est un voisinage de e dans G
et comme G est localement compact, alors il existe un voisinage compact U de e dans

G tel que U = U−1 et UU ⊂ g−1V . Comme
(
h

◦
U
)
h∈G

est un recouvrement ouvert

de G et comme G est dénombrable à l’infini, alors il existe une suite (hn)n≥0 dans G
telle que G = ∪

n≥0
hnU . Comme l’action de G sur X est transitive, alors on a X = Gx,

d’où X = ∪
n≥0

hnUx. Or pour tout n ≥ 0, hnU est compact dans G, donc hnUx est

compact dans X . En particulier, hnUx est fermé dans X . Il résulte du théorème de
Baire, théorème 3.4.4, qu’il existe p ≥ 0 tel que hpUx soit d’intérieur non vide. Soit
a ∈ U tel que hpax soit un point intérieur de hpUx. Alors x = a−1h−1

p hpax est un point
intérieur de a−1h−1

p hpUx = a−1Ux. Or on a a−1Ux ⊂ UUx ⊂ g−1V x, donc x est un
point intérieur de g−1V x. Par conséquent, fx est bien une application ouverte.
2. Le fait que ψx est un homéomorphisme résulte de 1 et du corollaire 1.4.1. Par ailleurs,
il est clair que pour tout z ∈ G/Sx et pour tout g ∈ G, on a ψx(gz) = gψx(z), voir
exemple 11.3.2. �

Corollaire 11.3.1. Soient G1 et G2 deux groupes topologiques localement compacts et
supposons que G1 est dénombrable à l’infini. Soit ϕ : G1 −→ G2 un morphisme de groupes
continue.
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1. Si ϕ est surjectif, alors ϕ est une application ouverte et il existe ϕ̃ : G1/ ker(ϕ) −→
G2 à la fois un morphisme de groupes et un homéomorphisme tel que le diagramme
suivant soit commutatif.

G1 G2

G1/ ker(ϕ)

�ϕ

�
��	q 




�
ϕ̃

2. Si ϕ est bijectif, alors ϕ est un homéomorphisme.

Démonstration. 1. Pour tout g ∈ G1 et pour tout y ∈ G2, on pose gy = ϕ(g)y. Ainsi,
G1 opère continûment sur G2. Comme ϕ est surjectif, alors l’action est transitive. Soient
e2 l’élément neutre de G2 et Se2 le stabilisateur de e2. On a Se2 = {g ∈ G1 ; ϕ(g)e2 =
e2} = ker(ϕ). D’après la proposition 11.2.3, il existe un unique morphisme de groupes
continue ϕ̃ : G1/ ker(ϕ) −→ G2 tel que ϕ̃ ◦ q = ϕ. Autrement dit, le diagramme suivant
est commutatif.

G1 G2

G1/ ker(ϕ)

�ϕ

�
��	q 




�
ϕ̃

D’après le théorème précédent, l’application ψe2 : G1/ ker(ϕ) −→ G2 est un homéomor-
phisme et pour tout g ∈ G1, on a ψe2(q(g)) = ϕ(g)e2 = ϕ(g) = ϕ̃(q(g)), donc ψe2 = ϕ̃.
Par conséquent, ϕ̃ est un homéomorphisme. D’après la proposition 11.2.1, q est une
application ouverte, on en déduit que ϕ est une application ouverte.
2. Ceci résulte de 1. �

Exemple 11.3.6. Pour tout t ∈ R, soit ϕ(t) = e2iπt, alors ϕ est un morphisme de groupes
continue surjective de R muni de l’addition dans S1 muni de la multiplication. De plus,
on a ker(ϕ) = Z. Il résulte du corollaire précédent qu’il existe un unique morphisme de
groupes continue ϕ̃ : R/Z −→ S tel que le diagramme suivant soit commutatif.

R S

R/Z

�ϕ

�
��q �

��
ϕ̃

De plus, ϕ̃ est un homéomorphisme. Notons que l’on a déjà montré que R/Z est homéo-
morphe à S, voir exemple 3.2.1.

Définition 11.3.4. Soit G un groupe topologique séparé opérant continûment sur un
espace topologique séparé X .

1. On dit que G opère librement sur X ou que l’action de G sur X est libre si le
stabilisateur de tout point de X est réduit à e. Autrement dit, si pour tout x ∈ X ,
la relation gx = x entrâıne g = e.
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2. On dit que G opère proprement sur X ou que l’action de G sur X est propre, si
l’application suivante est propre.

G×X −→ X ×X
(g, x) �−→ (gx, x)

Exemple 11.3.7. Soit H un sous-groupe d’un groupe topologique séparéG. On suppose
que H opère sur G par translation à gauche. Alors on a :

1. L’action de H sur G est libre.

2. L’action deH surG est propre si et seulement siH est fermé dansG. En particulier,
si H est discret, alors H opère proprement sur G par translation à gauche.

En effet, l’action de H sur G est définie par :

H ×G −→ G
(h, g) �−→ hg

Si h ∈ H et g ∈ G sont tels que hg = g, alors on a h = e, donc H opère librement sur G.
Par définition, l’action de H sur G est propre si l’application suivante

T : H ×G −→ G×G
(h, g) �−→ (hg, g)

est propre. Supposons d’abord que T est propre. Comme H ×{e} est fermé dans H ×G,
alors H × {e} = T (H × {e}) est fermé dans G×G. On en déduit que H est fermé dans
G.
Réciproquement, supposons que H est fermé dans G. Comme l’application

L : G×G −→ G×G
(h, g) �−→ (hg, g)

est un homéomorphisme, alors c’est une application propre. Puisque H × G est fermé
dans G × G et T est la restriction de L à H × G, il résulte du lemme 3.7.1 que T est
propre.
Si H est discret, il résulte du théorème 11.2.1 que H est fermé dans G, donc l’action de
H sur G est propre.

Exemple 11.3.8. 1. L’action de Z sur R donnée par :

Z× R −→ R
(n, x) �−→ n+ x

est propre et libre et R/Z est homéomorphe à S1, voir exemple 3.2.1.

2. L’action de Z sur R donnée par :

Z× R −→ R
(n, x) �−→ 2nx

n’est ni libre ni propre, et l’espace quotient R/Z n’est même pas séparé, car l’orbite
de tout point non nul de R n’est pas fermé dans R.
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3. L’action de G = Z/2Z = {1,−1} sur R donnée par :

{1,−1} × R −→ R
(n, x) �−→ (−1)

n
x

est propre, mais n’est pas libre et R/G est homéomorphe à [0,+∞[. Par contre, si
on prend la même action sur R∗ = R \ {0}, alors cette action est propre et libre et
R∗/G est homéomorphe à ]0,+∞[.

4. Soit θ un nombre irrationnel, l’action de Z2 sur R donnée par :

Z2 × R −→ R
((m,n), x) �−→ mθ + n+ x

est libre, mais n’est pas propre. La topologie quotient sur l’espace des orbites R/Z2

est la topologie grossière, donc R/Z2 n’est même pas séparé.

Proposition 11.3.3. Soit G un groupe topologique séparé opérant proprement sur un
espace topologique séparé X. Alors on a :

1. L’espace des orbites X/G est séparé.

2. Pour tout x ∈ X, l’application g �−→ gx est propre de G dans X.

3. Pour tout x ∈ X, l’orbite Gx = {gx ; g ∈ G} est fermée dans X.

4. Pour tout x ∈ X, le stabilisateur Sx est compact.

5. Pour tout x ∈ X, l’application canonique de G/Sx sur Gx est un homéomorphisme.

Démonstration. 1. Soit C le graphe de la relation R définie par G dans X , on a
C =

{
(gx, x) ; g ∈ G et x ∈ X

}
. C’est l’image de G×X par l’application suivante :

θ : G×X −→ X ×X
(g, x) �−→ (gx, x)

Comme θ est propre, alors C est fermé dans X ×X . Comme la relation R est ouverte,
voir lemme 11.3.1, il résulte alors de la proposition 1.5.6 que X/G est séparé.
2. Soit x ∈ X . Soit B = X × {x}, on a θ−1(B) = G × {x}. Comme θ est propre, on
déduit du lemme 3.7.1 que l’application

G× {x} −→ X × {x}
(g, x) �−→ (gx, x)

est propre. Par conséquent, l’application θx : g �−→ gx est propre de G dans X .
3. Ceci résulte de 1 ou de 2.
4. Comme on a Sx = θ−1

x ({x}), on déduit de 2 que Sx est une partie compacte de G.
5. Soit x ∈ X . D’après 2, l’application

fx : G −→ Gx
g �−→ gx
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est continue, surjective et fermée. De plus, pour tout g, h ∈ G, on a g−1h ∈ Sx si et
seulement si fx(g) = fx(h). On déduit alors de la remarque 1.4.14 et du corollaire 1.4.1
qu’il existe un homéomorphisme ψx : G/Sx −→ Gx tel que le diagramme suivant soit
commutatif.

G Gx

G/Sx

�fx

�
���

qx �
���
ψx

Où qx est l’application quotient. �

Proposition 11.3.4. Soit G un groupe topologique séparé opérant proprement sur un
espace topologique non vide séparé X. Si X est compact (resp. localement compact), il
en est de même de G et de X/G.

Démonstration. Par hypothèse, l’application

θ : G×X −→ X ×X
(g, x) �−→ (gx, x)

est propre. Si X est compact (resp. localement compact), alors il en est de même de
X × X . On déduit du théorème 3.7.3 qu’il en est de même de G × X , donc de G car
X est non vide. D’après la proposition précédente, l’espace des orbites G/X est séparé,
donc si X est compact (resp. localement compact), alors il en est de même de X/G car
l’application quotient q : X −→ X/G est continue, surjective et ouverte. �

Proposition 11.3.5. Soit G un groupe topologique séparé opérant continûment sur un
espace topologique séparé X. Pour toute partie compacte K de X, considérons l’appli-
cation suivante :

fK : G×K −→ X
(g, x) �−→ gx

1. Si G opère proprement sur X, alors fK est une application propre, pour toute partie
compacte K de X.

2. Si X est localement compact et si fK est une application propre pour toute partie
compacte K de X, alors G opère proprement sur X.

3. Si X est localement compact et si l’application

f : G×X −→ X
(g, x) �−→ gx

est propre, alors G opère proprement sur X.

Démonstration. 1. Par hypothèse, l’application

T : G×X −→ X ×X
(g, x) �−→ (gx, x)
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est propre. Comme on a G×K = T−1(X×K), il résulte du lemme 3.7.1 que l’application

SK : G×K −→ X ×K
(g, x) �−→ (gx, x)

est propre. D’autre part, d’après la proposition 3.7.4, l’application

p1 : X ×K −→ X
(a, b) �−→ a

est propre car K est compact. Comme on a fK = p1 ◦ SK , il résulte du corollaire 3.7.1
que fK est une application propre.
2. Comme X ×X est localement compact, d’après le théorème 3.7.4, T est propre si et
seulement si pour toute partie compacte K de X , T−1(K ×K) est compact. Soit K un
compact de X . Comme fK est propre, alors f−1

K (K) est compact. Or on a T−1(K×K) =
f−1
K (K), donc T−1(K×K) est compact. Par conséquent, l’action de G sur X est propre.
3. Supposons que l’application

f : G×X −→ X
(g, x) �−→ gx

est propre. Soit K une partie compact de X . Comme G ×K est fermé dans G ×X , il
résulte du lemme 3.7.1 que l’application

fK : G×K −→ X
(g, x) �−→ gx

est propre. On déduit alors de 2 que G opère proprement sur X . �

Corollaire 11.3.2. Soit G un groupe topologique séparé opérant continûment sur un
espace compact X. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) G opère proprement sur X.

(ii) L’application suivante est propre.

f : G×X −→ X
(g, x) �−→ gx

Proposition 11.3.6. Soit G un groupe topologique séparé opérant continûment sur un
espace localement compact X. On suppose que :

1. Pour toute partie compacte K de X, l’application suivante est fermée.

fK : G×K −→ X
(g, x) �−→ gx

2. Pour tout x ∈ X, g �−→ gx est une application propre de G dans X.

Alors G opère proprement sur X.
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Démonstration. Pour montrer que G opère proprement sur X , d’après la proposition
11.3.5, il suffit de montrer que pour toute partie compacte K de X , l’application

fK : G×K −→ X
(g, x) �−→ gx

est propre. Soit K une partie compacte de X . Par hypothèse, fK est une application
continue fermée. Pour montrer que fK est propre, il reste à montrer que pour tout
y ∈ X , f−1

K ({y}) est une partie compacte de G×K. Soit y ∈ X . Comme l’application

Ty : G −→ X
g �−→ gy

est propre, alors T−1
y (K) = {g ∈ G ; gy ∈ K} est compact dans G, voir théorème

3.7.2, d’où {g ∈ G ; g−1 ∈ T−1
y (K)} est compact dans G. Autrement dit, Ky = {g ∈

G ; g−1y ∈ K} est compact dans G. On a f−1
K ({y}) = {(g, x) ∈ G ×K ; gx = y}, d’où

f−1
K ({y}) ⊂ Ky×K. Comme Ky×K est compact dans G×K et f−1

K ({y}) est fermé dans
G×K, alors f−1

K ({y}) est compact. Par conséquent, G opère proprement sur X . �

Proposition 11.3.7. Soit G un groupe topologique séparé opérant continûment sur
un espace topologique séparé X. Soit K une partie compacte de G. Alors l’application
suivante est propre.

f : K ×X −→ X
(g, x) �−→ gx

Démonstration. L’application suivante :

f1 : K ×X −→ K ×X
(g, x) �−→ (g, gx)

est un homéomorphisme, donc c’est une application propre. Puisque K est compact, il
résulte de la proposition 3.7.4 que la projection canonique

p2 : K ×X −→ X
(g, y) �−→ y

est propre. Comme on a f = p2 ◦ f1, on déduit du corollaire 3.7.1 que f est propre. �

Théorème 11.3.2. Soit G un groupe topologique compact opérant continûment sur un
espace topologique séparé X. Alors on a :

1. L’application suivante est propre.

f : G×X −→ X
(g, x) �−→ gx

2. G opère proprement sur X.

3. L’application quotient q : X −→ X/G est propre.
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Démonstration. 1. Ceci résulte immédiatement de la proposition précédente.
2. Comme G est compact, d’après la proposition 3.7.4, la projection canonique

G×X −→ X
(g, x) �−→ x

est propre. On déduit alors de 1 et du corollaire 3.7.2 que l’application

G×X −→ X ×X
(g, x) �−→ (gx, x)

est propre. Autrement dit, G opère proprement sur X .
3. Soit

f : G×X −→ X
(g, x) �−→ gx

l’action de G sur X . L’application quotient q est continue et pour tout x ∈ X , on a
q−1({q(x)}) = {gx ; g ∈ G} = f(G×{x}), donc q−1({q(x)}) est une partie compacte de
X . Soit F un fermé de X , on a q−1(q(F )) = {gx ; g ∈ G et x ∈ F} = GF = f(G× F ).
Comme G × F est fermé dans G ×X , on déduit de 1 que f(G × F ) est fermé dans X ,
donc q(F ) est fermé dans X/G. Par conséquent, q est une application propre. �

Corollaire 11.3.3. Soit G un groupe topologique compact opérant continûment sur un
espace topologique séparé X. Alors on a :

1. SiX est régulier ou normal ou admet une base dénombrable d’ouverts, ou métrisable
alors il en est de même pour X/G.

2. X est compact (resp. localement compact) si et seulement si X/G est compact (resp.
localement compact).

Démonstration. Ceci résulte du théorème précédent et des théorèmes 3.7.1 et 3.7.3. �

Corollaire 11.3.4. Soient G un groupe topologique séparé et H un sous-groupe compact
de G.

1. L’application quotient q : G −→ G/H est propre.

2. L’espace homogène G/H est compact (resp. localement compact) si et seulement si
G est compact (resp. localement compact).

Démonstration. Ceci résulte du théorème précédent et du théorème 3.7.3. �

Théorème 11.3.3. Soit G un groupe topologique séparé opérant continûment sur un
espace localement compact X. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) G opère proprement sur X.

(ii) Pour tout compact K de X, l’ensemble GK =
{
g ∈ G ; K ∩ gK �= ∅

}
est

relativement compact dans G.

(iii) Pour tous x, y ∈ X, il existe des voisinages ouverts U et V dans X de x et y
respectivement tels que l’ensemble

{
g ∈ G ; U ∩gV �= ∅

}
soit relativement compact

dans G.
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(iv) (a) Pour tout x ∈ X, il existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que l’ensemble{
g ∈ G ; U ∩ gU �= ∅

}
soit relativement compact dans G.

(b) L’espace des orbites X/G est séparé.

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 11 du supplément.

Corollaire 11.3.5. Soit Γ un groupe discret opérant continûment sur un espace locale-
ment compact X. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Γ opère proprement sur X.

(ii) Pour tout compact K de X, l’ensemble ΓK =
{
g ∈ Γ ; K ∩ gK �= ∅

}
est fini.

(iii) Pour tous x, y ∈ X, il existe des voisinages ouverts U et V dans X de x et y
respectivement tels que l’ensemble

{
g ∈ Γ ; U ∩ gV �= ∅

}
soit fini.

(iv) (a) Pour tout x ∈ X, il existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que l’ensemble{
g ∈ Γ ; U ∩ gU �= ∅

}
soit fini.

(b) L’espace des orbites X/Γ est séparé.

Proposition 11.3.8. Soit Γ un groupe discret opérant continûment et proprement sur
un espace localement compact X. Alors pour tout x ∈ X, Sx, le stabilisateur de x, est
fini et il existe un voisinage ouvert U de x tel que gU = U si g ∈ Sx et U ∩ gU = ∅ si
g ∈ Γ \ Sx.

Démonstration. Soit x ∈ X . D’après le corollaire précédent, il existe un voisinage
ouvert W de x dans X tel que l’ensemble Ax =

{
g ∈ Γ ; W ∩ gW �= ∅

}
soit fini. Comme

on a Sx =
{
g ∈ Γ ; gx = x

}
⊂ Ax, alors Sx est fini. Pour tout g ∈ Ax \ Sx, on a gx �= x.

Comme l’ensemble Ax \ Sx est fini et X est séparé, alors il existe un voisinage ouvert V
de x dans X tel que V ⊂ W et V ∩ gV = ∅, pour tout g ∈ Ax \ Sx. Soit U = ∩

g∈Sx

gV .

Comme Sx est un sous-groupe fini de Γ, alors U est un voisinage ouvert de x dans X et
on a gU = U , pour tout g ∈ Sx. Comme on a U ⊂ V , alors pour tout g ∈ Ax \ Sx, on a
U∩gU = ∅. D’autre part, pour tout g ∈ Γ\Ax, on a U∩gU ⊂ V ∩gV ⊂ W∩gW = ∅. Par
conséquent, pour tout g ∈ Sx, on a gU = U et pour tout g ∈ Γ\Sx, on a U ∩gU = ∅. �

Corollaire 11.3.6. Soit Γ un groupe discret opérant continûment, librement et propre-
ment sur un espace localement compact X, alors pour tout x ∈ X, il existe un voisinage
ouvert U de x dans X tel que pour tout g ∈ Γ, on ait U ∩ gU = ∅ si g �= e. Autrement
dit, pour tous g, h ∈ Γ, on a hU ∩gU = ∅ si g �= h. Par conséquent, l’application quotient
q : X −→ X/Γ induit un homéomorphisme de U sur l’ouvert q(U).

Démonstration. Soit x ∈ X . Comme Γ opère proprement sur X , il résulte de la
proposition précédente qu’il existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que U ∩gU = ∅
si g ∈ Γ \ Sx. Comme Γ opère librement sur X , alors on a Sx = {e}. Par conséquent,
pour tout g ∈ Γ tel que g �= e, on ait U ∩ gU = ∅. Comme q est ouverte et continue,
pour montrer que la restriction de q à U est un homéomorphisme de U sur l’ouvert q(U),
il suffit de montrer que la restriction de q à U est injective. Soient a, b ∈ U tels que
q(a) = q(b), alors il existe g ∈ Γ tel que b = ga, on en déduit U ∩ gU �= ∅, donc on a
g = e, d’où a = b. �
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Remarque 11.3.4. Il résulte du corollaire précédent que si Γ un groupe discret opérant
continûment, librement et proprement sur un espace localement compact X et si X est
séparable, alors Γ est dénombrable.

11.4 Groupes classiques

Dans ce paragraphe, le corps des scalairesK désigne soit R , soit C . Rappelons que Mn(K)
désigne le K-espace vectoriel des matrices carrées à n lignes et n colonnes et à coefficients
dans K. C’est un K-espace vectoriel de dimension n2. On identifie canoniquement Mn(K)
à L (Kn) grâce à la base canonique de Kn. Ainsi, le choix d’une norme sur Kn définit une
norme sur Mn(K). Notons aussi que toutes les normes sur Mn(K) sont équivalentes car
Mn(K) est de dimension finie. Donc, on peut choisir n’importe quelle norme sur Mn(K) ;
cela dépend de la propriété que l’on cherche à montrer. Rappelons aussi, voir exemple
8.4.2, que si A = [aij ] ∈ Mn(K), on a :

A∗ =

⎧⎨
⎩

tA = [αij ] si A ∈ Mn(R) ,

tĀ = [βij ] si A ∈ Mn(C) .

Où αij = aji et βij = aji. Notons aussi que l’on peut identifier Mn(K) à Kn2

, par exemple
au moyen de l’isomorphisme linéaire ψ, qui à la matrice [aij ] ∈ Mn(K) associe l’élément

(xk)1≤k≤n2 de Kn2

, défini par x(i−1)n+j = aij , pour tout i, j ∈ {1, . . . , n}.

On note :

– GL(n,K) =
{
A ∈ Mn(K) ; det(A) �= 0

}
, c’est l’ensemble des matrices inversibles

dans Mn(K). Muni de la loi produit de deux matrices, c’est un groupe dont l’élément
neutre est la matrice identité In, il est appelé groupe linéaire.

– SL(n,K) =
{
A ∈ Mn(K) ; det(A) = 1

}
, c’est un sous-groupe distingué de

GL(n,K), appelé groupe spécial linéaire.

– O(n) =
{
A ∈ Mn(R) ; tAA = In

}
, c’est un sous-groupe de GL(n,R), appelé

groupe orthogonal.

– SO(n) =
{
A ∈ O(n) ; det(A) = 1

}
, c’est un sous-groupe de O(n), appelé groupe

spécial orthogonal ou groupe des rotations.

– U(n) =
{
A ∈ Mn(C) ; A∗A = In

}
, c’est un sous-groupe de GL(n,C), appelé

groupe unitaire.

– SU(n) =
{
A ∈ U(n) ; det(A) = 1

}
, c’est un sous-groupe de U(n), appelé groupe

spécial unitaire.

Exemple 11.4.1. On a :

O(2) =
{[

cos(θ) −δ sin(θ)
sin(θ) δ cos(θ)

]
; θ ∈ R et δ = ±1

}
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et

SO(2) =

{[
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

]
; θ ∈ R

}
.

En effet, il est clair que toute matrice de la forme

[
cos(θ) −δ sin(θ)
sin(θ) δ cos(θ)

]
, avec θ ∈ R et

δ ∈ {−1, 1}, est dans O(2). Réciproquement, soit A =

[
a b
c d

]
∈ M2(R), alors A ∈ O(2)

si et seulement si on a

[
a c
b d

] [
a b
c d

]
=

[
1 0
0 1

]
. Ceci est équivalent à : a2 + c2 = 1,

b2 + d2 = 1 et ab + cd = 0. De l’équation a2 + c2 = 1, on déduit qu’il existe θ ∈ R
tel que a = cos(θ) et c = sin(θ). L’équation ab + cd = 0 nous dit que le déterminant∣∣∣∣a d
c −b

∣∣∣∣ = 0. Donc le vecteur (d,−b) est colinéaire à (a, c). Donc il existe δ ∈ R tel que

b = −δc et d = δa. L’équation b2 + d2 = 1 entrâıne alors δ2 = 1. Par conséquent, on a

A =

[
cos(θ) −δ sin(θ)
sin(θ) δ cos(θ)

]
, avec θ ∈ R et δ ∈ {−1, 1}.

Soit A =

[
cos(θ) −δ sin(θ)
sin(θ) δ cos(θ)

]
∈ O(2), on a det(A) = δ. On en déduit que A ∈ SO(2) si et

seulement si δ = 1. Donc tout élément de SO(2) est de la formeR(θ) =

[
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

]
,

avec θ ∈ R.

Exemple 11.4.2. On a SU(2) =

{[
α −β
β α

]
; α, β ∈ C avec |α|2 + |β|2 = 1

}
.

En effet, il est clair que la matrice

[
α −β
β α

]
, avec α, β ∈ C et |α|2 + |β|2 = 1, est dans

SU(2).

Réciproquement, soit A =

[
a b
c d

]
∈ M2(C), alors A ∈ SU(2) si et seulement si on a :

ad− bc = 1 et

[
a c

b d

] [
a b
c d

]
=

[
1 0
0 1

]
.

Ceci est équivalent à :

ad− bc = 1, |a|2 + |c|2 = 1, |b|2 + |d|2 = 1, ab+ cd = 0 .

L’équation āb+ c̄d = 0 nous dit que le déterminant

∣∣∣∣a d
c −b

∣∣∣∣ = 0. Donc le vecteur (d,−b)

est colinéaire à (a, c). Donc il existe λ ∈ C tel que b = −λc et d = λa. Par ailleurs, on a

1 = ad− bc = λ|a|2 + λ|c|2 = λ. Par conséquent, on a A =

[
a −c
c a

]
, avec |a|2 + |c|2 = 1.

Rappelons que l’on a montré, voir propositions 8.7.9 et 8.7.10, le résultat suivant :

Proposition 11.4.1 (diagonalisation). On a les propriétés suivantes :

1. Soit A ∈ Mn(C) telle que AA∗ = A∗A. Alors il existe une matrice unitaire U ∈
U(n) et une matrice diagonale D de Mn(C), formée de valeurs propres de A, telles
que A = UDU∗.
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2. Soit A ∈ Mn(R) telle que A = tA, alors il existe une matrice orthogonale P ∈ O(n)
et une matrice diagonale D de Mn(R), formée de valeurs propres de A, telles que
A = PDP ∗.

Remarque 11.4.1. 1. Soit A =

[
0 1
1 2i

]
. Alors on a A = tA, mais A n’est pas

diagonalisable dans C. Notez que bien sûr AA∗ �= A∗A.

2. Soit A =

[
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

]
, avec θ ∈ R \ πZ. Alors on a AtA = tAA, mais A n’est

pas diagonalisable dans R. Notez que bien sûr A �= tA.

Proposition 11.4.2. Soit A ∈ O(n), alors il existe P ∈ O(n) et il existe une matrice
diagonale par blocs de la forme D = Diag(Ir ,−Is, R(θ1), . . . , R(θp)) tels que A = PDP ∗,

où R(θk) =

[
cos(θk) − sin(θk)
sin(θk) cos(θk)

]
, avec θk ∈ ]0, π[, pour tout k ∈ {1, . . . , p}. Dans le cas

où r = 0, resp. s = 0, resp. p = 0, on convient que la notation de l’énoncé représente
Diag(Is, R(θ1), . . . , R(θp)), resp. Diag(Ir, R(θ1), . . . , R(θp)), resp. Diag(Ir , Is).

Démonstration. On considère A comme matrice complexe, on a A ∈ U(n). Donc les
valeurs propres de A sont dans S et si λ est une valeur propre non réelle de A, alors λ est
aussi une valeur propre de A, de même multiplicité, car le polynôme p(λ) = det(A−λIn)
est à coefficients réels. D’après la proposition 8.7.9, on a :

Cn = ker(A− In)⊕ ker(A+ In)⊕ (E1 ⊕ F1)⊕ · · · ⊕ (Ep ⊕ Fp) ,

où Ek = ker(A − λkIn), Fk = ker(A − λkIn), λk = cos(θk) + i sin(θk), θk ∈ ]0, π[ et les
λk et λk sont les valeurs propres non réelles de A, pour tout k ∈ {1, . . . , p}. Fixons pour
l’instant k ∈ {1, . . . , p} et soit V1, . . . , Vq une base orthonormée de Ek, alors V1, . . . , Vq est
une base orthonormée de Fk. On poseWj =

1
i
√
2

(
Vj−Vj

)
etW ′

j =
1√
2

(
Vj+Vj

)
, pour tout

j ∈ {1, . . . , q}. Alors (W1,W
′
1, . . . ,Wq,W

′
q) est une base orthonormée de Ek ⊕Fk, formée

de vecteurs de Rn et on a A(Wj) = cos(θj)Wj + sin(θj)W
′
j et A(W ′

j) = − sin(θj)Wj +
cos(θj)W

′
j . On réunit alors une base orthonormée de ker(A− In), une base orthonormée

de ker(A+ In), toutes deux formées de vecteurs de Rn et les p bases orthonormées de la
forme (W1,W

′
1, . . . ,Wq,W

′
q) ainsi construites. On obtient ainsi une base orthonormée B′

de Rn dans laquelle la matrice A est représentée par D = Diag(Ir,−Is, R(θ1), . . . , R(θp)).
Notez que P ∈ O(n) est la matrice de passage de la base canonique de Rn à la base B′.
Autrement dit, les colonnes de la matrice P représentent les vecteurs de la base B′. �

Corollaire 11.4.1. On déduit de la proposition précédente le résultat suivant :

1. Soit A ∈ SO(3). Si A �= I3, alors il existe θ ∈ ]0, π] et il existe P ∈ O(3) tels que :

A = P

⎡
⎣1 0 0
0 cos(θ) − sin(θ)
0 sin(θ) cos(θ)

⎤
⎦P ∗ .

2. Soit A ∈ O(3) \ SO(3). Si A �= −I3, alors il existe θ ∈ [0, π[ et il existe P ∈O(3)
tels que :

A = P

⎡
⎣−1 0 0

0 cos(θ) − sin(θ)
0 sin(θ) cos(θ)

⎤
⎦P ∗ .



516 Chapitre 11. GROUPES TOPOLOGIQUES

Rappelons, voir définition 8.7.1, qu’une matrice A ∈ Mn(K) est dite positive si A = A∗

et si pour tout X ∈ Kn, on a 〈A(X), X〉 ∈ R+. On déduit de la proposition 11.4.1 que
si A ∈ Mn(K) telle que A = A∗, alors A est positive si et seulement si toutes les valeurs
propres de A sont positives. Notons également que si A est une matrice positive, alors
on a det(A) ≥ 0.

Lemme 11.4.1 (racine carrée d’une matrice positive). Soient A et B deux matrices
positives de Mn(K).

1. Pour tout α > 0, A+ αIn est inversible.

2. Si A2 = B2, alors on a A = B.

3. Il existe une unique matrice positive C de Mn(K) telle que C2 = A. La matrice C
est dite racine carrée de A.

Pour une preuve du lemme précédent, voir chapitre 11 du supplément.

Proposition 11.4.3 (décomposition polaire). On a les propriétés suivantes :

1. Toute matrice A de GL(n,R) s’écrit de manière unique sous la forme A = OS, où
O ∈ O(n) et S est une matrice positive inversible. Si A ∈ SL(n,R), on a de plus
O ∈ SO(n) et det(S) = 1.

2. Toute matrice A de GL(n,C) s’écrit de manière unique sous la forme A = US, où
U ∈ U(n) et S est une matrice positive inversible. Si A ∈ SL(n,C), on a de plus
U ∈ SU(n) et det(S) = 1.

Démonstration. 1. Comme tAA est une matrice positive et inversible, il résulte du
lemme 11.4.1 qu’il existe une unique matrice positive et inversible S telle que S2 = tAA.
Soit O = AS−1, alors on a A = OS et tOO = S−1tAAS−1 = S−1S2S−1 = In, donc
O ∈ O(n). Par conséquent, on a la décomposition cherchée. L’unicité résulte des relations
O = AS−1, tAA = S2 et du lemme 11.4.1. Si A ∈ SL(n,R), i.e. det(A) = 1, alors on a
1 = det(O) det(S). Comme on a det(S) > 0 et det(O) ∈ {−1, 1}, on en déduit que l’on a
det(O) = 1 et det(S) = 1. Autrement dit, on a O ∈ SO(n) et det(S) = 1.
2. On fait exactement le même raisonnement comme dans 1. Comme A∗A est une matrice
positive et inversible, il résulte du lemme 11.4.1 qu’il existe une unique matrice positive
et inversible S telle que S2 = A∗A. Soit U = AS−1, alors on a A = US et U∗U =
S−1A∗AS−1 = S−1S2S−1 = In, donc U ∈ U(n). Par conséquent, on a la décomposition
cherchée. L’unicité résulte des relations U = AS−1, A∗A = S2 et du lemme 11.4.1. Si
A ∈ SL(n,C), i.e. det(A) = 1, alors on a 1 = det(U) det(S). Comme on a det(S) > 0
et | det(U)| = 1, on en déduit que l’on a det(U) = 1 et det(S) = 1. Autrement dit, on a
U ∈ SU(n) et det(S) = 1. �

Proposition 11.4.4. On a les propriétés suivantes :

1. GL(n,K) est un ouvert dense dans Mn(K).

2. L’ensemble des matrices diagonalisables est dense dans Mn(C).

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 11 du supplément.
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Proposition 11.4.5. Les groupes topologiques U(n), SU(n), O(n) et SO(n) sont com-
pacts.

Démonstration. Comme l’application A �−→ (A∗, A) est continue de Mn(K) dans
Mn(K) × Mn(K), voir proposition 8.4.3, et comme l’application (A,B) �−→ AB est
bilinéaire, donc continue de Mn(K) ×Mn(K) dans Mn(K), voir proposition 6.6.2, alors
l’application A �−→ A∗A est continue de Mn(K) dans Mn(K). On en déduit que U(n)
est fermé dans Mn(C). Par ailleurs, si on munit Cn du produit scalaire canonique, alors
pour tout A ∈ Mn(C), on a ‖A‖2 = ‖A∗A‖, où ‖ ‖ est la norme sur Mn(C) provenant
de l’identification de Mn(C) à L (Cn), voir proposition 8.4.3. Par conséquent, pour tout
A ∈ U(n), on a ‖A‖ = 1, donc U(n) est aussi borné dans Mn(C). Donc U(n) est compact.
Comme SU(n) est fermé dans U(n), car l’application déterminant est continue de Mn(K)
dans K, alors SU(n) est compact. On a O(n) = U(n) ∩Mn(R) et Mn(R) est fermé dans
Mn(C), donc O(n) est compact. Finalement, comme SO(n) est fermé dans O(n), alors
SO(n) est compact. �

Proposition 11.4.6. Les groupes topologiques GL(n,C), SU(n) et U(n) sont connexes
par arcs.

Démonstration. Soient A,B ∈ GL(n,C). Soit p(z) = det(zA + (1 − z)B), pour tout
z ∈ C. Alors p est un polynôme sur C de degré ≤ n. D’après le théorème de d’Alembert,
théorème 3.3.5, p a au plus n racines dans C. Par conséquent, l’ensemble V =

{
z ∈

C ; p(z) �= 0
}

est connexe par arcs dans C, et en plus on a {0, 1} ⊂ V . Comme
l’application f : z �−→ zA + (1 − z)B est continue de V dans GL(n, C), alors f(V )
est connexe par arcs. Or on a A,B ∈ f(V ), donc GL(n,C) est connexe par arcs.
Montrons que SU(n) est connexe par arcs. Soit A ∈ SU(n). D’après les propositions 8.7.7
et 11.4.1, il existe une matrice U ∈ U(n) telle que :

A = U

⎡
⎢⎢⎢⎣
e2πiλ1 0 . . . 0

0 e2πiλ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . e2πiλn

⎤
⎥⎥⎥⎦U∗ .

Comme on a det(A) = 1, alors on peut supposer que l’on a
n∑

j=1

λj = 0. Soit :

At = U

⎡
⎢⎢⎢⎣
e2πitλ1 0 . . . 0

0 e2πitλ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . e2πitλn

⎤
⎥⎥⎥⎦U∗ .

Alors t �−→ At est une application continue de [0, 1] dans SU(n) et on a A0 = In et
A1 = A. Par conséquent, SU(n) est connexe par arcs.
Pour montrer que U(n) est connexe par arcs, on fait exactement le même raisonnement
comme précédemment. Mais donnons une autre démonstration. L’application

SU(n)× S −→ U(n)
(A, λ) �−→ λA
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est continue et surjective, et même, c’est un morphisme de groupes. Comme SU(n) × S
est connexe par arcs, on en déduit que U(n) est connexe par arcs. �

Proposition 11.4.7. On a les propriétés suivantes :

1. Le groupe compact SO(n) est connexe par arcs.

2. Le groupe compact O(n) a deux composantes connexes dont celle contenant In est
SO(n).

3. Le groupe topologique GL(n,R) a deux composantes connexes dont celle contenant
In est GL+(n,R) =

{
A ∈ Mn(R) ; det(A) > 0

}
qui est de plus connexe par arcs.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 11 du supplément.

Proposition 11.4.8. Le groupe topologique SL(n,K) est connexe par arcs.

Démonstration. Puisque l’application

]0, +∞[×SL(n,R) −→ GL+(n,R)
(λ,A) �−→ λA

est un homéomorphisme et comme GL+(n,R) est connexe par arcs, on en déduit que
SL(n, R) est connexe par arcs. Montrons que SL(n,C) est connexe par arcs. Soit A ∈
SL(n,C). D’après la proposition 11.4.3, il existe U ∈ SU(n) et S une matrice positive
inversible tels que A = US et det(S) = 1. D’après la proposition 11.4.1, il existe une
matrice unitaire P ∈ U(n) et une matrice diagonale D de Mn(C), formée de valeurs
propres de S, telles que S = PDP ∗. Comme les valeurs propres de S sont positives et
comme on a det(S) = 1, alors D ∈ SL(n,R). Comme SL(n,R) est connexe par arcs, alors
il existe une application continue t �−→ Dt de [0, 1] dans SL(n,R) telle que D0 = In et
D1 = D. D’après la proposition 11.4.6, SU(n) est connexe par arcs, donc il existe une
application continue t �−→ Ut de [0, 1] dans SU(n) telle que U0 = In et U1 = U . Alors
l’application t �−→ At = UtPDtP

∗ est continue de [0, 1] dans SL(n,C) telle que A0 = In
et A1 = A. Donc SL(n,C) est bien connexe par arcs. �

11.5 Exercices

Exercice 11.1. Dans cet exercice, il s’agit de déterminer les sous-groupes de R et Z.

1. Soient a ∈ R et G = aZ. Montrer que G est un sous-groupe additif de R.

2. Soit G un sous-groupe additif de R distinct de {0}.

(i) Justifier l’existence de α = inf{x ∈ G ; x > 0}.
(ii) On suppose α > 0. Montrer que α appartient à G. En déduire que G = αZ.

(iii) On suppose α = 0, montrer que G est dense dans R.

3. En déduire que tout sous-groupe additif de R est soit dense, soit fermé et discret.

4. En déduire que si G est un ensemble non vide de Z, alors on a : G est un sous-groupe
de Z si et seulement s’il existe n ∈ Z tel que G = nZ.
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Solution. 1. Ceci est trivial.
2(i). Comme l’ensemble {x ∈ G ; x > 0} est minoré et non vide, alors inf{x ∈ G ; x >
0} = α existe dans R.
2(ii). On suppose α > 0. Pour tout ε > 0, il existe xε ∈ G tel que α ≤ xε < α + ε.
Si α �∈ G, alors il existe x, y ∈ G tels que α < y < x < 2α. D’où on a x − y ∈ G et
0 < x − y < α, ce qui est impossible. Donc on a bien α ∈ G. Par conséquent, on a
αZ ⊂ G.
Réciproquement, soit x ∈ G, en faisant la division euclidienne de x par α, on obtient
q ∈ Z et r ∈ [0, α[ tels que x = qα+ r. On a x, qα ∈ G, d’où r ∈ G. Or on a 0 ≤ r < α,
d’où r = 0. Donc on a x = qα ∈ αZ. Par conséquent, on a G ⊂ αZ, d’où G = αZ.
2(iii). On suppose α = 0. Alors pour tout n ∈ N∗, il existe xn ∈ G tel que 0 < xn < 1

n .
Soit x ∈ R. Pour tout n ∈ N∗, il existe qn ∈ Z et rn ∈ R tels que x = qnxn + rn, avec
0 ≤ rn < xn < 1

n . On a qnxn ∈ G et |x− qnxn| ≤ rn < 1
n , d’où lim

n→+∞ qnxn = x. Donc G

est dense dans R.
3. Ceci résulte de 2.
4. Si n ∈ Z et G = nZ, alors G est un sous-groupe de Z. Réciproquement, si G est un
sous-groupe de Z, alors G est un sous-groupe non dense de R, donc il existe α ∈ R tel
que G = αZ. Or on a G ⊂ Z, d’où α ∈ Z.

Exercice 11.2. Soient a et b deux réels non nuls. On pose Ga,b =
{
na+mb ; m,n ∈ Z

}
.

1. Montrer que Ga,b est un sous-groupe additif de R.

2. Montrer que si a, b ∈ Z et sont premiers entre eux, on a Ga,b = Z.

3. Montrer que si a = 1 et b =
√
2, alors Ga,b est dense dans R.

4. Montrer que Ga,b est discret si et seulement si a
b est rationnel.

5. Soit θ ∈ R \Q. Montrer que l’ensemble
{
exp (2πiθm) ; m ∈ Z

}
est dense dans S.

6. Montrer que les sous-ensembles
{
cos(n) ; n ∈ N

}
et
{
sin(n) ; n ∈ Z

}
sont denses

dans [−1, 1].

Solution. 1. On a 0 ∈ Ga,b, et pour tous x = na + mb, y = n′a + m′b ∈ G, on a
x − y = (n − n′)a + (m − m′)b, avec n − n′,m − m′ ∈ Z, donc x − y ∈ Ga,b. Par
conséquent, Ga,b est un sous-groupe additif de R.
2. Si a, b ∈ Z, alors on a Ga,b ⊂ Z. Autrement dit, Ga,b est un sous-groupe additif de Z.
D’après l’exercice précédent, il existe n0 ∈ N tel que Ga,b = n0Z. Si a et b sont premiers
entre eux, il existe n, m ∈ Z tels que na + mb = 1, d’où 1 ∈ G. Par conséquent, on a
n0 = 1, d’où Ga,b = Z.
3. On suppose a = 1 et b =

√
2. Pour montrer que G1,

√
2 est dense dans R, d’après

l’exercice précédent, il suffit de vérifier qu’il n’existe aucun α ∈ R tel que G1,
√
2 = αZ.

Si G1,
√
2 = αZ, alors il existe p ∈ Z tel que 1 = αp, d’où α ∈ Q. D’autre part, on a

aussi
√
2 ∈ G1,

√
2, donc il existe q ∈ Z tel que

√
2 = αq. D’où on a

√
2 ∈ Q, ce qui est

impossible. Donc G1,
√
2 est dense dans R.

4. Si Ga,b est discret, il existe α ∈ R tel que Ga,b = αZ. Par conséquent, il existe p, q ∈ Z∗

tels que a = αp et b = αq, d’où on a a
b = p

q ∈ Q. Réciproquement, supposons a
b = p

q ∈ Q,

alors on a a
p = b

q . Soit α = a
p = b

q , alors on a na+mb = αnp+αmq = α(np+mq) ∈ αZ.
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Donc on a Ga,b ⊂ αZ. Par conséquent, Ga,b est discret.
5. Soit θ ∈ R \ Q, alors 1

θ est irrationnel. On déduit de 4 et de l’exercice précédent que
G1,θ =

{
n +mθ ; (m,n) ∈ Z2

}
est dense dans R. Comme l’application t �−→ exp(2πit)

est continue et surjective de R dans S, alors l’ensemble
{
exp(2πi(n+ θm)) ; n,m ∈ Z

}
est dense dans S. Or on a exp(2πi(n + θm)) = exp(2πin) exp(2πiθm) = exp(2πiθm),
donc

{
exp (2πiθm) ; m ∈ Z

}
est dense dans S.

6. Puisque π est irrationnel, alors G1,2π =
{
n+2πm ; (m,n) ∈ Z2

}
est dense dans R. Or

les fonctions t �−→ cos(t) et t �−→ sin(t) sont continues et surjectives de R dans [−1, 1],
donc les ensembles

{
cos(n+2πm) ; n,m ∈ N

}
et
{
sin(n+2πm) ; n,m ∈ Z

}
sont denses

dans [−1, 1]. Or on a cos(n+2πm) = cos(n), cos(−n) = cos(n) et sin(n+2πm) = sin(n),
donc

{
cos(n) ; n ∈ N

}
et
{
sin(n) ; n ∈ Z

}
sont denses dans [−1, 1].

Exercice 11.3. Soit (X, d) un espace métrique compact. On note G l’ensemble des
applications isométriques de X dans X . D’après l’exercice 3.28, toute application isomé-
trique de X dans X est bijective. Donc G, muni de la composition, est un groupe. On
munit C(X, X), l’ensemble des applications continues de X dans X , et G de la topologie
de la convergence uniforme. Rappelons, voir paragraphe 5.2, que la topologie de la
convergence uniforme sur C(X, X) est définie par la distanceD(f, g) = sup

x∈X
d(f(x), g(x)),

pour tout f, g ∈ C(X, X). Il s’agit de montrer que G est un groupe topologique compact.

1. Montrer que G est fermé dans C(X, X).

2. Montrer que G est compact.

3. Montrer que l’application f �−→ f−1 est continue de G dans G.

4. Montrer que l’application (f, g) �−→ f ◦ g est continue de G×G dans G.

Solution. 1. Soit (fn)n≥0 une suite dans G convergeant vers f ∈ C(X, X). Comme
pour tout z ∈ X et pour tout n ≥ 0, on a d(fn(z), f(z)) ≤ D(fn, f), alors la suite
(fn(z))n≥0 converge vers f(z) dans (X, d). Par conséquent, pour tout x, y ∈ X , on a
d(f(x), f(y)) = lim

n→+∞ d(fn(x), fn(y)). Or pour tout n ≥ 0, on a d(fn(x), fn(y)) = d(x, y),

d’où d(f(x), f(y)) = d(x, y). Autrement dit, on a f ∈ G. Donc G est bien fermé dans
(C(X, X), D).
2. Puisque X est compact et comme G est une partie équicontinue fermée de
(C(X, X), D), il résulte du théorème d’Ascoli, théorème 5.3.2, que G est compact.
3. Soit (fn)n≥0 une suite dans G convergeant vers f ∈ G. Alors pour tout x, y ∈ X ,
on a d(x, f(y)) = lim

n→+∞ d(x, fn(y)). Comme on a d(f−1
n (x), f−1(x)) = d(x, fn(f

−1(x))),

alors :

lim
n→+∞ d(f−1

n (x), f−1(x)) = lim
n→+∞ d(x, fn(f

−1(x))) = d(x, f(f−1(x))) = d(x, x) = 0 .

Autrement dit, pour tout x ∈ X , la suite (f−1
n (x))n≥0 converge vers f−1(x) dans (X, d).

Comme
{
f−1
n ; n ≥ 0

}
est une partie équicontinue de G, alors il résulte du théorème

5.3.1 que la suite
(
f−1
n

)
n≥0

converge uniformément vers f−1. Autrement dit, la suite

(f−1
n )n≥0 converge vers f−1 dans G. Donc l’application f �−→ f−1 est continue de G

dans G.
4. Soient (fn)n≥0 et (gn)n≥0 deux suites dans G convergeant respectivement vers f et g
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dans G. Comme
{
fn ◦ gn ; n ≥ 0

}
est une partie équicontinue de G, pour montrer que

la suite (fn ◦ gn)n≥0 converge vers f ◦ g dans G, d’après le théorème 5.3.1, il suffit de
montrer que pour tout x ∈ X , la suite (fn ◦gn(x))n≥0 converge vers f ◦g(x) dans (X, d).
On a :

d(fn ◦ gn(x), f ◦ g(x)) ≤ d(fn ◦ gn(x), fn ◦ g(x)) + d(fn ◦ g(x), f ◦ g(x))

= d(fn(gn(x)), fn(g(x))) + d(fn(g(x)), f(g(x)))

= d(gn(x), g(x)) + d(fn(g(x)), f(g(x))) .

Or on a :
lim

n→+∞ d(gn(x), g(x)) = d(g(x), g(x)) = 0

et
lim

n→+∞ d(fn(g(x)), f(g(x))) = d(f(g(x)), f(g(x))) = 0 .

D’où lim
n→+∞ d(fn ◦ gn(x), f ◦ g(x)) = 0. Autrement dit, la suite (fn ◦ gn(x))n≥0 converge

vers f ◦g(x) dans (X, d). Donc l’application (f, g) �−→ f ◦g est continue de G×G dans G.

Exercice 11.4. SoitG un groupe topologique compact. On note C(G) l’espace de Banach
des fonctions continues sur G et à valeurs dans le corps K, muni de la norme ‖ ‖∞. Soit
f ∈ C(G). Pour tout g ∈ G, soit Lg(f) ∈ C(G) définie par Lg(f)(h) = f(gh), pour tout
h ∈ G.

1. Montrer que pour tout ε > 0, il existe un voisinage ouvert V de e dans G tel que
pour tout x, y ∈ G vérifiant yx−1 ∈ V , on ait |f(x) − f(y)| < ε.

2. Montrer que l’application g �−→ Lg(f) est continue de G dans C(G).

3. En déduire que conv
({

Lg(f) ; g ∈ G
})

est compact.

Solution. 1. Soit ε > 0. Comme f est continue, alors pour tout a ∈ G, il existe un
voisinage Wa de e dans G tel que pour tout x ∈ G vérifiant xa−1 ∈ Wa, on ait
|f(x) − f(a)| < ε

2 . Soit Va un voisinage ouvert de e dans G tel que VaV
−1
a ⊂ Wa.

Comme G est compact et comme on a G = ∪
a∈G

Va a, alors il existe a1, . . . , an ∈ G

tels que G =
n
∪
i=1

Vai ai. Soit V =
n
∩
i=1

Vai , alors V est un voisinage ouvert de e dans

G. Soient x, y ∈ G tels que yx−1 ∈ V . Alors il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que ya−1
i ∈

Vai , d’où ya−1
i ∈ Wai , donc on a |f(y) − f(ai)| < ε

2 . Comme on a aussi xa−1
i =

xy−1ya−1
i ∈ V −1Vai ⊂ VaiV

−1
ai

⊂ Wai , alors on a |f(x)− f(ai)| < ε
2 . Par conséquent, on

a |f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− f(ai)|+ |f(ai)− f(y)| < ε.
2. Soient a, b ∈ G, on a ‖La(f)−Lb(f)‖∞ = sup

h∈G
|f(ah)− f(bh)|. Soit ε > 0. D’après 1, il

existe un voisinage ouvert V de e dans G tel que pour tout x, y ∈ G vérifiant yx−1 ∈ V ,
on ait |f(x)− f(y)| < ε. Alors pour tout a, b ∈ G vérifiant ab−1 ∈ V et pour tout h ∈ G,
on a ah(bh)−1 = ahh−1b−1 = ab−1 ∈ V , d’où |f(ah) − f(bh)| < ε. Donc, pour tout
a, b ∈ G vérifiant ab−1 ∈ V , on a ‖La(f) − Lb(f)‖∞ ≤ ε. Par conséquent, l’application
g �−→ Lg(f) est continue de G dans C(G).
3. Comme G est compact, on déduit de 2 que l’ensemble {Lg(f) ; g ∈ G} est compact
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dans C(G). Comme (C(G), ‖ ‖∞) est un espace de Banach, on déduit du théorème 9.5.1
que conv

({
Lg(f) ; g ∈ G

})
est compact dans (C(G), ‖ ‖∞).

Exercice 11.5. Soit ϕ : R −→ S une application. Montrer que les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) ϕ est un morphisme de groupes continue.

(ii) Il existe θ ∈ R tel que pour tout t ∈ R, on ait ϕ(t) = eiθt

Solution. L’implication (ii) =⇒ (i) est triviale. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii).
On suppose donc ϕ un morphisme de groupes continue. Pour tout t ∈ R, soit f(t) =∫ t

0

ϕ(s) ds. Pour tout t1, t2 ∈ R, on a :

f(t1 + t2) =

∫ t1+t2

0

ϕ(s) ds =

∫ t1

0

ϕ(s) ds+

∫ t1+t2

t1

ϕ(s) ds = f(t1) +

∫ t2

0

ϕ(u+ t1) du .

Or on a ϕ(u + t1) = ϕ(u)ϕ(t1), d’où f(t1 + t2) = f(t1) + ϕ(t1)

∫ t2

0

ϕ(u) du = f(t1) +

ϕ(t1)f(t2). Comme f est dérivable et on a f ′ = ϕ �= 0, alors il existe t0 ∈ R tel que
f(t0) �= 0. Par conséquent, pour tout t ∈ R, on a f(t + t0) = f(t) + ϕ(t)f(t0), d’où

ϕ(t) =
f(t+ t0)− f(t)

f(t0)
. Donc ϕ est dérivable et pour tout t ∈ R, on a :

ϕ′(t) =
f ′(t+ t0)− f ′(t)

f(t0)
=

ϕ(t+ t0)− ϕ(t)

f(t0)
=

ϕ(t)ϕ(t0)− ϕ(t)

f(t0)
=

[
ϕ(t0)− 1

f(t0)

]
ϕ(t) .

Soit c =
ϕ(t0)− 1

f(t0)
, alors c est une constante dans C et pour tout t ∈ R, on a ϕ′(t) = cϕ(t).

Pour tout t ∈ R, soit ψ(t) = ϕ(t)e−ct, alors ψ est dérivable sur R, ψ(0) = 1 et on a ψ′(t) =
ϕ′(t)e−ct−cϕ(t)e−ct = cϕ(t)e−ct−cϕ(t)e−ct = 0, pour tout t ∈ R. Par conséquent, ψ est
constante sur R. Autrement dit, pour tout t ∈ R, on a ϕ(t)e−ct = ψ(t) = ψ(0) = 1, d’où
pour tout t ∈ R, on a ϕ(t) = ect. On a c = x+ iθ, avec x, θ ∈ R, et exeiθ = ec = ϕ(1) ∈ S,
d’où ex = 1, donc x = 0. Par conséquent, pour tout t ∈ R, on a ϕ(t) = eiθt, ce que l’on
cherche à montrer.

Exercice 11.6. Soient G un groupe topologique séparé et H une partie compacte non
vide de G stable par multiplication. Il s’agit de montrer que H est un sous-groupe de G.

1. Soient x ∈ H et y une valeur d’adhérence de la suite (xn)n≥1. Montrer que yH =
∩

n≥1
xnH et en déduire que l’on a yxH = yH .

2. En déduire que pour tout x ∈ H , on a xH = H .

3. En déduire que H est un sous-groupe de G.

Solution. 1. D’après la proposition 1.7.1, on a y ∈ ∩
n≥1

{xp ; p ≥ n}, d’où yH ⊂

∩
n≥1

{xp ; p ≥ n}H . D’autre part, on a {xp ; p ≥ n}H ⊂ xnH et xnH est fermé, même
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compact. Puisque l’application f : (a, b) �−→ ab est continue de G ×G dans G, alors on
a {xp ; p ≥ n}H ⊂ xnH , d’où yH ⊂ ∩

n≥1
xnH . Réciproquement, soit z ∈ ∩

n≥1
xnH . Alors

pour tout n ≥ 1, il existe bn ∈ H tel que z = xnbn. Comme H est compact, alors la suite
(bn)n≥1 possède au moins une valeur d’adhérence b ∈ H . On déduit de la continuité de
l’application f que yb est une valeur d’adhérence de la suite (xnbn)n≥1, d’où z = yb. Donc
on a z ∈ yH . Par conséquent, on a yH = ∩

n≥1
xnH . Comme yx est une valeur d’adhérence

de la suite (xn+1)n≥1, alors yx est une valeur d’adhérence de la suite (xn)n≥1. D’où on
a yxH = ∩

n≥1
xnH = yH .

2. Soit x ∈ H . Comme H est compact, alors la suite (xn)n≥1 possède au moins une valeur
d’adhérence y ∈ H . On déduit de 1 que l’on a yxH = yH . Par suite, on a :

xH = y−1yxH = y−1yH = H .

3. Soit x ∈ H . D’après 2, on a xH = H , donc il existe z ∈ H tel que xz = x, d’où
e = z ∈ H . On utilise de nouveau la relation xH = H , on trouve h ∈ H tel que xh = e,
d’où x−1 = h ∈ H . Par conséquent, H est un sous-groupe de G.

Exercice 11.7. Soient G un groupe topologique connexe et H un sous-groupe distingué
et totalement discontinu de G. Montrer que H est inclus dans le centre de G.
Solution. Soit h ∈ H . L’application

f : G −→ H
g �−→ ghg−1

est continue. Comme G est connexe, alors f(G) est connexe dans H . Puisque H est
totalement discontinu et on a h ∈ f(G), alors f(G) = {h}. Autrement dit, pour tout
g ∈ G, on a ghg−1 = h, d’où gh = hg. Donc on a h ∈ Z(G). Par conséquent, on a
H ⊂ Z(G).

Exercice 11.8. SoientG un groupe topologique localement compact et G0 la composante
connexe de e dans G. On suppose que le groupe topologique quotient G/G0 est compact.
Montrer que G est dénombrable à l’infini.
Solution. Comme G0 est fermé dans G, alors G0 est localement compact. Donc G0 est
un groupe topologique localement compact et connexe. On déduit du théorème 11.2.3
que G0 est dénombrable à l’infini. Autrement dit, il existe une suite (Kn)n≥0 de compacts
dans G tels que G0 = ∪

n≥0
Kn. Comme G/G0 est compact, d’après la proposition 11.3.1,

il existe un compact K de G tel que G = KG0. Alors on a G = ∪
n≥0

KKn et pour tout

n ≥ 0, KKn est compact, voir proposition 11.1.2, donc G est dénombrable à l’infini.

Exercice 11.9. Soit G un groupe localement compact.

1. Supposons que G est totalement discontinu. Montrer que tout voisinage de e dans
G contient un sous-groupe ouvert de G. En déduire que {e} est l’intersection des
sous-groupes ouverts de G.

2. En déduire que G0, la composante connexe de e dans G, est l’intersection des
sous-groupes ouverts de G.
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3. En déduire que si G est engendré, en tant qu’un groupe, par chacun des voisinages
de l’élément neutre, alors G est connexe.

Solution. 1. Soit V un voisinage compact de e dans G. Comme G est localement compact
et totalement discontinu, d’après le théorème 4.2.2, il existe un voisinage U de e à la fois
ouvert et fermé dans G tel que U ⊂ V . Soit B = G \ U . Comme U est compact et
B est fermé dans G tels que U ∩ B = ∅, d’après la proposition 11.1.3, il existe un
voisinage ouvert W de e dans G tel que W ⊂ U , W = W−1 et WU ∩ BW = ∅. En
particulier, on a WU ⊂ U . On en déduit, par récurrence sur n, que pour tout n ≥ 1, on
a Wn = WW · · ·W︸ ︷︷ ︸

n fois

⊂ U . Soit H = ∪
n≥1

Wn, alors H est un sous-groupe ouvert de G et

on a H ⊂ V .
Comme on a ∩

V ∈V
V = {e}, où V est l’ensemble des voisinages de e, voir proposition 11.1.1,

on déduit de ce qui précède que {e} est l’intersection des sous-groupes ouverts de G.
2. Soit G0 la composante connexe de e dans G. D’après la proposition 11.2.5 et le
corollaire 11.2.1, G0 est un sous-groupe distingué fermé dans G et G/G0 est un groupe
localement compact et totalement discontinu. SoitH un sous-groupe ouvert deG. D’après
le théorème 11.2.1, H est aussi fermé dans G. Comme on a G0 ∩H �= ∅ et comme G0 est
connexe, alors on a G0 ⊂ H . Soit q : G −→ G/G0 l’application quotient. Soit (Hi)i∈I la
famille des sous-groupes ouverts de G. Alors pour tout i ∈ I, g(Hi) est un sous-groupe
ouvert deG/G0 car q est un morphisme de groupes et est une application ouverte. D’autre
part, si G′ est un sous-groupe ouvert de G/G0, alors q

−1(G′) est un sous-groupe ouvert
de G et on a q(q−1(G′)) = G′. Par conséquent, q

(
∩
i∈I

Hi

)
est inclus dans l’intersection

des sous-groupes ouverts de G/G0. D’après 1, l’intersection des sous-groupes ouverts
de G/G0 est réduite à l’élément neutre de G/G0, donc on a q

(
∩
i∈I

Hi

)
= {q(e)}. Par

conséquent, on a ∩
i∈I

Hi ⊂ G0, d’où ∩
i∈I

Hi = G0.

3. Si G est engendré, en tant qu’un groupe, par chacun des voisinages de l’élément neutre,
alors tout sous-groupe ouvert de G est égal à G. On déduit de 2 qu’alors on a G = G0,
donc G est connexe.

Exercice 11.10. Soient G un groupe topologique et H un sous-groupe de G. Montrer
que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) H est discret.

(ii) H possède un point isolé.

Solution. L’implication (i) =⇒ (ii) est triviale. Montrons l’implication (ii) =⇒ (i). Soit
x un point isolé de H . Alors il existe un voisinage V de e dans G tel que xV ∩ H = {x}.
Vérifions que pour tout y ∈ H , on a yV ∩ H = {y}. Soient y ∈ H et z ∈ yV ∩ H . Alors
on a xy−1z ∈ xV ∩ H , d’où xy−1z = x. Donc on a z = y, d’où yV ∩ H = {y}. Par
conséquent, H est discret.

Exercice 11.11. Soit G un groupe topologique.

1. Soit A une partie non vide connexe de G telle que e ∈ A. Soit H le sous-groupe de
G engendré par A. Montrer que H est connexe.

2. En déduire que siG est connexe, alors le groupe des commutateurs deG est connexe.
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Solution. 1. Soit B = A∪A−1. Comme A est connexe et comme l’application x �−→ x−1

est continue, alors A−1 est connexe. Puisque A ∩ A−1 �= ∅, car e ∈ A ∩ A−1, alors B
est connexe. On a H = ∪

n≥1
Bn, où Bn = BB · · ·B︸ ︷︷ ︸

n fois

=
{
g1...gn ; gi ∈ B

}
. D’autre part,

l’application

G×G× · · · ×G −→ G
(x1, x2, . . . , xn) �−→ x1x2 · · ·xn

est continue, donc Bn est connexe, pour tout n ≥ 1. Comme pour tout n,m ≥ 1,
Bn ∩Bm �= ∅, car e ∈ Bn ∩Bm, alors on déduit du théorème 4.1.1 que H est connexe.
2. Le groupe des commutateurs de G est le sous-groupe de G engendré par l’ensemble
A =

{
xyx−1y−1 ; x, y ∈ G

}
. Comme G est connexe et comme l’application

G×G −→ G
(x, y) �−→ xyx−1y−1

est continue, alors A est connexe. Puisque e ∈ A, on déduit de 1 que le groupe des
commutateurs de G est connexe.

Exercice 11.12. Soit Γ un groupe discret opérant continûment et proprement sur un
espace localement compact X . Montrer que chaque orbite est fermée et discrète dans X .
Solution. Soient x, y ∈ X et V un voisinage compact de x dans X , alors K = {y} ∪ V
est un compact dans X . Comme Γ opère proprement sur X , il résulte du corollaire 11.3.5
que l’ensemble

{
g ∈ Γ ; K ∩ gK �= ∅

}
est fini, donc l’ensemble

{
g ∈ Γ ; V ∩ {gy} �= ∅

}
est fini. Par conséquent, l’ensemble V ∩ Γy est fini. On en déduit que chaque orbite est
fermée et discrète dans X .

Exercice 11.13. Soit G un groupe topologique séparé opérant continûment sur un espace
topologique séparé X . Soit K un compact de X . Montrer que l’ensemble GK =

{
g ∈

G ; K ∩ gK �= ∅
}
est fermé dans G.

Solution. Puisque l’application

f : G×K −→ X
(g, x) �−→ gx

est continue, alors f−1(K) est fermé dans G × K. Comme K est compact, d’après la
proposition 3.7.4, la projection canonique

p1 : G×K −→ G
(g, x) �−→ g

est une application propre. Donc p1(f
−1(K)) est fermé dansG. Comme on a p1(f

−1(K)) =
GK , alors GK fermé dans G.

Exercice 11.14. Soit G un sous-groupe de GL(n,K).

1. On suppose G compact. Montrer que si A ∈ G et si λ ∈ K est une valeur propre de
A, alors on a |λ| = 1.
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2. On suppose que K = C et que Vect(G) = Mn(C). Montrer que si pour tout A ∈ G,
toute valeur propre de A est de module 1, alors G est relativement compact.

Solution. 1. Soit x ∈ Kn tel que x �= 0 et Ax = λx. Alors λ �= 0 et pour tout p ∈ Z,
on a Apx = λpx. Comme la suite (Ap)p∈Z est bornée, car elle est dans G, alors la suite
(λp)p∈Z est bornée. Par conséquent, on a |λ| = 1.
2. Pour tout p, q ∈ {1, . . . , n}, soit Epq ∈ Mn(C) défini par Epq = [tij ], où :

tij =

⎧⎨
⎩

1 si (i, j) = (p, q) ,

0 si (i, j) �= (p, q) .

Comme on a Vect(G) = Mn(C), alors pour tout i, j ∈ {1, . . . , n}, il existe un ensemble

fini Gji ⊂ G tel que Eji =
∑

B∈Gji

λB B, avec λB ∈ C. L’hypothèse sur les valeurs propres

implique que pour tout A ∈ G, on a |tr(A)| ≤ n. Soit A = [aij ] ∈ G, avec aij ∈ C. On a :

|aij | = |tr(AEji)| ≤
∑

B∈Gji

|λB| |tr(AB)| ≤ n
∑

B∈Gji

|λB | ≤ n

n∑
i,j=1

∑
B∈Gji

|λB | .

Par conséquent, G est borné dans Mn(C), donc G est relativement compact.

Exercice 11.15. Soient α ≥ 0 et E = {A ∈ Mn(K) ; | det(A)| = α}.

1. Montrer que E est d’intérieur vide dans Mn(K).

2. En déduire que le groupe topologique SL(n,K) est d’intérieur vide dans Mn(K).

3. En déduire que les groupes compacts O(n) et SO(n) sont d’intérieurs vides dans
Mn(R).

4. En déduire que les groupes compacts U(n) et SU(n) sont d’intérieurs vides dans
Mn(C).

Solution. 1. Supposons d’abord α = 0. Alors on a :

E =
{
A ∈ Mn(K) ; det(A) = 0

}
= Mn(K) \GL(n,K) .

D’après la proposition 11.4.4, GL(n,K) est dense dans Mn(K), on en déduit que E est
d’intérieur vide dans Mn(K), voir proposition 1.2.2. On suppose maintenant α > 0.
Supposons que E est d’intérieur non vide dans Mn(K), alors il existe A ∈ E et il existe
ε > 0 tels que pour tout B ∈ Mn(K) vérifiant ‖A−B‖ < ε, on ait B ∈ E. On en déduit

que pour tout λ ∈ K tel que |1−λ| < ε

‖A‖ , on ait λA ∈ E, car ‖A−λA‖ ≤ |1−λ| ‖A‖ < ε,

d’où |λ|nα = | det(λA)| = α ou encore |λ|n = 1, ce qui est impossible car si λ = 1+
ε

2‖A‖ ,

alors on a |1− λ| = ε

2‖A‖ <
ε

‖A‖ et |λ|n ≥ λ > 1. Par conséquent, E est d’intérieur vide

dans Mn(K).
Les propriétés 2, 3 et 4 résultent immédiatement de 1.

Exercice 11.16.
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1. Montrer que l’application

R : R −→ SO(2)

θ �−→
[
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

]

est un morphisme de groupes continue et surjective dont le noyau est 2πZ.

2. En déduire que l’application

SO(2) −→ S1[
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

]
�−→ eiθ

est un morphisme de groupes et aussi un homéomorphisme.

Solution. 1. Il est clair que R est un morphisme de groupes continue. La surjectivité de
R résulte de l’exemple 11.4.1. Il est clair que R(θ) = I2 si et seulement si θ ∈ 2πZ. Donc
on a ker(R) = 2πZ.

2. D’après le corollaire 11.3.1, il existe une application R̃ : R/2πZ −→ SO(2) qui est à
la fois un morphisme de groupes et un homéomorphisme telle que le diagramme suivant
soit commutatif.

R SO(2)

R/2πZ

�R

�
��	q 




�
R̃

De même, l’application

ϕ : R −→ S1

θ �−→ eiθ

est un morphisme de groupes continue et surjective dont le noyau est 2πZ. Par conséquent,
il existe une application ϕ̃ : R/2πZ −→ S1 qui est à la fois un morphisme de groupes et
un homéomorphisme telle que le diagramme suivant soit commutatif.

R S1

R/2πZ

�ϕ

�
���

q
�
���
ϕ̃

On en déduit que l’application

ϕ̃ ◦ R̃−1 : SO(2) −→ S1[
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

]
�−→ eiθ

est un morphisme de groupes et aussi un homéomorphisme.
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Exercice 11.17. Soit S3 = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 ; x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = 1}. Montrer que
l’application suivante est un homéomorphisme.

ϕ : S3 −→ SU(2)

(x1, x2, x3, x4) �−→
[
x1 + ix2 −(x3 − ix4)
x3 + ix4 x1 − ix2

]

Solution. D’après l’exemple 11.4.2, on a :

SU(2) =
{[

α −β
β α

]
; α, β ∈ C avec |α|2 + |β|2 = 1

}
.

Donc l’application ϕ est bijective, et il est clair que ϕ est un homéomorphisme.

Exercice 11.18. Action de SL(2,R) sur le demi-plan de Poincaré :

H =
{
z ∈ C ; Im(z) > 0

}
.

Pour tout A =

[
a b
c d

]
∈ SL(2,R) et pour tout z ∈ H, soit hA(z) =

az + b

cz + d
.

1. Vérifier que l’on a hA(z) ∈ H.

2. Montrer que l’application

SL(2,R)×H −→ H
(A, z) �−→ hA(z)

est une action continue de SL(2,R) sur H.

3. Montrer que l’action de SL(2,R) sur H est transitive.

4. Montrer que le stabilisateur de i est le groupe SO(2). En déduire que SL(2,R)/SO(2)
est homéomorphe à H.

Solution. 1. Notons d’abord que pour tout

[
a b
c d

]
∈ GL(2,R) et pour tout z ∈ H, on a

cz + d �= 0. Soient maintenant A =

[
a b
c d

]
∈ SL(2,R) et z ∈ H. On a :

2iIm(hA(z)) = hA(z)− hA(z)

=
az + b

cz + d
− az + b

cz + d

=
(ad− bc)(z − z)

|cz + d|2 =
2iIm(z)

|cz + d|2 .

Donc on a Im(hA(z)) > 0. Autrement dit, on a hA(z) ∈ H.
2. Notons d’abord que l’application (A, z) �−→ hA(z) est continue de SL(2,R)× H dans
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H. Il est clair que pour tout z ∈ H, on a hI2(z) = z. Soient A =

[
a b
c d

]
, B =

[
a′ b′

c′ d′

]
∈

SL(2,R) et z ∈ H. On a :

hA(hB(z)) =
ahB(z) + b

chB(z) + d

=
a
a′z + b′

c′z + d′
+ b

c
a′z + b′

c′z + d′
+ d

=
(aa′ + bc′)z + ab′ + bd′

(ca′ + dc′)z + cb′ + dd′
= hAB(z) .

Par conséquent, l’application

SL(2,R)×H −→ H
(A, z) �−→ hA(z)

est bien une action continue de SL(2,R) sur H.

3. Soit z ∈ H, on a z = x + iy2, avec x, y ∈ R et y �= 0. Soit A =

⎡
⎣y x

y

0 1
y

⎤
⎦, alors

A ∈ SL(2,R) et on a hA(i) = z. On en déduit que l’action de SL(2,R) sur H est transitive.

4. Soit A =

[
a b
c d

]
∈ SL(2,R), on a :

hA(i) = i ⇐⇒ ai+ b

ci+ d
= i ⇐⇒ a = d et b = −c ⇐⇒ A ∈ SO(2) .

Donc le stabilisateur de i est SO(2). Comme SL(2,R) est un groupe localement compact
et dénombrable à l’infini et comme H est localement compact, il résulte du théorème
11.3.1, que SL(2,R)/SO(2) est homéomorphe à H.

Exercice 11.19. Espaces projectifs KPn. Le groupe topologique multiplicatif K \ {0}
opère continûment sur l’espace topologique Kn+1 \ {0} selon l’action suivante :

(K \ {0})× (Kn+1 \ {0}) −→ Kn+1 \ {0}
(λ, z) �−→ λz

L’espace des orbites (Kn+1 \{0})/K\{0} est noté KPn. L’espace RPn est appelé l’espace
projectif réel de dimension n, et l’espace CPn est appelé l’espace projectif complexe
de dimension n. Soit ‖ ‖2 la norme euclidienne sur Kn. Rappelons que Sn =

{
x ∈

Rn+1 ; ‖x‖2 = 1
}
. Notons aussi que l’on peut aussi définir S2n+1 =

{
z ∈ Cn+1 ; ‖z‖2 =

1
}
. Soit :

d =

{
1 si K = R ,
2 si K = C .
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Avec cette notation, on a alors S(n+1)d−1 =
{
z ∈ Kn+1 ; ‖z‖2 = 1

}
. Notons aussi qu’il y

a une action continue du groupe topologique Sd−1 sur S(n+1)d−1 définie par :

Sd−1 × S(n+1)d−1 −→ S(n+1)d−1

(λ, z) �−→ λz

1. Montrer que pour tout n ≥ 1, l’espace projectif KPn est compact et connexe.

2. Montrer que pour tout n ≥ 1, l’espace KPn est homéomorphe à S(n+1)d−1/Sd−1.
Autrement dit, CPn est homéomorphe à S2n+1/S1 et RPn est homéomorphe à
Sn/S0.

Solution. 1. Soit q : Kn+1 \ {0} −→ KPn l’application quotient. Alors q est continue,
surjective et ouverte, voir lemme 11.3.1. Vérifions d’abord que l’espace projectif KPn est
séparé. Soient : z = (z0, . . . , zn), z

′ = (z′0, . . . , z′n) ∈ Kn+1 \ {0} tels que q(z) �= q(z′).
Alors il existe i, j ∈ {0, . . . , n} tels que ziz

′
j−zjz

′
i �= 0, donc on a |ziz′j−zjz

′
i| > 0. Soient :

U =
{
ξ = (ξ0, . . . , ξn) ∈ Kn+1 \ {0} ; |ziξj − zjξi| < |z′iξj − z′jξi|

}
et

V =
{
ξ = (ξ0, . . . , ξn) ∈ Kn+1 \ {0} ; |ziξj − zjξi| > |z′iξj − z′jξi|

}
.

Alors U et V sont deux ouverts disjoints dans Kn+1 \ {0} tels que z ∈ U , z′ ∈ V
et U = q−1(q(U)), V = q−1(q(V )). Par conséquent, q(U) et q(V ) sont deux ouverts
disjoints dans KPn tels que q(z) ∈ q(U) et q(z′) ∈ q(V ). Donc l’espace KPn est bien
séparé. Soit π la restriction de l’application q à S(n+1)d−1, alors π est une application
continue et surjective de S(n+1)d−1 sur KPn. Comme S(n+1)d−1 est compact et connexe
car n ≥ 1, on en déduit que pour tout n ≥ 1, l’espace KPn est compact et connexe.
2. L’application

π : S(n+1)d−1 −→ KPn

z �−→ q(z)

est continue, surjective et fermée car S(n+1)d−1 est compact. De plus, pour tout z, z′ ∈
S(n+1)d−1, on a q(z) = q(z′) si et seulement si il existe λ ∈ Sd−1 tel que z = λz′. On
déduit alors du corollaire 1.4.1 qu’il un homéomorphisme π̃ de S(n+1)d−1/Sd−1 dans KPn

tel que le diagramme suivant soit commutatif.

S(n+1)d−1 KPn

S(n+1)d−1/Sd−1

�π





�q ��
��
��

π̃

Donc l’espace KPn est homéomorphe à S(n+1)d−1/Sd−1. Autrement dit, CPn est homéo-
morphe à S2n+1/S1 et RPn est homéomorphe à Sn/S0.

Pour plus d’exercices, voir le supplément associé à ce livre.



Chapitre 12

ALGÈBRES DE BANACH

C
e chapitre n’est autre qu’une introduction aux algèbres de Banach. Dans ce chapitre,
K désigne un corps commutatif quelconque. Une algèbre A sur le corps K est un

K -espace vectoriel muni d’une application bilinéaire, appelée multiplication et notée

A×A −→ A
(x, y) �−→ xy

telle que pour tout x, y, z ∈ A, on ait x(yz) = (xy)z.
On dit qu’une algèbre A est unitaire ou unifère s’il existe un élément non nul noté 1A
dans A tel que pour tout x ∈ A, on ait x1A = 1Ax = x. Un tel élément est alors unique,
et appelé l’unité de A. Dans certains cas, on convient, pour tout λ ∈ K, de noter λ
l’élément λ 1A de A. Cette convention est justifiée par le fait que l’application λ �−→ λ 1A
de K dans A est injective, et par la relation λx = (λ 1A)x.
Soit A une algèbre unitaire. Un élément a de A est dit inversible s’il existe un élément
b de A tel que ab = ba = 1A. Dans ce cas, b est unique, appelé l’inverse de a et noté
a−1. On note GL(A) l’ensemble des éléments inversibles de A. C’est un groupe pour
la multiplication, dont l’élément neutre est l’unité de A. On dit qu’une algèbre A est
commutative si pour tout x, y ∈ A, on a xy = yx.
Pour plus de rappels sur les algèbres, le lecteur peut consulter l’Appendice E.

12.1 Algèbres de Banach

Définition 12.1.1. Soit A une algèbre sur C. On dit que A est une algèbre normée
s’il existe une norme ‖ ‖ sur A telle que pour tous x, y ∈ A, on ait ‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖. Si
A est unitaire et si 1A est l’unité de A, on suppose toujours ‖1A‖ = 1. Une algèbre de
Banach est une algèbre normée telle que l’espace normé sous-jacent est complet.

Exemple 12.1.1. 1. Le corps C muni du module | | comme norme est une algèbre
de Banach unitaire.

2. Soient (A, ‖ ‖) une algèbre normée et B une sous-algèbre de A. Alors B munie de
la norme induite est une algèbre normée.

531
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3. Soit �∞(X) l’espace vectoriel des fonctions bornées définies sur un ensemble X et
à valeurs dans C muni de la norme ‖ ‖∞, pour tout f ∈ �∞(X), on a ‖f‖∞ =
sup
x∈X

|f(x)|. Pour tout f, g ∈ �∞(X), on pose fg(x) = f(x)g(x), pour tout x ∈ X .

Alors �∞(X) est une algèbre de Banach commutative unitaire. En particulier, �∞

est une algèbre de Banach commutative unitaire.

4. Soient X un espace compact et C(X) l’espace vectoriel des fonctions continues
sur X et à valeurs dans C. Alors (C(X), ‖ ‖∞) est une sous-algèbre fermée de
(�∞(X), ‖ ‖∞), donc C(X), ‖ ‖∞) est une algèbre de Banach commutative unitaire.

5. De même, si X est un espace localement compact et si C0(X) est l’espace vectoriel
des fonctions deX dans C continues et tendant vers 0 à l’infini, alors (C0(X), ‖ ‖∞)
est une sous-algèbre fermée de (�∞(X), ‖ ‖∞), donc (C0(X), ‖ ‖∞) est une algèbre
de Banach commutative.

6. Soient D =
{
z ∈ C ; |z| ≤ 1

}
et H(D) le sous-espace vectoriel de C(D) constitué

par les fonctions holomorphes à l’intérieure de D. Alors H(D) muni de la norme
‖ ‖∞ est une algèbre de Banach unitaire, appelée algèbre du disque.

Proposition 12.1.1. Soit (E, ‖ ‖) un C-espace normé. On a :

1. (L (E), ‖ ‖) est une algèbre normée unitaire.

2. Si de plus E est de Banach, alors (L (E), ‖ ‖) est une algèbre de Banach unitaire.

3. Si (H, 〈 , 〉) est un C-espace de Hilbert, alors (L (H), ‖ ‖) est une algèbre de
Banach unitaire. En particulier, Mn(C) = L (Cn) est une algèbre de Banach
unitaire.

Démonstration. Ceci résulte des propositions 6.3.3 et 6.3.4. �

Théorème 12.1.1. Soit (A, ‖ ‖) une algèbre de Banach unitaire.

1. Soit x ∈ A tel que ‖x‖ < 1, alors 1− x ∈ GL(A) et on a :

(1− x)
−1

=

+∞∑
n=0

xn et
∥∥(1− x)

−1 − 1− x
∥∥ ≤ ‖x‖2

1− ‖x‖ .

2. Soit y ∈ A tel que ‖1− y‖ < 1, alors y ∈ GL(A) et on a :

y−1 =

+∞∑
n=0

(1 − y)n et
∥∥y−1

∥∥ ≤ 1

1− ‖1− y‖ .

Démonstration. 1. On a
+∞∑
n=0

‖xn‖ ≤
+∞∑
n=0

‖x‖n =
1

1− ‖x‖ < +∞. Comme A est de

Banach, alors la série
∑

xn est convergente dans A. Soit z =

+∞∑
n=0

xn, et pour tout



12.1. Algèbres de Banach 533

n ≥ 0, soit Sn =
n∑

k=0

xk. Pour tout n ≥ 0, on a (1 − x)Sn = Sn(1 − x) = 1 − xn+1, et

lim
n→+∞ xn+1 = 0, donc on a (1−x)z = z(1−x) = 1. Par conséquent, 1−x ∈ GL(A) et on

a (1− x)
−1

= z =

+∞∑
n=0

xn. On a (1− x)
−1 − 1− x =

+∞∑
n=2

xn, d’où
∥∥(1− x)

−1 − 1− x
∥∥ ≤

+∞∑
n=2

∥∥xn
∥∥ ≤

+∞∑
n=2

‖x‖n =
‖x‖2

1− ‖x‖ .

2. Soit y ∈ A tel que ‖1 − y‖ < 1. D’après 1, y = 1 − (1 − y) ∈ GL(A) et on a

y−1 =

+∞∑
n=0

(1−y)n. D’où on a
∥∥y−1

∥∥ ≤
+∞∑
n=0

∥∥(1−y)n
∥∥ ≤

+∞∑
n=0

‖1− y‖n =
1

1− ‖1− y‖ . �

Théorème 12.1.2. Soient (A, ‖ ‖) une algèbre de Banach unitaire, x ∈ GL(A) et h ∈ A

tels que ‖h‖ <
1

‖x−1‖ . Alors x+ h ∈ GL(A) et on a :

∥∥(x+ h)−1 −
(
x−1 − x−1hx−1

)∥∥ ≤ ‖h‖2 ‖x−1‖3
1− ‖h‖ ‖x−1‖ .

En particulier, si y ∈ A tel que ‖x− y‖ <
1

‖x−1‖ , alors on a y ∈ GL(A).

Démonstration. On a ‖ − h‖ = ‖h‖ <
1

‖x−1‖ , d’où
∥∥ − hx−1

∥∥ ≤ ‖ − h‖ ‖x−1‖ < 1.

Il résulte du théorème précédent que 1 + hx−1 ∈ GL(A) et que l’on a
(
1 + hx−1

)−1
=

+∞∑
n=0

(
− hx−1

)n
. Or on a x+ h =

(
1 + hx−1

)
x, donc x+ h ∈ GL(A) et on a (x+ h)−1 =

x−1
(
1+hx−1

)−1
, d’où (x+h)−1−

(
x−1−x−1hx−1

)
=

+∞∑
n=2

x−1
(
−hx−1

)n
. Par conséquent,

on a :

∥∥(x + h)−1 −
(
x−1 − x−1hx−1

)∥∥ ≤
+∞∑
n=2

∥∥x−1(−hx−1)n
∥∥

≤
+∞∑
n=2

∥∥x−1
∥∥ ∥∥h∥∥n ∥∥x−1

∥∥n =
‖h‖2 ‖x−1‖3
1− ‖h‖ ‖x−1‖ .

�

Corollaire 12.1.1. Soit (A, ‖ ‖) une algèbre de Banach unitaire. Alors on a :

1. GL(A) est un ouvert de A et l’application

f : GL(A) −→ A
x �−→ x−1

est différentiable et la différentielle de f au point x ∈ GL(A) est l’application
linéaire continue h �−→ −x−1hx−1 de A dans A.
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2. L’application
g : GL(A) −→ GL(A)

x �−→ x−1

est un homéomorphisme. Donc GL(A) est un groupe topologique.

Démonstration. 1. Il résulte immédiatement du théorème précédent que GL(A) est un
ouvert de A. Soit x ∈ GL(A). Pour tout h ∈ A, soit L(h) = −x−1hx−1, alors L est
une application linéaire continue de A dans A. Soit ε(0) = 0 et pour tout h ∈ A tel

que 0 < ‖h‖ <
1

‖x−1‖ , soit ε(h) =
f(x+ h)− [f(x) + L(h)]

‖h‖ . Alors on a f(x + h) =

f(x) + L(h) + ‖h‖ ε(h), pour tout h ∈ A tel que ‖h‖ <
1

‖x−1‖ . D’après le théorème

précédent, on a ‖ε(h)‖ ≤ ‖h‖‖x−1‖3
1− ‖h‖ ‖x−1‖ , si 0 < ‖h‖ <

1

‖x−1‖ . Donc on a lim
h→0

ε(h) = 0.

Par conséquent, f est différentiable en x et la différentielle de f en x est L.
2. D’après 1, g est continue. Puisque g est bijective et que l’on a g−1 = g, alors g est un
homéomorphisme. �

Remarque 12.1.1. Si (A, ‖ ‖) est une algèbre normée unitaire, alors GL(A) n’est pas
forcément ouvert dans A. En effet, soit A = C[X ] le C-espace vectoriel des polynômes en

une seule variableX et à coefficients dans C. Pour tous P =

n∑
i=0

λiX
i, Q =

m∑
i=0

μiX
i ∈ A,

on pose PQ =

n+m∑
i=0

αiX
i, où αi =

i∑
k=0

λkμi−k, on convient que λp = 0, si p > n et μq = 0,

si q > m. On pose également ‖P‖ = sup
{
|P (λ)| ; λ ∈ C et |λ| ≤ 1

}
. Alors A est une

algèbre normée unitaire et on a GL(A) = C \ {0}. Pour tout n ≥ 1, Soit Pn = 1 + 1
nX .

Alors Pn n’est pas inversible et on a lim
n→+∞Pn = 1 ∈ GL(A). Par conséquent, GL(A)

n’est pas ouvert dans A.

Proposition 12.1.2. Soient (A, ‖ ‖) une algèbre normée et I un idéal bilatère fermé
de A. Alors l’algèbre quotient A/I munie de la norme quotient est une algèbre normée
et l’application quotient π : A −→ A/I est un morphisme d’algèbres continue et on a
‖π‖ ≤ 1. On a même ‖π‖ = 1 si I �= A. Si de plus, (A, ‖ ‖) est une algèbre de Banach,
alors A/I est aussi une algèbre de Banach.

Démonstration. Soient ‖ ‖′ la norme quotient sur A/I et x, y ∈ A. Pour tous a, b ∈ I,
on a xb+ ay + ab ∈ I, d’où :

‖π(x)π(y)‖′ = ‖π(xy)‖′ ≤ ‖xy + xb + ay + ab‖ = ‖(x+ a)(y + b)‖ ≤ ‖x+ a‖ ‖y+ b‖ .

Donc on a :

‖π(x)π(y)‖′ ≤ inf
a∈I

‖x+ a‖ ‖y + b‖ =
(
inf
a∈I

‖x+ a‖
)
‖y + b‖ = ‖π(x)‖′ ‖y + b‖ .

Par conséquent, on a :

‖π(x)π(y)‖′ ≤ inf
b∈I

‖π(x)‖′ ‖y + b‖ = ‖π(x)‖′ inf
b∈I

‖y + b‖ = ‖π(x)‖′ ‖π(y)‖′ .

Donc A/I munie de la norme quotient est une algèbre normée. Les autres résultats
annoncés dans cette proposition résultent des propositions 6.4.3 et 6.4.5. �
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12.2 Fonction exponentielle

Proposition 12.2.1. Soit (A, ‖ ‖) une algèbre de Banach.

1. Soient (xi)i∈I et (yj)j∈J deux familles d’éléments de A normalement sommables,
de sommes respectives x et y. Alors la famille (xiyj)(i,j)∈I×J est normalement
sommable et de somme x y. Autrement dit, dans ce cas, on a :∑

(i,j)∈I×J

xiyj =
(∑

i∈I

xi

)(∑
j∈J

yj

)
.

2. Soient
∑

xn et
∑

yn deux séries dans A normalement convergentes. Alors la

série
∑( n∑

k=0

xkyn−k

)
est normalement convergente et on a :

+∞∑
n=0

( n∑
k=0

xkyn−k

)
=
( +∞∑

n=0

xn

)( +∞∑
n=0

yn

)
.

Démonstration. On calque la démonstration de la proposition 6.7.5. �

Soient (A, ‖ ‖) une algèbre normée unitaire et p(X) = α0 + α1X + · · · + αnX
n un

polynôme formel à coefficients dans C (ou dans A). Alors l’application

A −→ A
x �−→ p(x)

est continue. En effet, les applications suivantes

A −→ A×A
x �−→ (x, x)

et
A×A −→ A
(x, y) �−→ xy

sont continues, donc leur composée l’est aussi. Autrement dit, l’application x �−→ x2 est
continue de A dans A, puis par récurrence, pour tout m ≥ 0, et tout am ∈ C (ou A),
l’application x �−→ amxm est continue de A dans A, donc l’application x �−→ p(x) est
continue de A dans A.

Soient (A, ‖ ‖) une algèbre de Banach unitaire et
∑

anz
n une série entière à coefficients

dans C et de rayon de convergence ρ > 0. Alors pour tout x ∈ A tel que ‖x‖ < ρ, la série∑
anx

n est normalement convergente, donc convergente et si on pose f(x) =

∞∑
n=0

anx
n,

alors f est continue dans la boule ouverte
{
x ∈ A ; ‖x‖ < ρ

}
, voir théorème 5.2.1 et

remarque 6.7.7. La série entière
∑ zn

n!
est de rayon de convergence ρ = +∞. Donc, pour

tout x ∈ A, la série
∑ xn

n!
est convergente, et on note sa somme par ex, elle est appelée

l’exponentielle de x. Autrement dit, pour tout x ∈ A, on a par définition :

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
.



536 Chapitre 12. ALGÈBRES DE BANACH

Proposition 12.2.2. Soit (A, ‖ ‖) une algèbre de Banach unitaire.

1. L’application exponentielle suivante est continue.

A −→ A
x �−→ ex

2. Pour tous x, y ∈ A tels que xy = yx, on a ex+y = exey = eyex.

3. Pour tout x ∈ A, ex est inversible et on a (ex)
−1

= e−x.

4. Pour tout x ∈ A, il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N ,

n∑
k=0

xk

k!
soit inversible

dans A.

5. Pour tout x ∈ A, on a ex = lim
n→+∞

(
1 +

x

n

)n
.

Démonstration. 1. Ceci résulte du commentaire précédant la proposition.

2. D’après la proposition précédente, la série
∑( n∑

k=0

xk

k!

yn−k

(n− k)!

)
est normalement

convergente et on a

+∞∑
n=0

( n∑
k=0

xk

k!

yn−k

(n− k)!

)
=
( +∞∑

n=0

xn

n!

)( +∞∑
n=0

yn

n!

)
= exey. Puisque l’on a

xy = yx, alors (x+ y)
n
=

n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
xkyn−k, d’où on a

(x+ y)
n

n!
=

n∑
k=0

xk

k!

yn−k

(n− k)!
.

Par conséquent, on a :

ex+y =

+∞∑
n=0

(x+ y)
n

n!
=

+∞∑
n=0

( n∑
k=0

xk

k!

yn−k

(n− k)!

)
= exey .

On a x+ y = y + x, d’où eyex = ey+x = ex+y = exey.
3. Soit x ∈ A. Alors on a 1 = ex−x = exe−x = e−xex. Donc ex est inversible et on a :
(ex)−1 = e−x.
4. Ceci résulte de 3 et du fait que GL(A) est un ouvert dans A.

5. On a
(
1 +

x

n

)n
=

n∑
k=0

Ck
n

xk

nk
= 1 + x+

n∑
k=2

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(
1− k−1

n

)xk

k!
, d’où :

ex −
(
1 +

x

n

)n
=

n∑
k=2

[
1−

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(
1− k−1

n

)]xk

k!
+

+∞∑
k=n+1

xk

k!
.

Donc on a :∥∥∥ex − (1 + x

n

)n∥∥∥ ≤
n∑

k=2

[
1−

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(
1− k−1

n

)]‖x‖k
k!

+

+∞∑
k=n+1

‖x‖k

k!

= e‖x‖ −
(
1 +

‖x‖
n

)n
.

Or on a e‖x‖ = lim
n→+∞

(
1 +

‖x‖
n

)n
, on en déduit que l’on a ex = lim

n→+∞

(
1 +

x

n

)n
. �
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Soient
∑
n≥0

anz
n et

∑
n≥1

bnz
n deux séries entières à coefficients dans C et de rayon de

convergence respective R > 0 et ρ > 0. Pour tout z ∈ B(0, R) =
{
z ∈ C ; |z| < R

}
,

on pose f(z) =

+∞∑
n=0

anz
n et pour tout z ∈ B(0, ρ) =

{
z ∈ C ; |z| < ρ

}
, on pose g(z) =

+∞∑
n=1

bnz
n. Comme la fonction z �−→

+∞∑
n=1

|bn| |z|n est continue sur B(0, ρ) et vaut 0 au

point z = 0, alors il existe un r ∈ ]0, ρ[ tel que pour tout z ∈ B(0, r) =
{
z ∈ C ; |z| < r

}
,

on ait
+∞∑
n=1

|bn| |z|n < R. Par conséquent, la fonction h(z) = f(g(z)) est bien définie sur

B(0, r). D’après la théorie des séries entières, il existe une suite (cn)n≥0 dans C telle que

pour tout z ∈ B(0, r), on ait h(z) =

+∞∑
n=0

cnz
n.

Soient (A, ‖ ‖) une algèbre de Banach unitaire et x ∈ A tel que ‖x‖ < r. Alors h(x) =
+∞∑
n=0

cnx
n et g(x) =

+∞∑
n=1

bnx
n sont définis dansA. Comme on a ‖g(x)‖ ≤

+∞∑
n=1

|bn| ‖x‖n < R,

alors f(g(x)) est aussi défini dans A. On montre, comme pour la composition des séries
entières, que l’on a le résultat suivant.

Lemme 12.2.1. Avec les mêmes notations que ci-dessus, on a h(x) = f(g(x)).

Corollaire 12.2.1. Soient (A, ‖ ‖) une algèbre de Banach unitaire et x ∈ A tel que
‖1− x‖ < 1. Alors il existe y ∈ A tel que ey = x.

Démonstration. Pour tout z ∈ C tel que |z| < 1, la série entière
∑
n≥1

−zn

n
est conver-

gente et on pose g(z) = log(1 − z) = −
+∞∑
n=1

zn

n
. Pour tout z ∈ C, soit f(z) = ez. On

sait, voir un cours sur les séries entières, que pour tout z ∈ C tel que |z| < 1, on a
elog(1−z) = 1 − z. D’après le lemme précédent, pour tout a ∈ A tel que ‖a‖ < 1, on a
elog(1−a) = 1− a. Soient a = 1− x et y = log(1− a), alors on a ey = 1− a = x. �

Théorème 12.2.1. Soient (A, ‖ ‖) une algèbre de Banach unitaire et G1 la composante
connexe de 1A dans GL(A). Alors on a :

1. G1 est un sous-groupe distingué de GL(A).

2. G1 est à la fois ouvert et fermé dans GL(A) et le groupe topologique quotient
GL(A)/G1 est discret.

3. G1 est le groupe engendré par les ex, x ∈ A. Autrement dit, pour tout x ∈ G1, il
existe n ∈ N et x1, . . . , xn ∈ A tels que x = ex1 · · · exn.

4. Si de plus, A est commutative, on a G1 = {ex ; x ∈ A}.
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Démonstration. 1. Puisque GL(A) est un groupe topologique, voir corollaire 12.1.1,
on déduit de la proposition 11.2.5 que G1 est un sous-groupe distingué de GL(A).
2. Soit x ∈ G1. D’après le théorème 12.1.2, B

(
x, 1

‖x−1‖
)
⊂ GL(A). Comme B

(
x, 1

‖x−1‖
)

est connexe, alors on a B
(
x, 1

‖x−1‖
)
⊂ G1. Par conséquent, G1 est ouvert dans GL(A).

On déduit du théorème 11.2.1 que G1 est aussi fermé dans GL(A). Le fait que le groupe
topologique quotient GL(A)/G1 est discret résulte de la proposition 11.2.1.
3. Pour tout x ∈ A, l’application c : t �−→ etx est continue de [0, 1] dans GL(A) et on
a c(0) = 1 et c(1) = ex, donc ex ∈ G1. Par conséquent, pour tout n ∈ N et pour tous
x1, . . . , xn ∈ A, on a ex1 · · · exn ∈ G1. Soit H =

{
ex1 · · · exn ; n ∈ N et x1, . . . , xn ∈ A

}
,

alors H est un sous-groupe de G1. D’après le corollaire précédent, on a B(1, 1) =
{
x ∈

A ; ‖1− x‖ < 1
}
⊂ H . Soit x ∈ H , alors xB(1, 1) est un ouvert de G1 contenant x et on

a xB(1, 1) ⊂ H , donc H est un sous-groupe ouvert de G1. On déduit du théorème 11.2.1
que H est aussi fermé dans G1. Comme G1 est connexe, alors on a H = G1.
4. Supposons de plus que A est commutative. D’après la proposition 12.2.2, pour tous
x1, . . . , xn ∈ A, on a ex1 · · · exn = ex1+···+xn . On déduit de 3 que l’on a :
G1 =

{
ex ; x ∈ A

}
. �

12.3 Spectre et rayon spectral

Définition 12.3.1. Soient A une algèbre unitaire et x ∈ A. Le spectre de x dans A est
l’ensemble

SpA(x) =
{
λ ∈ K ; x− λ �∈ GL(A)

}
.

Notons que pour tout λ ∈ K, on a SpA(λ) = {λ}.

Exemple 12.3.1. Si A = Mn(K) et x ∈ A, on a :

SpA(x) =
{
λ ∈ K ; det(x− λ In) = 0

}
=
{
valeurs propres de A

}
.

Exemple 12.3.2. Soient X un espace compact et A = C(X), muni de la norme ‖ ‖∞.
C’est une algèbre de Banach commutative unitaire. Pour tout f ∈ A, on a SpA(f) ={
f(x) ; x ∈ X

}
.

Remarque 12.3.1. Soient H un espace de Hilbert complexe et T ∈ A = L (E). Si λ
est une valeur propre de T , alors λ ∈ SpA(T ).

Proposition 12.3.1 (Jacobson). Soient A une algèbre unitaire et x, y ∈ A.
Alors on a :

SpA(xy) \ {0} = SpA(yx) \ {0} .
Autrement dit, pour tout λ ∈ K∗, on a λ ∈ SpA(xy) si et seulement si λ ∈ SpA(yx).

Démonstration. Soit λ ∈ K∗. Montrons que xy−λ ∈ GL(A) si et seulement si yx−λ ∈
GL(A). Comme, x et y jouent un rôle symétrique, il suffit de montrer que si xy − λ ∈
GL(A), alors yx− λ ∈ GL(A). Supposons donc xy− λ ∈ GL(A). Alors il existe un z ∈ A
tel que z(xy − λ) = (xy − λ)z = 1. D’où on a yz(xy − λ)x = yx et y(xy − λ)zx =
yx. Donc on a (yzx − 1)yx = λyzx et yx(yzx − 1) = λyzx. On en déduit que l’on a
1
λ (yzx− 1)(yx− λ) = (yx− λ) 1λ(yzx− 1) = 1. Donc on a yx− λ ∈ GL(A). �
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Proposition 12.3.2. Soient A une algèbre unitaire sur C et x ∈ A tel que SpA(x) �= ∅.
1. Soit P ∈ C[X ], un polynôme, on a :

SpA(P (x)) = P (SpA(x)) =
{
P (λ) ; λ ∈ SpA(x)

}
.

2. Si x ∈ GL(A), on a SpA
(
x−1

)
=
{
λ−1 ; λ ∈ SpA(x)

}
.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 12 du supplément.

Corollaire 12.3.1. Soient A une algèbre unitaire sur C et x ∈ A. S’il existe P ∈ C[X ],
un polynôme non nul tel que P (x) = 0, alors SpA(x) ⊂

{
racines de P

}
et donc SpA(x)

est un ensemble fini. En particulier, on a

1. Si x est nilpotent, i.e. il existe n ≥ 1 tel que xn = 0, alors SpA(x) ⊂ {0}.

2. Si x est unilpotent, i.e. il existe n ≥ 1 tel que xn = 1, alors :

SpA(x) ⊂ {racines n-ième de 1 dans C} .

3. Si x est idempotent, i.e. x2 = x, alors SpA(x) ⊂ {0, 1}.
Théorème 12.3.1. Soient (A, ‖ ‖) une algèbre de Banach unitaire et x ∈ A. Alors
SpA(x) est une partie compacte non vide de C et pour tout λ ∈ SpA(x), on a |λ| ≤ ‖x‖.
Démonstration. Soit λ ∈ C tel que |λ| > ‖x‖. D’après le théorème 12.1.1, 1 − 1

λx ∈
GL(A), d’où on a x−λ = −λ

(
1− 1

λx
)
∈ GL(A), donc λ �∈ SpA(x). Montrons que SpA(x)

est fermé dans C. Soit (λn)n≥0 une suite dans SpA(x), qui converge vers un élément λ ∈ K.
On a x−λ = lim

n→+∞x−λn, et pour tout n ≥ 0, on a x−λn ∈ A\GL(A) qui est fermé dans

A, corollaire 12.1.1, donc on a x−λ ∈ A\GL(A). Autrement dit, on a λ ∈ SpA(x). Donc
SpA(x) est fermé dans C. Par conséquent, SpA(x) est une partie compacte de C. Il reste
à montrer que SpA(x) est non vide. Supposons SpA(x) = ∅. Montrons que l’application
λ �−→ (x − λ)−1 est bornée sur C. Soit λ ∈ C tel que |λ| > 2‖x‖. D’après le théorème

12.1.1, 1− 1
λx ∈ GL(A) et on a

(
1− 1

λx
)−1

=

+∞∑
n=0

xn

λn
, d’où :

∥∥∥(1− 1
λx
)−1 − 1

∥∥∥ =
∥∥∥ +∞∑

n=1

xn

λn

∥∥∥ ≤
+∞∑
n=1

∥∥∥xn

λn

∥∥∥ ≤
+∞∑
n=1

‖x‖n
|λ|n =

‖x‖
|λ| − ‖x‖ < 1 .

Donc on a ‖
(
1− 1

λx
)−1‖ < 2. Par conséquent, on a :∥∥(x − λ)−1

∥∥ =
∥∥∥− 1

λ

(
1− 1

λx
)−1

∥∥∥ =
1

|λ|

∥∥∥(1− 1
λx
)−1

∥∥∥ <
2

|λ| <
1

‖x‖ < +∞, car x �= 0 .

Comme l’application λ �−→ (x − λ)−1 est continue sur C, alors elle est bornée sur le
compact

{
λ ∈ C ; |λ| ≤ 2‖x‖

}
. Finalement, il existe une constante 0 < M < +∞

telle que pour tout λ ∈ C, on ait ‖(x − λ)−1‖ ≤ M . Soit f une forme linéaire continue
sur A. D’après le corollaire 12.1.1, la fonction λ �−→ f

(
(x− λ)−1

)
est holomorphe sur C.

Comme elle est aussi bornée par M ‖f‖, il résulte du théorème de Liouville, voir un cours
d’analyse complexe, qu’elle est constante. Donc on a f

(
(x− 1)−1

)
= f

(
(x− 0)−1

)
. Ceci

étant vrai pour toute forme linéaire continue sur A, on déduit du théorème de Hahn-
Banach, voir corollaire 7.7.1, que l’on a x−1 = (x − 1)−1, d’où x = x − 1, ce qui est
impossible. Donc on a SpA(x) �= ∅. �
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Théorème 12.3.2 (Mazur). Soit (A, ‖ ‖) une algèbre de Banach unitaire. Si tout
élément non nul de A est inversible, alors on a A = C1A.

Démonstration. Soit x ∈ A. D’après le théorème précédent, SpA(x) �= ∅. Soit λ ∈
SpA(x). Comme x − λ(x) 1A n’est pas inversible, alors x − λ(x) 1A = 0, d’où on a x =
λ(x) 1A. Par conséquent, on a A = C1A. �

Proposition 12.3.3. Soient A et B deux algèbres unitaires et ϕ : A −→ B un morphisme
d’algèbres unitaires. Soit x ∈ A, alors on a SpB(ϕ(x)) ⊂ SpA(x).

Démonstration. Soit λ ∈ K \ SpA(x), alors on a x− λ1A ∈ GL(A), d’où ϕ(x)− λ1B =
ϕ(x− λ1A) ∈ GL(B), voir Appendice E. Donc on a λ ∈ K \ SpB(ϕ(x)). Par conséquent,
on a K \ SpA(x) ⊂ K \ SpB(ϕ(x)), d’où SpB(ϕ(x)) ⊂ SpA(x). �

Corollaire 12.3.2. Soit B une sous-algèbre unitaire d’une algèbre unitaire A telle que
1B = 1A, alors l’injection canonique i : B ↪→ A est un morphisme algèbres unitaires.
Ceci implique que l’on a SpA(x) ⊂ SpB(x) pour tout x ∈ B.

Théorème 12.3.3. Soit B une sous-algèbre fermée unitaire d’une algèbre de Banach
unitaire (A, ‖ ‖). On suppose de plus que l’on a 1B = 1A. Alors on a :

1. GL(B) est ouvert et fermé dans B ∩GL(A).

2. Pour tout x ∈ B, on a SpA(x) ⊂ SpB(x) et C \ SpB(x) est ouvert et fermé dans
C \ SpA(x).

3. Pour tout x ∈ B, on a Fr(SpB(x)) ⊂ Fr(SpA(x)).

4. Soit x ∈ B. Si SpA(x) �= SpB(x), alors SpB(x) est la réunion de SpA(x) et de
quelques composantes connexes bornées de C \ SpA(x).

5. Soit x ∈ B. Si C \ SpA(x) est connexe, alors on a SpA(x) = SpB(x).

6. Soit x ∈ B. Si SpB(x) est d’intérieur vide, alors on a SpA(x) = SpB(x).

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 12 du supplément.

La proposition suivante généralise la proposition 8.7.7.

Proposition 12.3.4. Soient H un espace de Hilbert complexe et T ∈ A = L (E).

1. On a SpA(T
∗) =

{
λ ; λ ∈ SpA(T )

}
.

2. Si T est unitaire, alors on a SpA(T ) ⊂ S.

3. Si T est auto-adjoint, alors on a SpA(T ) ⊂ R.

4. Si T est positif, alors on a SpA(T ) ⊂ [0, +∞[.

5. Si T est un projecteur orthogonal, alors on a SpA(T ) ⊂ {0, 1}. Si de plus T est non
trivial, alors on a SpA(T ) = {0, 1}.
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Démonstration. 1. Soient λ ∈ C et S ∈ L (E). Il résulte de la proposition 8.4.3 que S
est l’inverse de T −λ idH si et seulement si S∗ est l’inverse de T ∗−λ idH . Par conséquent,
on a SpA(T

∗) =
{
λ ; λ ∈ SpA(T )

}
.

2. Supposons T unitaire. Soit λ ∈ SpA(T ). D’après la proposition 12.3.2, on a λ−1 ∈
SpA

(
T−1

)
. Comme on a ‖T ‖ = ‖T−1‖ = 1, il résulte du théorème 12.3.1 que l’on a

|λ| ≤ 1 et |λ−1| ≤ 1, donc on a |λ| = 1. Par conséquent, on a SpA(T ) ⊂ S.
3. Supposons T auto-adjoint. Soit λ ∈ SpA(T ). D’après le corollaire 8.7.1, il existe
une suite (xn)n≥0 dans H telle que pour tout n ≥ 0, on ait ‖xn‖ = 1 et telle que
lim

n→+∞ ‖(T − λ idH)(xn)‖ = 0. On en déduit que l’on a lim
n→+∞〈(T − λ idH)(xn), xn〉 = 0.

Comme on a 〈(T − λ idH)(xn), xn〉 = 〈T (xn), xn〉 − λ〈xn, xn〉 = 〈T (xn), xn〉 − λ, alors
λ = lim

n→+∞〈T (xn), xn〉. Or, pour tout n ≥ 0, on a 〈T (xn), xn〉 ∈ R, donc λ ∈ R. Par

conséquent, on a SpA(T ) ⊂ R.
4. Supposons T positif. Soient λ ∈ SpA(T ) et (xn)n≥0 une suite dans H comme dans 3.
Puisque l’on a λ = lim

n→+∞〈T (xn), xn〉, et comme pour tout n ≥ 0, on a 〈T (xn), xn〉 ≥ 0,

alors λ ≥ 0. Par conséquent, on a SpA(T ) ⊂ [0, +∞[.
5. D’après le corollaire 12.3.1, on a SpA(T ) ⊂ {0, 1}. Si de plus T est non trivial, alors T
et idH − T ne sont pas inversibles, d’où on a 0 ∈ SpA(T ) et 0 ∈ SpA(idH − T ). Donc on
a {0, 1} ⊂ SpA(T ). Par conséquent, on a SpA(T ) = {0, 1}. �

Exemple 12.3.3. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert complexe séparable de dimension
infinie, (en)n∈Z une base hilbertienne de H et T ∈ A = L (H) tel que T (en) = en+1,
pour tout n ∈ Z. Alors on a SpA(T ) = S. En effet, comme T est un opérateur unitaire, il
résulte de la proposition précédente que l’on a SpA(T ) ⊂ S. Réciproquement, soit λ ∈ S.

Pour tout n ≥ 0, soit xn =
1√

2n+ 1

n∑
k=−n

λ−kek, alors on a ‖xn‖ = 1 et

∥∥(T − λ idH)(xn)
∥∥ =

1√
2n+ 1

∥∥∥ n∑
k=−n

λ−kek+1 −
n∑

k=−n

λ−(k−1)ek

∥∥∥

=
1√

2n+ 1

∥∥λ−nen+1 − λn+1e−n

∥∥ =

√
2√

2n+ 1
.

Par conséquent, on a lim
n→+∞ ‖(T − λ idH)(xn)‖ = 0. Il résulte du corollaire 8.7.1 que l’on

a λ ∈ SpA(T ). Donc on a SpA(T ) = S.

Exemple 12.3.4. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert complexe séparable de dimension
infinie, (en)n≥0 une base hilbertienne de H et T ∈ A = L (H) tel que T (en) = en+1, pour
tout n ≥ 0. Alors on a SpA(T ) =

{
λ ∈ C ; |λ| ≤ 1

}
. En effet, on a ‖T ∗‖ = ‖T ‖ = 1, donc

SpA(T
∗) ⊂

{
λ ∈ C ; |λ| ≤ 1

}
. D’autre part, d’après l’exercice 8.37, pour tout λ ∈ C tel

que |λ| < 1, λ est une valeur propre de T ∗, donc on a
{
λ ∈ C ; |λ| < 1

}
⊂ SpA(T

∗). Par
conséquent, on a SpA(T

∗) =
{
λ ∈ C ; |λ| ≤ 1

}
. On déduit de la proposition précédente

que l’on a SpA(T ) =
{
λ ∈ C ; |λ| ≤ 1

}
.

Définition 12.3.2. Soit A une algèbre de Banach unitaire. Soit x ∈ A. Le rayon
spectral de x est

r(x) = sup
{
|λ| ; λ ∈ SpA(x)

}
.
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On déduit du théorème 12.3.1 et des propositions 12.3.1 et 12.3.2 le résultat suivant :

Proposition 12.3.5. Soit A une algèbre de Banach unitaire.

1. Pour tout x ∈ A, on a r(x) ≤ ‖x‖.

2. Pour tout x, y ∈ A, on a r(xy) = r(yx).

3. Pour tout x ∈ A et pour tout λ ∈ C, on a r(1 + λx) ≤ 1 + |λ| r(x).

4. Pour tout x ∈ A et pour tout n ∈ N, on a r(xn) = (r(x))n.

Exemple 12.3.5. Soient X un espace compact et A = C(X) muni de la norme ‖ ‖∞.
C’est une algèbre de Banach commutative unitaire. Pour tout f ∈ A, on a SpA(f) ={
f(x) ; x ∈ X

}
et donc r(f) = ‖f‖∞.

Exemple 12.3.6. Considérons l’algèbre de Banach unitaire M2(C) et soit x =

[
0 1
0 0

]
.

Alors on a ‖x‖ = 1 et x2 = 0, donc SpA(x) = {0}. D’où on a r(x) = 0 < ‖x‖.

Théorème 12.3.4 (Beurling). Soient (A, ‖ ‖) une algèbre de Banach unitaire et x ∈ A.

La suite
(
‖xn‖ 1

n

)
n≥1

est convergente dans R et on a r(x) = lim
n→+∞ ‖xn‖ 1

n = inf
n≥1

‖xn‖ 1
n .

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 12 du supplément.

Exemple 12.3.7. Soit A = C1([0, 1], C) =
{
f : [0, 1] −→ C de classe C1

}
muni de la

norme ‖f‖ = ‖f‖∞ + ‖f ′‖∞. C’est une algèbre de Banach commutative unitaire. Soit
f ∈ A, définie par f(t) = t, pour tout t ∈ [0, 1]. Alors on a ‖f‖ = 2 et ‖fn‖ = 1 + n,

d’où r(f) = lim
n→+∞ ‖fn‖ 1

n = lim
n→+∞(1 + n)

1
n = 1 < 2 = ‖f‖.

Proposition 12.3.6. Soient H un espace de Hilbert complexe et T ∈ A = L (E).

1. Si T est auto-adjoint, alors ou bien ‖T ‖ ∈ SpA(T ) ou bien −‖T ‖ ∈ SpA(T ).

2. Si T est normal, alors on a r(T ) = ‖T ‖. Donc il existe λ ∈ SpA(T ) tel que |λ| =
‖T ‖.

Démonstration. 1. On peut supposer T �= 0, sinon le résultat est trivial. Quitte à

prendre
T

‖T ‖ , on peut aussi supposer ‖T ‖ = 1. Dans ce cas, il existe une suite (xn)n≥0

dans H telle que pour tout n ≥ 0, on ait ‖xn‖ = 1 et telle que lim
n→+∞ ‖T (xn)‖ = 1 = ‖T ‖.

On a : ∥∥(T 2 − idH)(xn)
∥∥2 =

∥∥T 2(xn)
∥∥2 + ‖xn‖2 − 2‖T (xn)‖2 ≤ 2− 2‖T (xn)‖2 .

On en déduit que l’on a lim
n→+∞ ‖(T 2 − idH)(xn)‖ = 0. Il résulte du corollaire 8.7.1 que

l’on a 1 ∈ SpA
(
T 2
)
. D’après la proposition 12.3.2, on a SpA

(
T 2
)
=
{
λ2 ; λ ∈ SpA(T )

}
.

Donc ou bien 1 ∈ SpA(T ) ou bien −1 ∈ SpA(T ).
2. On suppose T normal. Alors pour tout n ≥ 0, on a (T ∗◦T )n = (T ∗)n◦T n = (T n)∗◦T n,
donc ‖(T ∗◦T )n‖ = ‖T n‖2. Il résulte du théorème précédent que l’on a r(T ∗ ◦T ) = r(T )2.
Comme T ∗ ◦ T est auto-adjoint, il résulte de 1 que l’on a r(T ∗ ◦ T ) = ‖T ∗ ◦ T ‖ = ‖T ‖2.
Par conséquent, on a r(T ) = ‖T ‖. �
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12.4 La transformation de Gelfand

Théorème 12.4.1. Soient (A, ‖ ‖) une algèbre de Banach et ϕ : A −→ C un morphisme
d’algèbres. Alors ϕ est continue et on a ‖ϕ‖ ≤ 1. Si de plus, A est unitaire et ϕ est non
nul, alors on a ϕ(1A) = 1 et donc ‖ϕ‖ = 1.

Démonstration. Supposons qu’il existe a ∈ A tel que |ϕ(a)| > ‖a‖. Soit x =
a

ϕ(a)
,

alors x ∈ A tel que ϕ(x) = 1 et ‖x‖ < 1. Pour tout n ≥ 1, soit sn =

n∑
k=1

−xk. Comme

pour tout k ≥ 1, on a ‖xk‖ ≤ ‖x‖k et ‖x‖ < 1, alors la suite (sn)n≥1 est de Cauchy dans
A, donc convergente vers un élément y ∈ A. Or pour tout n ≥ 2, on a x + sn = xsn−1,
d’où x + y = xy. Par conséquent, on a ϕ(x) + ϕ(y) = ϕ(x + y) = ϕ(x)ϕ(y), ce qui est
impossible, car ϕ(x) = 1. Donc pour tout a ∈ A, on a |ϕ(a)| ≤ ‖a‖. Donc ϕ est continue
et on a ‖ϕ‖ ≤ 1. Si A est unitaire et si ϕ est non nul, alors ϕ(1A) = 1. Donc on a
1 = |ϕ(1A)| ≤ ‖ϕ‖ ‖1A‖ = ‖ϕ‖ ≤ 1, d’où ‖ϕ‖ = 1. �

Proposition 12.4.1. Soient A une algèbre de Banach, Y un espace localement compact
et ϕ : A −→ C0(Y ) un morphisme d’algèbres. Alors ϕ est continue.

Démonstration. Pour montrer que ϕ est continue, il suffit de montrer que le graphe de
ϕ est fermé, voir théorème 7.1.2. Soit donc (xn)n≥0 une suite dans A telle que (xn)n≥0

converge vers un élément x ∈ A et telle que la suite (ϕ(xn))n≥0 converge vers un élément
f ∈ C0(Y ). Soient t ∈ Y et δt : C0(Y ) −→ C défini par δt(g) = g(t), pour tout g ∈ C0(Y ).
Alors δt est un morphisme d’algèbres continue. D’après le théorème précédent, δt ◦ϕ est
continue. D’où on a :

f(t) = δt(f) = lim
n→+∞ δt(ϕ(xn)) = lim

n→+∞(δt ◦ ϕ)(xn) = (δt ◦ ϕ)(x) = ϕ(x)(t) .

Par conséquent, on a f = ϕ(x). Donc le graphe de ϕ est fermé �

Théorème 12.4.2 (Gleason-Kahane-Zelazko). Soient (A, ‖ ‖) une algèbre de Banach
unitaire et ϕ : A −→ C une forme linéaire telle que ϕ(1) = 1 et ϕ(x) �= 0, pour tout
x ∈ GL(A), alors pour tout x, y ∈ A, on a ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y). Autrement dit, ϕ est un
morphisme d’algèbres.

Pour une preuve du théorème précédent, voir ([28], p. 251).

Définition 12.4.1. Un idéal bilatère maximal d’une algèbre A est un idéal bilatère
I de A tel que I �= A et tel que pour tout idéal bilatère I ′ de A tel que I ⊂ I ′ et I ′ �= A,
on ait I ′ = I.

Lemme 12.4.1. Soient A une algèbre unitaire et I un idéal bilatère de A. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) I �= A.

(ii) Pour tout x ∈ I, on a x �∈ GL(A).

(iii) 1A �∈ I.
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Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Soit x ∈ I. Si x ∈ GL(A), alors
1A = x−1x ∈ I, d’où pour tout a ∈ A, on a a = a1A ∈ I, donc I = A, ce qui est
impossible. Donc on a bien x �∈ GL(A). Les implications (ii) =⇒ (iii) et (iii) =⇒ (i) sont
triviales. �

Proposition 12.4.2. Soient A une algèbre unitaire et I un idéal bilatère de A tel que
I �= A, alors il existe un idéal bilatère maximal J de A tel que I ⊂ J . En particulier,
toute algèbre unitaire possède au moins un idéal bilatère maximal.

Démonstration. Soit I l’ensemble des idéaux bilatères distincts de A et contenant I.
Alors I est non vide, car I ∈ I, et on ordonne l’ensemble I par l’inclusion. Soit (Iα)α∈Λ

une famille totalement ordonnée dans I, i.e. pour tout α, β ∈ Λ, soit on a Iα ⊂ Iβ soit
on a Iβ ⊂ Iα. Soit L = ∪

α∈Λ
Iα, alors L est un idéal bilatère de A contenant I. Comme

pour tout α ∈ Λ, on a 1A �∈ Iα, car Iα �= A, alors 1A �∈ L, donc on a L �= A. Ainsi, on a
L ∈ I et pour tout α ∈ Λ, on a Iα ⊂ L. Donc I est un ensemble inductif. On déduit du
lemme de Zorn, voir Appendice A, que I contient un élément maximal. �

Lemme 12.4.2. Soient A une algèbre commutative unitaire et x ∈ A. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) x �∈ GL(A).

(ii) Il existe un idéal bilatère maximal I de A tel que x ∈ I.

(iii) Il existe un idéal bilatère I de A tel que I �= A et x ∈ I.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Supposons donc x �∈ GL(A), alors
Ax est un idéal bilatère de A contenant x tel que Ax �= A. D’après la proposition
précédente, il existe un idéal bilatère maximal I de A contenant Ax, d’où x ∈ I.
L’implication (ii) =⇒ (iii) est triviale. L’implication (iii) =⇒ (i) résulte du lemme précé-
dent. �

Remarque 12.4.1. Si A est une algèbre de Banach unitaire non commutative, on peut
avoir x �∈ GL(A) et il n’existe aucun idéal bilatère maximal I de A tel que x ∈ I.

Exemple 12.4.1. Soient n ≥ 2 et A = Mn(C), alors {0} est l’unique idéal bilatère
maximal de A, et il existe des éléments non nuls et non inversibles dans A.
(voir exercice 12.16).

Lemme 12.4.3. Soit I un idéal bilatère d’une algèbre commutative unitaire A tel que
I �= A. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) I est un idéal bilatère maximal de A.

(ii) Tout élément non nul de l’algèbre quotient A/I est inversible.

Démonstration. Montrons l’implication (i) =⇒ (ii). Par hypothèse, I est un idéal
bilatère maximal de A. Notons d’abord que l’algèbre quotient A/I est commutative
et unitaire. Soit π : A −→ A/I l’application quotient, c’est un morphisme d’algèbres
unitaires. Soit x ∈ A tel que π(x) �= 0. Soit J = π(x)A/I, alors J est un idéal bilatère
non nul de A/I, d’où π−1(J) est un idéal bilatère de A tel que I ⊂ π−1(J) et I �= π−1(J).
Comme I est maximal, alors on a π−1(J) = A, donc on a J = A/I. Par conséquent, π(x)
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est inversible dans A/I.
Preuve de (ii) =⇒ (i). Soit J un idéal bilatère de A tel que I ⊂ J et J �= A. Alors π(J)
est un idéal bilatère de A/J tel que π(J) �= A/J . Il résulte du lemme 12.4.1 que pour
tout y ∈ π(J), y n’est pas inversible dans A/I. Comme, par hypothèse, tout élément non
nul de A/I est inversible, alors on a π(J) = {0}, d’où J = I. Donc I est un idéal bilatère
maximal de A. �

Définition 12.4.2. Soit A une algèbre de Banach non nulle. On appelle caractère de
A tout morphisme d’algèbres non nul de A dans C. On note Â l’ensemble des caractères
de A.

Proposition 12.4.3. Soit A une algèbre de Banach unitaire.

1. Soit I un idéal bilatère de A. Alors I est un idéal bilatère de A. Si de plus, on a
I �= A, alors I �= A. Donc tout idéal bilatère maximal de A est fermé dans A.

2. Soit χ un caractère de A. Alors ker(χ) est un idéal bilatère fermé maximal de A.

3. Soient χ1 et χ2 deux caractères de A tels que ker(χ1) ⊂ ker(χ2). Alors on a χ1 = χ2.

4. Soit x ∈ A. Alors pour tout caractère χ de A, on a χ(x) ∈ SpA(x).

Démonstration. 1. Soit I un idéal bilatère dans A. Il est clair que I est un idéal bilatère
dans A. Si I �= A, il résulte du lemme 12.4.1 que l’on a I ∩ GL(A) = ∅. Autrement dit,
on a I ⊂ A \GL(A). Comme A \GL(A) est fermé dans A, voir corollaire 12.1.1, alors on
a I ⊂ A \GL(A). Donc on a I �= A.
2. Puisque χ est un morphisme d’algèbres continue, voir théorème 12.4.1, alors ker(χ)
est un idéal bilatère fermé de A. Soit J un idéal bilatère dans A, il suffit que J soit un
sous-espace vectoriel de A, tel que ker(χ) ⊂ J et ker(χ) �= J . Soit x ∈ J tel que χ(x) �= 0,
alors on a A = ker(χ) + Cx, donc J = A. Par conséquent, ker(χ) est un idéal bilatère
maximal de A.
3. Soit x ∈ A. Alors x−χ1(x) 1A ∈ ker(χ1), car χ1(1A) = 1, voir théorème 12.4.1. Or on a
ker(χ1) ⊂ ker(χ2), d’où χ2(x−χ1(x) 1A) = 0. Donc on a χ2(x) = χ1(x). Par conséquent,
on a χ1 = χ2.
4. Soient x ∈ A et χ un caractère de A, alors on a χ(x−χ(x) 1A) = 0, d’où x−χ(x) 1A ∈
ker(χ), donc x − χ(x) 1A n’est pas inversible, voir lemme 12.4.1. Autrement dit, on a
χ(x) ∈ SpA(x). �

Soit A une algèbre de Banach unitaire. D’après le théorème 12.4.1, si χ est un caractère
de A, alors χ est continue, χ(1A) = 1 et on a ‖χ‖ = 1. Par conséquent, Â est contenu dans

la boule unité fermée de l’espace de Banach dual A∗. On munit alors Â de la topologie
induite par la topologie �-faible sur A∗. Comme on a :

Â =
{
χ ∈ A∗ ; χ(1A) = 1

}
∩ ∩

(x,y)∈A2

{
χ ∈ A∗ ; χ(xy) = χ(x)χ(y)

}
.

Alors Â est �-faible fermé. On déduit du théorème d’Alaoglu, corollaire 10.1.2, que Â est
un espace compact, appelé le spectre de A.
Pour tout x ∈ A, soit x̂ : Â −→ C, définie par x̂(χ) = χ(x). L’application x̂ est continue
et appelée la transformation de Gelfand de x, et l’application

A −→ C(Â )
x �−→ x̂
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est appelée la transformation de Gelfand.
Notons que si J : A −→ A∗∗ est l’application canonique, voir proposition 7.9.1, pour
tout x ∈ A, on a x̂ = J(x)|Â .

Exemple 12.4.2. Si A = C, alors on a Ĉ = {idC}.

Exemple 12.4.3. Soient n ≥ 2 et A = Mn(C), alors on a Â = ∅, voir exercice 12.16.

L’exemple précédentmontre que siA est une algèbre de Banach unitaire non commutative,
le spectre de A ne reflète pas les propriétés de A, et donc Â n’est pas intéressant dans ce
cas.

Théorème 12.4.3. Soient X un espace compact et A = C(X) muni de la norme ‖ ‖∞.
C’est une algèbre de Banach commutative unitaire.

1. Pour tout fermé F de X, on pose IF =
{
f ∈ A ; f(x) = 0 , pour tout x ∈ F

}
.

Alors IF est un idéal bilatère fermé de A.

2. L’application T : F �−→ IF est bijective de l’ensemble des fermés de X sur
l’ensemble des idéaux bilatères fermés de A.

3. Tout idéal bilatère fermé de A est l’intersection des idéaux bilatères maximaux de
A le contenant.

4. Pour tout x ∈ X, l’application suivante est un caractère de A.

δx : A −→ C
f �−→ f(x)

5. L’application suivante est un homéomorphisme.

δ : X −→ Â
x �−→ δx

Pour une preuve du théorème précédent, voir chapitre 12 du supplément.

Théorème 12.4.4 (Gelfand). Soit A une algèbre de Banach commutative unitaire.

1. L’application χ �−→ ker(χ) est bijective de Â sur l’ensemble des idéaux bilatères
maximaux de A.

2. On a Â �= ∅.

3. Pour tout x ∈ A, on a SpA(x) =
{
χ(x) ; χ ∈ Â

}
.

4. La transformation de Gelfand

A −→ C(Â )
x �−→ x̂

est un morphisme d’algèbres unitaires tel que pour tout x ∈ A, on ait ‖x̂‖∞ =
r(x) ≤ ‖x‖.
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5. Soit x ∈ A, alors x ∈ GL(A) si et seulement si x̂ ∈ GL(C(Â )). Autrement dit, soit
y ∈ A, alors y �∈ GL(A) si et seulement si il existe un caractère χ de A tel que
χ(y) = 0.

Démonstration. 1. D’après la proposition 12.4.3, pour tout caractère χ de A, ker(χ) est

un idéal bilatère fermé maximal de A et l’application χ �−→ ker(χ) est injective de Â dans
l’ensemble des idéaux bilatères maximaux de A. Soit I un idéal bilatère maximal de A,
alors I est fermé dans A et l’algèbre quotient est une algèbre de Banach unitaire. D’après
le théorème de Mazur et le lemme 12.4.3, on a A/I = C 1A/I . Donc on a A = I +C 1A et
I ∩ C 1A = {0}. Autrement dit, pour tout x ∈ A, il existe un unique b ∈ I et un unique
λ ∈ C tel que x = b + λ 1A. On pose alors χ(x) = λ, et on vérifie facilement que χ est

un caractère de A tel que ker(χ) = I. Ainsi, l’application χ �−→ ker(χ) est bijective de Â
sur l’ensemble des idéaux bilatères maximaux de A.
2. D’après la proposition 12.4.2, A admet au moins un idéal bilatère maximal, donc on a
Â �= ∅.
3. D’après la proposition 12.4.3, on a

{
χ(x) ; χ ∈ Â

}
⊂ SpA(x).

Réciproquement, soit λ ∈ SpA(x). Alors on a x−λ 1A �∈ GL(A). D’après le lemme 12.4.2,

il existe un idéal bilatère maximal I de A tel que x− λ 1A ∈ I. D’après 1, il existe χ ∈ Â
tel que χ(x − λ 1A) = 0, d’où on a χ(x) − λ = 0. Donc on a λ ∈

{
χ(x) ; χ ∈ Â

}
. Par

conséquent, on a SpA(x) =
{
χ(x) ; χ ∈ Â

}
.

4. On vérifie facilement que la transformation de Gelfand est un morphisme d’algèbres
unitaires. Soit x ∈ A, on a ‖x̂‖∞ = sup

{
|x̂(χ)| ; χ ∈ Â

}
= sup

{
|χ(x)| ; χ ∈ Â

}
=

sup
{
|λ| ; λ ∈ SpA(x)

}
= r(x) ≤ ‖x‖.

5. Soit x ∈ A, alors x ∈ GL(A) si et seulement si 0 �∈ SpA(x). D’après 3, x ∈ GL(A)

si et seulement si pour tout χ ∈ Â, on a χ(x) �= 0. Par conséquent, x ∈ GL(A) si et

seulement si pour tout χ ∈ Â, on a x̂(χ) �= 0. Autrement dit, x ∈ GL(A) si et seulement

si x̂ ∈ GL(C(Â )). �

Corollaire 12.4.1. Soient A une algèbre de Banach unitaire et x ∈ A. Soit f : C −→ C
une fonction entière. Alors on a SpA(f(x)) = f(SpA(x)) =

{
f(λ) ; λ ∈ SpA(x)

}
. En

particulier, on a SpA(e
x) =

{
eλ ; λ ∈ SpA(x)

}
.

Démonstration. Comme f est une fonction entière, il existe une suite (an)n≥0 dans C

telle que pour tout z ∈ C, on ait f(z) =

+∞∑
n=0

anz
n. Alors la série

∑
n≥0

anx
n est convergente

dans A et on pose f(x) =

+∞∑
n=0

anx
n. Soit D la sous-algèbre de A engendrée par 1A, x, (x−

λ)−1, pour tout λ ∈ C\SpA(x) et par (f(x)−λ)−1, pour tout λ ∈ C\SpA(f(x)). Soit B =
D, alors B est une sous-algèbre de Banach commutative unitaire de A et on a SpA(x) =
SpB(x) et SpA(f(x)) = SpB(f(x)). Par conséquent, on peut supposer A commutative.

D’après le théorème de Gelfand, on a SpA(x) =
{
χ(x) ; χ ∈ Â

}
et SpA(f(x)) ={

χ(f(x)) ; χ ∈ Â
}
. Comme pour tout χ ∈ Â, on a χ(f(x)) =

+∞∑
n=0

anχ(x)
n = f(χ(x)),

on déduit que l’on a SpA(f(x)) = f(SpA(x)) =
{
f(λ) ; λ ∈ SpA(x)

}
. �
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Proposition 12.4.4. Soit A une algèbre de Banach unitaire. Supposons qu’il existe
x ∈ A tel que la sous-algèbre engendrée par x et 1A soit dense dans A. Alors A est
commutative et l’application

x̂ : Â −→ SpA(x)
χ �−→ χ(x)

est un homéomorphisme de Â sur SpA(x).

Démonstration. Comme la sous-algèbre D =
{
P (x) ; P ∈ C[X ]

}
est commutative et

dense dans A, on en déduit que A est commutative. L’application x̂ est surjective par le
théorème de Gelfand. Comme l’application x̂ est continue et Â est compact, pour avoir le
résultat, il reste à vérifier que x̂ est injective. Soient χ1, χ2 ∈ Â tels que χ1(x) = χ2(x).
Alors on a aussi χ1(P (x)) = χ2(P (x)), pour tout P ∈ C[X ]. Comme χ1 et χ2 sont
continues et D est dense dans A, alors on a χ1 = χ2. Donc x̂ est injective. �

La proposition précédente justifie d’appeler Â le spectre de A.

Exemple 12.4.4. Soit �1(Z) l’espace vectoriel des fonctions complexes f définies sur Z
telles la famille

(
|f(n)|

)
n∈Z

soit sommable. C’est un espace de Banach pour la norme

suivante ‖f‖1 =
∑
n∈Z

|f(n)|, voir exercice 6.37. Soient f, g ∈ �1(Z). Soit m ∈ Z. Comme f

est bornée, alors la famille
(
f(m−n)g(n)

)
n∈Z

est sommable. On pose alors (f � g)(m) =∑
n∈Z

f(m− n)g(n). On définit ainsi une fonction f � g : Z −→ C, appelée le produit de

convolution de f et g. On a :∑
m∈Z

|(f � g)(m)| ≤
∑
m∈Z

∑
n∈Z

|f(m− n)| |g(n)|

=
∑
n∈Z

∑
m∈Z

|f(m− n)| |g(n)| (corollaire 6.7.5)

=
∑
n∈Z

|g(n)|
[ ∑
m∈Z

|f(m− n)|
]

=
∑
n∈Z

|g(n)| ‖f‖1 = ‖f‖1 ‖g‖1 .

Par conséquent, on a f � g ∈ �1(Z) et ‖f � g‖1 ≤ ‖f‖1 ‖g‖1. On vérifie facilement que
�1(Z) muni du produit de convolution ci-dessus est une algèbre de Banach commutative.
Pour tout n ∈ Z, soit en la fonction caractéristique du point {n}. On vérifie que pour
tout f ∈ �1(Z), on a e0 � f = f � e0 = f . Donc �1(Z) est unitaire et e0 son unité. On
vérifie également que pour tous n,m ∈ Z, on a en �em = em �en = en+m. En particulier,
on a en1 = en et pour tout n ∈ Z, en est inversible et on a e−1

n = e−n. Soit f ∈ �1(Z).
Comme la famille

(
|f(n)|

)
n∈Z

est sommable, alors la famille
(
f(n)en

)
n∈Z

est sommable

dans �1(Z) et on a f =
∑
n∈Z

f(n)en =
∑
n∈Z

f(n)en1 . Donc la sous-algèbre engendrée par e0
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et e1 est dense dans �1(Z). D’après la proposition précédente, l’application

�̂1(Z) −→ Sp�1(Z)(e1)

χ �−→ χ(e1)

est un homéomorphisme de �̂1(Z) sur Sp�1(Z)(e1). Comme on a ‖e1‖1 =
∥∥e−1

1

∥∥
1
= 1, alors

on a Sp�1(Z)(e1) ⊂ S. Soit χ ∈ �̂1(Z). Soit f ∈ �1(Z). Comme on a f =
∑
n∈Z

f(n)en1 , alors

on a χ(f) =
∑
n∈Z

f(n)χ(e1)
n. Réciproquement, soit z ∈ S. Alors pour tout f ∈ �1(Z), la

famille
(
f(n)zn

)
n∈Z

est sommable dans C. On pose χ(f) =
∑
n∈Z

f(n)zn, alors χ ∈ �̂1(Z)

et on a χ(e1) = z. Autrement dit, on a Sp�1(Z)(e1) = S et �̂1(Z) est homéomorphe à S.
De plus, la transformation de Gelfand est le morphisme d’algèbres unitaires suivant

�1(Z) −→ C(S)

f �−→ f̂

où, pour tout z ∈ S, on a f̂(z) =
∑
n∈Z

f(n)zn.

On vérifie que pour tout n ∈ Z, on a f(n) =
1

2π

∫ 2π

0

f̂(eit)e−int dt. Autrement dit, les

f(n) sont les coefficients de Fourier de f̂ . Ainsi, l’image de la transformation de Gelfand
est la sous-algèbre de C(S) formée des fonctions continues sur S dont la série de Fourier
est absolument convergente. Donc la transformation de Gelfand dans cet exemple n’est
pas surjective.
Il y a un théorème bien connu de Wiener qui affirme que si g ∈ C(S) telle que g(z) �= 0,
pour tout z ∈ S et si la série de Fourier de g est absolument convergente, alors la série de
Fourier de 1

g est absolument convergente. En fait, on peut déduire le théorème de Wiener

facilement de la transformation de Gelfand. En effet, on a g = f̂ , avec f ∈ �1(Z). Comme

pour tout z ∈ S, on a g(z) �= 0, alors g = f̂ est inversible dans C(S). Il résulte du théorème

de Gelfand que f est inversible dans �1(Z) et on a donc 1
g = f̂−1. Par conséquent, la

série de Fourier de 1
g est absolument convergente. En conclusion, cet exemple à lui seul

montre la puissance du théorème de Gelfand et rend la théorie des algèbres de Banach
très intéressante.

Proposition 12.4.5. Soit A une algèbre de Banach commutative unitaire. La transfor-
mation de Gelfand est une isométrie si et seulement si pour tout x ∈ A, on a ‖x2‖ = ‖x‖2.

Démonstration. Supposons d’abord que la transformation de Gelfand est une isométrie.
Alors, pour tout x ∈ A, on a r(x) = ‖x‖. D’après la proposition 12.3.5, on a r(x2) = r(x)2,
donc ‖x2‖ = r(x2) = r(x)2 = ‖x‖2.
Réciproquement, supposons que pour tout x ∈ A, on a ‖x2‖ = ‖x‖2. On déduit, par

récurrence que pour tout n ≥ 0, on a ‖x2n‖ = ‖x‖2n , d’où ‖x2n‖ 1
2n = ‖x‖. D’après le

théorème de Beurling, on a r(x) = lim
n→+∞ ‖x2n‖ 1

2n , d’où ‖x̂‖∞ = r(x) = ‖x‖. Autrement

dit, la transformation de Gelfand est une isométrie. �



550 Chapitre 12. ALGÈBRES DE BANACH

12.5 Exercices

Exercice 12.1. Soient x, y deux éléments d’une algèbre unitaire A.

1. Montrer que si x et xy sont inversibles dans A, alors y est inversible dans A.

2. Montrer que si xy et yx sont inversibles dans A, alors x et y sont inversibles dans
A.

3. Montrer que si xy = 1A alors z = yx est un idempotent non nul, i.e. z2 = z et
z �= 0.

Solution. 1. Comme x−1 et xy sont inversibles, alors y = x−1xy est inversible dans A.
2. Comme xy et yx sont inversibles, alors il existe a, b ∈ A tels que axy = xya = 1A et
byx = yxb = 1A. D’où on a byx = xya = 1A. On en déduit que l’on a by = ya et donc x
est inversible. De même, on a axy = yxb = 1A, d’où on a ax = xb et donc y est inversible.
3. On a z2 = yxyx = y1Ax = yx = z. Si z = 0, alors 1A = xzy = 0, ce qui est impossible.
Donc on a bien z �= 0.

Exercice 12.2. Soient A et B deux algèbres unitaires. Considérons l’algèbre produit
A×B.

1. Montrer que l’on a GL(A×B) = GL(A)×GL(B).

2. Montrer que pour tout (x, y) ∈ A×B, on a SpA×B((x, y)) = SpA(x) ∪ SpB(y).

Solution. 1. Ceci est trivial.
2. Soient (x, y) ∈ A × B et λ ∈ K. Alors λ ∈ SpA×B((x, y)) si et seulement si (x, y) −
λ(1A, 1B) n’est pas inversible dans A × B. Comme on a (x, y) − λ(1A, 1B) = (x −
λ1A, y − λ1B), il résulte de 1 que λ ∈ SpA×B((x, y)) si et seulement si x − λ1A n’est
pas inversible dans A ou y − λ1B n’est pas inversible dans B. Par conséquent, on a
SpA×B((x, y)) = SpA(x) ∪ SpB(y).

Exercice 12.3. Soient A0 et A1 les sous-algèbres de M2(C), définies par :

A0 =
{[

α 0
0 β

]
; α, β ∈ C

}
et A1 =

{[
α β
0 α

]
; α, β ∈ C

}
.

Soit A une algèbre unitaire sur C de dimension 2.

1. Montrer que A0 et A1 ne sont pas isomorphes.

2. Montrer qu’il existe une base (a, 1A) de A telle que a2 = λ1A, avec λ ∈ C.

3. Montrer que ou bien A est isomorphe à A0 ou bien A est isomorphe à A0.

Solution. 1. Soit e =

[
0 1
0 0

]
, alors e ∈ A1 tel que e �= 0 et e2 = 0. Par contre, pour tout

x ∈ A0 tel que x �= 0, on a x2 �= 0. Donc A0 et A1 ne sont pas isomorphes.
2. Comme A est de dimension 2, il existe une base (b, 1A) de A. Alors on a b2 = 2αb+β1A,
avec α, β ∈ C. D’où on a (b − α1A)

2 = (β − α2)1A. Soit a = b − α1A, alors (a, 1A) est



12.5. Exercices 551

une base de A telle que a2 = λ1A, avec λ ∈ C.
3. Supposons d’abord λ = 0. Alors l’application

A −→ A1

βa+ α1A �−→
[
α β
0 α

]
est un isomorphisme d’algèbres unitaires.

Supposons maintenant λ �= 0. Soit μ ∈ C tel que λ = μ2, d’où on a
(
a
μ

)2
= 1A et

(
a
μ , 1A

)
est aussi une base de A. Par conséquent, on peut supposer λ = 1. Alors l’application

A −→ A0

βa+ α1A �−→
[
−β 0
0 −β

]
+

[
α 0
0 α

]
est un isomorphisme d’algèbres unitaires.

Exercice 12.4. Soient (H, 〈 , 〉) un espace de Hilbert complexe séparable de dimension
infinie et (en)n≥0 une base hilbertienne de H . Soit (λn)n≥0 une suite bornée dans C et
T ∈ A = L (H) tel que T (en) = λnen, pour tout n ≥ 0. Déterminer SpA(T ).
Solution. Comme, pour tout n ≥ 0, λn est une valeur propre de T , alors on a λn ∈
SpA(T ). Donc on a {λn ; n ≥ 0} ⊂ SpA(T ). Soit λ ∈ C tel que λ �∈ {λn ; n ≥ 0}, alors
la suite ((λn − λ)−1)n≥0 est bornée dans C. Soit S ∈ A = L (H) tel que S(en) =
(λn − λ)−1en, pour tout n ≥ 0. Alors on a S ◦ (T −λ idH) = (T − λ idH) ◦S = idH , donc
T − λ idH est inversible dans A. Autrement dit, on a λ �∈ SpA(T ). Par conséquent, on a
SpA(T ) = {λn ; n ≥ 0}.

Exercice 12.5. Soient (A, ‖ ‖) une algèbre de Banach unitaire, x ∈ A et U un ouvert
de C tel que SpA(x) ⊂ U . Montrer qu’il existe ε > 0 tel que pour tout y ∈ A, vérifiant
‖x−y‖ < ε, on ait SpA(y) ⊂ U . Autrement dit, étant donné un ouvert U de C, l’ensemble{
x ∈ A ; SpA(x) ⊂ U

}
est un ouvert de A.

Solution. L’application
C \ U −→ GL(A)
λ �−→ (x− λ)−1

est continue et on a
∥∥(x− λ)−1

∥∥ ≤ 1

|λ| − ‖x‖ si |λ| > ‖x‖, d’où lim
|λ|→+∞

∥∥(x− λ)−1
∥∥ = 0.

Donc il existe une constante α > 0 telle que pour tout λ ∈ C vérifiant |λ| > α, on ait∥∥(x − λ)−1
∥∥ < 1. Comme K = (C \ U) ∩

{
λ ∈ C ; |λ| ≤ α

}
est compact, alors il existe

une constante β > 0 telle que pour tout λ ∈ K, on ait
∥∥(x− λ)−1

∥∥ < β. Autrement dit,

il existe une constante M > 0 telle que pour tout λ ∈ C \ U , on ait
∥∥(x − λ)−1

∥∥ < M .
Soit ε = 1

M , on a ε > 0. Soit y ∈ A tel que ‖x − y‖ < ε. Alors pour tout λ ∈ C \ U , on

a ‖(x − λ) − (y − λ)‖ = ‖x− y‖ < 1
M <

1

‖(x− λ)−1‖ . D’après le théorème 12.1.2, on a

alors y − λ ∈ GL(A), donc λ �∈ SpA(y). Par conséquent, on a SpA(y) ⊂ U .

Exercice 12.6. Soit (A, ‖ ‖) une algèbre de Banach commutative unitaire.

1. Montrer que pour tout x, y ∈ A, on a :

SpA(x+ y) ⊂ SpA(x) + SpA(y) et SpA(xy) ⊂ SpA(x)SpA(y) .
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2. Montrer que si A contient un idempotent non trivial, i.e. e ∈ A avec e2 = e, tel
que e �= 0 et e �= 1A, alors Â n’est pas connexe.

3. Supposons qu’il existe x1, . . . , xn ∈ A tels que la sous-algèbre engendrée par les
x1, . . . , xn soit dense dansA. Montrer que Â est homéomorphe à une partie compacte
de Cn.

Solution. 1. Comme A est une algèbre de Banach commutative unitaire, d’après le
théorème 12.4.4, pour tout x ∈ A, on a SpA(x) =

{
χ(x) ; χ ∈ Â

}
. Soit χ ∈ Â, on a

χ(x + y) = χ(x) + χ(y) et χ(xy) = χ(x)χ(y). Par conséquent, on a :

SpA(x+ y) ⊂ SpA(x) + SpA(y) et SpA(xy) ⊂ SpA(x)SpA(y) .

2. D’après le corollaire 12.3.1, on a SpA(e) ⊂ {0, 1}. Comme e n’est pas inversible, alors
on a 0 ∈ SpA(e). On a aussi (1A − e)(1A − e) = 1A − e, donc 1A − e est un idempotent
non trivial. On a de même 0 ∈ SpA(1A− e), d’où 1 ∈ SpA(e). Donc on a SpA(e) = {0, 1}.
L’application

Â −→ SpA(e) = {0, 1}
χ �−→ χ(e)

est continue et surjective, donc Â n’est pas connexe.
3. L’application

Â −→ Cn

χ �−→ (χ(x1), . . . , χ(xn))

est continue et injective. Comme Â est compact, alors Â est homéomorphe à son image.

Exercice 12.7. Soient (A, ‖ ‖) une algèbre de Banach unitaire et B une sous-algèbre
commutative maximale de A.

1. Montrer que B est fermée dans A et que l’on a 1A ∈ B.

2. Soit y ∈ B. Montrer que l’on a y ∈ GL(A) si et seulement si y ∈ GL(B).

3. Montrer que pour tout x ∈ B, on a SpA(x) = SpB(x).

Solution. 1. Soit D la sous-algèbre engendrée par B et 1A. Alors D est commutative et
on a B ⊂ D. Comme B est maximale, alors on a B = D, d’où 1A ∈ B. Comme B est une
sous-algèbre commutative de A et on a B ⊂ B, alors on a B = B, car B est maximale,
donc B est fermée dans A.
2. Soit y ∈ B. Comme on a 1B = 1A, alors si y ∈ GL(B), on a y ∈ GL(A). Réciproquement,
supposons que l’on a y ∈ GL(A). Alors il existe z ∈ A tel que yz = zy = 1A. Alors pour
tout b ∈ B, on a ybz = byz = b, d’où bz = zybz = zb. Soit D la sous-algèbre engendrée
par B et z. Alors D est commutative et on a B ⊂ D. Comme B est maximale, alors on
a B = D, d’où z ∈ B. Par conséquent, on a y ∈ GL(B).
3. Soient x ∈ B et λ ∈ C. Alors x−λ ∈ B. D’après 2, on a x−λ ∈ GL(A) si et seulement
si x− λ ∈ GL(B). Donc on a λ �∈ SpA(x) si et seulement si λ �∈ SpB(x). Par conséquent,
on a SpA(x) = SpB(x).

Exercice 12.8. Soient A une algèbre de Banach unitaire et x, y ∈ A.
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1. Montrer que si xy = yx, alors on a r(x + y) ≤ r(x) + r(y) et r(xy) ≤ r(x)r(y).

2. Montrer que si xy �= yx, alors le résultat de 1 n’est plus valable.

Solution. 1. Soit D la sous-algèbre de A engendrée par x, y et 1A et soit B = D, alors
B est une sous-algèbre de Banach commutative unitaire de A. Comme pour tout z ∈ A,
on a r(z) = lim

n→+∞ ‖xn‖ 1
n , alors le rayon spectral ne change pas si on remplace A par B.

Donc on peut supposer A commutative. D’après le théorème de Gelfand, on a alors :

r(x) = ‖x̂‖∞ , r(y) = ‖x̂‖∞ ,

r(x + y) = ‖x̂+ y‖∞ = ‖x̂+ ŷ‖∞ ≤ ‖x̂‖∞ + ‖ŷ‖∞ = r(x) + r(y),

r(xy) = ‖x̂y‖∞ = ‖x̂ŷ‖∞ ≤ ‖x̂‖∞ ‖ŷ‖∞ = r(x) r(y) .

2. Soit A = M2(C), alors A est une algèbre de Banach unitaire. Soient :

x =

[
0 1
0 0

]
et y =

[
0 0
1 0

]

Alors on a xy �= yx et x2 = y2 = 0, d’où on a r(x) = r(y) = 0, mais on a r(x + y) =
r(xy) = 1.

Exercice 12.9. Soient (A, ‖ ‖) une algèbre de Banach unitaire et x ∈ A.

1. Montrer que r(x) < 1 si et seulement si la suite
(
xn
)
n≥1

converge vers 0 dans A.

2. Montrer que r(x) = 0 si et seulement si pour tout λ ∈ C, la suite
(
(λx)n

)
n≥1

converge vers 0 dans A.

Solution. 1. On a r(x) = lim
n→+∞ ‖xn‖ 1

n . Supposons que r(x) < 1, et soit α ∈ ]r(x), 1[.

Alors il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait ‖xn‖ 1
n < α, d’où ‖xn‖ < αn.

Puisque l’on a lim
n→+∞αn = 0, alors lim

n→+∞ ‖xn‖ = 0. Autrement dit, la suite
(
xn
)
n≥1

converge vers 0 dans A.
Réciproquement, supposons que la suite

(
xn
)
n≥1

converge vers 0 dans A. Alors on a

lim
n→+∞ ‖xn‖ = 0. D’après la proposition 12.3.5, on a 0 ≤ (r(x))n = r(xn) ≤ ‖xn‖, d’où
lim

n→+∞(r(x))n = 0. Par conséquent, on a r(x) < 1.

2. Supposons d’abord que r(x) = 0. Soit λ ∈ C. Alors on a r(λx) = |λ|r(x) = 0. Donc,

pour tout 0 < ε < 1, il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait ‖(λx)n‖ 1
n < ε,

d’où, pour tout n ≥ N , on a ‖(λx)n‖ < εn < ε. Donc la suite
(
(λx)n

)
n≥1

converge vers

0 dans A.
Réciproquement, supposons que pour tout λ ∈ C, la suite

(
(λx)n

)
n≥1

converge vers 0

dans A. Soit ε > 0. Alors la suite
(
xn

εn

)
n≥1

converge vers 0 dans A. Par conséquent, il

existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait ‖xn

εn ‖ < 1, d’où pour tout n ≥ N , on a

‖xn‖ 1
n < ε. Donc on a lim

n→+∞ ‖xn‖ 1
n = 0. Autrement dit, on a r(x) = 0.

Exercice 12.10. Soient E un C-espace de Banach et T ∈ A = L (E). Montrer que si

pour tout x ∈ E, on a lim
n→+∞ ‖T n(x)‖ 1

n = 0, alors on a r(T ) = 0.
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Solution. Pour tout λ ∈ C \ {0} et pour tout x ∈ E, on a lim
n→+∞

∥∥∥T n(x)

λn+1

∥∥∥ 1
n

= 0, donc

la série
∑
n≥1

T n(x)

λn+1
est normalement convergente, donc convergente dans E, car E est

un espace de Banach. Par conséquent, pour tout λ ∈ C \ {0} et pour tout x ∈ E, on a

lim
n→+∞

T n(x)

λn+1
= 0. Soit ε > 0. On déduit du théorème de Banach-Steinhaus, corollaire

7.2.1, qu’il existe une constante Mε > 0 tel que pour tout n ≥ 1, on ait
∥∥ Tn

εn+1

∥∥ < M ,

d’où ‖T n‖ 1
n < ε ε

1
nM

1
n . Comme on a lim

n→+∞ ε
1
nM

1
n = 1, alors il existe N ∈ N tel que

pour tout n ≥ N , on ait ‖T n‖ 1
n < 2ε. Par conséquent, on a r(T ) = 0.

Exercice 12.11. Soient A une algèbre de Banach unitaire.

1. Montrer que si z est un idempotent de A tel que z �= 1A, alors on a ‖1A − z‖ ≥ 1.

2. Montrer que si x et y sont deux idempotents de A tels que xy = yx et x �= y, alors
on a ‖x− y‖ ≥ 1.

Solution. 1. Si ‖1A−z‖ < 1, d’après le théorème 12.1.1, z est inversible dans A. Comme
on a z2 = z, alors 1A = z−1z = z−1z2 = z, ce qui est impossible. Donc on a bien
‖1A − z‖ ≥ 1.
2. Si x = 1A ou y = 1A, d’après 1, on a alors ‖x − y‖ ≥ 1. Donc on peut supposer
x �= 1A et y �= 1A. Quitte à prendre l’algèbre de Banach unitaire engendrée par 1A,
x et y, on peut aussi supposer A commutative. Soit I = yAy, alors I est un idéal
bilatère fermé de A et on a I �= A, car y �= 1A. Si x ∈ I, alors x est un idempotent
dans l’algèbre de Banach unitaire I et y est l’unité de I. On déduit de 1 que l’on a
‖x − y‖ ≥ 1. Supposons maintenant x �∈ I. Considérons l’algèbre de Banach quotient
A/I. Alors A/I est commutative et unitaire. Soit π : A −→ A/I l’application quotient.
Comme π(1A) − π(x) est un idempotent de A/I et on a π(1A) − π(x) �= π(1A), alors
π(1A)−π(x) n’est pas inversible dans A/I. Il résulte du théorème de Gelfand qu’il existe
un caractère χ de A/I tel que χ(π(1A) − π(x)) = 0. Soit χ1 = χ ◦ π, alors χ1 est un
caractère de A tel que χ1(x) = 1 et χ1(y) = 0. Par conséquent, on a 1 ≤ ‖x̂ − ŷ‖∞. Or
on a ‖x̂− ŷ‖∞ ≤ ‖x− y‖, d’où ‖x− y‖ ≥ 1.

Exercice 12.12. Soient A une algèbre de Banach unitaire et G1 la composante connexe
de 1A dans GL(A).

1. Soient y ∈ A et n ≥ 1 tels que yn = 1A. Montrer que l’on a y ∈ G1.

2. On suppose de plus que A est commutative. On a montré, théorème 12.2.1, que G1

est sous-groupe distingué de GL(A). Montrer que le groupe quotient GL(A)/G1 ne
contient aucun élément, différent de l’identité, d’ordre fini.

Solution. 1. Puisque l’on a yn = 1A, alors SpA(y) ⊂
{
z ∈ C ; zn = 1

}
, voir corollaire

12.3.1, donc y ∈ GL(A) et SpA(y) est fini. Pour tout λ ∈ C, soit yλ = λy + (1 − λ)1A.
Soit U =

{
λ ∈ C ; yλ ∈ GL(A)

}
. On a yλ �∈ GL(A) si et seulement si λ �= 0 et

y −
(
1 − 1

λ

)
1A �∈ GL(A). Autrement dit, on a yλ �∈ GL(A) si et seulement si λ �= 0 et

1 − 1
λ ∈ SpA(y). Donc C \ U est fini. Par conséquent, il existe une application continue

c : [0, 1] −→ GL(A) telle que c(0) = 1A et c(1) = y, donc on a y ∈ G1.
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2. Pour montrer que le groupe quotient GL(A)/G1 ne contient aucun élément, différent
de l’identité, d’ordre fini, il suffit de montrer que si x ∈ GL(A) et si n ≥ 1 tels que
xn ∈ G1, alors x ∈ G1. D’après le théorème 12.2.1, on a G1 =

{
ea ; a ∈ A

}
. Soient

x ∈ GL(A), a ∈ A et n ≥ 1 tels que xn = ea. Soit y = xe
−a
n , alors yn = 1A et on a

x = ye
a
n , avec e

a
n ∈ G1. D’après 1, on a y ∈ G1, donc x ∈ G1.

Exercice 12.13. Soient (A, ‖ ‖) une algèbre de Banach unitaire et (xn)n≥0 une suite
dans GL(A), qui converge vers un élément x ∈ A. Montrer que si la suite

(∥∥x−1
n

∥∥)
n≥0

est bornée, alors x ∈ GL(A).
Solution. Comme la suite

(∥∥x−1
n

∥∥)
n≥0

est bornée, alors il existe une constante M > 0

telle que pour tout n ≥ 0, on ait
∥∥x−1

n

∥∥ ≤ M . Comme la suite (xn)n≥0 converge vers x,
alors il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait ‖xn − x‖ < 1

M . Alors, pour tout
n ≥ N , on a

∥∥1− x−1
n x

∥∥ =
∥∥x−1

n (xn − x)
∥∥ ≤

∥∥x−1
n

∥∥ ‖xn − x‖ < 1. Par conséquent, pour
tout n ≥ N , on a x−1

n x ∈ GL(A), donc x ∈ GL(A).

Exercice 12.14. On considère l’algèbre de Banach Mn(C). Montrer que pour tout
A ∈ Mn(C), on a det

(
eA
)
= etr(A).

Solution. Soit A ∈ Mn(C). Si A est diagonalisable, il est clair que l’on a det
(
eA
)
=

etr(A). Supposons que A est quelconque, d’après la proposition 11.4.4, il existe une
suite de matrices diagonalisables (Ak)k≥0 convergeant vers A. Pour tout k ≥ 0, on a
det

(
eAk

)
= etr(Ak). Comme les fonction déterminant et trace sont continues, on en

déduit que l’on a det(eA) = etr(A).

Exercice 12.15. Soit A une algèbre de Banach unitaire. En utilisant la notion de spectre
d’un élément, montrer que pour tout x, y ∈ A, on a xy − yx �= 1A.
Solution. Supposons qu’il existe x, y ∈ A tels que xy − yx = 1A. D’après le théorème
12.3.1, SpA(xy) et SpA(yx) sont des ensembles bornés non vides de C. D’après les
propositions 12.3.1 et 12.3.2, on a SpA(xy) = 1 + SpA(yx) et SpA(xy) \ {0} = SpA(yx) \
{0}. On en déduit que SpA(xy) et SpA(yx) ne sont pas bornés, ce qui est impossible.
Donc on a xy − yx �= 1A.

Exercice 12.16. Soit E un C-espace de Banach. Un opérateur T ∈ L (E) est dit de
rang fini si T (E) est de dimension finie. On note F (E) l’ensemble des opérateurs de
rang fini.

1. Montrer que F (E) est un idéal bilatère de L (E).

2. Soit I un idéal bilatère non nul de L (E). Montrer que l’on a F (E) ⊂ I.

Solution. 1. Il est clair que F (E) est un sous-espace vectoriel de L (H). Soient T ∈
F (E) et S ∈ L (E). Alors on a dim((S ◦ T )(E)) = dim(S(T (E))) ≤ dim(T (E)) et
dim((T ◦ S)(E)) = dim(T (S(E))) ≤ dim(T (E)). Donc on a T ◦ S, S ◦ T ∈ F (E). Par
conséquent, F (E) est un idéal bilatère de L (E).
2. Soit I un idéal bilatère non nul de L (E). Alors il existe S ∈ I tel que S �= 0. D’où
il existe a ∈ E tel que S(a) �= 0. Soient T ∈ F (E) non nul et n = dim(T (E)) ≥ 1. Soit
(e1, . . . , en) une base de T (E). D’après le théorème de Hahn-Banach, corollaire 7.7.4,

il existe f1, . . . , fn ∈ E∗ tels que pour tout x ∈ E, on ait T (x) =

n∑
i=1

fi(x)ei. Par
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conséquent, pour montrer que F (E) ⊂ I, il suffit de montrer que pour tout f ∈ E∗

non nul et pour tout y ∈ E, l’opérateur T : x �−→ f(x)y est dans I. Soit x0 ∈ E
tel que f(x0) = 1, donc E est la somme directe algébrique de Cx0 et de ker(f). Soient
A,B ∈ L (E) définis par : A(x0) = a et A(x) = 0, pour tout x ∈ ker(f) et B(S(a)) = y et
B(z) = 0, pour tout z ∈ F , où F est un sous-espace vectoriel de E tel que E soit la somme
directe algébrique de CS(a) et de F , voir proposition 7.3.2. Alors on a T = B ◦ S ◦ A,
d’où T ∈ I. Par conséquent, on a F (E) ⊂ I.

Exercice 12.17. Soient A, B deux algèbres de Banach unitaires et ϕ : A −→ B un
morphisme d’algèbres unitaires continue.

1. Montrer que l’application suivante est continue.

ϕ̂ : B̂ −→ Â
χ �−→ χ ◦ ϕ

2. En déduire que si de plus ϕ est bijectif, alors ϕ̂ est un homéomorphisme.

Solution. 1. Il est clair que ϕ̂ est bien défini. D’après la définition de la topologie sur Â,
pour montrer que ϕ̂ est continue, il suffit de montrer que pour tout x ∈ A, l’application

B̂ −→ C
χ �−→ (χ ◦ ϕ)(x)

est continue. Or on a (χ◦ϕ)(x) = χ(ϕ(x)), il résulte alors de la définition de la topologie

sur B̂ que χ �−→ (χ ◦ ϕ)(x) est continue sur B̂. Par conséquent, ϕ̂ est continue.
2. Si de plus ϕ est bijectif, il résulte du théorème de l’application ouverte que ϕ−1 :
B −→ A est aussi un morphisme d’algèbres unitaires continue. Donc ϕ̂ est bijectif et on

a ϕ̂−1 = ϕ̂−1. Par conséquent, ϕ̂ est un homéomorphisme.

Exercice 12.18. Soient X et Y deux espaces compacts et ϕ : C(X) −→ C(Y ) une
application. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) L’application ϕ est un morphisme d’algèbres unitaires et bijectif.

(ii) Il existe un homéomorphisme ρ : Y −→ X tel que pour tout f ∈ C(X), on ait
ϕ(f) = f ◦ ρ.

Solution. Il est clair que l’on a l’implication (ii) =⇒ (i). Montrons l’implication (i)
=⇒ (ii). Supposons que ϕ est un morphisme d’algèbres unitaires et bijectif. D’après la
proposition 12.4.1, ϕ est aussi continue. Posons A = C(X) et B = C(Y ). D’après le
théorème 12.4.3, les applications

X −→ Â
x �−→ δx

,
Y −→ B̂
y �−→ δy

sont des homéomorphismes. D’après l’exercice précédent, l’application

ϕ̂ : B̂ −→ Â
χ �−→ χ ◦ ϕ
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est un homéomorphisme. Par composition, on obtient ainsi un homéomorphisme ρ :
Y −→ X . On vérifie alors facilement que pour tout f ∈ C(X), on a ϕ(f) = f ◦ ρ.

Exercice 12.19. Soit X un espace complètement régulier. Soit Cb(X) l’espace des
fonctions complexes continues et bornées sur X . On munit Cb(X) de la norme ‖ ‖∞.

1. Montrer que Cb(X) est une algèbre de Banach commutative unitaire.

2. Montrer que le spectre de Cb(X) est homéomorphe à l’espace compact β(X), le
compactifié de Stone-Čech de X .

3. Montrer que la transformation de Gelfand est une isométrie surjective.

Solution. 1. Le fait que Cb(X), muni de la norme ‖ ‖∞, est un espace de Banach résulte
de la proposition 2.6.8. Il est clair que Cb(X) est aussi une algèbre commutative unitaire
et que pour tout f, g ∈ Cb(X), on a ‖fg‖∞ ≤ ‖f‖∞ ‖g‖∞. Donc Cb(X) est bien une
algèbre de Banach commutative unitaire.
2. D’après le théorème de Stone-Čech, théorème 3.5.2,X est dense dans β(X) et pour tout
f ∈ Cb(X), il existe un unique f̃ ∈ C(β(X)) prolongeant f . Par conséquent, l’application

π : (Cb(X), ‖ ‖∞) −→ (C(β(X)), ‖ ‖∞)

f �−→ f̃

est un morphisme d’algèbres unitaires, bijectif et isométrique. Il résulte de l’exercice
12.17 que le spectre de Cb(X) est homéomorphe au spectre de C(β(X) qui est à son tour
homéomorphe à β(X), par le théorème 12.4.3. Par conséquent, le spectre de Cb(X) est
homéomorphe à l’espace compact β(X).
3. Après avoir identifié le spectre de Cb(X) à β(X), la transformation de Gelfand n’est
autre que l’application π. Donc la transformation de Gelfand est une isométrie surjective.

Exercice 12.20. Montrer que le spectre de �∞ est un espace compact extrêmement
discontinu.
Solution. D’après l’exercice précédent, le spectre de �∞ est homéomorphe à l’espace
compact β(N). Par ailleurs, β(N) est extrêmement discontinu, voir exercice 4.45 du
supplément, donc le spectre de �∞ est extrêmement discontinu.

Exercice 12.21. Soit X un espace compact.

1. Soit p ∈ C(X). Montrer que p est un idempotent de C(X) si et seulement si il
existe un ensemble U à la fois ouvert et fermé dans X tel que p soit la fonction
caractéristique de U , i.e.

p(x) =

{
1 si x ∈ U ,
0 si x �∈ U .

On note un tel idempotent pU .

2. Montrer que l’espace vectoriel engendré par les idempotents de C(X) est dense
dans C(X) si et seulement si X est totalement discontinu.
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Solution. 1. Il est clair que si U est un ensemble à la fois ouvert et fermé dans X , alors
pU est un idempotent de C(X).
Réciproquement, supposons que p est un idempotent de C(X), i.e. p ∈ C(X) et on a
p(x) = (p(x))2, pour tout x ∈ X , d’où p(x) ∈ {0, 1}. Soient W =

{
z ∈ C ; |z| > 1

2

}
et

U = p−1(W ), alors U est un ensemble à la fois ouvert et fermé dans X et on a p = pU .
2. Supposons d’abord que X est totalement discontinu. Puisque X est compact, il résulte
du théorème 4.2.2 que X est un espace éparpillé. Donc tout point de X possède un
système fondamental de voisinages formé d’ensembles à la fois ouverts et fermés. Soient
f ∈ C(X) et ε > 0. Comme f est continue, alors pour tout x ∈ X , il existe un ensemble
Ux à la fois ouvert et fermé dans X tel que x ∈ Ux et |f(y)−f(x)| < ε, pour tout y ∈ Ux.

Comme X est compact, il existe x1, . . . , xn ∈ X tels que X =
n
∪
i=1

Uxi . On pose V1 = Ux1

et Vj = Uxj \
( j−1

∪
i=1

Uxi

)
, pour j ∈ {2, . . . , n}. Alors les Vi sont deux à deux disjoints et

à la fois ouverts et fermés dans X et on a X =
n
∪
i=1

Vi. De plus, pour tout y ∈ Vi, on a

|f(y)−f(xi)| < ε. Soit g =
n∑

i=1

f(xi)pVi , alors on a ‖g−f‖∞ ≤ ε. Donc l’espace vectoriel

engendré par les idempotents de C(X) est dense dans C(X).
Réciproquement, supposons que l’espace vectoriel engendré par les idempotents de C(X)
est dense dans C(X). Soient x, y ∈ X tels que x �= y. D’après le théorème d’Urysohn,
théorème 3.6.1, il existe f : X −→ [0, 1] continue telle que f(x) = 0 et f(y) = 1. Soient
λ1, . . . , λn ∈ C et U1, . . . , Un des ensembles à la fois ouverts et fermés dans X tels que∥∥∥ n∑

i=1

λipUi − f
∥∥∥
∞

< 1
2 . Alors on a

∣∣∣ n∑
i=1

λipUi(x)
∣∣∣ < 1

2 et
∣∣∣ n∑
i=1

λipUi(y)− 1
∣∣∣ < 1

2 . D’où

on a

n∑
i=1

λi

(
pUi(x)−pUi (y)

)
�= 0. Donc il existe i0 ∈ {1, . . . , n} tel que pUi0

(x) �= pUi0
(y).

Par conséquent, il existe un ensemble V à la fois ouvert et fermé dans X , en fait V = Ui0

ou V = X \ Ui0 , tel que x ∈ V et y �∈ V . On en déduit que la composante connexe de x
est réduit à {x}. Donc X est totalement discontinu.
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édition, 1974.

[4] N. Bourbaki, Espaces Vectoriels Topologiques, Chapitres 1 à 5, Masson, 1981.
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A′, 7
AB, xA, Ax, 494
A−1, 494
A⊥, 350
A◦, ◦B, 468
B(X, Y ), 95
B(a, r), B′(a, r), 71
BE(a, r), B′

E(a, r), 293
C(X, Y ), C(X), 95, 143
C0(X), Cc(X), 146
Cb(X, Y ), Cb(X), 95
E/H , 239
E∗, 303, 411
G/H , 497
M⊥, 321
PA(x), PF (x), 355
S(a, r), 71
SE , BE , 293
T ∗, 320, 359
X/G, 502
X/R, 25
Y X , 195
S = S1, 127
‖f‖, f ∈ L (E1; E2), 233
β(X), 141
δ(A), 76
δn,k, 227
lim
x→a

f(x), lim
x→a
x∈B

f(x), lim
x→a
x �=a

f(x), 34

lim
x→a
x<a

f(x), lim
x→a
x>a

f(x), 34

◦
A, A, 6
� = lim

x→+∞xn ou xn −→
n→+∞ �, 37

�∞, �p, p ∈ [1,+∞[, 227
�p(I), �∞(I), 286
�p, 413
〈T (x), f〉 = 〈x, T ∗(f)〉, 321
〈x, y〉, 346

M(E,F ), 469
Tl, Tr, 59
Supp(f), 145
μA, 309
R = R ∪ {−∞,+∞}, 4
σ(E,F ), 460
en = (δn,k)k≥0 ∈ cc, 227
Fr(A), 7
GL(A), 531
GL(n,K), SL(n,K), 513
Mn(K), 513
O(n), SO(n), 513
SpA(x), 538
U(n), SU(n), 513
conv(A), conv(A), 427, 428
c0, cc, 227
d(x,A), d(A,B), 76
d∞(f, g), 95
e(A), 429
fB, 22
Tcs, 196
Tcu, 199
Td, 74
L (E1; E2), L (E), 234

absorbante (partie), 309
action

continue à gauche d’un groupe, 501
libre d’un groupe, 505
propre d’un groupe, 506
transitive d’un groupe, 502

adhérence d’un ensemble, 6
algèbre, 531

commutative, 531
normée, de Banach, 531

application
affine, 226
bilinéaire, multilinéaire, 244
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bornée, 95, 410
continue, 11
contractante, 78
fermée, 14
isométrique, 79
linéaire continue, 232
lipschitzienne, 78
localement constante, 173
localement majorée, 163
multilinéaire continue, 244
ouverte, 14
positivement homogène, 308
propre, 149
quotient, 25
semi-linéaire ou antilinéaire, 343
sous-additive, 308
transposée ou adjoint, 320
uniformément continue, 78

application à support compact, 145
application tendant vers 0 à l’infini, 145
automorphisme intérieur, 494

base
d’ouverts, 2
de voisinages ou système

fondamental de voisinages, 5
base hilbertienne, 366
base locale (d’un espace vectoriel

topologique), 404
bidual topologique, 318
borné (sous-ensemble), 76, 407
boule fermée, boule ouverte, 71

caractère (d’une algèbre), 545
chemin dans un espace topologique, 181
compactification

d’Alexandroff, 138
de Stone-Čech, 141

compactification, compactifié, 137
complété d’un espace normé, 242
complétion, complété, 96
complètement séparés (sous-ensembles), 49
composante connexe, 176
converge simplement (une suite

d’applications), 195
converge uniformément (une suite

d’applications), 198
convexe (ensemble), 225

courbe de Peano, 186
critère de Cauchy, 253
cube de Hilbert, 394

décomposition polaire, 516
dérivée (ensemble), 7
dense (ensemble), 9
diagonalisation, 514
diamètre, 76
dimension hilbertienne, 371
distance, 69

associée à une norme, 222
bornée, 76
de la convergence uniforme, 95, 102,

199
discrète, 73
euclidienne, 72
induite, 83
invariante par translation, 408
triviale, 73
ultramétrique, 110
usuelle, 71

distances
équivalentes ou comparables, 81
topologiquement équivalentes, 81
uniformément équivalentes, 81

droite réelle, réelle achevée, 4
dual

algébrique, 302
topologique, 303, 411

écart, 101
égalité de Parseval, 368
ensemble de Cantor abstrait, 184
ensemble triadique de Cantor, 185
enveloppe convexe, 427
équicontinue, 204, 422
équilibrée (partie), 309
espace

éparpillé, 178
compact, 119
complètement régulier, 44
connexe, 169
connexe par arcs, 181
de Baire, 99
de Banach, 224
de Banach réflexif, 319, 478
de Fréchet, 412



INDEX 563

de Hilbert ou hilbertien, 346
de Hilbert produit, 347
de Lindelöf, 50
de Mackey, 470
de Tychonoff, 44
des orbites, 502
discontinu, 170
discret, 2
euclidien, 346
extrêmement discontinu, 179
hermitien, 346
homogène, 497, 502
localement compact, 131
localement connexe, 179
localement connexe par arcs, 182
localement convexe, 412
métrique, 69
métrique bien enchâıné, 175
métrique complet, 89
métrique produit, 84
normé, 221
normé de dimension finie, 246
normé produit, 238
normé strictement convexe, 479
normé uniformément convexe, 483
normable, 412
normal ou T4-espace, 44
précompact, 124, 410
préhilbertien, 346
régulier ou T3-espace, 44
semi-normé, 307
topologique, 1
topologique dénombrable à l’infini ou

σ-compact, 132
topologique engendré par les

compacts, 151
topologique produit, 22
topologique quotient, 25
topologique séparé ou de Hausdorff, 29
topologique séparable, 9
topologique vérifiant le premier

axiome de dénombrabilité, 10
topologique vérifiant le second axiome

de dénombrabilité, 10
totalement discontinu, 177
ultramétrique, 110
vectoriel quotient, 239

vectoriel topologique, 403
espaces projectifs, 529
extrémal (ensemble, point), 429

F-espace, 410
famille

absolument sommable, 255
normalement sommable, 255

famille filtrante croissante, 41
famille filtrante croissante convergente, 41
famille filtrante croissante de Cauchy, 88,

409
famille sommable, 251
fonction indicatrice ou

caractéristique, 12
forme

hermitienne, 343
linéaire continue, 303
semi-linéaire, 343
sesquilinéaire, 343

forme hermitienne
définie positive, 344
non dégénérée, 344
positive, 344

frontière d’un ensemble, 7

Gâteaux différentiable (en un point), 482
groupe

discret, 493
linéaire, 513
opère continûment à gauche, 501
opère librement, 505
opère proprement, 506
opère transitivement, 502
opère trivialement, 502
orthogonal, 513
spécial linéaire, 513
spécial orthogonal ou

groupe des rotations, 513
spécial unitaire, 513
topologique, 493
topologique opposé, 493
topologique produit, 494
topologique quotient, 497
unitaire, 513

homéomorphes (espaces topologiques), 11
homéomorphisme, 11
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hyperplan, hyperplan affine, 236

id al bilat re maximal, 543
idempotent, 539
identit de polarisation, 344
identit du parall logramme, 348
in galit

de Bessel, 368
de Cauchy-Schwarz, 70, 345, 348
de convexit 221, 307
de H lder, 228
de Minkowski, 70, 228
triangulaire, 69
ultram trique, 110

int rieur d’un ensemble, 6
inversible ( l ment), 531

jauge ou fonctionnelle de Minkowski, 309

lemme
de Lebesgue, 124
du centre, 390

limite
`a droite d’une application en un

point, 34
`a gauche d’une application en un

point, 34
d’une application en un point, 32
d’une famille filtrante croissante, 41
d’une suite, 36

localement born´e (espace vectoriel
topologique), 407

localement convexe (ensemble), 447
localement ferm´e (ensemble), 66
localement finie (famille d’ensembles), 9

m trique, 69
m trisable (espace topologique), 86
maigre (sous-ensemble), 297

nilpotent, 539
norme, 221

euclidienne, 224
induite, 224, 238
quotient, 239

normes quivalentes, 224

op rateur, 372

auto-adjoint, 372
hermitien, 372
normal, 372
positif, 372
sym trique, 372
unitaire, 372

op rateur adjoint, 359
orbite ou trajectoire, 501
orthogonal, 321, 350
orthogonal (syst me ou famille), 351
orthogonaux ( l ments), 350
orthonorm ou orthonormal (syst me ou

famille), 351
ouvert, 1
ouvert l mentaire, 22

Poincar (demi-plan), 528
point

adh rent un ensemble, 6
d’accumulation d’un ensemble, 7
fronti re un ensemble, 7
int rieur un ensemble, 6
isol d’un ensemble, 7

polaire (d’un ensemble), 467
proc d d’extraction diagonale, 130
proc d d’orthonormalisation de Gram-

Schmidt, 370
produit de convolution, 548
produit scalaire, 345
projecteur orthogonal, 356, 361
projection canonique, 22
projection orthogonale, 356
projection st r ographique, 140, 269
propri t de Heine-Borel, 407
propri s topologiques, 11

rayon spectral, 541
recouvrement ouvert, 50, 119
relation d’ quivalence ouverte, ferm e, 26
relativement compacte (ensemble), 120

s par d’un espace semi-norm , 307
s parable (espace topologique), 9
s parante (famille d’applications), 30
s parante (famille de semi-normes), 413
s ie, 250

absolument convergente, 255
commutativement convergente, 258
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convergente, divergente, 250
normalement convergente, 255, 257
uniform ment convergente, 257

segment, 225
semi-norme, 307
somme

d’une famille sommable, 251
d’une s´erie convergente, 250
somme directe alg´ebrique, 299
somme directe topologique, 299
somme hilbertienne, 363
sous-ensemble satur , 26
sous-espace

m trique, 83
norm , 238
topologique, 18

sous-groupe
d’isotropie, 501
topologique, 494

sous-recouvrement ouvert, 50
spectre, 538
sph re, 71
stabilisateur, 501
suite, 35

convergente, divergente, 36
born e, 76, 407
de Cauchy, 88, 409

suite exhaustive de compacts, 135
suite extraite ou sous-suite, 36
suppl mentaire alg brique, 30
suppl mentaire topologique, 301
support d’une application, 145
syst me dual, 460
syst me fondamental de voisinages ou

base de voisinages, 5

th or me
d’Alaoglu, 463
d’Alexandroff, 138
d’Ascoli, 207
d’interversion des limites, 203
de projection (orthogonale), 355
de Baire, 100, 137
de Banach-Steinhaus, 297, 423
de Beurling, 542
de Bolzano-Weierstrass, 123
de Cantor, 92

de Clarkson, 484
de d’Alembert, 131
de Dini, 201

de Eberlein-ˇSmulian, 476
de Gelfand, 546
de Gleason-Kahane-Zelazko, 543
de Goldstine, 472
de Hahn-Banach, 311–317, 425–427
de Heine, 121
de Helly, 318
de Jacobson, 538
de James, 477
de Krein-Milman, 431, 432
de Kuratowski, 128
de l’application ouverte, 294, 424
de Lax-Milgram, 379
de Lucas, 452
de Mackey, 470
de Mazur, 540
de Mazur-Ulam, 237
de Milman, 433
de Milman-Pettis, 486
de prolongement, 92, 236
de Pythagore, 350
de Rainwater, 477
de repr sentation de Riesz, 358
de Riesz, 249
de Schur, 472
de sommation par paquets, 260

de Stone-ˇCech, 141
de Stone-Weierstrass, 211, 212
de Tietze, 50, 78, 148
de Tychonoff, 50, 131
de Urysohn, 48, 86, 146
de Wallace, 122
des bipolaires, 468
du graphe ferm , 297, 424
du point fixe, 93

topologie, 1

∗-faible ou w∗-topologie, 462
associ e une distance, 74
associ e une famille de semi-normes,

415
cofinie, 2
de l’ordre, 3
de la convergence simple, 22, 196
de la convergence uniforme, 199
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