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Pour mon fils Ali



INTRODUCTION

E livre est le fruit de plusieurs années d’enseignement a 1’Université d’Orléans, mais
C je suis tres endetté envers les livres cités dans la bibliographie. Il est destiné aux
étudiants préparant une Licence ou un Master de Mathématiques. En outre, il sera utile
aux étudiants préparant I’Agrégation ainsi qu’aux futurs chercheurs.

Le livre est organisé en deux grandes parties. La premiere partie est consacrée a la
Topologie générale qui est utilisée abondamment en plusieurs branches de Mathémati-
ques. Pratiquement, la Topologie générale intervient partout en Analyse. Pour compren-
dre cette partie, le lecteur n’a pas besoin de connaissance préalable. La deuxieme partie
concerne les espaces normés. Pour aborder cette partie, on suppose que ’étudiant a un
certain rudiment d’algebre linéaire.

Ce livre comprend 383 exercices, avec leurs solutions, regroupés dans le dernier paragra-
phe de chaque chapitre. Ces exercices sont de difficulté variable et aideront 1’étudiant
a controler ’acquis de ses connaissances et a se familiariser avec les différentes notions
présentées dans ce livre. Les solutions des exercices ont été volontairement tres détaillées
pour permettre a I’étudiant de bien les assimiler.

Pour éviter de faire un livre tres volumineux, je devais faire un choix de ne pas traiter
certains sujets. En fait, j’aurais souhaité inclure un chapitre sur la Topologie algébrique,
un domaine que j’aime beaucoup. J’al aussi omis un chapitre sur les espaces LP qui
forment une classe d’espaces de Banach tres importante. J’aurais aimé également ajouter
un chapitre détaillé des différentes classes d’opérateurs sur les espaces de Hilbert.

Pour donner certaines démonstrations que j’ai omises et pour plus d’exercices avec
solutions, un Supplément sous forme d’un fichier pdf, associé a ce livre, peut étre
téléchargé librement sur le site suivant : www.dunod.com. Le supplément contient aussi
quelques appendices surtout un sur la théorie des ensembles et un autre sur le corps des
nombres réels.

Je tiens a remercier le Laboratoire MAPMO et le département de Mathématiques de
I’Université d’Orléans de m’avoir permis de rédiger ce livre en toute quiétude. Un grand
merci a mon collegue et ami Noureddine El Jaouhari de m’avoir toujours aidé a résoudre
les problemes que je rencontrais en Latex. Je remercie également le Professeur Georges
Skandalis d’avoir accepté de lire le livre avant d’étre publié.
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Jaccueillerai avec plaisir et gratitude toutes remarques et suggestions envoyées a I’adresse
électronique suivante : nawfal.elhage-hassan@univ-orleans.fr
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Chapitre 1

ESPACES TOPOLOGIQUES

A topologie, ou «étude des lieux » est la formalisation mathématique de notions
L géométriques intuitives comme proximité, éloignement, voisinage, position limite
d’un point mobile, etc., dans I'espace euclidien de dimension 2 ou 3. Cette formalisation
s’exprime dans un langage axiomatique tres général. La généralité du langage introduit a
un avantage, celui de s’appliquer a des situations tres variées, par exemple a I’étude des
« espaces fonctionnels ». L’inconvénient est que ’on perd un certain nombre de propriétés
intuitivement évidentes dans les cas concrets d’ou I'on était parti; par exemple la possibi-
lité de « séparer » deux points par des voisinages disjoints. En fait, dans bien des cas, on
sera amené a restreindre la généralité par des axiomes supplémentaires de maniere a se
rapprocher de l'intuition initiale ; étude des espaces séparés, des espaces métriques, etc.
On rappelle que si X est un ensemble, on note P(X) 'ensemble des parties de X.

1.1 Espaces topologiques

Définition 1.1.1. Une topologie sur un ensemble X est la donnée d’un ensemble T de
parties de X, i.e. T C P(X), vérifiant les propriétés suivantes, appelées axiomes des
ouverts.

(01) 0, X eT.

(02) SiU,VeT,alorsUNV €T.

(03) Si (U;)icr est une famille de parties de X appartenant a T, alors 'UJUi eT.
1€

L’ensemble X, muni de la topologie 7T, est appelé espace topologique. On notera
quelquefois (X, 7) un tel espace. Les parties de X qui appartiennent & 7 sont dites
parties ouvertes ou ouverts de X. Les éléments de X sont généralement appelés
points.

Les propriétés (O1), (02) et (0O3) peuvent étre reformulées de la manieére suivante :

— La partie vide () et I’ensemble X sont des ouverts.

1



2 Chapitre 1. ESPACES TOPOLOGIQUES

— L’intersection de deux ouverts est un ouvert.

— La réunion de toute famille d’ouverts est un ouvert.

Définition 1.1.2. Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique (X, 7). On dit que
A est un fermé ou partie fermée de X si le complémentaire de A dans X est ouvert.
Autrement dit, si 'ona X\ A € T.

Construction d’une topologie a partir des axiomes des fermés. La famille F des
fermés d’un espace topologique (X, T") vérifie les propriétés suivantes, appelées axiomes
des fermés.

(F1) 0, X € F, i.e. la partie vide ) et ’ensemble X sont des fermés.
(F2) Si A,B € F, alors AU B € F, i.e. la réunion de deux fermés est un fermé.

(F3) Si (A;)ier est une famille de parties de X appartenant & F, alors _ﬂIAi € F, e
1€
I'intersection de toute famille de fermés est un fermé.

Réciproquement, on peut définir une topologie a partir des ensembles fermés. De fagon
plus précise, si X est un ensemble et si F est un sous-ensemble de P(X) vérifiant (F1),
(F2) et (F3), alors T = {X \ A; A € F} est une topologie sur X dont 'ensemble des
fermés est F.

Exemple 1.1.1. 1. Soit X un ensemble. Alors 73 = P(X) est une topologie sur X,

appelée topologie discrete. Un ensemble muni de la topologie discrete est dit
espace discret. Dans un tel espace toute partie est a fois ouverte et fermée.
A Tautre extréme, 7, = {(Z), X} est une topologie sur X, appelée topologie
grossiére ou triviale. Le seul intérét de ces deux topologies est de donner des
contre-exemples et montrer que certains phénomenes pathologiques peuvent arriver
en topologie.

2. Soit X = {z,y} un ensemble & deux éléments. Alors les topologies sur X sont
Ti={0.X}, o= {0,{z}, X}, Ts = {0, {y}, X}, Ts = {0, {a}, {y}. X }.

3. Soit X = {x,y,2} un ensemble & trois ¢léments. Alors T = {0, {z}, X} est une
topologie sur X, par contre {0, {z}, {y}, X } n’est pas une topologie sur X.

4. Soit X un ensemble, alors 7oy = {0} U{U C X ; X\ U est fini} est une topologie
sur X, appelée topologie cofinie. Si I’ensemble X est fini, alors la topologie cofinie
coincide avec la topologie discrete. Si 'ensemble X est infini, alors deux ouverts
quelconques non vides dans (X, 7.¢) ont une intersection non vide.

Définition 1.1.3. Soient (X, 7) un espace topologique et B C 7. On dit que B est une
base d’ouverts de X ou base de la topologie 7 si tout ouvert non vide de X est
réunion d’ouverts appartenant a B.

Tout espace topologique (X, 7) posséde au moins une base d’ouverts, a savoir T elle-
méme. La notion de base d’ouverts n’est bien sur intéressante que lorsque B est plus
petit que 7. Comme on le verra, dans de nombreux cas, il est en effet possible de se
limiter & des raisonnements sur les éléments d’une base au lieu de manipuler la totalité
des ouverts. Notons aussi qu’en général il n’y a pas unicité de la base d’ouverts.



1.1. Espaces topologiques 3

Exemple 1.1.2. Si X est un espace discret, alors B = {{z} ; # € X} est une base
d’ouverts de X.

Proposition 1.1.1. Soient (X, T) un espace topologique et B C T. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) B est une base d’ouverts de X .
(i) Pour tout U € T et tout x € U, il existe B € B tel que x € B C U.

Démonstration. Montrons I'implication (i) = (ii). Soient U un ouvert de X et x € U.
Puisque B est une base d’ouverts de X, alors il existe une famille (B;);cs d’éléments de
B telle que U = _UJBj. Par conséquent, il existe B € Btel que x € B C U.

Jje

Preuve de (i) = (i). Soit U un ouvert non vide de X. Par hypothese, pour tout « € U,
il existe B, € B tel que x € B, C U. Donc on a U = UU{x} - UUBQC c U, dou
xTE xTe

U= UUB””’ avec B, € B pour tout z € U. Donc B est une base d’ouverts de X. |
xre

En faisant le méme raisonnement que ci-dessus, on obtient la remarque suivante :

Remarque 1.1.1. Soient (X, 7) un espace topologique, A un sous-ensemble de X et B
une base d’ouverts de X. Alors A est un ouvert de X si et seulement si pour tout x € A,
il existe B € B tel que z € B C A.

Construction d’une topologie & partir d’une base d’ouverts. Soient (X, 7) un
espace topologique et B une base de la topologie 7. Alors B possede les deux propriétés
suivantes.

(B1) Pour tout z € X, il existe U € B tel que x € U.
(B2) Pour tout Uy,Us € B et tout « € Uy NUs, il existe U € B tel que x € U C Uy NUs.

Réciproquement, si X est un ensemble et si B est un sous-ensemble de P(X) vérifiant
(B1) et (B2), alors il existe une unique topologie 7 sur X pour laquelle B est une base.
En effet, il suffit de prendre :

T = {@} U {U C X ; U soit réunion d’ensembles appartenant a B} .

Autrement dit, un sous-ensemble U de X est un ouvert pour 7T si et seulement si pour
tout x € U, il existe B € Btel que x € B C U.

Exemple 1.1.3. 1. Topologie de l’ordre. Soit (X, <) un ensemble totalement
ordonné, et soit B la partie de P(X) constituée des intervalles ouverts, des demi-
droites ouvertes et de X, voir Appendice A. Alors B vérifie les propriétés (B1) et
(B2). Par conséquent, il existe une unique topologie 7 sur X pour laquelle B est
une base. La topologie T est appelée la topologie de 1’ordre. Un sous-ensemble
U de X est un ouvert pour 7 si et seulement si pour tout x € U, il existe B € B
tel quex € BCU.

2. La droite réelle. Le corps des nombres réels R muni de la relation d’ordre usuelle
est totalement ordonné. La topologique de 'ordre sur R est appelée la topologie
euclidienne ou usuelle de R. Le corps R muni de cette topologie est appelé la
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droite réelle. Dans la suite, sauf la mention de contraire, R sera muni de sa
topologie usuelle. Notons que pour tout a,b € R tels que a < b, les ensembles
| — o0, a[, ]a, b] et ]b, +o0[ sont, par définition, des ouverts de R, d’out | — oo, al,
[a, b] et [b, +00[ sont des fermés de R. Notons aussi qu'un sous-ensemble U de R est
un ouvert si pour tout = € U, il existe € > 0 tel que |x — e,  +¢[ C U. Autrement
dit, les intervalles ouverts ]a, b forment aussi une base d’ouverts pour la topologie
usuelle de R.

3. La droite réelle achevée. Soit R = RU {—oc, +00} 'ensemble qui est la réunion
de R et de deux nouveaux éléments distincts notés —oco et +00 et appelés points
a linfini. On prolonge & R la relation d’ordre usuelle de R en convenant que tout
x € R vérifie —oo < = < 4-00. Alors R muni de cette relation d’ordre est totalement
ordonné et la topologie de l'ordre sur R est appelée la topologie usuelle de R, et
R muni de cette topologie est appelé la droite réelle achevée. Une partie U de
R est ouverte si

i) pour tout z € UNR, il existe £ > 0 tel que |z —e, x+¢[C U;
ii) lorsque —oo € U, il existe o € R tel que [—o0, a[C U ;
ili) lorsque 400 € U, il existe 8 € R tel que |3, +oo] C U.

Notons que pour tout a € R, les ensembles [—~o0, a[ et Ja, +oc] sont des ouverts de
R et que R est un ouvert de RT.

Définition 1.1.4. Soient (X, 7) un espace topologique et x € X. On dit qu’une partie
V de X est un voisinage de x s’il existe un ouvert U de X tel que x € U C V. Plus
généralement, soit A une partie de X, on appelle voisinage de A toute partie V de X
telle qu’il existe un ouvert U de X vérifiant A C U C V.

Exemple 1.1.4. 1. Si R est muni de la topologie usuelle, un sous-ensemble V de
R est un voisinage d’un point z € R si et seulement s’il existe ¢ > 0 tel que
|z —e, x+e[C V. Par exemple, |z — J,  + 1] U {5} est un voisinage de z.

2. Si R est muni de la topologie usuelle, un sous-ensemble V' de R est un voisinage du
point —oo s'il existe a € R tel que [~o0o, a[ C V. De méme, un sous-ensemble W
de R est un voisinage du point +oo 8l existe 5 € R tel que |8, +o0] C W.

Proposition 1.1.2. Pour qu’une partie d’un espace topologique X soit un ouvert il faut
et il suffit qu’elle soit voisinage de chacun de ses points. En particulier, pour connaitre
la topologie de X, il suffit de connaitre les voisinages de tous les points de X.

Démonstration. Il résulte immédiatement de la définition que tout ouvert de X est

voisinage de chacun de ses points. Réciproquement, soit V' une partie de X qui est

voisinage de chacun de ses points. Alors pour tout z € V, il existe un ouvert U, de X

contenant x et contenu dans V. Donc on a V = ngw. C’est une réunion d’ouverts,
xr

donc un ouvert. |

Construction d’une topologie a partir des axiomes des voisinages. Soient (X, T)
un espace topologique et z € X. On note V() la famille des voisinages de . Les familles

TOn revient sur ces deux exemples au chapitre 2.
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V(x) de parties de X, x € X, vérifient les propriétés suivantes, appelées axiomes des
voisinages.

(V1) Pour tout x € X, V(x) # 0 et pour tout V € V(z),onaz € V.

(V2) Toute partie de X qui contient un élément de V(z) appartient a V(x).
(V3) L’intersection de deux éléments de V(z) est élément de V(x).
(V4)

V4) Pour tout x € X et tout V € V(z), il existe W € V(x) tel que pour tout y € W,
on ait V e V(y).

Notez que dans (V4), il suffit de prendre pour W un ouvert contenant z: et contenu dans
V.

Réciproquement, soit X un ensemble quelconque et supposons donnée pour tout x € X,
une famille V(z) de parties de X vérifiant les propriétés (V1), (V2), (V3) et (V4), alors
il existe une unique topologie 7 sur X telle que pour tout 2 € X, V(x) soit la famille
des voisinages de x. En effet, il suffit de prendre :

T={0}u{UcX;UceV(z)pour toutx € U}.

Définition 1.1.5. Soient (X, 7) un espace topologique et z € X. On appelle systéme
fondamental de voisinages de x ou base de voisinages de z, toute famille B(z) de
voisinages de x telle que pour tout voisinage V' de z, il existe W € B(x) tel que W C V.

Notez que si B(z) est une base de voisinages de x, alors on a :
V(z)={V C X ; il existe W € B(x) avec W C V' }.

Autrement dit, V(z) est Pensemble des parties de X contenant un élément de B(z). Ainsi,
on obtient V(z) a partir de B(x).

Comme pour les bases d’ouverts de X, le role des systemes fondamentaux de voisinages
est de simplifier les démonstrations.

Exemple 1.1.5. 1. Soient (X, 7) un espace topologique et = € X. Alors V(x) est
une base de voisinages de x. L’ensemble des ouverts de X contenant x est une base
de voisinages de z. Autrement dit, tout point d’un espace topologique admet une
base de voisinages formée d’ensembles ouverts. Notons aussi que si B(z) et B'(z)
sont des parties de V(z) telles que B(x) C B'(x) et si B(x) est une base de voisinages
de x, alors B/(x) est également une base de voisinages de x.

2. Dans un espace discret, I’ensemble {z} constitue & lui seul un systéme fondamental
de voisinages de .

3. Si R est muni de la topologie usuelle et x € R, I’ensemble des intervalles de la
forme ]z — %, T+ %[7 avec n € N*| est une base de voisinages du point x formée
d’ensembles ouverts. également, 'ensemble des intervalles de la forme [x— %, T+ %],
avec n € N*| est une base de voisinages du point = formée d’ensembles fermés.

4. Si R est muni de la topologie usuelle, ’ensemble des demi-droites de la forme
[—00, —n], avec n € N, est une base de voisinages du point —oo formée d’ensembles
ouverts. De méme, ’ensemble des demi-droites de la forme |n, +00], avec n € N,
est une base de voisinages du point +oo formée d’ensembles ouverts.
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Proposition 1.1.3. Soient (X, T) un espace topologique et B C T. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) B est une base d’ouverts de X.
(ii) Pour tout x € X, la famille {U eB;xe U} est une base de voisinages de x.

Démonstration. Montrons l'implication (i) = (ii). Soient # € X et V un voisinage de

x dans X, alors il existe un ouvert W de X tel que z € W C V. Comme B est une base

d’ouverts de X, alors il existe une famille (U;), e d’éléments de B telle que W = ‘UJUj.
J€E

Par conséquent, il existe U; € B tel que # € U; C V, donc la famille {U € B; z € U}
est une base de voisinages de .

Prewve de (ii) = (i). Soit U un ouvert non vide de X. Puisque U est voisinage de
chacun de ses points, alors pour tout = € U, il existe U, € B tel que x € U, C U. Par
conséquent, on a U = IgUUz, donc B est une base d’ouverts de X. |

Construction d’une topologie a partir des systémes fondamentaux de voisi-
nages ouverts. Soient (X, 7) un espace topologique et pour tout x € X, soit B(x) une
base de voisinages de x formée d’ensembles ouverts. Les familles B(x) de parties de X,
x € X, vérifient les propriétés suivantes, appelées axiomes de Hausdorff.

(H1) Pour tout = € X, B(x) # () et pour tout U € B(x), on a z € U.

(H2) Pour tout € X et pour tout Uy,Us € B(z), il existe Us € B(z) tel que Us C
Ui NUs.

(H3) Pour tout U € B(z) et pour tout y € U, il existe W € B(y) tel que W C U.

Réciproquement, soit X un ensemble quelconque et supposons donnée pour tout x € X,
une famille B(z) de parties de X vérifiant les propriétés (H1), (H2) et (H3), alors il
existe une unique topologie T sur X telle que pour tout = € X, B(z) soit une base de
voisinages de x formée d’ensembles ouverts. En effet, soit B = ng B(x), alors B vérifie

les propriétés (B1) et (B2). Par conséquent, il existe une unique topologie 7 sur X pour
laquelle B est une base. En appliquant la proposition précédente et 'axiome (H3), on en
déduit que pour tout x € X, B(z) est une base de voisinages de x formée d’ensembles
ouverts.

1.2 Intérieur, adhérence, frontiere d’une partie
Définition 1.2.1. Soient X un espace topologique, z € X et A C X.

1. On dit que x est intérieur & A lorsque A est un voisinage de x. L’ensemble des

points intérieurs a A s’appelle I’intérieur de A et se note A.

2. On dit que z est adhérent a A lorsque tout voisinage de z rencontre A. L’ensemble
des points adhérents a A s’appelle ’adhérence de A et se note A.
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3.

On dit que x est un point frontiere de A, s’il est a la fois adhérent & A et & X \ A.
L’ensemble des points frontieres de A s’appelle la frontiere de A et se note Fr(A).
Autrement dit, on a Fr(A) = AN X\ A.

. On dit que z est un point d’accumulation de A si tout voisinage de x dans X

contient un point de A distinct de z lui-méme (2 n’est pas forcément dans A).
L’ensemble des points d’accumulation de A s’appelle ensemble dérivée de A et
se note A’.

On dit qu'un point a € A est un point isolé dans A s’il existe un voisinage V de
a dans X tel que VN A = {a}.

Remarque 1.2.1. Soient (X, 7) un espace topologique, x € X et A C X. Alors on a :

1

7.

AC Aet ACA.

T € ;1 <= il existe un ouvert U de X tel que z € U C A.
r € A <= pour tout voisinage V de x dans X, on a VN A # (.

x € Fr(A) <= pour tout voisinage V de x dans X,ona VNA # D et VN(X\A) #
0.

z € A" <= pour tout voisinage V' de = dans X, on a (V'\ {z}) N A # (). Donc on
aA\AC A Cc Aet A= AU A'. Notons aussi que comme on a V N (A\ {z}) =
(VAN{z})nA alorsz € A/ <— =z A\ {z}.

Un point « de X est un point isolé dans X si et seulement si le singleton {x} est
un ouvert de X.

Si T est la topologie discrete, alors A’ = (). Donc en général A ¢ A’.

Remarque 1.2.2. Soient X un espace topologique, A C X, z € X et B, une base de
voisinages de x. Alors on a :

1.
2.

o
x € A si et seulement s’il existe V € B, tel que V C A.

x € A si et seulement si pour tout V € B,, ona VN A #(.

Proposition 1.2.1. Soient A et B des sous-ensembles d’un espace topologique (X, T).

1.

2.

Si A C B, alors ona;)lcé et AC B.

A est un ouvert de X et si U est un ouvert de X tel que U C A, alors on a U C A.
Donc, Uintérieur de A est le plus grand ouvert de X contenu dans A. Autrement
[e]

dit, A est la réunion des ouverts de X contenus dans A.

3. A est un fermé de X et si F est un fermé de X tel que A C F, alors on a A C F.

Donc, l'adhérence de A est le plus petit fermé de X contenant A. Autrement dit,
A est Uintersection des fermés de X contenant A.

o
. A est ouvert si et seulement st A = A.
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5. A est fermé si et seulement si A = A.

o
Démonstration. 1. Soit x € A, alors il existe un ouvert U de X tel que x € U C A,

o] [e] o]
d’oton ax € U C B, et par conséquent € B, donc on a AC B.
Soit z € A, alors pour tout voisinage V de x dans X, ona VNA#}. OronaVNAC
V' N B, donc VﬂB;é(Z) et par conséquent x € B, douACB

2. Pour montrer que A est un ouvert de X, il suffit de montrer que A est réunion d’une

famille d’ouverts de X. Soit = € A, alors il existe un ouvert U, de X tel que x € U, C A.

Pour tout y € U, U, est un voisinage de y dans X et onay € U, C A, donc y € A, et
[e] [e]

par conséquent U, C A. Ainsi, A est voisinage de chacun de ses points. On déduit de la
o

proposition 1.1.2 que A est un ouvert de X. Soit U un ouvert de X tel que U C A. Soit

[e]

x €U, alorsonax € UC A et U est un ouvert de X, donc = € A et par conséquent

U C A. - _

3. Pour montrer que A est un fermé de X, on montre que X \ A est un ouvert de X.

Soit © € X \ A, alors il existe un ouvert V,, de X tel que z € V,, et V; N A = (). Pour

tout y € V., V, est un voisinage de y dans X et on a V, N A = (), d’'ott ¥ ¢ A. Donc on

aVyNA =0 et par conséquent V, C X \ A. Ainsi, X \ A est voisinage de chacun de

ses points, donc X \ A est un ouvert de X. Par conséquent A est un fermé de X. Soit F

un fermé de X tel que A C F'. Pour montrer que A C F, il suffit de montrer que I'on a

X\ F C X\ A Soit z € X\ F.Puisque X \ F est un ouvert de X, alors X \ F est un

voisinage de # dans X. Oron a (X \ F)NA =0, d’ott # ¢ A. Donc on a x € X \ A. Par
conséquent onaX\FcCX\A

4. 51 A= A alors d’apres 2, A est un ouvert de X. Rec1pr0quement on suppose que A
est un ouvert de X. Alors il résulte du 2 que 'on a A C A. Orona toujours A C A, donc

onaA= A
5. Si A = A, alors d’apres 3, A est un fermé de X. Réciproquement, on suppose que

A est un fermé de X, alors d’apres 3, on a A C A. Or on toujours A C A, donc on a
A=A |

Proposition 1.2.2. Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique X . Alors on a :

o

— _ [ o
X\A=X\74A et X\A=X\4.
Démonstration. Ona A C A, dot X\ A C X\ A. Comme X \ A est un ouvert de X,

_ o~ —
d’apres la proposition précédente, on a X \ A C X \ A. Réciproquement, soit x € X \ A,
alors il existe un ouvert V de X tel que z € Vet V.C X \ 4, dot VN A = (). Donc

_ _ —~ —
x ¢ A. Autrement dit, on a x € X \ A. Donc on a X \ AC X \ A. Par conséquent,

_ —— - — N o
ona X\ A=X\A. Dapres ce qui précede, ona X \ X\ A =X\ (X\A4)=A4, dou
X\ A= X\ A n

Définition 1.2.2. Soit X un espace topologique. Une famille (4;);c; de parties de X



1.2. Intérieur, adhérence, frontiere d’une partie 9

est dite localement finie si pour tout x € X, il existe un voisinage V' de = dans X tel
que A; NV = @ pour tout ¢ € I, sauf peut-étre pour un nombre fini d’indices i € I.

Proposition 1.2.3. Soient X un espace topologique et (A;);cr une famille localement
finie de parties de X .

1. La famille (A; )ier est aussi localement finie.

2. On a _UIAl- = 'UIAi' Par conséquent, la réunion d’une famille localement finie de
1€ 1€
parties fermées de X est fermée dans X .

Démonstration. 1. Soit x € X, il existe un voisinage ouvert V de x dans X et un
sous-ensemble fini J de I tel que VN A; = 0 pour tout ¢ € I\ J. Comme V est un
ouvert, on en déduit que pour tout i € I\ J, ona VN A; = (). Donc la famille (E)iel
est localement finie.

2. Pour tout j € I, on a A; C y, d’ott lLEJIE C y Inversement, soit z € X tel

que = ¢ .UIE. Soient V' un voisinage de x dans X et J un sous-ensemble fini de I tel
1€

que VN A; = 0 pour tout ¢ € I\ J. Pour tout j € J, il existe un voisinage V; de z
dans X tel que V; N A; = (. Soit W = _ﬂJV N Vj, alors W est un voisinage de x dans
VIS

XetonaWn UA; =0, donc z € U A;. Par conséquent, on a U A; C U A;, dolt
i€l i€l el el

UA;, = UA4,. [ |
iel el

Définition 1.2.3. Soient (X, 7) un espace topologique et A C X.
1. On dit que A est dense dans X ou partout dense si A = X.

2. On dit que X est séparable s’il existe une partie au plus dénombrable A de X
dense dans X.

Exemple 1.2.1. L’espace R muni de la topologie usuelle est séparable. En effet, les sous-
ensembles Q et R\ Q sont denses dans R, voir Appendice C. Comme Q est dénombrable,
alors R est séparable.

Remarque 1.2.3. Soient X un espace topologique et A C X . On déduit de la proposition
1.2.2 que l'on a :

o

—~
1. Aest dense dans X <= X\ A=0.

2. A=0 X \ A est dense dans X.

Proposition 1.2.4. Soient (X, T) un espace topologique, B une base d’ouverts de X et
A un sous-ensemble de X . Les propri€tés suivantes sont équivalentes.

(i) A est dense dans X .
(ii) Pour tout ouvert non vide U de X, on a ANU # (.

(iii) Pour tout B € B tel que B# 0, on a ANB #0.
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Démonstration. Montrons I'implication (i) = (ii). Supposons A dense dans X, i.e.
A = X. Alors pour tout z € X et tout voisinage V de 2 dans X, ona ANV # (). Soit U
un ouvert non vide de X. Comme U est voisinage de chacun de ses points, on en déduit
que ANU # 0.

L’implication (ii) = (iii) est triviale.

Preuve de (iii) = (i). Supposons que pour tout B € B tel que B # (), on a AN B # ().
Si A # X, alors X \ A est un ouvert non vide de X et on a (X \ A) N A = 0. Donc il
existe B € Btel que B# (), BC X\ Aet AN B = (), ce qui contredit I'hypotheése, donc
onaA=X. |

Proposition 1.2.5. Soit X un espace topologique séparable. Alors toute famille d’ouverts
non vides deuz a deux disjoints de X est au plus dénombrable.

Démonstration. Soient D = {z, ; n > 0} une partie au plus dénombrable et dense
dans X et (U;)ies une famille d’ouverts non vides deux & deux disjoints de X. D’apres
la proposition précédente, pour tout ¢ € I, il existe n € N tel que z,, € U;. Soit n; =
inf {n eN; z, € Ui}, alors ¢ — n; est une application injective de I dans N, donc [
est au plus dénombrable. |

Définition 1.2.4. Soit X espace topologique.

1. On dit que X vérifie le premier axiome de dénombrabilité si tout x € X
admet un systeme fondamental au plus dénombrable de voisinages.

2. On dit que X vérifie le second axiome de dénombrabilité si la topologie de X
admet une base au plus dénombrable d’ouverts.

Tout espace topologique vérifiant le second axiome de dénombrabilité vérifie aussi le
premier axiome de dénombrabilité. La réciproque est en général fausse; il suffit de
considérer un ensemble X infini non dénombrable et muni de la topologie discrete.

Exemple 1.2.2. L’espace R muni de la topologie usuelle admet une base dénombrable
d’ouverts. En effet, soit B l'ensemble des intervalles ouverts d’extrémités rationnelles,
ie. B = {]a, b[; a,b € Qeta< b}. Puisque Q est dénombrable, alors B 'est aussi.
Pour montrer que B est une base d’ouverts de R, d’apres la proposition 1.1.3, il suffit de
montrer que tout point de R a une base de voisinages constituée par de tels intervalles.
Soit z € R. Puisque Q est dense dans R, pour tout n > 1, il existe p,,q, € Q tels que
T — % <pp<r<qp,<x+ % Alors la famille des intervalles |p,, ¢,[ forme une base de
voisinages de z.

De méme P’espace R muni de la topologie usuelle admet une base dénombrable d’ouverts.
En effet, la réunion de B et des ensembles {[—oo, —n[; n€ N} et {]n7 +o0]; n € N}
est une base dénombrable d’ouverts.

Théoréme 1.2.1. Soit (X, T) un espace topologique admettant une base dénombrable
d’ouverts. Alors X est séparable.

Démonstration. Soit B = {Un n > O} une base dénombrable d’ouverts de X. On
peut supposer que pour tout n > 0, U, # 0, et soit x,, € U,. Montrons que I’ensemble
A ={z, ; n >0} est dense dans X. Soit U un ouvert non vide de X. Puisque B est une
base d’ouverts de X, alors il existe un sous-ensemble non vide J de N tel que U = nLEJJUn.
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Par conséquent, on a {x,, ; n € J} C U, donc ANU # . 1l résulte de la proposition
précédente que A est dense dans X. Donc X est séparable. |

La réciproque du théoreme précédent est en général fausse, voir exercice 1.18. Mais elle
est vraie si par exemple ’espace X est « métrique », voir théoreme 2.2.1.

1.3 Applications continues

Définition 1.3.1. Soient X, Y deux espaces topologiques, 2o € X et f: X — Y une
application. On dit que f est continue en xg si elle vérifie 'une des deux conditions
équivalentes suivantes :

(i) Pour tout voisinage W de f(xq) dans Y, f~1(W) est un voisinage de zo dans X.

(ii) Pour tout voisinage W de f(z¢) dans Y, il existe un voisinage V' de xo dans X tel
que f(V)CW.

On peut énoncer cette définition sous la forme plus imagée suivante : dire que f est
continue en z signifie que f(x) est aussi voisin qu’on veut de f(zo) dés que z est assez
voisin de xg.

Essayons de traduire la définition de la continuité d’une application en un point dans le
casou X =Y =R, zp € Ret f: R — R une application. Alors f est continue en zq
si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout & € R vérifiant |z — x| < 7, on ait

|f(x) = fzo)| <e.
Définition 1.3.2. Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application.

1. On dit que f est continue ou continue sur X si elle est continue en tout point
de X.

2. On dit que f est un homéomorphisme de X sur Y si elle est bijective et si f et
f~1 sont continues.

3. On dit que les espaces topologiques X et Y sont homéomorphes s’il existe un
homéomorphisme de X sur Y.

Les propriétés d’un espace topologique qui se conservent par homéomorphisme sont
appelées propriétés topologiques.

Exemple 1.3.1. Soient (X, 7) et (Y, T’) deux espaces topologiques, on a :
1. L’application identique suivante est continue.

dy: X, 7)) — (X, 7T)
T — T

2. Toute application constante de (X, 7) dans (Y, T') est continue.
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Exemple 1.3.2. Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique X. On note par x4
ou 14 la fonction indicatrice ou fonction caractéristique de A. Autrement dit, 14
est une fonction de X dans R définie par :

1 si x€A,

1A($):{ 0 si z&€A.
Pour tout sous-ensemble U de R, on a :

0 si {0,1}nU =90,
A si 1eUet0gU,
X\A si 0eUetlgU,
X si {0,1}CU.

1,71(U) =

Par conséquent, la fonction 14 : X — R est continue si et seulement si A est a la fois
ouvert et fermé dans X.

Remarque 1.3.1. Soient X et Y deux espaces topologiques, on a :

1. Si Y est muni de la topologie grossiere, alors toute application de X dans Y est
continue.

2. Si X est muni de la topologie discrete, alors toute application de X dans Y est
continue.

3. Si X est muni de la topologie grossiere, alors pour qu’une application f de X dans
Y soit continue il faut et il suffit que f soit constante.

Remarque 1.3.2. Une application continue bijective n’est pas nécessairement un homéo-
morphisme.

Premier ezemple. S1 X =Y =R et si 71 = P(R) la topologie discrete de R et si 7Tz est la
topologie usuelle de R, alors 'application identique idg : (R, 73) — (R, 73) est continue
bijective, mais n’est pas un homéomorphisme.

Deuziéme exemple. Si X est un ensemble contenant au moins deux points, 73 la topologie
discrete sur X et 7T, la topologie grossiere sur X. Alors I'application identique id :
(X, Ta) — (X, T4) est bijective continue, mais elle n’est pas un homéomorphisme.

Proposition 1.3.1. Soient X, Y et Z des espaces topologiques, f : X — Y et g :
Y — Z des applications.

1. Si f est continue en un point x € X et si g est continue en f(x), alors go f est
continue en x.

2. Si f et g sont continues, leur composée g o f est continue.

Démonstration. 1. Soit W un voisinage de g o f(z) = g(f(z)) dans Z, on a (g o
f)7YW) = f=Y(g=1(W)). Puisque g est continue en f(x), alors g~ (W) est un voisinage
de f(x) dans Y et par conséquent f~1(g~*(W)) est un voisinage de z dans X car f est
continue en x. Donc (g o f)~1(W) est un voisinage de = dans X, d’ot la continuité de
go fenx.

2. Ceci résulte de 1. |
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Proposition 1.3.2. Soient f et g deuzr applications continues d’un espace topologique
X dans R, alors on a :

1. L’application f + g :x — f(x) + g(z) est continue de X dans R.

2. L’application fg:x+— f(x)g(x) est continue de X dans R.
f f(x)

3. Si g ne s’annule pas, Uapplication = : x —
g 9(x)

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 1 du supplément.

est continue de X dans R.

Théoréme 1.3.1. Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est continue.
(ii) Pour tout ouvert U de Y, f~Y(U) est un ouvert de X.

(iii) Si B est une base d’ouverts de 'Y, alors pour tout U € B, f~Y(U) est un ouvert de
X.

o

(v) Pour toute partie B de'Y, on a f~'( B ) Cm
(v) Pour tout fermé F de Y, f~1(F) est un fermé de X .
(vi) Pour toute partie A de X, on a f(A) C F(A).

(vii) Pour toute partie B de' Y, on a f~1(B) C f(B).

Démonstration. Montrons I'implication (i) = (ii). Soit U un ouvert de Y. Pour tout
x € f~YU), U est un voisinage de f(z) dans Y, donc f~1(U) est un voisinage de = dans
X car f est continue en x. Par conséquent, f~1(U) est voisinage de chacun de ses points.
Il résulte de la proposition 1.1.2 que f~(U) est un ouvert de X.
Preuve de (ii) = (i). Soient € X et W un voisinage de f(z) dans Y. Alors il existe
un ouvert U de Y tel que f(x) e U C W, dottonaxz e f~1(U) C f~1(W) et f~1(U)
est un ouvert de X, donc f~1(W) est un voisinage de z dans X. Donc f est continue en
x. Par conséquent, f est continue.
L’équivalence (ii) <= (iii) résulte du fait que pour toute famille (U;);cs de parties de
Y U U= U fHUy).

,onaf (jGJ J) jGJf ( J)
Preuve de (ii) = (iv). Soit B une partie de Y. Comme B est un ouvert de Y, alors

o o o f_/o\ﬂ

f‘l( B) est un ouvert de X et on a f_l( B) C f~XB), dou f‘l( B) C f7Y(B), voir
proposition 1.2.1.
Preuve de (iv) = (ii). Soit U un ouvert de Y. Alors on a U ={J, d’ou

/—/H —
ffo)y=r4Y v ) . Donc on a f~1(U) = f~1(U). Tl résulte de la proposition
1.2.1 que f LU) est un ouvert de X.
L’équivalence (ii) <= (v) résulte du fait que pour toute partie U de Y, ona f~1(X\U) =

X\ f7HU).
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Preuve de (v) == (vi). Soit A une partie de X, alors f~!( f(A)) est un fermé de X
contenant A, d’ottona A C f~! ( f(A)) Par conséquent, on a f(Z) ( (f(A) )) C
f(A).

Preuve de (vi) = (vii). Soit B une partie de Y. On pose
F(f1(B)) = f(A) C f(A) = f(f71(B)) C B, d'ou f~1(B)
Preuwve de (vii) = (v). Soit F' un fermé de Y, alors on a
f7HF) = f"Y(F) C f~1(F). Par conséquent, on a f~1(F) =
un fermé de X. [ ]

= f7Y(B), alors on a

Remarque 1.3.3. Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application.
L’image f(V) d’'un ouvert (resp. d’'un fermé) de X n’est pas nécessairement ouverte (resp.
fermée) dans Y, méme lorsque f est continue. En effet, si X =Y = R muni de la topologie
usuelle et si f(z) = 22, alors f est continue et f(R) = [0, +o0o[ n’est ni ouvert ni fermé
de R.

Définition 1.3.3. Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application.
1. On dit que f est ouverte si I'image par f de tout ouvert de X est ouverte dans Y.
2. On dit que f est fermée si I'image par f de tout fermé de X est fermée dans Y.

Proposition 1.3.3. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X — Y une application.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est une application ouverte.

o /_/O\
(ii) Pour toute partie A de X, on a f( A) C f(A).
(iii) Si B est une base d’ouverts de X, alors pour tout U € B, f(U) est un ouvert de Y.

(iv) Pour tout x € X et tout voisinage V de x dans X, f(V) est un voisinage de f(x)
dans Y.

est

)

Démonstration. Montrons I'implication (i) = (ii). Soit A une partie de X, alors

un ouvert de X et donc f ( A ) est un ouvert de Y contenu dans f(A), d’ott f( A ) C f(4),
voir proposition 1.2.1.

Preuve de (ii) = (i). Soit U un ouvert de X, on a U :[;, d'on f(U) = f( [})

N
=
S

O

Donc on a f(U) = (U) Par conséquent, f(U) est un ouvert de Y.
L’équivalence (1) (111) resulte du fait que pour toute famille (Uj);cs de parties de
X,ona f( U y Uj) = 2 Uj).

J

Preuve de (i) = (i ) Sment x € X et V un voisinage de x dans X, alors il existe un
ouvert U de X tel que x € U C V, d’out f(U) est un ouvert de Y et on a f(x) € f(U) C
f(V). Done f(V) est un voisinage de f(x) dans Y.

Preuve de (iv) = (i). Soit U un ouvert de X. Alors pour tout = € U, U est un voisinage
de = dans X, donc f(U) est un voisinage de f(x) dans Y. Par conséquent, f(U) est
voisinage de chacun de ses points. Il résulte de la proposition 1.1.2 que f(U) est un
ouvert de Y.
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Proposition 1.3.4. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X — Y une application.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) [ est une application ouverte.

(ii) Pour tout sous-ensemble B de 'Y et pour tout fermé F dans X tel que f~*(B) C F,
il existe un fermé D dansY tel que B C D et f~1(D) C F.

Démonstration. Montrons 'implication (i) = (ii). Soient B un sous-ensemble de YV’
et F' un fermé de X tel que f~1(B) C F. Comme f est une application ouverte, alors
F(X\F)est unouvert de Y et ona BN f(X \ F)=0. Soit D =Y\ f(X\ F), alors D
est un fermé de Y tel que B C D et f~1(D) C F.

Preuve de (ii) => (i). Soient U un ouvert de X et A = f(U). Alors X \ U est un fermé
de X etona f~1(Y\ A) C X \U. Donc il existe un fermé D de Y tel que Y\ A C D et
YD) c X\ U. On en déduit que I'on a D =Y \ A, donc A est un ouvert de Y. Par
conséquent, f est une application ouverte. |

Proposition 1.3.5. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X — Y une application.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) [ est fermée.

(ii) Pour toute partic A de X, on a f(A) C f(A).
Démonstration. Montrons 'implication (i) = (ii). Soit A une partie de X, alors f( 4)
est un fermé de Y et on a f(A4) C f(A), dou f(A) C f(A).
Preuve de (ii) = (i). Soit F' un fermé de X, alors on a F = F, d'ou f(F) C f(F) =
f(F). Donc on a f(F) = f(F). Par conséquent, f(F) est un fermé de Y, voir proposition
1.2.1. |

Corollaire 1.3.1. Soient X, Y des espaces topologiques et [ : X — Y une application
continue et fermée. Alors pour toute partie A de X, on a f(A) = f(A)

Démonstration. Ceci résulte de la proposition précédente et du théoreme 1.3.1. |

Proposition 1.3.6. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X — Y une application.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) [ est une application fermée.

(ii) Pour tout sous-ensemble B de Y et pour tout ouvert U dans X tel que f~*(B) C U,
il existe un ouvert V dans Y tel que BCV et f~Y1(V)CU.

(iii) Pour tout point y € Y et pour tout ouvert U dans X tel que f~'({y}) C U, il
existe un voisinage V de y dans Y tel que f~1(V) C U.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 1 du supplément.

Remarque 1.3.4. Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application
bijective. Alors on a :

1. f est ouverte si et seulement si f est fermée.
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2. f est continue si et seulement si f ! est ouverte si et seulement si f~! est fermée.
On déduit de ce qui précede le théoreme suivant :

Théoréme 1.3.2. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X — Y une application
bijective. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) [ est un homéomorphisme.
(ii) [ est continue et ouverte.
(iii) [ est continue et fermée.
(iv) f et f=1 sont ouvertes.
(v) f et f=1 sont fermées.

(vi) Pour toute partie A de X, on a f(A) = f(A).

1.4 Quelques constructions topologiques

Dans la pratique, pour définir une topologie sur un ensemble X, on ne se donne pas
toujours directement I’ensemble 7~ des ouverts. On aura souvent a construire une topologie
satisfaisant a certaines conditions. On donne dans ce paragraphe un certain nombre de
constructions topologiques classiques.

Définition 1.4.1. Soient 77 et T3 deux topologies sur un ensemble X. On dit que la
topologie 71 est moins fine que la topologie T3, ou que la topologie 72 est plus fine
que la topologie 77, si I'on a l'inclusion 7; C 72 dans 'ensemble P(X) des parties de X.
Autrement dit, la topologie T3 est plus fine que la topologie 77 si tout ouvert de X pour
T1 est un ouvert de X pour 75. Deux topologies dont 1'une est plus fine que I'autre sont
dites comparables.

Ainsi, la topologie discrete est la plus fine, et la topologie grossiére est la moins fine, de
toutes les topologies sur X.

Remarque 1.4.1. Soient 77 et 72 deux topologies sur un ensemble X. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

1. La topologie 77 est moins fine que la topologie 7.
2. Tout ouvert de X pour 77 est un ouvert de X pour 7s.
3. Tout fermé de X pour 77 est un fermé de X pour 7.

4. L’application identique de X muni de la topologie 72 dans X muni de la topologie
71 est continue.

5. L’application identique de X muni de la topologie 71 dans X muni de la topologie
T2 est ouverte.

6. Pour tout € X, tout voisinage de & pour 77 est un voisinage de x pour 7Ts.
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7. Pour toute partie A de X, 'intérieur de A pour 77 est contenu dans 'intérieur de
A pour Ts.

8. Pour toute partie A de X, 'adhérence de A pour 77 contient ’adhérence de A pour
Ts.

Notons enfin que si 77 et T3 sont deux topologies sur un ensemble X et si 'on a T3 C 7
et 71 # Tz, alors 'application identique idx : (X, 71) — (X, 72) est une application
bijective ouverte et non continue.

I. Topologie initiale

Soient X un ensemble, (Y;, T;)ics une famille d’espaces topologiques et pour chaque i € I,
soit f; : X — Y; une application. La topologie discrete sur X rend continues toutes les
applications f;, mais on cherche ici & construire la topologie la moins fine sur X rendant
continues toutes les applications f;. Soit B I’ensemble des intersections finies d’ensembles
de la forme f;}(U;) ot i € T et U; ouvert de Y;. Alors B vérifie les propriétés (B1) et
(B2), voir paragraphe 1.1. Donc il existe une unique topologie T sur X pour laquelle B est
une base. Cette topologie est appelée la topologie initiale associée & la famille (f;);e;.
Notons que si Y est un espace topologique et si f : X — Y est une application, alors la
topologie initiale associée a f est tout simplement 7 = {f‘l(U) ; U ouvert de Y}. Dans
ce cas, la topologie initiale sur X associée a f est appelée 'image réciproque par f de
la topologie sur Y. On vérifie facilement le lemme suivant :

Lemme 1.4.1. Soient X un ensemble et ((Yi, Ti))iel une famille d’espaces topologiques.
Pour chaque i € I, soit f; : X — Y; une application et soit T la topologie initiale sur
X associée a la famille (f;)ier-

1. Soit x € X, on obtient une base de voisinages de x formée d’ensembles ouverts pour
T en considérant les ensembles de la forme ‘ﬂJ fi_l(Ui) ou J est un sous-ensemble
1€

fini de I et U; est un ouwvert de'Y; contenant f;(z).

2. St pour tout v € I, B; est une base d’ouverts de Y; et si B est l'ensemble des
intersections finies d’ensembles de la forme f;*(U;) oui € I et U; € By, alors B'
est une base d’ouverts de la topologie T .

Proposition 1.4.1. Soient X un ensemble et ((Yi, Ti))iel une famille d’espaces topolo-
giques. Pour chaque i € I, soit f; : X — Y; une application et soit T la topologie initiale
sur X associée a la famille (f;)ier-

1. La topologie T est la moins fine sur X rendant continues toutes les applications f;.

2. Soit g : E — X wune application d’un espace topologique E dans X muni de la
topologie T, alors g est continue en un point a € E si et seulement si pour tout
ie€l, fiog : E—Y,; est continue en a.

3. La topologie T est l'unique topologie sur X ayant la propriété suivante, appelée
propriété universelle de la topologie initiale : pour tout espace topologique F,
une application g : E — (X, T) est continue si et seulement si pour tout i € I,
fiocg: E —Y; est continue.
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g fi
fiog

Démonstration. 1. Par construction, pour tout i € I et pour tout ouvert U; de Y;, on
a fl-_l(Ui) € 7. Donc la topologie initiale 7 sur X rend continues toutes les applications
fi- Soit T7 une topologie sur X rendant continues toutes les applications f;. Alors pour
tout 7 € I et tout ouvert U; de Y;, on a fi_l(Ui) c€7T’,donconaT C T

2. La composée de deux applications continues en un point est continue, donc si g est
continue en a € E, alors pour tout i € I, f; o g est continue en a. Réciproquement,
supposons que pour tout ¢ € I, f; o g est continue en a. Soit V' un voisinage de g(a)
dans (X, 7)), alors il existe un sous-ensemble fini J de I tel que iQJ 7N U) CcVoou U

est un ouvert de Y; contenant fi(g(a)). Alors on a }QJg_l(fi_l(Ui)) C g Y(V). Or on

a g (f7HU)) = (fiog)"HU;) et fiog est continue en a, alors (f; o g)~*(U;) est un
voisinage de a dans E. Par conséquent, g~!(V') est un voisinage de a dans E. Donc g est
continue en a.

3. On vient de voir que pour tout espace topologique E, une application g : E — (X, T)
est continue si et seulement si pour tout ¢ € I, fiog : E — Y; est continue. Soit T’
une topologie sur X vérifiant cette propriété. Montrons que 'on a 7/ = 7. Comme T
rend continues toutes les applications f;, alors 'application identique id : (X, 7) —
(X, T') est continue, donc 7' est moins fine que 7. Comme aussi Papplication identique
id: (X, T') — (X, T') est continue, alors 7" rend continues toutes les applications f;,
donc T est moins fine que 7. Par conséquent, on a 7 = T". [ |

I1. Topologie induite

Définition 1.4.2. Soient (X, 7) un espace topologique et A un sous-ensemble de X. On
appelle topologie induite sur A par 7 la topologie initiale sur A associée a l'injection
canonique 2 : A — X. On note une telle topologie 74. Un sous-espace topologique de
X est un sous-ensemble de X muni de la topologie induite par 7.

Proposition 1.4.2. Soient (X, T) un espace topologique et A une partie de X. On
munit A de la topologie induite Ty .

1. Les ouverts de A sont les ensembles de la forme ANU avec U ouvert dans X, i.e.

TAZ{AQU; U ouvert deX}.

2. Les fermés de A sont les ensembles de la forme AN F avec F fermé dans X.

8. Soit a un point de A. Les voisinages de a dans A sont les ensembles de la forme
ANV avecV wvoisinage de a dans X .

Démonstration. 1. Soit : : A — X l'injection canonique, alors pour tout sous-ensemble
Ude X,onat '(U)=ANU,donc Ty = {+ (U); U e T} ={ANU ; U ouvert de X }.
2. Pour tout ouvert U de X, ona A\ (ANU)=AN(X\U). Donc les fermés de A sont
les ensembles de la forme AN F avec F' fermé dans X.

3. Soit a € A. Pour tout voisinage V' de a dans X, il existe un ouvert U de X tel que
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acUCV.DouonaANU C ANV.Or ANU est un ouvert de A contenant a, donc
ANV est un voisinage de a dans A. Réciproquement, si W est un voisinage de a dans
A, il existe un ouvert U de X tel que a € ANU C W. Soit V. =U UW, alors V est un
voisinage de a dans X et ona W =ANV. |

Remarque 1.4.2. Soient X un espace topologique et A un sous-espace topologique de
X.

1. Soit B une partie de A. Pour tout ouvert U de X, on a BNU = (BNA)NU =
BN (ANU). On en déduit que les topologies sur B induites par celle de X et par
celle de A coincident.

2. 11 faut bien prendre garde qu'un ouvert (resp. un fermé) de A n’est pas nécessai-
rement un ouvert (resp. un fermé) de X. Par exemple, si X = R et A = [0, 1], alors
U= [O, %[ est un ouvert de A, mais il n’est pas ouvert dans R, et si F' = [%, 1 [,
alors F' est un fermé de A, mais n’est pas fermé dans R. De méme, si X = R et
A ={0}U]1, 2], alors U =]1, 2] est & la fois ouvert et fermé dans A, mais U n’est
ni ouvert ni fermé dans R.

3. Si A est ouvert dans X, les parties ouvertes de A sont les ouverts de X inclus dans

A.

4. A est ouvert dans X si et seulement si l'injection canonique ¢ : A — X est une
application ouverte.

5. Si A est fermé dans X, les parties fermées de A sont les fermés de X inclus dans
A.

6. A est fermé dans X si et seulement si l'injection canonique 2 : A < X est une
application fermée.

Exemple 1.4.1. On munit R de la topologie usuelle.

1. L’application
f+ R — ]-11]

— m

x "

1+ ||

est un homéomorphisme dont 'application réciproque est définie par f=1(t) =
t

17|t|’ pour tout ¢ €] — 1, 1], voir également exercice 6.4.

2. Soient a,b,¢,d € R tels que a < b et ¢ < d. Pour tout ¢ € [a, b], soit :

f(t):bl ((d— ¢)t + be — ad).

—a

Alors f est un homéomorphisme de [a, b] sur [c, d] tel que f(a) = c et f(b) = d.
Donc la restriction de f & intervalle ]a, b[ est un homéomorphisme de |a, b[ sur
le, d].
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Remarque 1.4.3. Si X est un espace topologique séparable et si A est une partie de
X, alors A n’est pas forcément séparable pour la topologie induite par X, voir exercice
1.17. Mais si U est un ouvert de X, alors U est séparable pour la topologie induite par
X, voir exercice 1.26. Notons aussi que si X est un espace « métrique » séparable, alors
toute partie de X est séparable pour la topologie induite, voir proposition 2.4.1.

Proposition 1.4.3. Soient X, Y des espaces topologiques, A une partie de X, a € A et
f X — Y une application. On munit A de la topologie induite par celle de X et on
note f|, : A —Y la restriction de f a A.

1. Si f est continue en a, alors f|, est continue en a.
2. Si f est continue, alors f|, est continue.

3. Si A est un voisinage de a dans X et si f|, est continue en a, alors f est continue
en a.

4. Si U est un ouvert de X et si f|, : U — Y est continue, alors f est continue en
tout point de U.

Démonstration. 1. Soit 2 : A < X l'injection canonique, alors 2 est continue et on a
Jia = fou Doncsi f est continue en a € A, alors f|, est continue en a.
2.0n a f|, = fo1,doncsi f est continue, alors f|, est continue.

3. Soit W un voisinage de f(a) dans Y, alors f‘zl(W) est un voisinage de a dans A.
Donc il existe un voisinage V' de a dans X tel que f‘zl(W) =ANV.Orona ANV =
f|;1(W) =fYW)NAcC f~1(W)et ANV est un voisinage de a dans X, donc f~1(W)
est un voisinage de a dans X, donc f est continue en a.

4. Puisque tout ouvert de X est voisinage de chacun de ses points, ceci résulte immédiate-
ment de la propriété précédente. |

Remarque 1.4.4. La fonction f : R — R définie par :
_J 0 st 2eQ,
f(x)—{ 1 si zeR\Q,
montre que la restriction f|, de f a Q est continue en tout point de Q et que f n’est
continue en aucun point de R.
Proposition 1.4.4. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X — Y une application.

1. On suppose que X = 'UJUi est une réunion des ouverts. Si pour tout i € I, la
1€

restriction de f a U; est continue, alors f est continue.

2. On suppose que X = ‘UIFi est une réunion des fermés et que la famille (F;);er est
1€
localement finie. Si pour tout i € I, la restriction de f a F; est continue, alors f
est continue.
3. 51X = ‘L_leFi est une réunion finie des fermés et si pour tout i € I, la restriction

i=
de f a F; est continue, alors f est continue.
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Démonstration. 1. Ceci résulte de la proposition précédente, mais donnons quand

méme une preuve ici. Pour tout ¢ € I, soit f; la restriction de f a U;. Soit V' un ouvert

deY,ona f'(V)=f"Y(V)nU et f[7Y(V) = }UIf‘l(V) NU; = ,u}f;l(V). Comme
1€ 1€

fi est continue, alors fl-_l(V) est un ouvert de U; qui est a son tour un ouvert de X,
donc f;1(V) est un ouvert de X. Par conséquent, f~(V) est un ouvert de X, donc f
est continue.

2. Pour tout i € I, soit f; la restriction de f a F;. Soit F' un ouvert de Y, on a
fFHF) = f~Y(F)NFjet f~Y(F) = Y, fTUF)NF; = Y, f71(F). Comme f; est continue,

K2

alors f'(F) est un fermé de F; qui est & son tour un fermé de X, donc f; *(F) est un
fermé de X. Puisque la famille (F});c; est localement finie, alors la famille ( fi_l(F))l. el

est aussi localement finie. Il résulte alors de la proposition 1.2.3 que .UI [ (F) est fermé
1€

dans X, donc f est continue.
3. Ceci résulte immédiatement de 2 car la famille finie (F;)1<;<y est localement finie. W

Proposition 1.4.5. Soient X, Y des espaces topologiques et A, B des sous-ensembles
de X tels que X = AUB. Soient f: A— Y et g: B—Y deux applications continues
telles que pour tout x € AN B, on ait f(x) = g(x). On pose :

] flx) si zeA,
(=) {g(m) si x€DB.

Si A et B sont fermés ou si A et B sont ouverts, alors h est continue.

Démonstration. Supposons d’abord A et B fermés dans X. Soit F' un fermé de Y, on
ah™YF) = f~YF)Ug ! (F). Puisque f et g sont continues, alors f~1(F) est fermé dans
A qui est & son tour fermé dans X, donc f~1(F) est fermé dans X. De méme, g~ *(F)
est fermé dans X, donc h=!(F) est fermé dans X. Par conséquent, h est continue.

Supposons maintenant A et B ouverts dans X. Soit U un ouvert de Y, on a h=1(U) =
Y U)Ug=H(U). Puisque f et g sont continues, alors f~(U) est ouvert dans A qui est
A son tour ouvert dans X, donc f~1(U) est ouvert dans X. De méme, g~ 1(U) est ouvert
dans X, donc h=1(U) est ouvert dans X. Par conséquent, h est continue. [ |

On déduit de la proposition 1.4.1 le résultat suivant :
Proposition 1.4.6. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X — Y une application.

1. Soit A une partie de X. On noter: A — X Uinjection canonique. Alors la topologie
induite sur A par celle de X est l'unique topologie sur A ayant la propriété suivante :
pour tout espace topologique E, une application g : E — A est continue si et
seulement si1oqg: E — X est continue.

2. Soit B une partie de Y contenant f(X). On munit B de la topologie induite par
celle de' Y et notons g : X — B Uapplication qui ¢ x € X associe f(x) € B. En
fait, on a1og = f, ou1: B =Y est linjection canonique. Alors g est continue
en un point x de X si et seulement si f 'est.

Remarque 1.4.5. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X — Y une application.
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1. Si f est ouverte (resp. fermée), alors pour toute partie B de Y, la restriction fp :
f~Y(B) — B est une application ouverte (resp. fermée), ot pour tout = € f~(B),

ona fp(z) = f(x).

2. Si f est fermée et si A est une partie fermée de X, alors la restriction f, : A — Y
est fermée.

3. Si f est ouverte et si A est une partie ouverte de X, alors la restriction f|, : A — Y
est ouverte.

I11. Topologie produit

Soit ((Xi, ’7;))1 o7 une famille d’espaces topologiques, ot I est un ensemble quelconque

d’indices. On considere le produit cartésien X = [[ X; des X;, X peut étre vu comme
il

I’ensemble des applications f de I & valeurs dans 'UJXi telles que l'on ait f(i) € X; pour
1€

tout ¢ € I. Dans la pratique, on utilisera plutot la notation des familles : un élément de

X est donc une famille (x;);cr, o pour tout ¢ € I, x; € X;. Pour tout ¢ € I, notons

pi : X = [[ X; — X, la projection canonique de X sur le facteur X;, i.e. 'application

iel

qui & (z)jer associe z;. La topologie initiale associée & la famille des projections (p;)icr

est appelée la topologie produit sur X, et I’espace X muni de cette topologie est appelé

I’espace topologique produit des espaces topologiques X;. Pour tout ouvert U; de X,

onap; "(U;) = [[U;, owU; = U; sij=iet U =X;sij#i. Donc une intersection

jel
finie d’ouverts de la forme pi_l(Ui), ou U; est ouvert dans X;, est un ouvert de X de la

forme [[U;, ot U; est ouvert dans X; pour tout ¢ € I et ot U; = X; sauf au plus pour
icl

un nombre fini d’indices. On donnera a cet ouvert le nom d’ouvert élémentaire. Par

conséquent, les ouverts élémentaires forment une base d’ouverts de la topologie produit

sur X. Il résulte du lemme 1.4.1 que si pour tout i € I, B; est une base d’ouverts de

X, les ouverts élémentaires [[U; tels que U; € B; pour tout i tel que U; # X; forment

icl
encore une base d’ouverts de la topologie produit.
Si on a une famille finie d’espaces topologiques (X1, T1), ..., (Xp, Tp), un ouvert élémen-
taire dans l'espace topologique produit X = X; x Xy x --- x X, est simplement un

produit U; x Us X -+ x U, ou U; est un ouvert de X; pour tout ¢ € {1,...,p}.

Si pour tout ¢ € I, X; = Y un espace topologique, dans ce cas, le produit cartésien

X = J] X; n’est autre que 'ensemble des applications de I dans Y que ’on note Y. Dans
iel

ce cas, la topologie produit sur Y est aussi appelée la topologie de la convergence

simple. Si de plus, I est fini et a n éléments, on utilisera la notation Y.

La topologie usuelle de R" est la topologie produit des topologies usuelles sur les n

espaces facteurs R. Ainsi, la topologie usuelle de R™ a pour base d’ouverts I'ensemble des

produits de n intervalles ouverts dans R, ensembles que 1’on appelle aussi pavés ouverts

a n dimension.

La topologie usuelle de C est la topologie initiale associée I'application = + iy —

(x,y) de C dans R? muni de la topologie usuelle. Dans ce cas, cette application est un

homéomorphisme.
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Remarque 1.4.6. Soit (X;);c; une famille d’espaces topologiques, oli I est un ensemble
infini.
1. Si pour tout ¢ € I, U; est un ouvert de X; tel que U; # X; et U; # 0, alors [[U;
iel
n’est jamais ouvert dans I’espace topologique produit X = ] X;.
iel
2. Si pour tout i € I, X; est un espace discret et card(X;) > 2, alors lespace
topologique produit X = [[X; n’est jamais discret. Ainsi, la topologie produit
iel
est souvent utilisée pour fabriquer des espaces topologiques non triviaux a partir
d’espaces topologiques triviaux.

Remarque 1.4.7. Soient X un ensemble, ((Vi, 73)), . ; une famille d’espaces topologiques

et pour chaque i € I, soit f; : X — Y; une application. On munit [[Y; de la topologie
iel

produit et on considere I'application suivante :

f: X — 11Y:
i€l
[ — (fi(x))iel

Alors la topologie initiale sur X associée & la famille (f;);er est égale a la topologie initiale
sur X associée a l'application f.

Proposition 1.4.7. Soit (X;);er une famille d’espaces topologiques. On munit X =
[1X: de la topologie produit. Alors on a :
i€l

1. Pour tout i € I, la projection canonique p; : X — X; est une application ouverte.

2. Pour tout i € I, la projection canonique p; : X — X; est continue.

3. Soient E un espace topologique et f : E — X une application. Alors f est continue
en un point a € E si et seulement si chacune des ses composantes f; = p;o f :
E — X, est continue en a.

4. La topologie produit sur X est l'unique topologie sur X ayant la propriété suivante,
appelée propriété universelle de la topologie produit : pour tout espace topolo-
gique E, une application g : E — X est continue si et seulement si chacune des
ses composantes g; = p; o g : E — X, est continue.

Démonstration. 1. Pour montrer que p; est une application ouverte, il suffit de montrer
que I'image par p; de tout ouvert élémentaire dans X est un ouvert de X;. Soit U = [[ U;
JeI
ou Uj est ouvert dans X; pour tout j € I et ot U; = X; sauf au plus pour un nombre
fini d’indices. Alors p;(U) = U; est un ouvert de X;, donc p; est une application ouverte.
Les propriétés 2, 3 et 4 sont des cas particuliers de la proposition 1.4.1. |

Remarque 1.4.8. Les projections canoniques ne sont pas en général des applications
fermées. En effet, il suffit de considérer 'ensemble F' = {(z,y) € R? ; xy = 1}, alors F
est un fermé de R?, mais par exemple, la premiere projection canonique de F sur R est
R* qui est ouvert non fermé dans R.
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Remarque 1.4.9. Soit (X,),>0 une suite d’espaces topologiques séparables. Alors
lespace topologique produit [] X, est séparable.

n>0
Soient X1, ..., X, une famille finie d’espaces topologiques et a = (a1, ..., a,) un point
de Despace topologique produit X7 X --- x X,,. Pour tout j € {1,...,n}, Papplication
suivante est continue.

Xj — X1 x---xX,
Tj (al,...,aj_l,a:j,aj_,_l,...,an)

Soit f une application de X; x --- x X,, dans l'espace topologique Y. Pour tout j €
{1,...,n}, on dispose d’une application

Xj — Y
Ty f(al,...,aj_l,xj,aj_,_l,...,an)

appelée la j—ieme application partielle de f au point a. On sait, proposition 1.3.1,
que la composée de deux applications continues est continue, on en déduit la proposition
suivante :

Proposition 1.4.8. Si f : X7 x---x X,, — Y est une application continue en a, alors
pour tout j € {1,...,n}, la j—iéme application partielle de f au point a est continue en
a; € Xj.

Remarque 1.4.10. La réciproque de la proposition précédente est inexacte. Considé-

rons lapplication f : R x R — R telle que f(0,0) = 0 et f(z,y) = 23:_ 5

T Y

(x,y) # (0,0). Les applications partielles associées & f sont continues sur R, mais f n’est
1

pas continue en (0,0) car pour tout z # 0, on a f(r,x) = 5.

pour

On peut généraliser la proposition précédente a une famille quelconque d’espaces topolo-
giques. En effet, soient (X;);c; une famille d’espaces topologiques et a = (a;);es un point
de Despace topologique produit X = [[X;. Pour tout j € I et pour tout z; € X;, on
il

définit W, ;(z;) = (zi)ier, ot x; = xj sl i = j et x; = a; si i # j. Alors W, ; est une
application continue de X; dans X. Soit f une application de X dans I’espace topologique
Y. Pour tout j € I, ¢q,; = foW,; est une application de X; dans Y, appelée la j—ieme
application partielle de f au point a. Si f est continue en a, alors pour tout j € I,
©q,j est continue en a; € X;.

IV. Topologie finale

Soient X un ensemble, ((Xi, 7;))Z ¢ une famille d’espaces topologiques et pour chaque
1 € I, soit f; : X; — X une application. La topologie grossiere sur X rend continues
toutes les applications f;, mais on cherche ici a construire la topologie la plus fine sur
X rendant continues toutes les applications f;. Soit 7 l’ensemble des parties U de X
telles que, pour tout ¢ € I, fi_l(U) soit ouvert dans X;. Alors 7 est une topologie sur X,
appelée la topologie finale associée a la famille (f;);c;. Notons que si Y est un espace
topologique et si f : Y — X est une application, alors la topologie finale associée a f
est tout simplement 7 = {U C X ; f~!(U) ouvert de Y }. Dans ce cas, la topologie finale
sur X associée a f est appelée 'image directe par f de la topologie de Y.
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Proposition 1.4.9. Soient X un ensemble, ((Xi, 7}))1.61 une famille d’espaces topolo-
giques et pour chaque i € I, soit f; : X; — X une application.

1. La topologie finale T sur X associée a la famille (f;)ier est la plus fine rendant
continues toutes les applications f;.

2. La topologie finale sur X est l'unique topologie sur X ayant la propriété suivante,
appelée propriété universelle de la topologie finale : pour tout espace topologique
E, une application g : X — E est continue si et seulement si pour tout i € I,
go fi : X; — E est continue.

fi g
go fi

Démonstration. 1. Par définition de la topologie finale 7 sur X, pour tout i € I et
pour tout U € T, on a fi_l(U) € T;, donc f; est continue. Soit 7’ une topologie sur X
rendant continues toutes les applications f;. Soit U € T, alors pour tout ¢ € I, on a
fi_l(U) € 7;, doncon a U € T. Par conséquent, on a 7' C T, i.e. T est plus fine que 7.
2. On munit d’abord X de la topologie finale 7, et soient E' un espace topologique et
g : X — F une application. La composée de deux applications continues est continue,
voir proposition 1.3.1, donc si g est continue, alors pour tout ¢ € I, g o f; est continue.
Réciproquement, supposons que pour tout i € I, g o f; est continue. Alors pour tout
ouvert V de E et pour tout i € I, ;' (g71(V)) = (go fi)"1(V) est un ouvert de X,
donc on a g=1(V) € T. Par conséquent, g est continue.

Soit 7’ une topologie sur X vérifiant la propriété universelle. L’application identique
id : (X, T') — (X, T") est continue, donc pour tout ¢ € I, I'application f; : (X;, T;) —
(X, T') est continue. Donc 7' rend continues toutes les applications f;. Par conséquent,
on a 7' C T. Puisque T rend continues toutes les applications f;, alors 'application
identique id : (X, T') — (X, T) est continue, doncona7 C 7'.Dotona7 =7'. A

V. Topologie quotient

Soient (X, 7) un espace topologique, R une relation d’équivalence sur X et ¢ : X —
X/R Papplication quotient. La topologie quotient sur X/R est la topologie finale
associée a l’application quotient g. Autrement dit, une partie U de X /R est ouverte pour
la topologie quotient si et seulement si ¢~ (U) est un ouvert de X. Muni de la topologie
quotient, X/R est dit 'espace topologique quotient de X par la relation R. Notons
aussi qu'une partie F' de X/R est fermée pour la topologie quotient si et seulement si
q 1 (F) est un fermé de X. On déduit de la proposition précédente le résultat suivant :

Proposition 1.4.10. Soient (X, T) un espace topologique, R une relation d’équivalence
sur X et q: X — X/R Uapplication quotient.

1. La topologie quotient sur X/R est la plus fine rendant continue Uapplication q.

2. La topologie quotient sur X/R est l'unique topologie sur X/R ayant la propriété
suivante, appelée propriété universelle de la topologie quotient : pour tout espace
topologique E, une application g : X/R — E est continue si et seulement si
goq: X — E est continue.
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q g
I
goq

Remarque 1.4.11. Soient X un espace topologique séparable et R une relation d’équi-
valence sur X, alors l'espace topologique quotient X /R est séparable.

Définition 1.4.3. Soient X un espace topologique, R une relation d’équivalence sur X
et ¢ : X — X/R Dapplication quotient.

1. Soit A un sous-ensemble de X, le saturé de A pour R est I'ensemble ¢~1(g(A)) =
{y € X ; il existe x € A avec J:Ry} Autrement dit, le saturé de A est la réunion
des classes d’équivalence des éléments de A.

2. On dit que A est saturé pour R si A = ¢ !(q(A)). Autrement dit, A est saturé si,
pour tout x € A, la classe d’équivalence de x est contenue dans A.

3. On dit que la relation R est ouverte (resp. fermée) si le saturé de tout ouvert
(resp. fermé) de X est un ouvert (resp. fermé) de X.

Remarque 1.4.12. Soient X un espace topologique, R une relation d’équivalence sur
X et ¢: X — X /R l'application quotient. On munit X/R de la topologie quotient.

1. Une partie A de X est saturée pour R si et seulement si il existe une partie B de
X/R telle que A = q~1(B).

2. Une partie A de X est saturée pour R si et seulement son complémentaire X \ A
est saturé pour R.

3. Larelation d’équivalence R est ouverte (resp. fermée) si et seulement si ’application
quotient g est ouverte (resp. fermée).

4. L’image d’un ouvert de X saturé pour R est un ouvert de X/R.

5. L’'image d’un fermé de X saturé pour R est un fermé de X/R.

Exemple 1.4.2. Soient X un espace topologique, F' une partie fermée de X et R la
relation d’équivalence dans X obtenue en identifiant entre eux tous les éléments de F';
autrement dit, la relation d’équivalence dont les classes sont F' et les ensembles {x} pour
x € X\ F. Soient ¢ : X — X/R V'application quotient et G un fermé de X. Alors on a
¢ 1(¢(@)) = FUG qui est fermé dans X. Donc R est une relation d’équivalence fermée
dans X.

Remarque 1.4.13 (propriété universelle de I’application quotient). Soient f une
application d’un ensemble X dans un ensemble Y et R une relation d’équivalence sur X.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est constante sur les classes d’équivalence de R.

(i) 11 existe une (unique) application f de X/R dans Y tel que le diagramme suivant
soit commutatif.




1.4. Quelques constructions topologiques 27

Dans le cas out X et Y sont des espaces topologiques et X/R est muni de la topologie
quotient, 'application f est continue si et seulement si fest continue. Autrement dit, les
applications continues de X /R dans un espace topologique Y s’identifient aux applications
continues de X dans Y constantes sur les classes d’équivalence de R.

Exemple 1.4.3. Soient f une fonction de R dans R continue et T-périodique et G = TZ
son groupe de périodes. Considérons sur R, muni de la topologie euclidienne, la relation
d’équivalence R définie par x Ry <= 2z —y € G. Notons R/G Despace topologique
quotient, alors il existe une unique application continue f de R/G dans R telle que
f = fo q. Donc étudier les fonctions continues T-périodiques de R dans R revient a
étudier les fonctions continues de R/G dans R, d’ou I'intérét de la notion de la topologie
quotient.

Remarque 1.4.14. Soient X, Y deux ensembles et f : X — Y une application. On
note Ry la relation d’équivalence sur X donnée par  Ry2’ <= f(x) = f(2'). Alors
il existe une unique application f de X/R; dans Y tel que le diagramme suivant soit

commutatif. ¢

N

X/Ry

X

Y

De plus f~est injective. Si f est surjective alors fest bijective. Dans le cas ou X et Y
sont des espaces topologiques et X/R s est muni de la topologie quotient, 'application f

est continue si et seulement si f est continue. Notons aussi que si f est bijective, alors X
est homéomorphe & X/R; et on peut identifier f & f.

Proposition 1.4.11. Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X — Y wune
application continue surjective. On munit X/Ry de la topologie quotient. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes.

(i) L’application ]7: X/Ry —Y est un homéomorphisme.
(11) L’image par f de tout ouvert de X saturé pour Ry est un ouvert de'Y .
(111) L’image par f de tout fermé de X saturé pour Ry est un fermé de Y.

(iv) Pour toute partie U de Y, U est ouvert dans Y si et seulement si f~1(U) est un
ouvert de X.

(v) Pour toute partie F de Y, F est fermé dans Y si et seulement si f=*(F) est un
fermé de X.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 1 du supplément.

Corollaire 1.4.1. Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application
continue surjective. Si f est une application ouverte ou fermée, alors f : X/Ry — Y
est un homéomorphisme.

Corollaire 1.4.2. Soient X un espace topologique, R une relation d’équivalence sur X
et T une topologie sur X/R telle que Uapplication quotient q : X — (X/R, T) soit
continue et ouverte ou fermée, alors T est égale a la topologie quotient.
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Espace quotient d’un sous-espace

Soient X un espace topologique, A un sous-espace de X, R une relation d’équivalence
sur X et ¢ : X — X/R Tapplication quotient. Soit

fr A — q4)
a — q(a)

la restriction de ¢ a A. Alors f est continue et surjective. La relation d’équivalence R sur
A n’est autre que la relation R 4 induite par R sur A. L’application f: A/Ra — q(A)
est bijective et continue. De plus, on a le résultat suivant :

Proposition 1.4.12. Avec les mémes notations que ci-dessus, les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) L’application f: A/Ra — q(A) est un homéomorphisme.

(i) Pour tout ouvert U dans A et saturé pour Ra, il existe un ouvert V dans X et
saturé pour R tel que U = ANV.

(iii) Pour tout fermé F dans A et saturé pour Ra, il existe un fermé F' dans X et
saturé pour R tel que F = AN F’.

Démonstration. Montrons 'implication (i) = (ii). Soit U un ouvert de A et saturé
pour R4. Comme ]7 est un homéomorphisme, il résulte de la proposition précédente
que q(U) = f(U) est un ouvert de g(A), donc il existe un ouvert W dans X/R tel
que q(U) = q(A) N W. Alors ¢~ }(W) est un ouvert de X et saturé pour R tel que
U=Ang t(W).

Preuve de (ii) = (i). Soit U un ouvert de A et saturé pour R 4. Par hypothese, il existe
un ouvert V dans X et saturé pour R tel que U = AN V. Alors ¢(V) est un ouvert de
X/R, voir remarque 1.4.12, et on a g(A)Ng(V) = ¢(ANV) = q(U). D’ou f(U) = q(U) est
ouvert dans g(A). Il résulte de la proposition précédente que ]?est un homéomorphisme.
L’équivalence (ii) <= (iii) s’obtient par passage au complémentaire. |

Corollaire 1.4.3. Avec les mémes notations que ci-dessus, on a :

1. Si A est saturé pour R et owvert (resp. fermé) dans X, alors f: AJ/Ra —> q(A)
est un homéomorphisme.

2. Si A est saturé pour R et si q est une application ouverte (resp. fermée), alors
[ A/Ra — q(A) est un homéomorphisme.

Démonstration. 1. Si A est saturé pour R et ouvert (resp. fermé) dans X, et si U est
un ouvert (resp. fermé) de A et saturé pour R 4, alors U est un ouvert (resp. fermé) dans
X et saturé pour R.

2. Supposons A saturé pour R. Si U est un ouvert (resp. fermé) de A et saturé pour
Ra, alors U est saturé pour R et il existe un ouvert V (resp. fermé F') dans X tel
que U = ANV (resp. U = ANF). Puisque U et A sont saturés pour R, alors on a
U=ANV =Anqg(q(V)) (resp. U=ANV = Anqg 1 (q(F))). Comme q est ouverte
(resp. fermée), alors ¢~ (q(V)) (resp. ¢~ (q(F))) est ouvert (resp. fermé) de X et saturé
pour R. |
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1.5 Espaces topologiques séparés

La définition d’un espace topologique est trés générale ; pour avoir des théorémes intéres-
sants, on est obligé d’imposer des axiomes supplémentaires.

Définition 1.5.1. Soit X un espace topologique.

1. On dit que X est un Tp-espace si pour tous points distincts x et y dans X, il existe
un voisinage de I'un qui ne contient pas ’autre point.

2. On dit que X est un Ti-espace si pour tous points distincts x et y dans X, il existe
des voisinages V de x, W de y dans X telsque y € V et x & W.

3. On dit que X est un Th-espace ou X est séparé ou encore X est de Hausdorff
s’il vérifie la propriété suivante, appelée axiome de Hausdorff.
Pour tous points distincts x et y dans X, il existe un voisinage V,, de x dans X et
un voisinage V,, de y dans X tels que V, NV, = (.

On a évidemment les implications : Ths-espace = Ti-espace = Tp-espace. Mais les
implications réciproques sont en général fausses.

Exemple 1.5.1. 1. Tout ensemble de cardinal > 2, muni de la topologie grossiere
n’est pas un Ty-espace.

2. Tout ensemble infini muni de la topologie cofinie est un T3-espace non séparé.

3. Tout ensemble totalement ordonné X muni de la topologie de ’ordre est un espace
séparé. En effet, soient x et y deux éléments distincts dans X. On peut supposer
x < y. Alors les demi-droites ouvertes {z € X ; z <y} et {z € X ; z > x} sont
disjoints et contiennent respectivement x et y.

4. L’espace R muni de la topologie usuelle est séparé. Ceci résulte de ce qui précede,
mais donnons une autre preuve. Soient = et y deux éléments distincts dans R. On
peut supposer x < y. Alors les intervalles ouverts ]1: -1, % [ et ]%, Y+ 1[ sont

disjoints et contiennent respectivement x et y.

Proposition 1.5.1. Un espace topologique X est un Ti-espace si et seulement si tout
point de X est fermé.

Démonstration. Supposons d’abord que tout point de X est fermé. Soient x et y deux
éléments distincts de X. Soient V = X \ {y} et W = X \ {z}, alors V et W sont des
ouverts de X contenant respectivement x et y et onay € V et x ¢ W. Réciproquement,
supposons que X est un Tj-espace et montrons que tout point de X est fermé. Soit
x € X, pour montrer que {x} est fermé, il faut et il suffit de montrer que X \ {z} est un
ouvert de X. Soit y € X \ {z}, alors il existe un voisinage V' de y dans X tel que x € V,
i.e. V.C X\ {z}. Donc X \ {z} est un voisinage de y dans X. Par conséquent, X \ {z}
est un voisinage de chacun de ses points, donc X \ {x} est un ouvert par la proposition
1.1.2. |

Corollaire 1.5.1. Soit X un espace topologique séparé, alors tout point de X est fermé.

Proposition 1.5.2. Soit X un espace topologique séparé.
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1. Si'Y est un espace topologique et s’il existe une application continue injective de Y
dans X, alors Y est séparé.

2. Tout espace topologique homéomorphe a X est séparé.
3. Tout sous-espace topologique de X est séparé.

Démonstration. 1. Soient a, b des points distincts de Y et f : Y — X une application
injective continue. Puisque f est injective, on a f(a) # f(b). Comme X est séparé,
il existe un voisinage V' de f(a) dans X et un voisinage W de f(b) dans X tels que
VNW = 0. Alors f~1(V) et f~1(W) sont des voisinages disjoints de a et b dans Y. Donc
Y est séparé.

Les propriétés 2 et 3 résultent de 1. |

Définition 1.5.2. Soient X un ensemble et (Y;);er une famille d’ensembles. On suppose
que pour tout ¢ € I, il existe une application f; : X — Y;. On dit que la famille (f;)ier
est séparante si pour tous z, y € X tels que x # y, il existe i € I tel que f;(z) # fi(y).

Lemme 1.5.1. Soient X un ensemble et ((YZ, 7}))1.61 une famille d’espaces topologiques
séparés. On suppose que pour tout i € I, il existe une application f; : X — Y;. Si la
famille (f;)ier est séparante, alors X muni de la topologie initiale associée a la famille
(fi)ier est séparé.

Démonstration. Soient z, y € X tels que x # y. Comme la famille (f;);cs est séparante,
il existe i € I tel que fi(x) # fi(y). Or espace topologique (Y;, 7;) est séparé, donc il
existe deux ouverts disjoints U et V dans (Y;, T;) tels que f;(x) € U et fi(y) € V. Alors
fi_l(U ) et fi_l(V) sont des ouverts disjoints dans X contenant respectivement x et y.

Donc X est séparé. |

Proposition 1.5.3. Soient (X;)ier une famille d’espaces topologiques et X = [[X;

icl
l’espace topologique produit. Alors X est séparé si et seulement si pour tout i € I, X; est
séparé.

Démonstration. Supposons d’abord que pour tout ¢ € I, X; est séparé. Pour tout
i € I, soit p; : X — X; la projection canonique. Puisque la famille (p;);ecs est séparante,
il résulte du lemme précédent que X est séparé.

Réciproquement, supposons que X est séparé. Soit a = (a;);cr un point de X. Pour tout
j €1 et pour tout z; € X;, on définit W, ;(x;) = (z;)icr, ou x; =x;sii =j et x; = a;
sii# j. Alors W, ; est une application continue injective de X; dans X. Il résulte de la
proposition 1.5.2 que pour tout j € I, X; est séparé. |

Proposition 1.5.4. Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) X est séparé.

(i1) La diagonale A = {(m,m) S X} est fermée dans l’espace topologique produit
X xX.

(iii) L’intersection des voisinages fermés d’un point quelconque de X est 'ensemble
réduit a ce point.



1.5. Espaces topologiques séparés 31

Démonstration. Montrons l'implication (i) = (ii). Pour montrer que A est un fermé
de X x X, on montre que son complémentaire est ouvert. Soit (z,y) € (X x X)\ A, alors
x # y. Puisque X est séparé, il existe un voisinage V' de z dans X et un voisinage W de
y dans X tels que VNW =0, ot V x W est un voisinage de (z,y) dans X x X et on
aV xW C (X x X)\ A. Par conséquent, (X x X)\ A est ouvert dans X x X.

Preuve de (ii) = (i). Soit x,y € X tels que = # y. Alors (x,y) € (X x X)\ A qui est
ouvert, donc il existe un voisinage V' de = dans X et un voisinage W de y dans X tels
que (z,y) eV W C (X x X)\ A, dot VNW = 0. Donc X est séparé.

Preuve de (i) = (iii). Soit F Pensemble des voisinages fermés d’un point 2 € X. Alors
F#Petonax € VQ}_V. Soit y € X tel que y # x. Comme X est séparé, alors il existe un

voisinage U de z dans X et un voisinage ouvert W de y dans X tels que UNW = 0, d’ou
U est un voisinage fermé de x dans X tel que U N W = (). Donc on a (Vﬂ}_ V) NW =,
€

d’ou N _V. Par conséquent, ona N V = {x}.
v e Ver d VeF {z}

Preuve de (iii) = (i). Soit x,y € X tels que x # y. Par hypothese, il existe un voisinage
fermé V de x dans X tel que y & V. Alors X \ V est un ouvert de X contenant y et on
aVnN(X\V)=0.Donc X est séparé. [ ]

Proposition 1.5.5. Soient f et g deuzr applications continues d’un espace topologique
X dans un espace topologique séparé Y. Alors on a :

1. Lensemble F = {z € X ; f(z) = g(z)} est fermé dans X.
2. Si f = g sur une partie dense dans X, alors f = g.

Démonstration. 1. On pose h(z) = (f(x),g(x)), alors h est une application continue
de X dans Y x Y etona F =h"1(A), ot A ={(y,y); y € Y}. Comme Y est séparé,
d’apres la proposition précédente, A est fermé dans Y x Y. Par conséquent, F' est fermé
dans X.

2. Soit A une partie dense dans X telle que pour tout « € A, on ait f(x) = g(x). On en
déduit que A C F. Par conséquent, on a X = A C F C X, d’ott X = F. Autrement dit,
ona f=g. [ |

La difficulté principale des espaces topologiques quotients est qu’ils ne sont pas en général
séparés.

Exemple 1.5.2. Considérons sur R, muni de la topologie euclidienne, la relation d’équi-
valence R définie par t Ry <= = —y € Q. On note R/Q l'espace topologique quotient.
Soit F' un fermé non vide de R/Q muni de la topologie quotient, alors ¢~1(F) est un
fermé de R et il existe z € R tel que Q +z C ¢ 1(F). Or Q + z est dense dans R, voir
Appendice C, donc ¢~ *(F) = R, d’'on F = R/Q. Par conséquent, la topologie quotient
sur R/Q est la topologie grossiere. Comme R/Q est un ensemble infini, on en déduit que
R/Q n’est pas séparé.

Remarque 1.5.1. Si X et Y sont des espaces topologiques avec Y séparéetsi f: X —
Y est une application continue, alors espace topologique quotient X /R f est séparé. Ceci
résulte de la remarque 1.4.14 et de la proposition 1.5.2.

La proposition suivante donne un critere de séparation des espaces topologiques quotients.
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Proposition 1.5.6. Soient R une relation d’équivalence sur un espace topologique X et
G(R) ={(z,y) € X x X ; Ry} son graphe et q : X — X/R Vapplication quotient.

1. Si lespace topologique quotient X/R est séparé, alors G(R) est fermé dans Uespace
topologique produit X x X.

2. Si R est ouverte et si G(R) est fermé dans 'espace topologique produit X x X,
alors Uespace topologique quotient X /R est séparé.

Démonstration. 1. Supposons X/R séparé, et soit (z,y) € G(R), i.e. q(x) # q(y).
Soient U et V' deux voisinages ouverts disjoints de ¢(z) et ¢(y) respectivement. Alors
¢ Y(U) et ¢~ 1 (V) sont deux ouverts disjoints dans X contenant respectivement z et y et
ona (¢7*U) x ¢ H(V)) NG(R) =0 car UNV = (. Donc le complémentaire de G(R)
dans X x X est ouvert, d’ott G(R) est fermé dans X x X.

2. Soient ¢q(x),q(y) € X/R tels que q(z) # q(y), i.e. (z,y) € G(R), alors il existe des
voisinages ouverts U, et U, respectivement de z et y dans X tels que (U, xU,)NG(R) =
car le complémentaire de G(R) dans X x X est ouvert. Puisque R est ouverte, alors ¢(U,;)
et q(U,) sont des voisinages ouverts respectivement de g(x) et q(y), et on a ¢(U,)Nq(U,,) =
0 car (U, x Uy) N G(R) = 0. Par conséquent, X/R est séparé. [ ]

1.6 Limites et valeur d’adhérence

Définition 1.6.1. Soient X et Y des espaces topologiques, A une partie de X, a € A et
f: A — Y une application.

1. On dit qu'un point £ de Y est valeur d’adhérence de f en a si, pour tout voisinage
V de £ dans Y et tout voisinage U de a dans X, il existe z € ANU tel que f(z) € V.

2. On dit qu’un point ¢ de Y est limite de f en a, ou que f(x) tend vers ¢ lorsque
x tend vers a si, pour tout voisinage V' de ¢ dans Y, il existe un voisinage W de
a dans X tel que f(WNA)CV.

3. Soit B une partie de A tel que a € B et soit fz la restriction de f & B. On dit qu'un
point £ de Y est limite de f en a suivant B, ou que f(z) tend vers ¢ lorsque
x tend vers a en restant dans B si £ est une limite de fp en a. Autrement dit,
pour tout voisinage V de £ dans Y, il existe un voisinage W de a dans X tel que
fwnB)CV.

Dans la définition précédente, on aurait pu se contenter de prendre V' appartenant a une
base de voisinages de £ dans Y. Notons que si a € A, alors f(a) est une valeur d’adhérence
de f en a. Notons aussi que si on ne supposait pas a € A, il existerait un voisinage U de a
dans X tel que ANU = ). Par conséquent, pour tout point £ de Y et pour tout voisinage
V de ¢ dans Y, il existerait un voisinage W = U de a dans X tel que f(ANW) C V,

donc la définition ci-dessus serait sans intérét. D’ou la nécessité de supposer a € A.

Proposition 1.6.1. Soient X et Y des espaces topologiques, A une partie de X, a € A
et f: A—Y une application. Pour que f(a) soit limite de f en a il faut et il suffit que
f soit continue en a.

La preuve de cette proposition résulte immédiatement de la définition de la continuité et
de la définition d’une limite.
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Corollaire 1.6.1. Soient X et Y des espaces topologiques, A une partie de X, a € A\ A,
LeY et f: A—Y une application. On munit AU{a} de la topologie induite par celle
de X et on considére Uapplication g : AU {a} — Y telle que g(a) = € et dont la
restriction a A est f. Alors € est une limite de f en a si et seulement si l’application g
est continue en a.

Proposition 1.6.2. Soient X etY des espaces topologiques, A une partie de X, a € A,
teY et f:A—Y une application.

1. Si £ est une limite de f en a, alors £ est une valeur d’adhérence de f en a.

2. L’ensemble des valeurs d’adhérence de f en a est fFUNA), ouV(a) désigne

A
UeV(a)
l’ensemble des voisinages de a dans X. C’est donc une partie fermée de Y.

3. Si L est une limite ou une valeur d’adhérence de f en a, alors £ € f(A).

Démonstration. 1. Soit V' un voisinage de ¢ dans Y, alors il existe un voisinage W de a
dans X tel que f(WNA) C V. Pour tout voisinage U de a dans X, UNW est un voisinage
de a dans X, donc UNW N A # (. Par conséquent, il existe z c UNWNACUN A tel
que f(z) € V. Donc £ est une valeur d’adhérence de f en a.

2. Soient ¢ € Ue@( )f(U N A) et V un voisinage de ¢ dans Y. Alors pour tout U € V(a),

onale f(UNA),dou VNf(UNA)# (). Donc il existe x € UN A tel que f(x) € V. Par
conséquent, ¢ est une valeur d’adhérence de f en a. Réciproquement, soit ¢ une valeur
d’adhérence de f en a. Alors pour tout voisinage V de ¢ dans Y et tout voisinage U de
a dans X, il existe x € U N A tel que f(z) € V, dou V N f(U N A) # 0. Donc pour tout

UeV(a),onale f(UNA),doule N fUNA).
UeV(a)

3. Ceci résulte de ce qui précede. |

Remarque 1.6.1. 1. Une application peut ne pas avoir une limite; si X =Y = R
muni de la topologie usuelle et si A = [0, 1], a =1 et f: A — R une application
telle que f(1) =1 et f(x) = 0 pour tout = € [0, 1[. Alors f n’a pas de limite en a.

2. Une application peut avoir plusieurs limites. Ainsi, si ¥ est muni de la topologie
grossiere, tout point ¢ de Y est limite de f en a, puisque le seul voisinage de ¢ est

Y.

3. La notion de point limite n’est intéressante que dans le cas ol on est assuré de
I'unicité de cette limite. D’ot1 'importance de la proposition suivante.

Proposition 1.6.3. Soient X un espace topologique, Y un espace topologique séparé, A
une partie de X, a € A et f: A —Y une application. Alors on a :

1. Si £ est une limite de f en a, alors £ est la seule valeur d’adhérence de f en a.
2. L’application [ admet au plus une limite en a.

3. Siaec A etsif admet en a la limite €, alors £ = f(a).
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Démonstration. 1. On a vu, proposition précédente, que £ est une valeur d’adhérence
de f en a. Soit £’ une valeur d’adhérence de f en a. Si ¢/ # £, alors il existe un voisinage
V1 de £/ dans Y et un voisinage V5 de £ dans Y tels que V1 NV, = (). 1l existe un voisinage
W de a dans X tel que f(WNA) C Va. Alors pour tout x € WN A, f(x) € V1 ce qui est
impossible car ¢’ est une valeur d’adhérence de f en a. Donc on a £/ = £. Autrement dit,
{ est la seule valeur d’adhérence de f en a.

2. Ceci résulte de 1.

3. Puisque a € A et £ est la limite de f en a, alors pour tout voisinage V de £ dans Y,
ona f(a) €V, dou f(a) = car Y est séparé. |

Remarque 1.6.2. Soit X =Y = R muni de la topologie usuelle, alors Y est séparé.
1. SiA=10,1[,a=1et f: A— R une application telle que :

0 si z€ANQ,
f(x){x si xd A\Q.

Alors 0 est I'unique valeur d’adhérence de f en 1, mais f n’admet pas de limite en
1.

2. Si A =]0,1[U]1,2[, a = 1 et f: A — R une application telle que f(z) = 0
pour tout z €]0, 1[ et f(z) = 1 pour tout = €]1, 2[. Alors {0, 1} est 'ensemble des
valeurs d’adhérence de f en 1.

Notations. Soient X un espace topologique, Y un espace topologique séparé, A une
partie de X, a € Aet f: A — Y une application.
1. Si f admet la limite ¢ en a, on écrit £ = lim f(x).
r—a

2. Si B est une partie de A tel que a € B et si f admet la limite ¢ en a suivant B, on

éerit £ = lim f(x). Si I'ensemble B est donné par une «formule », il arrive qu’au
zEB
lieu d’écrire x € B, on écrive cette formule. Par exemple, si a € A et B= A\ {a},

ot a est un point d’accumulation de A, au lieu d’écrire ¢ = lim f(z), on écrit

z€EB
¢ = lim f(z).
r#a
3. Soient A une partiede R, a € R, B = AN]—o0, a[, C = ANJa, +oofet f: A — Y
une application. Sia € B, on dit que f admet une limite a gauche en a si f admet
une limite en a suivant B celle-ci se note lim f (). De méme, si a € C, on dit que
rx<a
f admet une limite a droite en a si f admet une limite en a suivant C'; celle-ci
se note lim f(z).
rz>a

Remarque 1.6.3. Soient X un espace topologique, A une partie de X et a € A, ou a
est un point d’accumulation de A. Soient Y un espace topologique séparéet f: A — Y
une application. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) ilg}l f(z) existe.

(i) lim f(z) = f(a).

x#a
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(iii) f est continue en a.

Dans ce cas, on a liLn f(z) = lim f(x) = f(a).
r—a Z;;

Remarque 1.6.4. Soient X et Y des espaces topologiques, A une partie de X, a € A
et f: A — Y une application. Soient B une partie de A tel que a € B et £ un point
de Y. Si ¢ est une limite de f en a, alors £ est une limite de f en a suivant B, mais la
réciproque n’est pas toujours vraie. On a cependant le résultat suivant :

Proposition 1.6.4. Soient X et Y des espaces topologiques, A, B deux parties de X,
ac ANB et f: AUB — Y une application. Soit £ € Y, alors { est une limite de f
en a si et seulement si £ est une limite de f en a suivant A et £ est une limite de f en
a suivant B

Démonstration. Notons que a € AN B entraine a € AU B. Puisque A C AU B et
B C AU B, il est clair que si £ est une limite de f en a, alors £ est une limite de f en a
suivant A et £ est une limite de f en a suivant B. Réciproquement, soit V' un voisinage de
¢dansY et Wy, Wy des voisinages de a dans X tels que f(W1NA) C Vet f(WonB) C V.
Alors W1 N W3 est un voisinage de a dans X et on a f(W1 NWanN (AU B)) C V. Donc ¢
est une limite de f en a |

On déduit de la proposition précédente que si D est une partie de R, a € R, A =
DN]—oo, al, B=DnNla, +ool et f: D — Y est une application et si a € AN B, alors
f admet une limite ¢ lorsque x tend vers a si et seulement si f admet ¢ comme limite a
droite et comme limite a gauche en a.

Proposition 1.6.5 (composition des limites). Soient X,Y et Z des espaces topologi-
ques, A une partie de X, f : A — Y wune application, B une partie de Y contenant
f(A), g: B— Z une application, a € A, b €Y etl c Z. Sib est une limite de f en a
et si 0 est une limite de g en b, alors { est une limite de go f en a.

Démonstration. Puisque b est une limite de f en a, on a b € f(A) C B. Pour tout
voisinage V' de ¢ dans Z, il existe un voisinage U de b dans Y tel que g(UNB) C V; il
existe aussi un voisinage W de a dans X tel que f(WNA) CU.Doliona f(WNA)=
fWnNA)NBCUNB.Doncona (go fY(WNA)=g(f(WnNA)) Cg(UNB)CV.Par
conséquent, ¢ est une limite de g o f en a. |

Corollaire 1.6.2. Soient X,Y et Z des espaces topologiques, A une partie de X, f :
A— Y etg:Y — Z des applications, a € A etb €Y. Sib est une limite de f en a
et si g est continue en b, alors g(b) est une limite de go f en a.

Démonstration. Ceci résulte de la proposition précédente et de la proposition 1.6.1. W

1.7 Suites dans les espaces topologiques

Une suite de points d’un ensemble non vide X est une application f de N dans X. L’image
f(n) d'un n € N par f sera notée x,, et sera appelée terme d’ordre n de la suite f. La
suite elle-méme f sera représentée par la notation (z,)nen ou (2)n>0, Ou simplement
(). Il importe cependant de ne pas confondre une suite avec ensemble de ses valeurs.
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Par extension, on appelle également suite dans X, une application f : A — X d’une
partie non vide A de N dans X. Si A est 'ensemble {1,2,...,n}; on dit alors que
la suite f est une suite finie, et on la note (zx)i<k<n, Ou encore (z1,22,...,%,). Si
A={neN;n>no}oung €N, lasuite f est alors notée (z,)n>n,. Sil est nécessaire,
on pourrait poser z,, = x pour 0 < n < ng ol x est un élément quelconque de X.

Une suite (y5)n>0 de points de X est appelée sous-suite ou suite extraite de (2,,)n>0
s’il existe une application strictement croissante ¢ de N dans lui-méme telle que, pour
tout n € N, on ait y, = Ty, . En général, on note une telle sous-suite (x,, )r>0, ol

ni = p(k).

Lemme 1.7.1. Soit ¢ : N — N une application strictement croissante. Alors pour tout
n €N, on a p(n) >n.

Démonstration. On montre ce résultat par récurrence sur n. On a ¢(0) € N, d’ou
©(0) > 0. Supposons que pour certain n > 0, on a p(n) > n. Comme ¢ est strictement
croissante, alors on a p(n+1) > p(n) >n. Or p(n+1) € N, d’ot ¢(n+1) > n+1. Par
conséquent, pour tout n € N, on a ¢(n) > n. [ |

Définition 1.7.1. Soit (x,),>0 une suite dans un espace topologique X.

1. On dit qu'un point ¢ de X est valeur d’adhérence de la suite (z,,),>0 si, pour
tout voisinage V' de ¢ dans X et pour tout entier N € N, il existe n > N tel que
T, €V.

2. On dit qu'un point ¢ de X est limite de la suite (x,),>0, ou que cette suite
converge vers {, ou encore que x, tend vers ¢ lorsque n tend vers +oc si,
pour tout voisinage V' de £ dans X, il existe N € N tel que pour tout n > N, on
ait x,, € V.

3. La suite (z,,)n>0 est dite convergente si elle a une (ou plusieurs) limite, diver-
gente si elle n’a pas de limite.

Remarque 1.7.1. Soit (x,),>0 une suite dans un espace topologique X. On a :

1. Si X est muni de la topologie grossiere, alors (z,)n>0 converge vers n’importe quel
point de X.

2. Si (zy)n>0 est constante & partir d’un certain rang, i.e. il existe a € X et N € N
tel que pour tout n > N, on ait =, = a, alors (2, ),>0 converge vers a.

3. Si X est muni de la topologie discrete, alors (x,,),>0 est convergente si elle est
constante a partir d’un certain rang.

Remarque 1.7.2. Les notions d’une limite d’une suite et de valeur d’adhérence d’une
suite sont des cas particuliers de celles d’applications. Prenons R muni de la topologie
usuelle et A = N le point a = +00 de R est adhérent & N. En effet, si U est un voisinage
de +oo dans R, il existe 2 € R tel que |z, +00] C U. Soit N = E(x) + 1 ot E(z) désigne

11y a une autre maniére de définir les sous-suites d’une suite ; on suppose seulement ¢ une application
de N dans lui-méme telle que, pour tout n € N, on ait yn = z, () et pour tout m € N, il existe np € N
tel que pour tout n > ng, on ait ¢(n) > m. Notez que tous les résultats concernant les sous-suites restent
valables en adoptant cette définition.
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la partie entiere de z, alors |z, +o0o] NN = {n € N; n > N} et donc U NN est non
vide. Soient f : N — X une application, z,, = f(n) et £ € X. Alors ¢ est une limite
de f en 400 si et seulement si £ est une limite de la suite (z,,)n>0. De méme ¢ est une
valeur d’adhérence de f en 400 si et seulement si £ est une valeur d’adhérence de la suite

(:En)n20~

Proposition 1.7.1. Soit (z,)n>0 une suite dans un espace topologique X. Pour tout
n >0, soit A, = {x, ; p > n}. Alors Uintersection QOA" est l’ensemble des valeurs
nz

d’adhérence de la suite (x,,)n>0. En particulier, l’ensemble des valeurs d’adhérence d’une
suite quelconque est fermé dans X .

Démonstration. Ceci résulte de la proposition 1.6.2 et de la remarque 1.7.2. |

Proposition 1.7.2. Soient (z,,)n>0 une suite dans un espace topologique X et £ € X.
1. Sil est une limite de la suite (z,)n>0, alors £ est une valeur d’adhérence de (xy)n>0-

2. Si X est séparé et si (Tn)n>0 est convergente dans X, alors sa limite est unique et
c’est la seule valeur d’adhérence de la suite (zy)n>0.

3. Si (xn)n>0 converge vers £, alors toute sous-suite de (xy)n>0 converge également
vers £.

4. La suite (xp)n>0 converge vers une limite £ si et seulement si les sous-suites
(Z2n)n>0 €t (Tant1)n>0 convergent vers {

5. Sil est une valeur d’adhérence d’une sous-suite de (xy)n>0, alors € est une valeur
d’adhérence de (xyn)n>0-

6. Si L est une limite d’une sous-suite de (xp)n>0, alors £ est une valeur d’adhérence
de (Tn)n>0. Réciproquement, si ¢ admet une base dénombrable de voisinages et si
0 est une valeur d’adhérence de (xy)n>0, alors  est une limite d’une sous-suite de
(ajn)nZO-

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 1 du supplément.

Remarque 1.7.3. Si X =R, z,, = 1 si n est pair et x,, = n si n est impair. Alors 1 est
I'unique valeur d’adhérence de la suite (x,,),>0, mais la suite n’est pas convergente.

Notation. Si ¢ est la limite d’une suite (z,)n>0 dans un espace topologique séparé X,

on note ceci £ = lim z, ouxz, — £
r— 400 n—-+oo

Théoréme 1.7.1. Soient X un espace topologique, A C X etz € X.
1. S’il existe une suite (an)n>0 dans A convergeant vers x, alors x € A.

2. Six admet une base dénombrable de voisinages et si x € A, alors il existe une suite
(an)n>0 dans A convergeant vers x.
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Démonstration. 1. Soit V' un voisinage de = dans X, alors il existe N € N tel que pour
tout n > N, on ait a,, € V, donc VN A # (. Par conséquent, on a x € A.
2. Soit (V")n>o une base dénombrable de voisinages de = dans X. Pour n > 0, on pose

U, = lﬁovk’ alors (Un) est une base dénombrable de voisinages de x dans X telle

n>0
que pour tout n > 0, on ait U,,; C U,. On suppose = € A, alors pour tout n > 0, on
a U, NA# 0, donc il existe a, € U, N A. Montrons que la suite (a,)n>0 converge vers
x. Soit V un voisinage de = dans X, alors il existe N € N tel que Uy C V, d’ou pour
tout n > N, on a U, C V. Par conséquent, pour tout n > N, on a a,, € V, donc la suite
(an)n>0 converge vers x. [ ]

Corollaire 1.7.1. Soient X un espace topologique vérifiant le premier aziome de dénom-
brabilité, A C X et x € X. Alors on a :

1. © € A si et seulement si il existe une suite (an)n>0 dans A convergeant vers x.

2. A est fermé dans X si et seulement si la limite de toute suite convergeant d’éléments
de A appartient a A.

Remarque 1.7.4. Soient (z,)n>0 une suite dans un espace topologique X, ¢ € X et
B ={z,; neN}

1. Si £ est une limite ou une valeur d’adhérence de la suite (x,,),>0, alors £ € B.

2. Si ¢ € B, alors £ n’est pas forcément une valeur d’adhérence de la suite (Tn)n>0-
En effet, soient X =R, 2o =0 et x,, = 1 pour tout n > 1. Alors 0 € B C B, mais
0 n’est pas une valeur d’adhérence de (z,,)n>0.

3. Si ¢ € B, alors ¢ n'est pas forcément une limite d’'une sous-suite de (z,,)n>0. En
effet, on reprend le méme exemple que dans 2.

4. Si X est séparé, les points d’accumulation de B sont des valeurs d’adhérence de
la suite (z,,)n>0; mais la réciproque n’est pas vraie & moins que les points x,, ne
soient tous distincts. On en déduit que I’adhérence B est la réunion de B et de
I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (z,,)n>0, voir remarque 1.2.1.

Théoreme 1.7.2. Soient X, Y des espaces topologiques, A C X, a € A, £ € Y et
f:+A—Y wune application.

1. Si £ est une limite de f en a, alors pour toute suite (an)n>0 d’éléments de A
convergeant vers a, la suite (f(an))n>0 converge vers £.

2. Si a admet une base dénombrable de voisinages et si pour toute suite (Gn)n>0
d’éléments de A convergeant vers a, la suite (f(an))n>0 converge vers ¢, alors ¢
est une limite de f en a.

Démonstration. 1. Soit V un voisinage de ¢ dans Y ; il existe alors un voisinage W de
a dans X tel que f(WNA) C V. Soit (an)n>0 une suite d’éléments de A convergeant
vers a, alors il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait a, € W N A. On en déduit
que pour tout n > N, on a f(a,) € V. Donc la suite (f(a,))n>0 converge vers £.

2. Soit (Wn)n>0 une base dénombrable de voisinages de a dans X. Pour tout n > 0, on
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pose U, = ]fWOWk, alors (Un)n>0 est une base dénombrable de voisinages de a dans X

telle que pour tout n > 0, on ait U, C U,. Supposons que f n’admet pas ¢ pour limite
en a; il existe alors un voisinage V' de £ dans Y tel que pour tout voisinage U de a dans
X, il existe z € U N A tel que f(z) € V. Pour tout n > 0, soit a,, € U, N A tel que
f(an) € V. Alors la suite (ay,)n>0 converge vers a, mais (f(an))n>0 ne converge pas vers
{. Ce qui contredit ’hypothese. Donc ¢ est une limite de f en a. |

Corollaire 1.7.2. Soient X, Y des espaces topologiques, avecY séparé, AC X,a € A et
[+ A— Y une application. Supposons que a admet une base dénombrable de voisinages,
alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) [ admet une limite en a.

(it) Pour toute suite (an)n>0 d’éléments de A convergeant vers a, la suite (f(an))n>0
est convergente dans Y .

Dans ce cas, on a nEToo flan) = ;I_I)T}l f(z).

Démonstration. Il suffit de montrer que si (an)n>0 €t (bn)n>0 sont des suites d’éléments
de A convergeant vers a, alors les suites (f(an))n>0 et (f(bn))n>0 convergent vers la
méme limite. Pour tout n > 0, soient w2, = ap et xont1 = by, alors (x,)p>0 est une
suite d’éléments de A convergeant vers a. Donc la suite (f(z,,))n>0 est convergente dans
Y. Or (f(an))n>0 €t (f(bn))n>0 sont des sous-suites de (f(zn))n>0, donc (f(an))n>o0 €t
(f(bn))n>0 convergent vers la méme limite. [ |

On déduit du théoreme précédent le théoreme suivant :

Théoréme 1.7.3. Soient X, Y des espaces topologiques, x € X et f: X — Y une
application.

1. Si f est continue en x, alors pour toute suite (X )n>0 dans X convergeant vers .,
la suite (f(xn))n>0 converge vers f(z).

2. Si x admet une base dénombrable de voisinages et si pour toute suite (T,,)n>0 dans
X convergeant vers x, la suite (f(n))n>0 converge vers f(x), alors f est continue
en x.

Corollaire 1.7.3. Soient (z,)n>0 €t (Yn)n>0 des suites dans R convergeant respective-
ment vers {1 et lo. Alors on a :

1. Les suites (xn +Yn)n>0 €t (Tnyn)n>0 convergent respectivement vers {1+ €y et £10s.
2. Pour tout A € R, la suite (Axy)n>0 converge vers M.

8. Sily #£0, alors il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait y, # 0, et la suite

Tn él
— converge vers —.
Yn/ n>N ly

Démonstration. Ceci résulte du théoreme précédent et de la proposition 1.3.2. |
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Proposition 1.7.3. Soient X un ensemble, (Y;);er une famille d’espaces topologiques et
pour chaque i € I, soit f; : X — Y; une application. On munit X de la topologie initiale
associée a la famille (f;)ier. Soit (Tn)n>0 une suite dans X. Alors (x,)n>0 converge vers
un élément x € X si et seulement si pour tout i € I, la suite (fi(zy))n>0 converge vers
fi(x) dans Y;.

Démonstration. Supposons d’abord que (z,)n>0 converge vers un élément z € X.
Puisque pour tout i € I, f; est continue de X dans Y;, alors la suite (f;(xy))n>0 converge
vers f;(z) dans Y.

Réciproquement, supposons que pour tout ¢ € I, la suite (f;(25))n>0 converge vers f;(z)
dans Y;. Soit U un ouvert de X contenant x. Alors il existe un sous-ensemble fini J de
I et pour tout ¢ € J, un ouvert U; de Y; contenant f;(z) tels que iQJ fi_l(Ui) cU.

Par hypothese, pour tout ¢ € J, il existe N; € N tel que pour tout n > N;, on ait
fi(xn) € Ui, ot @, € ;7 H(U;). Soit N = ma}(Ni, alors N € N et pour tout n > N, on
1€

a T, € ﬂJ f7H(U;) € U. Donc la suite (2,,)n>0 converge vers x € X. [ |
1€ -

1.8 Familles filtrantes croissantes dans les espaces
topologiques

Dans un espace topologique X vérifiant le premier axiome de dénombrabilité, I’existence
pour tout point x de X d’un systeme fondamental dénombrable de voisinages entraine
que la notion des suites dans X est adéquate pour déterminer 'adhérence d’une partie,
la limite et la continuité d’une application, etc. Par contre, dans un espace topologique
quelconque, cette notion ne suffit plus. Afin de combler cette carence, on a introduit la
notion des familles filtrantes croissantes.

Définition 1.8.1. Un ensemble ordonné filtrant croissant est un ensemble A muni
d’une relation d’ordre, notée <, qui vérifie ’axiome suivant : quels que soient les éléments
a et 8 de A, il existe au moins un élément A de A vérifiant a < Aet 8 < A.

Exemple 1.8.1. Les exemples les plus importants d’ensembles ordonnés filtrants crois-
sants sont les suivants :

1. Les ensembles totalement ordonnés. En particulier, N et R.

2. Soient X un espace topologique, x € X et V(x) l'ensemble des voisinages de z.
Alors V(x) est un ensemble ordonné filtrant croissant pour la relation d’ordre
suivante : pour U,V € V(z), U <V <= V C U. Plus généralement, tout
systeme fondamental de voisinages de x est un ensemble ordonné filtrant croissant
pour la méme relation d’ordre.

3. Soient X un ensemble quelconque et P(X) 'ensemble des parties de X. Alors P(X)
est un ensemble ordonné filtrant croissant pour la relation d’ordre suivante : pour
A BeP(X), A< B <= A C B.De méme, si on note Ps(X) I’ensemble des
parties finies de X, P;(X) est aussi un ensemble ordonné filtrant croissant pour la
méme relation d’ordre.
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Définition 1.8.2. Soit X un espace topologique. On appelle famille filtrante crois-
sante T d’éléments de X toute application d’un ensemble ordonné filtrant croissant A
dans X. Si A € A, on note usuellement f(\) par x et la famille filtrante croissante f par
(2x)rea ou tout simplement (z)) 8’il n’y a pas de risque de confusion.

Dans le cas A = N, on retrouve la définition des suites, car on suppose implicitement
que N est muni de son ordre naturel. Donc on devrait regarder les familles filtrantes
croissantes comme des suites généralisées.

Définition 1.8.3. Soit (x))rea une famille filtrante croissante dans un espace topolo-
gique X.

1. On dit qu’'un point ¢ de X est valeur d’adhérence de (x))xcp si pour tout
voisinage V' de £ dans X et pour tout a € A, il existe A € A vérifiant a < A tel que
l'on ait ) € V.

2. On dit qu’un point ¢ de X est limite de (z))rea, ou que cette famille filtrante
croissante converge vers ¢ si pour tout voisinage V' de ¢ dans X, il existe \g € A
tel que pour tout A € A vérifiant Ay < A, on ait x, € V. Une famille filtrante
croissante qui converge est dite convergente.

Remarque 1.8.1. Soit (z))rea une famille filtrante croissante dans un espace topolo-

gique X. Pour tout A € A, on pose Ay = {x_u; A < p}. Alors ensemble des valeurs

d’adhérence de (z))rea est intersection AﬂAAA des adhérences des ensembles Ay, il est
€

donc fermé dans X.
Définition 1.8.4. Soient X un espace topologique et (zx)xea et (y,)uer deux familles

filtrantes croissantes dans X. On dit que (y,)uer est plus fine que (zx)aea s'il existe
une application ¢ : I' — A telle que l'on ait

1. Pour tout u € ', y,, = o,

2. Pour tout A € A, il existe pg € I tel que pour tout p € I' vérifiant g < p, on ait
A< o).

Proposition 1.8.1. Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) X est séparé.
(ii) Toute famille filtrante croissante dans X admet au plus une limite.

Démonstration. L’implication (i) = (ii) est triviale. Montrons I'implication (ii) =
(i). On raisonne par I'absurde. Supposons que X n’est pas séparé; il existe alors deux
points distincts et y dans X tels que pour tout U € V(x), I'ensemble des voisinages de
x dans X, et tout V' € V(y), 'ensemble des voisinages de y dans X, on ait U NV # 0.
Choisissons un point z,yy € U N V. L'ensemble produit V(z) x V(y) est ordonné

TLes familles filtrantes croissantes sont souvent appelées nets dans les textes mathématiques en
langue anglaise, qui utilisent cette notion bien plus souvent que les textes francais. Les ensembles
ordonnés filtrants croissants sont appelés directed sets, mais en général, on ne suppose pas que ’axiome
d’antisymétrie soit vérifié.
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filtrant croissant pour la relation d’ordre suivante : pour (U, V), (U, V') € V(z) x V(y),
U, V) < (U, V) <= U c UetV C V. Alors la famille filtrante croissante
(x(U7V))(U,V)EV(w)XV(y) converge a la fois vers = et vers y, ce qui contredit 'hypothese
faite sur Punicité de la limite. Donc X est bien séparé. |

Notation. Dans un espace topologique séparé, si (z)rca est une famille filtrante crois-
sante convergente, on note sa limite imi Ty.
€

Proposition 1.8.2. Soient (zx)aea une famille filtrante croissante dans un espace
topologique X et £ € X.

1. Sil est une limite de (x)\)xen, alors £ est aussi une valeur d’adhérence de (xx)xea,
et lorsque X est séparé, c’est la seule valeur d’adhérence.

2. Si (zx)aen converge vers £, alors toute famille filtrante croissante plus fine que
(x)xea converge également vers £.

3. Si £ est une valeur d’adhérence d’une famille filtrante croissante plus fine que
(x)xen, alors £ est aussi une valeur d’adhérence de (x))aea-

4. £ est une valeur d’adhérence de (x))ren st et seulement si £ est une limite d’une
famille filtrante croissante plus fine que (Tx)xeA-

Démonstration. On adaptera facilement la démonstration de la proposition 1.7.2 pour
montrer les propriétés 1, 2, 3 et le fait que si ¢ est une limite d’une famille filtrante
croissante plus fine que (x))xea, alors £ est une valeur d’adhérence de (x)xea. Montrons
seulement que si £ est une valeur d’adhérence de (x))aea, alors £ est une limite d’une
famille filtrante croissante plus fine que (zx)xea. Par hypothese, pour tout voisinage V'
de ¢ dans X, il existe A € A tel que xx € V. Soit I' 'ensemble des couples (A, V) ou
A € A et V est un voisinage de ¢ dans X tel que ) € V. L’ensemble I' est ordonné
filtrant croissant pour la relation d’ordre suivante : pour (A1, V1), (A2, Va) € T, (A1, V1) <
(A2, Vo) <= X1 < Ay et Vo C V4. Pour tout o = (A, V) € T', on pose z, = x et
(i) = A. Alors ¢ est une application surjective, d’ott (z,)uer est une famille filtrante
croissante plus fine que (x))aep convergeant vers /. |

Remarque 1.8.2. Soit (z,),>0 une suite dans un espace topologique X. Alors une
famille filtrante croissante plus fine que (xy,)n>0 n'est pas forcément une sous-suite de
(zn)nZO-

Théoréme 1.8.1. Soient X un espace topologique, A C X et x € X. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes.

(i) = € A.
(ii) Il existe une famille filtrante croissante (ax)xen dans A convergeant vers x.

Démonstration. Il est clair que si = est une limite d’une famille filtrante croissante
(ax)aea dans A, alors x € A.

Réciproquement, supposons x € A. Alors pour tout V € V(x), 'ensemble des voisinages
de z dans X, ona VNA # () et on choisit ay € VNA. L’ensemble V(z) est ordonné filtrant
croissant pour la relation d’ordre suivante : pour U, V € V(x), U <V <= V C U.
Alors la famille filtrante croissante (av )y ey () converge vers . |
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Corollaire 1.8.1. Soient X un espace topologique et A C X. Alors A est fermé dans X
st et seulement si la limite de toute famille filtrante croissante convergeant de points de
A appartient a A.

Théoréme 1.8.2. Soient X, Y des espaces topologiques, x € X et f : X — Y wune
application. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) [ est continue en x.

(ii) Pour toute famille filtrante croissante (xx)xen dans X convergeant vers x, la famille

filtrante croissante (f(:UA))AeA converge vers f(x).

Démonstration. Supposons que f est continue en x. Alors pour tout voisinage V' de
f(z) dans Y, il existe un voisinage W de x dans X tel que f(W) C V. Soit (zx)rea une
famille filtrante croissante dans X convergeant vers z ; il existe alors Ay € A tel que pour
tout A € A vérifiant Ag < A, on ait xx € W, d’'ou f(z)) € V. Donc (f(z))) converge
vers f(x).

Réciproquement, supposons que pour toute famille filtrante croissante (zx)xca dans X
convergeant vers z, la famille filtrante croissante (f (gc>\))A o converge vers f(z). On
raisonne par l'absurde et on suppose que f n’est pas continue en x. Alors il existe un
voisinage V' de f(z) dans Y tel que pour tout voisinage U de x dans X, il existe z € U
tel que f(z) ¢ V. Pour tout U € V(x), 'ensemble des voisinages de = dans X, on
choisit xy € U tel que f(xy) € V. Alors (2y)yey(q) est une famille filtrante croissante
convergente vers z, mais la famille filtrante croissante (f(zv))

AEA

Uev(z) ne converge pas

vers f(z), ce qui contredit 'hypothese. Donc f est bien continue en z. |

Proposition 1.8.3. Soient X un ensemble, ((YZ, 7}))1.61 une famille d’espaces topolo-
giques et pour chaquei € I, soit f; : X — Y; une application. On munit X de la topologie
initiale associée a la famille (f;)icr- Soient (x\)xea une famille filtrante croissante dans
X et x € X. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) La famille filtrante croissante (xx)xen converge vers x dans X .

(b) Pour touti € I, la famille filtrante croissante (f;(z)))

\en Converge vers fi(x) dans

Démonstration. L’implication (a) = (b) résulte du théoréme précédent, car pour
tout ¢ € I, f; est une application continue de X dans (Y;, 7;).

Preuve de (b) = (a). Soit V un voisinage de x dans X. D’apres le lemme 1.4.1, il existe
un sous-ensemble fini J de I tel que pour tout i € J, il existe un voisinage ouvert U;
de fi(z) dans (Y;,7;) et tels que iQJ f71(U;) € V. Comme pour tout i € I, la famille

(fi (xA))AeA converge vers f;(z), alors pour tout i € J, il existe \; € A tel que pour tout
A € A vérifiant \; < A, on ait f;(x)) € U;, d’out pour tout A € A vérifiant A\; < A, on a
Ty € fi_l(Ui). Soit Ay € A tel que pour tout i € J, on ait A\; < Ag. Alors pour tout A € A
vérifiant A\g < A\, on a z) € iQJ fl-_l(Ui) C V. Par conséquent, (z))rea converge vers x

dans X. |

Corollaire 1.8.2. Soit ((Yi, Ti))iel une famille d’espaces topologiques. On munit [’espace

Y = [1Y: de la topologie produit. Soient (yx)aca une famille filtrante croissante dans
iel
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Y ; pour tout X € A, yx = (yix)ier, et soit y = (yi)icr € Y. Alors (yx)rea converge
vers y dans Y si et seulement si pour tout i € I, la famille filtrante croissante (y; x)xea
converge vers y; dans (Y, T;).

Proposition 1.8.4. Soient X un ensemble, ((YZ, 7}))1.61 une famille d’espaces topolo-
giques et pour chaquei € I, soit f; : X — Y; une application. On munit X de la topologie
initiale associée o la famille (f;)ier. On suppose que la famille (f;);cr est séparante.
Considérons 'application suivante :

fi X — 11Y:
i€l
z = (fl(x))zel

Alors f est un homéomorphisme de X sur son image f(X).

Démonstration. Comme la famille (f;);er est séparante, alors f est une application
injective. Soient (z))aca une famille filtrante croissante dans X et x € X. D’apres la
proposition précédente, (x))rea converge vers x dans X si et seulement si pour tout
i € I, la famille filtrante croissante (f;(xx))xea converge vers f;(x) dans (Y;, T;) si et
seulement si la famille filtrante croissante (f(x)))aea converge vers f(x) dans Iespace

topologique produit []Y;. Donc f est un homéomorphisme de X sur son image f(X). W
i€l

1.9 Espaces réguliers, normaux

Définition 1.9.1. Soit X un espace topologique séparé.

1. On dit que X est un espace régulier ou T3-espace si pour toute partie fermée F
de X et pour tout point z de X tels que = ¢ F, il existe deux ouverts disjoints U
et Vdans X telsquexcUet FCV.

2. On dit que X est un espace complétement régulier ou espace de Tychonoff si
pour toute partie fermée F' de X et pour tout point x de X tels que x & F, il existe
une application continue f : X —— [0,1] telle que f(z) =1 et f(y) = 0 pour tout
yeF.

3. On dit que X est un espace normal ou Tj-espace si pour tous ensembles fermés
et disjoints A et B dans X, il existe deux ouverts disjoints U et V dans X tels que
AcUet BCV.

Il est clair que tout espace completement régulier est régulier. On verra, corollaire
1.9.2, que tout espace normal est completement régulier. Pour un exemple d’un espace
completement régulier qui n’est pas un espace normal, voir exercice 3.57 du supplément.
On verra également au chapitre 2 que tout « espace métrique » est un espace normal. Pour
un exemple d’un espace régulier qui n’est pas complétement régulier, voir ([13], p. 40).
Donnons un exemple d’un espace topologique séparé qui n’est pas régulier. Soient D =
{(z,y) e R?; max(|z|, |y]) <1}, S = {(z,y) € R?; max(|z], [y]) =1} et X =DUS.
Soient z = (z,y) € X et n € N*. Siz € D,on pose By(2) = (Ja— L, o+ L[ x]y—L y+
L)nD,etsize S, onpose By(2) ={z}U((Je— L, 2+ [ x]y—L y+ L[)nD).
Pour tout z € X, soit B(z) = {B,(z) ; n € N*}. I est clair que les familles B(z),
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z € X, vérifient les propriétés (H1), (H2) et (H3), voir page 6, donc il existe une unique
topologie 7 sur X telle que pour tout z € X, B(z) soit une base de voisinages de z
formée d’ensembles ouverts. Notons que la topologie induite par 7 sur D coincide avec
celle induite sur D par la topologie usuelle de R?. 1l est clair que (X, 7 est séparé. Soient
z€ S, A={z} et B= S\ {z}. Alors B est fermé dans X car X \ B = DU Bj(z) est
un ouvert de X. Donc A et B sont deux sous-ensembles fermés disjoints dans X et on
ne peut pas les séparer par deux ouverts disjoints dans X. Donc (X, 7) n’est pas régulier.

Si X est un espace completement régulier (resp. régulier) et si A est un sous-espace de X,
alors A est un espace completement régulier (resp. régulier). Mais un sous-espace d’un
espace normal n’est pas en général un espace normal. Par contre, un sous-espace fermé
d’un espace normal est un espace normal.

Proposition 1.9.1. Soit X un espace topologique séparé. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) L’espace X est régulier.

(i) Pour tout x € X et pour tout voisinage V, de x dans X, il existe un ouvert U,
dans X tel que x € U, C U, C V. Autrement dit, tout point x de X admet une
base de voisinages formée d’ensembles fermés.

(iii) Pour tout x € X et pour toute partie fermée F de X tels que x ¢ F, il existe deux
owverts U et V dans X tels quex € U, FCV et UNV = 0.

Démonstration. Montrons I'implication (i) = (ii). Soient + € X et V,, un voisinage
de = dans X. Il existe un ouvert W, de X tel que x € W, C V,. Soit F = X \ W,
alors F' est fermé dans X. Comme X est un espace régulier, alors il existe deux ouverts
disjoints U, et U, dans X tels que x € U, et F C U.. Puisque 'on a U, NU. =0 et U,
est un ouvert de X, alors U, NU. = (), donc on a U, N F = (), d’on U, C W, C V.
Preuve de (ii) = (iii). Soient € X et F un fermé de X tel que x € F. Soit W = X\ F,
alors W est un ouvert de X contenant x, donc il existe un ouvert U; de X tel que
x € Uy c Uy € W. On applique de nouveau ’hypothese, on trouve un ouvert U de X
tel que x € U C U C Uy. Soit V = X \ Uy, alors V est un ouvert de X tel que F C V et
UiNV =0,dou U; NV = (. Par conséquent, onaz c U, FCVetUNV = 0.
L’implication (iii) = (i) est triviale. [ |

Théoréeme 1.9.1. Soient A une partie dense d’un espace topologique X, Y un espace
topologique régulier et g : A — Y une application continue. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) Il existe f : X — Y wune application continue prolongeant g.

(ii) Pour tout x € X, lim g(a) existe dans Y .
a—x

Démonstration. Montrons I'implication (i) = (ii). S'il existe un prolongement conti-
nue f: X — Y de g, alors pour tout x € X, on a lim g(a) = lim f(a) = f(x) dans Y.
a—x

a—x
a€A

Preuve de (ii) = (i). Supposons que pour tout z € X, lim g(a) existe dans Y, et posons
a—x

f(z) = lim g(a). Puisque g est continue, alors pour tout = € A, on a f(z) = g(zx), voir
a—x
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proposition 1.6.1. Il reste a montrer que f est continue, i.e. pour tout ensemble fermé F'
de Y, f71(F) est fermé dans X. Soit F' un sous-ensemble fermé de Y. Soit # € X tel
que x & f~Y(F), dont f(x) ¢ F. Donc il existe deux ouverts disjoints U et V dans Y tels
que F C U et f(z) € V. Comme on a f(z) = il_rg g(a), alors il existe un voisinage ouvert

W de z dans X tel que g(W NA) CV.Siz e f~1(F),ona Wn f 1 (F) # (), donc il
existe 2’ € WN f~Y(F), don f(2') € F C U.On a aussi f(z') = lim g(a), donc il existe
a—z’

un voisinage ouvert W’ de x dans X tel que 2’ € W C W et gW' N A) CU. Oron a
gW' NnA) cgWnA) cV,dotgW NA) cUNV =0, doncona W NA=0,cest
une contradiction, car A est dense dans X et W’ est un ouvert non vide de X. Donc
on ax & f~1(F). Par conséquent, on a f~1(F) = f~1(F), donc f~1(F) est fermé dans
X. |

Proposition 1.9.2. Soit X un espace topologique séparé. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) L’espace X est normal.

(i1) Pour tout fermé A de X et pour tout ouvert U de X tels que A C U, il existe un
ouvert W dans X tel que ACW Cc W C U.

(iii) Pour tous ensembles fermés et disjoints A et B dans X, il existe deur ouverts U
et V dans X tels que ACU, BCV et UNV = 0.

Démonstration. Montrons I'implication (i) = (ii). Soient A un fermé de X et U un
ouvert de X tels que A C U. Soit B = X \ U, alors B est un fermé de X tel que
AN B =1(. Comme X est un espace normal, alors il existe deux ouverts disjoints W et
V de X tels que A C W et BC V. Puisque 'ona W NV =0 et V est un ouvert de X,
alors W NV = (). Par conséquent, ona AC W Cc W C U.

Preuve de (ii) = (iii). Soient A et B deux fermés disjoints de X. Soit W = X \ B, alors
W est un ouvert de X tel que A C W. Par hypothese, il existe un ouvert U de X tel que
ACUcCUCW.Soit W = X \U, alors W est un ouvert de X tel que B C W’. Par
hypothese, il existe un ouvert V de X tel que B C V C V C W'. Par conséquent, U et
V sont des ouverts de X telsque ACU, BCVetUNV =0.

L’implication (iii) = (i) est triviale. [ |

Lemme 1.9.1. Soit X un Ti-espace. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) X est un espace normal.

(ii) Pour tous ouverts U’ et V' de X tels que U' UV’ = X, il existe des fermés E et F
de X telsque ECU', FCV' et EUF =X.

Démonstration. Montrons 'implication (i) = (ii). Soient U’ et V' deux ouverts de
X tels que U'UV’ = X. Soient A =X \U' et B=X\V’, alors A et B sont des fermés
disjoints de X. Comme X est un espace normal, il existe des ouverts disjoints U et V de
X telsque AC Uet BCV.Soient E =X \Uet F=X\V,alors E et F sont des
fermés de X telsque EC U, FCV' et FEUF = X.

Preuve de (ii) = (i). Soient A et B des fermés disjoints de X. Soient U’ = X \ B et
V= X\ A, alors U’ et V' sont des ouverts de X tels que U’ UV’ = X. Par hypothese, il
existe des fermés F et F de X telsque ECU', FCV'et EUF = X. Solent V =X\ FE
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et U= X\F. Alors U et V sont deux ouverts disjoints de X tels que AC U et BCV.
Puisque X est un Ti-espace, le méme raisonnement que ci-dessus montre que X est un
espace séparé. Par conséquent, X est un espace normal. |

Proposition 1.9.3. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X — Y une application
continue, fermée et surjective.

1. Si X est un Ti-espace, alors Y est un T -espace.
2. 51 X est un espace normal, alors Y est un espace normal.

Démonstration. 1. Puisque X est un Tj-espace et I'application f est fermée, alors pour
tout x € X, {f(x)} est fermé dans Y. Or f est surjective, donc Y est un Tj-espace.

2. Tout espace normal est un Ti-espace, d’out Y est un Ti-espace. Pour montrer que Y
est un espace normal, on utilise le lemme précédent. Soient U et V' deux ouverts de Y
tels que UUV =Y. Comme f est continue, alors f~1(U) et f~(V) sont des ouverts de
X tels que f~H(U) U f~1(V) = X. Comme X est un espace normal, alors il existe deux
parties fermées A et B de X telles que A C f~Y(U), BC f~}(V) et AUB = X. Comme
f est une application fermée, alors f(A) et f(B) sont fermées dans Y et on a f(A) C U,
f(B) C Vet f(A)U f(B) =Y. Donc Y est un espace normal. |

Corollaire 1.9.1. Soient X un espace normal et R une relation d’équivalence fermée
dans X . Alors lespace topologique quotient X /R est un espace normal.

Lemme 1.9.2. Soit X un espace normal, F' un fermé de X et V un ouvert de X tels

que ' C V. Pour tout n € N*, soit D,, = {2% i ke N etl <k < 2”}, et soit

D = ngn. Alors il existe une famille (UT)TGD d’ouverts de X telle que pour tous
n_

r,s € D satisfaisant r < s, on wit FcU.cU.cU,CcU,CV.

Démonstration. Notons d’abord que pour tout n > 1, ona D,, C Dy41 et D1\ D, =
{2n1+1 } U 2212111 ckeNvetl <k<2"— 1}U 27;151} En plus, D est dense dans [0, 1].
On va montrer par récurrence sur n 'existence de la famille (UT)T‘GD' On a D, = {2 }

Comme X est normal, d’apres la proposition 1.9.2, il existe un ouvert U% de X tel que

FC U% C U_% CV.Ona Dy = {%, %, %} Ensuite, on applique la proposition 1.9.2 aux
deux couples (F U 1) (ﬁ, ) Alors il existe deux ouverts U 1 et U 3 de X tels que

FCU1 C U1 C U1 et U1 C U3 C U3 C V. Ainsi, onaconstrult trois ouverts U1, U1
et U3 de X tels que

FcUcULcU.CcU.cCcUscUscCV.
4 4 2 2 4 4

Supposons que pour un n > 2, on a construit des ouverts U,., avec r € D,,, de X tels que
pour tous r,s € D, satisfaisant r < s, on ait :

FcU.cU.cU,cU,CV.

Soit 7 € Dy41 \ D,,. On distingue trois cas :
Premier cas : r = QH% On applique la proposition 1.9.2 au couple (F, U%n), on obtient

unouvert U 1 de X telque FCU 1 CU_ 1 CU..
on+1 on+1 2n

on+1
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Deuzieme cas : v = 2;:151 On applique la proposition 1.9.2 au couple (U2z;1 ,V), on
obtient un ouvert U,n+1_; de X tel que Uzn 1 CUgnyry CUgngr_, C V.
onF1 onF1 onF1
Troisieme cas : il existe un unique k € N* tel que 1 < kK < 2" —1etr = g’iﬂ
Alors 2%, k;;l € D, et on applique la proposition 1.9.2 au couple (Ukn U kg1 ), on
obtient un ouvert Uzkf de X tel que Uk C Uzkf C UZkil C ch+1 Ainsi, on a
2n on

construit des ouverts U,., avec r € D41, de X tels que pour tous r, s € Dn+1 satisfaisant

r < s, onait F C U Cc U. C U, C Us C V. Par conséquent, il existe bien une
famille (Uf’)r eD d’ouverts de X telle que pour tous r,s € D satisfaisant » < s, on ait

FcU . cU cU,cU,CV. [ |

Lemme 1.9.3. Soit X un espace topologique, F' un fermé de X etV un ouvert de X tels
que F C V. Soit D un ensemble dense dans [0, 1] et soit (UT) une famille d’ouverts
de X telle que pour tous r,s € D satisfaisant r < s, on ait :

reD

FcU.cU.cU,cU,CV.

Pour tout x € UDUT’ on pose f(x) = inf {7‘ eD;ze UT}, et pour tout x € X \ UDUT’
rE TE

on pose f(x) = 1. Alors [ est une fonction continue de X dans [0, 1] telle que pour tout
x €F, on ait f(x) =0 et pour tout x € X \'V, on ait f(x) =

Démonstration. Il est clair que f est une fonction de X dans [0, 1] telle que pour tout
x € F, on ait f(x) = 0 et pour tout z € X \ V, on ait f(x) = 1. Il reste & montrer la
continuité de f. Notons d’abord que I'on a les propriétés suivantes :

Soient x € X et r € D.

1. Siz e U, alors f(z) <r
2. Si f(x) <r, alors z € U,.
3. Si z € U,, alors x € Uy, pour tout s > r, d’'ou f(z) < r.

Soient a € X et 0 < e < 1. Montrons que f est continue en a. On distingue trois cas :
Premier cas : f(a) = 0. Soit r € D tel que 0 < r < e. Alors U, est un voisinage ouvert de
a dans X et pour tout x € U,, on a |f(z) — f(a)] = |f(x)| <r < e. Donc f est continue
en a.

Deuziéme cas : f(a) = 1. Soient r,s € D tels que 1 —¢ < r < s < 1. Alors a ¢ Us,
X\ U, est un voisinage ouvert de a dans X et pour tout z € X\ U,, on a |f(z) — f(a)| =
1—f(z) <1—r <e. Donc f est continue en a.

Troisieme cas : 0 < f(a) < 1. Soient r,s € D tels que r < f(a) < s et max (s —
f(a), f(a) —r) < e. Alors Uy \ U, est un voisinage ouvert de a dans X et pour tout
z €U \Up,onar< f(x)<s, dou|f(z)— f(a)] < max (s — f(a), f(a) —r) < e. Donc
f est continue en a. Par conséquent, f est continue. |

Théoréme 1.9.2 (Urysohn). Soit X wun espace topologique séparé. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes.

(i) X est un espace normal.
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(i) Pour tous ensembles fermés, non vides et disjoints A et B dans X, il existe une
fonction continue f : X — [0, 1] telle que f(x) = 0 pour tout x € A et f(y) =1
pour tout y € B.

Démonstration. L’implication (ii) = (i) est triviale. L’implication (i) = (ii) résulte
de deux lemmes précédents. |

Corollaire 1.9.2. Tout espace normal est completement régulier.

Définition 1.9.2. Soient X un espace topologique et A, B deux sous-ensembles de
X. On dit que A et B sont complétement séparés s’il existe une fonction continue
f: X — [0, 1] telle que pour tout x € A, on ait f(x) = 0, et pour tout y € B, on ait
f(y) = 1. On dit alors que f sépare A et B.

Le théoreme d’Urysohn précédent nous dit que deux sous-ensembles fermés disjoints dans
un espace normal sont completement séparés.

Remarque 1.9.1. Soient X un espace topologique et A, B deux sous-ensembles de X.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) A et B sont completement séparés.

ii) Il existe 7, s € R tels que r < s et il existe une fonction continue g : X — R telle
g
que pour tout & € A, on ait g(z) < r, et pour tout y € B, on ait g(y) > s.

En effet, 'implication (i) = (ii) est triviale.

Réciproquement, supposons qu’il existe r, s € R tels que r < s et qu’il existe une fonction
continue g : X — R telle que pour tout « € A, on ait g(x) < r, et pour tout y € B, on
ait g(y) > s. Pour tout € X, on pose f(z) = min (1, -2 max (0,g(z) —r)). Alors f
est une fonction continue de X dans [0, 1] telle que pour tout = € A, on ait f(z) =0, et
pour tout y € B, on ait f(y) = 1. Donc A et B sont complétement séparés.

Remarque 1.9.2. Soient X un espace topologique et A, B deux sous-ensembles disjoints
de X. Supposons qu’il existe des fonctions continues g et h de X dans [0, 1] telles que
A =g ({0}) et B =h"'({0}). Alors il existe une fonction continue f : X —s [0, 1]
telle que A = f71({0}) et B = f~'({1}). En particulier, A et B sont completement
g(z)
9(x) + h(x)

Théoréme 1.9.3 (Urysohn). Soient X un espace topologique et Y un sous-ensemble
de X . Les propriétés suivantes sont équivalentes.

séparés. En effet, il suffit de poser f(x) = , pour tout z € X.

(i) Pour toute fonction continue f :' Y — [—1, 1], il existe une fonction continue
g: X — [-1, 1] prolongeant f.

(ii) Pour tous a,b € R tels que a < b et pour toute fonction continue f:Y — [a, b],
il existe une fonction continue g : X — [a, b] prolongeant f.

(i1i) Deux sous-ensembles complétement séparés dans'Y sont aussi complétement séparés
dans X.

Pour une preuve du théoreme précédent, voir chapitre 1 du supplément.
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Théoréme 1.9.4 (Tietze). Soit X un espace topologique séparé. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) X est un espace normal.

(ii) Pour tous a,b € R tels que a < b, pour tout ensemble fermé A dans X et pour toute
fonction continue f : A — [a, b], il existe une fonction continue g : X — [a, b]
prolongeant f.

(i1i) Pour tout ensemble fermé A dans X et pour toute fonction continue f: A — R,
il existe une fonction continue g : X — R prolongeant f.

Pour une preuve du théoreme précédent, voir chapitre 1 du supplément associé a ce livre.

Remarque 1.9.3. Soient X = [0, 1] et A =]0, 1], et pour tout x € A, soit f(x) =
sin (1). Alors X est un espace normal, voir proposition 2.2.7 ou corollaire 3.1.3, f est
continue de A dans R mais non prolongeable par continuité sur X. Donc ’hypothese A
est fermé dans le théoreme précédent est essentielle.

Définition 1.9.3. Soit X un espace topologique.
1. Un recouvrement ouvert de X est une famille d’ouverts (U;);c; de X telle que
X = UU,.
iel
2. Soit (U;)ier un recouvrement ouvert de X. Si J C I tel que X = _UJUj, on dit
Jje
que (Uj)jes est un sous-recouvrement de (U;);cr. Si de plus, J est au plus

dénombrable (resp. fini), on dit alors que (U;);ecs est un sous-recouvrement au
plus dénombrable (resp. fini).

Définition 1.9.4. Soit X un espace topologique. On dit que X est un espace de Lindelof
si de tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement au plus
dénombrable. Autrement dit, pour toute famille d’ouverts (U;);er de X telle que X =
iLEJIUi, il existe un sous-ensemble au plus dénombrable J de [ tel que X = ig]Ui'

Théoréeme 1.9.5. Soit X un espace topologique admettant une base dénombrable d’ou-
verts. Alors X est un espace de Lindeldf.

Démonstration. Soient (U,),>o une base dénombrable d’ouverts de X et (V;);e; un

recouvrement ouvert de X. Pour tout ¢ € I, il existe un sous-ensemble I; de N tel que

Vi = UI U,. Soit J = 'UIIi C N, alors (Up,)nes est recouvrement ouvert de X tel que
nel; 1€

pour tout n € J, il existe i,, € I tel que U,, C V;, . Par conséquent, (V;, )nes est un sous-

n

recouvrement au plus dénombrable de (V;);cr. Donc X est un espace de Lindeldf. |

Théoréme 1.9.6 (Tychonoff). Soit X un espace de Lindeldf. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) X est un espace régulier.
(i) X est un espace complétement régulier.

(iii) X est un espace normal.

En particulier, si X est un espace topologique admettant une base dénombrable d’ouverts,
alors les trois conditions précédentes sont équivalentes.

Pour une preuve du théoreéme précédent, voir ([17], p. 113) ou ([13], p. 192).
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1.10 Exercices

Exercice 1.1. Soit X un ensemble quelconque.

1. On munit X de la topologie discrete. Quelles sont les parties fermées de X 7 Quel
est l'intérieur, quelle est 'adhérence d’un sous-ensemble A de X 7 Quels sont les
voisinages d’'un point z de X ?

2. Mémes questions pour X muni cette fois de la topologie grossiere.

Solution. 1. Quand on munit X de la topologie discrete, alors tout sous-ensemble de X
est ouvert, et par conséquent tout sous-ensemble de X est fermé. Donc si A C X, alors
o —
ona A= A= A. Siz € X, alors tout sous-ensemble de X contenant = est un voisinage
de x dans X.
2. Si on munit X de la topologie grossiére, alors un sous-ensemble U de X est ouvert si et
seulement si U = 0 ou U = X. Donc un sous-ensemble F' de X est fermé si et seulement
si F =0 ouF = X.Si A est un sous-ensemble non trivial de X, i.e. A # et A # X,
o R
alorsona A=0et A= X. Sixz € X, alors le seul voisinage de x dans X est I’ensemble
X lui-méme.

Exercice 1.2. On munit R de la topologie usuelle et soient a,b € R tels que a < b.

1. Montrer que 'on a | — 0o, a[ =] — 00, a] et |b, +oo[ = [b, +00|.
f_/o\ﬂ f_/o\ﬁ
2. Montrer que 'on a | — 00, a] =] — 00, a[ et [b, +oo[=]b, +o0].
3. Montrer que l'on a Ja,b[ = ]a, b] = [a,b] = [a, b].
f/o\ /-/o\ f/o\
4. Montrer que l'on a ]a, b] =[a, b[= [a, b] =]a, b].
Solution. 1. Comme | — 00, a] est fermé dans R, voir exemple 1.1.3, et on a | — 00, a[ C
| — 00,al, alors on a | — 00, a[ C] — o0, a]. Par ailleurs, pour tout ¢ > 0, on a Ja —¢,a +
g[N] — oo,a[# 0, donc a € | — 0o, al. Par conséquent, on a | —o0o,a] =] — oo, a]. De

méme, on a |b, +00[ C [b, +oo] et [b, +00[ est fermé dans R, donc on a )b, +o00[ C [b, +00].
Pour tout € > 0, on a |b —¢€,b+¢[N]b, +00[# 0, donc b € ]b, +oo|. Par conséquent, on a
16, +o0[ = [b, +00].

2. Puisque | — 00, a et ]b,+o00[ sont des ouverts dans R, voir exemple 1.1.3, et on a
f—/o‘ﬁ
| — 00,a] C] — 00,a] et b, +o0[ C [b, +o0[, alors on a | — 0o,a[C| — 00,a] C] — 00, a] et

o

—
1b, +00[ C [b, +00[ C [b, +00[. D’autre part, pour tout ¢ > 0, Ja —¢,a + e[ ¢ ] — 00, a] et
f—j\ﬂ f—/o‘ﬂ
b —e,b+ e[ [b,+o0], donc on a a €] —00,a] et b &[b,+o0[. Par conséquent, on a

— —

| — 00,a] =] — 00, al et [b, +oo]=]b, +0.

3. Comme [a,b] est fermé dans R, et on a les inclusions |a,b[ Cla,b] C [a,b] et ]a,b]C
[a,b] C [a,b], alors on a ]a, b C Ja,b] C [a,b] et ]a,b] C [a,b] C [a,b]. Pour tout € > 0, on a
la—e,a+e[N]a,b[# D et |b—e,b+¢e[N]a,b[# 0, donc on a a,b € ]a, b]. Par conséquent,
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on a Ja,b[ = [a,b], Aot Ja, b] = ]a, b] = [a, b] = [a, b].

4. Comme ]a, b[ est un ouvert de R, et on a les inclusions |a, b[ C |a,b] C [a,b] et ]a,b] C

A = A =
[a,b[C [a,b], alors on a la,b[Cla,b] C [a,b] C [a,b] et |a,b[C[a,b[C [a,b] C [a,b]. Pour

—~ —
tout € > 0,on ala—ce,a+¢e[Z [a,b] et |b—e,b+ e[ ¢ [a,b], donc a &]a,b] et b &]a,b].
Par conséquent, on a [a,b] =]a, b, d’ou ]a,b] = [a, b]=[a, b] =]a, b].

Exercice 1.3. On munit R de la topologie usuelle. Décrire 'adhérence, 'intérieur, la
frontiere des parties suivantes : Q, R\ Q et {!; n e N*}.

Solution. On a Q = R\ Q = R, voir Appendice C, d’ot on a Fr(Q) = Fr(R\ Q) = R

o —~ = _
et Q= R\ (R\Q) =0et R\Q=R\Q = 0. Soit A = {% in € N*}. Pour tout
neN,ona+el]ig, L[ CR\A, donconaR\A=R. On déduit de la proposition

A — _ 11 .
122 que A=0.OnaR\ (AU{0}) =] — o0, 0[U]1, +oo[U néJN*]n_—H’ L[ qui est ouvert

dans R, donc A U {0} est un fermé de R contenant A, d’ott on a A ¢ AU {0}. Comme
la suite (%)n>1 tend vers 0, alors on a 0 € A, donc A = AU {0}. Par conséquent, on a

Fr(A) = ANR\ A=A =AU{0}.

Exercice 1.4. Soient X un espace topologique et A, B deux parties de X.

1. Montrer que 'ona AUB = AUB et ANB C AN B. Donner un exemple dans
R, montrant que I'inclusion peut étre stricte.

[e] [e]
—— o o o o A~
2. Montrer que 'ona AN B=AN Bet AU BC AU B. Donner un exemple dans R,
montrant que 'inclusion peut étre stricte.

o

o _ —~—— o o
3. Montrer que siona ANB=ANB =1, alorsona AUB=AU B.

4. Soit (A4;)ier une famille de parties de X. Montrer que l'on a _UIE - _UIAi. Donner
1€ 1€

un exemple dans R, montrant que l'inclusion peut étre stricte.

5. Soit (4;)ier une famille de parties denses de X telle que card(I) > 2. Montrer que
[e]
si les A; sont deux & deux disjoints, alors pour tout 7 € I, on a A; = ().

Solution. 1. Comme ona A C AUB et BC AUB, alors AC AUB et B C AU B,
donc on a AUB C AUB. Puisque on a AUB C AUB et AU B est un fermé de X,
alors on a AU B C AU B. Par conséquent, on a AUB = AU B.

Comme on a ANB C Aet ANB C B, alors ANB C Aet ANB C B, doi1 on a
ANBCANB.

Si X =R, A=]0,1[et B=]1,2[,alorsona ANB=ANB =), mais AN B = {1}.

—— o —N o
2. Commeona ANB C Aet ANB C B, alors ANBCA et ANBCRB, d'ou on a

—~——= o o
ANBCANB.



1.10. Exercices 53

o

. o o o o o o —N—
Puisque A N B est un ouvert de X et ona A N BC AN B, alors AN BCANB. Par
[e]

, —~— o o
conséquent, ona ANB=AN B.

o o

o — o —N—
Comme on a A C AUB et B C AUB, alors ACAUB et BCAUDB, d’ou on a

o o /_/O\“
AUBCAUB.
o o —
Si X =R, A=]0,1] e¢ B = [1,2[, alors on a A=]0,1[, B=]1,2[, AUB=]1,2[ et
AU B=10,1[U]1,2]. B B B
3. Puisqueona ANB=ANB =0, alors AUB C (X\ A)U(X\B). Donc on a:
—— _ —_ _
AUB:(AUBH(X\A)) U (AuBm(X\B)).

—N— — —~ —
OrU=AUBN(X\A) (resp. V=AUBN(X\ B)) est un ouvert de X contenu dans

o]

o o — = o o
B (resp. A), donconaU CB etV CA, dot AUBC A U B. Par conséquent, on a

f_/o\“ o [e]

AUB=AUB. L -

4. Pour tout j € I,ona A; C 'LeJIAi’ d'ot 4; C _LGJIAZ-. Par conséquent, on a _LGJIAi C _LGJIAi.

SiX=R,I=Q, A; ={i},alorson a 'UJAi =Q, 4; = {i}, ‘UIE =Qet ‘UIAi =Q=R.
i€ 1€ 1€

5. Soit i € I, alors il existe j € I tel que @ # j. Ona A; NA; = 0 et A; = X, dou

A; C X\A;et X\ A; =X.Orona X\ A, =X\ A;,dou X\ 4;=X.Doncona A, =0.

Exercice 1.5. Soient X un ensemble et o : P(X) — P(X) une application vérifiant
les propriétés suivantes :

1. a(X) = X.

2. Pour tout A € P(X), on a o(A) C A.

3. Pour tout A € P(X), on a (aoa)(A) = a(4).

4. Pour tout 4, B € P(X), on a a(ANB) = a(A) Na(B).

Montrer que la famille 7 = {«(A) ; A € P(X)} est une topologie sur X telle que pour

toute partie A de X, on ait A= a(A).

Solution. Ona X = a(X) € T. Ona a(d) C 0, d’ott § = a(B) € T. Soient a(A), (B) €
T, alors on a a(A) N(B) = a(AN B) € T. Donc T est stable par intersection finie.
Soit (a(Ai))iGI une famille d’éléments de 7. Soient A, B € P(X) tels que A C B,
alors on a a(4) = (AN B) = a(Ad) Na(B) C «a(B). Donc pour tout ¢ € I, on
a a(d;) C af U A;), dot Ua(A;) C a U A;). Par conséquent, on a U a(4;) =

el el el i€l

iLEJIa(a(AZ)) C of iLeJI a(4;)) C iLEJIa(AZ), d’ot1 on a Z.LEJIoz(Al) = of z'LeJI a(4;)) € T. Donc

T est stable par réunion quelconque. Donc T est bien une topologie sur X. Pour tout
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A C X, a(A) est un ouvert de X et on a a(A) C A, d’ott a(A) CA. Puisque A est un
ouvert de X, il existe B C X tel que A= a(B), d’oti on a o A ) = a(a(B)) = a(B) —A.
Comme on a A C A, alors A= o A ) C a(A). Par conséquent, on a A= a(A).

Exercice 1.6. Soient X un ensemble et 8 : P(X) — P(X) une application vérifiant
les propriétés suivantes :

1. s0)=0

2. Pour tout A € P(X), ona A C 5(4).

3. Pour tout A € P(X), on a (8o S)(A) = B(A).

4. Pour tout A, B € P(X), on a 3(AU B) = 8(A) U B(B).

Montrer que la famille F = {5(A) ; A € P(X)} est 'ensemble des fermés d’une topologie
T sur X telle que pour toute partie A de X, on ait A = 3(A).

Solution. On a ) = g(#) € F. Ona X C B(X) et B(X) € P(X), i.e. B(X) C X, donc
onaX = B(X) e F. Soient 5(A),5(B) € T,ona B(A)UB(B) =pB(AUB) € F. Donc
F est stable par réunion finie.

Soit (B(A;)),., une famille d’éléments de F. Soient A, B € P(X) tels que A C B, alors on

afp(A) C B(A )Uﬁ( ) = B(AUB) = 3(B). Donc pour tout i € I, on aB(_QIAi) C B(A),
d’ott [3( 0 Ai) cno B( ;). Par conséquent, on a 0 ﬁ( i) C [3( 0 ﬁ( i) C ’Qzﬁ(ﬂ(Ai)) =
ﬁ ﬁ( ) d’olt on a ﬂ ﬁ( i) = B( ‘QI B(A;)) E f. Donc F est stable par intersection

quelconque Donc F est bien I’ensemble des fermés d’une topologie T sur X.

Pour tout A C X, B(A) est un fermé de X et on a A C ((A), d'on A C B(A).
Comme A est fermé dans X, alors il existe B C X tel que A = B(B), d'ou on a
B(A) = B(B(B)) = B(B) = A. Comme on a A C A, alors 3(A) C (A) = A. Par

conséquent, on a A = 3(A).

Exercice 1.7. Montrer que si une partie A d’un espace topologique X n’a pas de point
isolé, il en est de méme de son adhérence A dans X.
Solution. Si A posséde un point isolé b, alors il existe un voisinage V' de b dans X tel

que VN A={b}. Alorsona VNA={b},car VNA#Pet VNA C VNA, doncb est
un point isolé de A, ce qui est impossible. Par conséquent, A n’a pas de point isolé.

Exercice 1.8. Soient U et V' deux ouverts d'un espace topologique X. Montrer que si

UNV =0, alorsonaUNV=(. B
Solution. OnaUNV =, d’ot U C X\ V qui est fermé dans X, donc on a UcCcX\V.

Par conséquent, onaUﬂV @etUﬂV 0. On en dedult queVCX\Uqul est fermé
dans X, douVCX\U DonconaVCX\U douUﬂV 0.

Exercice 1.9. Soient X un espace topologique séparé et A un sous-ensemble de X. On
note par A’ I'ensemble des points d’accumulation de A.

1. Montrer que (Z)/ =A.
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2. Montrer que A’ est fermé dans X. En déduire que (A’)/ c A

Solution. 1. Ona A C A, d'ou A’ C (Z)I. Inversement, soit = € (Z)/, alors pour tout
voisinage ouvert V de z dans X, on a (V\{z})NA # 0. On en déduit que (V\{z})NA # 0,
car V' \ {z} est un ouvert de X, donc x € A’. Par conséquent, on a (Z)/ = A

2. Pour montrer que A’ est fermé dans X, on montre que X \ A’ est ouvert dans X. Soit
z € X, alors ¢ € X \ A’ si et seulement s'il existe un ouvert V' de X contenant x tel
que VN A= {xz} ou VNA=1(. Supposons x € X \ A’, et soit z € V tel que z # z.
Alors il existe un voisinage ouvert W de z dans X tel que z ¢ W et W C V. Alors on a
WnNA=0,doncze X\ A . DouonaV CX\A" Donc X\ A’ est ouvert dans X.
On a toujours (A’) C A’. D’apres ce qui précede, A’ est fermé dans X, donc A’ = A’
Par conséquent, on a (A')/ c A

Exercice 1.10. Soient X un espace topologique et A un partie de X. Montrer que :
1. Fr(A) = A\ A

2. Fr(A) C Fr(4), Fr( A ) C Fr(A) et donner des exemples ol ces inclusions sont
strictes.

3. A est fermé dans X <= Fr(4) C A.

4. A est ouvert dans X <= Fr(4)nA=10.

f-/o\\
5. Si A est ouvert (ou fermé) dans X, alors on a Fr(A) = (.

6. A est ouvert et fermé dans X <= Fr(4) = 0.

Solution. 1. Par définition, on a Fr(A)=ANnX\A=A4An(X\ ,cé)l)

A\ A
2. OnaACAC A, d’ott (A\A) (A\A) Par conséquent, on a Fr(A4)

Fr(A).

(4).

OnaAC A C A, don (A\A) (A\A). Par conséquent, onaFr(;l) C Fr
0, Fr(A) = R et

Si X = R muni de la topologie usuelle et A = Q, on a Fr(Z) = (A
Fr( ) =0.

3.OnaFr(4) C Aet A=A UFr(A) C AU Fr(A). Si A est fermé dans X, alors A = 4,
d’ou Fr(A) C A. Réciproquement, si Fr(A4) C A, alors A C A, donc A est fermé dans X.
4. Si A est ouvert dans X, alors A= A, douFr(A)nA= (A\ A)N A= 0. Inversement,

supposons Fr(A) N A = (). Comme on a A C A :;)1 UFr(A), alors A C ;4)1 Donc A est

ouvert dans X.
(o)

~= o o
5. Si A est fermé dans X, d’apres 3, on a Fr(A)C A. Or on a Fr(4A)N A= 0, d’ou
— _ _
Fr(A)= 0. Si A est ouvert dans X, alors on a Fr(A)=A \A=AN(X\ A). On déduit
f-/o\\ o f—/\ o _
de l'exercice 1.4 que I'on a Fr(A)=AN X\ A=AN(X\4) = 0.



56 Chapitre 1. ESPACES TOPOLOGIQUES

6. Ceci résulte de 3 et 4.

Exercice 1.11. Soient X un espace topologique et A, B des parties de X.

1. Montrer que Fr(AU B) C Fr(A) UFr(B) et donner un exemple ou cette inclusion
est stricte.

2. Montrer que si AN B = AN B = (), alors on a Fr(AU B) = Fr(A) UFr(B).

Solution. 1. On a :

Fr(AUB) = AUBNX\(AUB)
= |
c |
= |

c [An(X\A)]U[Bn(X\B)| = Fr(A) UF(B).

|

UB|N(X\A4)N(X\B)

|

UB|N(X\A)N(X\B)

|

N(X\A)N(X\B)]u[Bn(X\A4)n(X\B)]

Si X = R muni de la topologie usuelle et A = Q, B =R\ Q, on a Fr(AUB) = 0 et
Fr(A) = Fr(B) =R.

. J— p— N . f_/o\“ o [e] N
2. Puisque AN B = AN B = (), d’apreés I'exercice 1.4,ona AUB =AU B, d’ou :

Fr(AUB) = AUB\AUB

= [An(X\A)] U[Bn(X\B)] =Fr(A) UF(B).
Exercice 1.12. Soient X un ensemble infini, ¢ € X et
T={UCX;20¢U}u{UCX; X\U est fini}.
1. Montrer que T est une topologie sur X.

2. Montrer que pour tout « € X \ {zo}, {z} est ouvert et fermé dans X et que {zo}
est fermé non ouvert dans X.



1.10. Exercices 57

3. Montrer que pour tout A C X, on a :

T A si A est fini,
| AU{zo} si Aestinfini.

En déduire que l'intersection de deux ensembles fermés infinis est non vide.

4. Montrer que pour tout A C X, on a :

= A si X\ Aest fini,
Tl A\{wo} si X\ Aest infini.

5. Montrer que si f : X — R est continue, alors 'ensemble {z € X ; f(x) # f(x0)}
est au plus dénombrable.

Solution. 1. Comme zg & ) et X \ X = () est fini, alors on a §, X € T.

Soient U,V € T.Sixg &€ Uouxg &V, alorszg € UNV, doncona UNV € T. Supposons
que X \ U et X \ V sont finis, alors X \ (UNV) = (X \U)U (X \ V) est fini, donc on a
UnveT.

Soient (U;);cr une famille d’éléments de T. Si pour tout ¢ € I, xg € U;, alors g & U U;

et donc on a U U; € T. Supposons qu’il existe j € I tel que X \ U; soit fini. Comme on
a X\ U U; C X \ U;, alors X\ U U; est fini, donc U U; € T. Par conséquent, 7 est bien

une topologle sur X.

2. Pour tout € X \ {zo}, xo & {x}, donc {x} est ouvert dans X. Pour tout z € X,
U = X\ {z} est ouvert dans X car X \ U = {z} est fini. Donc {z} est fermé dans X.
Si {xo} était ouvert dans X, alors X \ {xo} serai fini, ce qui est impossible. Donc {zg}
n’est pas ouvert dans X.

3. Il résulte de la définition de T que tout sous-ensemble fini de X est fermé, donc
si A est fini, on a A = A. Supposons maintenant A infini. Soit U un ouvert de X
contenant xg, alors X \ U est fini, donc U N A # (). Par conséquent, on a x9 € A. Comme
zo & X \ (AU {xo}), alors X \ (AU {z0}) est ouvert dans X, donc AU {zg} est fermé
dans X. Par conséquent on a A = AU{z}. On en déduit que tout ensemble infini fermé
de X contient le point zy, donc I'intersection de deux ensembles infinis fermés de X est
non vide. .

4. Soit A C X. Si X \ A est fini, alors A est ouvert et donc on a A= A. Supposons

maintenant X \ A infini. Si zg & A, alors A est un ouvert de X et donc on a A=A =
AN\ {=xo}. Supposons xo € A, alors A \ {x0} est un ouvert de X contenu dans A, donc

ona A\ {x} C AC A Si xo eA on aurait A = A qui est ouvert dans X, ce qui est
impossible car 2o € A et X \ A infini. Par conséquent, on a A=A \ {zo}-

5.0nafze X; f(z) # flao)} = . FHER), ot Fyy = R\ | f(zo) — 3, flwo) + 5,
car R\ {f(z0)} = U _F,. Comme F est fermé dans R, alors f~1(F,) est un fermé de
X ne contenant pas xo, donc f~Y(F,) est fini. Par conséquent, {x € X ; f(z) # f(zo)}
est au plus dénombrable.

Exercice 1.13. Soient X un ensemble infini, g € X et

F = {A CX;x€ A} U {A C X ; Aest au plus dénombrable} .
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1. Montrer que F est 'ensemble des fermés d’une topologie T sur X et que (X, T)
est séparé.

2. Soit f : X — R une application. Montrer que f est continue si et seulement si
Pensemble {x € X ; f(z) # f(xo)} est au plus dénombrable.

Solution. 1. On a zg € X, donc X € F. L’ensemble () est bien siir au plus dénombrable,
donc ) € F. Soient A,B € F. Sixzg € A ou z¢g € B, alors 79 € AU B et donc on a
AUB € F.Si A et B sont au plus dénombrables, alors AU B est au plus dénombrable,
d’ot AU B € F. Soit (4;)iesr une famille d’éléments de F. Si pour tout ¢ € I, on a
ro9 € A;, alors xp € iQIAi et donc iQIAi € F. Sl existe j € I tel que A; soit au plus

dénombrable, alors .ﬂIAi est au plus dénombrable, donc on a .ﬂIAi € F. Par conséquent,
1€ 1€

F est bien ’ensemble des fermés d’une topologie 7 sur X.

Pour tout z € X tel que = # xo, {x} est ouvert et fermé dans X. On en déduit que
(X, T) est séparé.

2. Supposons d’abord f continue. On a {z € X ; f(z) # f(zo)} = nglf_l(Fn), oll

Fp, =R\]f(zo)— L, f(zo)+ L[. Comme F), est fermé dans R, alors f~!(F,) est un fermé
de X ne contenant pas g, donc f~!(F,) est au plus dénombrable. Par conséquent,
{r e X; f(x) # f(xo)} est au plus dénombrable.

Réciproquement, supposons que {x € X ; f(x) # f(xo)} est au plus dénombrable, donc
son complémentaire {x € X ; f(z) = f(xo)} est ouvert dans X. Soit U un ouvert non
vide de R. Si f(zo) € U, alors xg ¢ f~1(U), donc c’est un ouvert de X. Si f(zo) € U,
alors f~1(U) = {r € X ; f(x) = f(z0)} UV, ot V est un sous-ensemble de X ne
contenant pas xg, donc V est un ouvert de X. Donc f~1(U) est un ouvert de X. Par
conséquent, f est continue.

Exercice 1.14. On note 7 = {0} U {U C R; R\ U est au plus dénombrable }.
1. Montrer que T est une topologie sur R et que (R, 7) n’est pas séparé.
2. Montrer que toute intersection dénombrable d’ouverts dans (R, 7') est un ouvert.

3. Montrer qu’'une suite dans (R,7) est convergente si elle est stationnaire a partir
d’un certain rang.

4. Soit T, la topologie usuelle de R. Montrer que 'application identique id : (R, 7) —
(R, 7,) n’est pas continue, et pourtant, pour toute suite (z,),>0 convergeant avec
une limite ¢ dans (R, 7), la suite (id(zy))n>0 converge vers id(¢) dans (R, 7).

Solution. 1. Il est clair que §), R € 7. Soient U,V € 7. SiU = () ou V = 0, alors
UNV =0¢&T.Supposonsdonc U #Pet V#P. OnaR\ (UNV)=(R\U)UR\V).
Comme R\U et R\V sont au plus dénombrables, alors R\ (UNV') est au plus dénombrable.
Donc on a UNV € T. Soit (U;);c; une famille d’éléments de 7. Si pour tout i € I, on
a U; =0, alors 'Q]Ui = € T. Supposons qu'il existe j € I tel que U; # (). Comme on a

R\ 'UIUi = _ﬂlR\ Ui CR\Uj, alors R\ 'UIUi est au plus dénombrable, donc 'UIUi eT.
S i€ i€ 1€
Par conséquent, 7 est bien une topologie sur R. Soient x,y € R tels que = # y et U,V

deux ouverts dans (R, 7) contenant respectivement z et y. Alors R\ U et R\ V sont au
plus dénombrables, donc R\ (UNV) = (R\U)U (R\ V) est au plus dénombrable, d’ott
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U NV # (. Par conséquent, (R, 7) n’est pas séparé.

2. Soit (U, )n>0 une suite d’ouverts dans (R, 7). S’il existe n > 0 tel que U,, = (), alors on

a QOU" = () € T. Supposons que pour tout n > 0, on a U, # 0, alors pour tout n > 0,
n

R\ U, est au plus dénombrable. Comme on a R \ QOUn = LiOR\ Uy, alors R \ QOU"
est au plus dénombrable. Donc QOUn est un ouvert de (R, 7). -

3. Il est clair que dans n’importe q_uel espace topologique, toute suite stationnaire a partir
d’un certain rang est convergente. Soit (z,),>0 une suite convergeant vers un point ¢
dans (R, 7). Soit U = R\ {z, ; z, # ¢}, alors U est un ouvert de (R, 7T) contenant /.
Comme (z,,)n>0 converge vers ¢, alors il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait
n € U. Donc pour tout n > N, on a z,, = £.

4. Pour tout a,b € R tels que a < b, |a,b[€ T, mais |a,b[¢ T, donc lapplication
identique id n’est pas continue de (R,7) dans (R, 7). Soit (z,)n>0 une suite conver-
geant vers une limite ¢ dans (R, 7), d’apres 3, il existe N € N tel que pour tout n > N,
on ait x,, = £. Par conséquent, (id(x,))n>0 converge aussi vers id(¢) dans (R, 7y,).

Exercice 1.15. Soit B = {[a, +00[ ; a € R}.
1. Montrer que B forme une base pour une topologie sur R que I'on note 7.
2. Montrer que toute intersection d’ouverts dans (R,7) est un ouvert.

3. Montrer que pour tout 2 € R, Padhérence de {x} par rapport & T est 'intervalle
| — 00, z]. En déduire que (R, T) n’est pas un Tj-espace.

4. Montrer que l'espace (R, T) est un Ty-espace.

Solution. 1. Il est clair que B vérifie les conditions (B1) et (B2), voir page 3, donc il
existe une unique topologie 7 sur R pour laquelle B est une base.

2. Puisque tout ouvert de (R, T7) est réunion d’ouverts appartenant & B, pour montrer
que toute intersection d’ouverts dans (R, T) est un ouvert, il suffit de montrer que toute
intersection d’éléments de B est un ouvert. Soit (a;);e; une famille d’éléments de R. Si

supa; = +oo, ona Nla;, +oo[=0 € T.Sisupa; =a € R,ona NJa;, +oo[=[a, +oo] €
iel iel i€l iel
BCT.

3. Soit z € R, on a|x, 4o0o[= gﬂx%—%, +oo[, donc ]z, 400 est un ouvert de (R, 7). Par

conséquent, | — oo, x] est fermé dans (R, 7)), d’ou {z} C]— o0, z]. Pour tout y € ] — oo, z]
et pour tout voisinage V' de y dans (R, T), on a [y, +o0o[ C V, voir proposition 1.1.3, donc
V N {z} # 0. Par conséquent, on a y € {z}, d'ott {z} =] — 0, x].

D’apres la proposition 1.5.1, un espace topologique X est un Tj-espace si et seulement si
tout point de X est fermé, donc (R, T7) n’est pas un Tj-espace.

4. Soient z,y € R tels que x # y. Supposons x < y, alors [y, +oo[ est un voisinage de y
ne contenant pas x. Donc (R, 7T) est un Tp-espace.

Exercice 1.16. Soient B; = {]a,, bl ; a,be R} et B, = {[a, bl; a,b e R}.

1. Montrer que B; (resp. B,) forme une base pour une topologie, dite topologie
gauche (resp. topologie droite), que 'on note 7; (resp. 7) sur R.
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2. Montrer que la topologie 7; est plus fine que la topologie usuelle sur R. En déduire
que (R, 7;) est un espace séparé.

3. Montrer que (R, 7;) est un espace séparable.

4. Montrer que tout ouvert de (R, 7;) est réunion au plus dénombrable d’intervalles
de la forme Jo, g], avec o, 8 € R.

5. Montrer que l'espace (R, 7;) n’admet pas une base dénombrable d’ouverts.
6. Montrer que l'espace (R, 7;) vérifie le premier axiome de dénombrabilité.
7. Montrer que (R, 7;) est un espace de Lindeldf.

8. Montrer que (R, 7;) est un espace normal.

Solution. 1. Pour tout € R, on a z €]z — 1, z] € B;. Pour tout x €]a, b]N]e, d], on
a x €] max(a,c), min(b,d)] Cla, b]N]e, d]. Donc B; vérifie les conditions (B1) et (B2),
voir page 3, donc il existe une unique topologie 7; sur R pour laquelle B; est une base.
On fait le méme raisonnement pour B,..

2. Soient a,b € Ret N € N* tels que a < b— 1 < b. Alors on a a, b[= nL>JN]a,, b—ileT.

On en déduit que tout ouvert de R pour la topologie usuelle est un ouvert de (R, 7;).
Autrement dit, 7; est plus fine que la topologie usuelle sur R. Comme R muni de la
topologie usuelle est séparé, alors (R, 7;) est un espace séparé.

3. Puisque Q est dense dans R muni de la topologie usuelle, voir Appendice C, alors pour
tout a, b € R tels que a < b, on ait QN]a, b[# 0, d’ot QN]a, b] # 0. Autrement dit, pour
tout |a, b] € By tel que |a, b] # 0, on ait QN]a, b] # 0. Donc Q est dense dans (R, 7;),
voir proposition 1.2.4. Par conséquent, (R, 7;) est un espace séparable.

4. Soit U un ouvert non vide de (R,7;), on a U = iLEJI]ai, bi], avec a;,b; € R et a; < b;.

D’apres 3, pour tout ¢ € I, Ja;, b;] N Q # 0. Ona QNU = {r, ; n > 0}. Pour tout
n > 0, soient I, = {z el; r, €la;, bz]} et U, = L} lai, b;]. Alors on a gOIn =17 et
1€ nz

U= U U,. Soient a,, = inf a; et b, = sup b;, on a an, b, € [—oco, +00] et
n>0 iel, iel,

Jan, bn] si b € Un,
U, =
lan, bu[ st b, €U,.

On distingue plusieurs cas :
Si an,b, € R, il existe N € N* tel que l'on ait |a,, b,[= ng}an, bn — ]

Sia, € Retb, =-+00, il existe N € N* tel que 'on ait ]a;, +oo[= ng]a”’ K].
Si a, = —oc et b, € R, il existe N € N* tel que I'on ait | — 0o, b,[= U | =k, bn— 2]
k>N

De méme pour les autres cas. En tout cas, on peut écrire U,, comme réunion au plus
dénombrable d’intervalles de la forme Ja, 5], avec a, 8 € R. Par conséquent, U est réunion
au plus dénombrable d’intervalles de la forme Ja, (], avec «, 5 € R.

5. Supposons que (R,7;) admet une base dénombrable d’ouverts (U, ),>o. D’apres 4,
on peut supposer que pour tout n > 0, U, =]an, b,], avec a,, b, € R. Soient a,b € R
tels que a < b et b # b, pour tout n > 0. Alors ]a, b] ne peut pas s’écrire comme
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réunion d’intervalles ]a,, by,], ¢’est une contradiction. Donc (R, 7;) n’admet pas de base
dénombrable d’ouverts.

6. Pour tout = € R, les intervalles ]x— %, :z:], oun € N*, forment un systeme fondamental
de voisinages de = dans (R, 7;).

7. Soit (Ui)i ¢ n recouvrement ouvert de (R, T;). Il ’agit de trouver un sous-recouvre-

ment au plus dénombrable de (Ui)z‘ cr Comme B; est une base d’ouverts de la topologie T;,
on peut supposer que pour tout ¢ € I, on a U; =]a;, b;], aveca; < b;. OnaR = .UI]ai, bil,
1€

et soient U = _UI]ai, bi[ et F =R\ U. Alors U est un ouvert de R muni de la topologie
1€

usuelle. Comme R admet une base dénombrable d’ouverts, voir exemple 1.2.2, alors U
muni de la topologie induite par R admet une base dénombrable d’ouverts. On déduit du
théoreme 1.9.5 que U est un espace de Lindel6f. Donc il existe un sous-ensemble au plus
dénombrable J de I tel que U = igJ]ai, b;[. Montrons maintenant que F est un ensemble

au plus dénombrable. Soit « € F. Comme on a R = _UI]ai, b;], alors il existe i, € I tel
1€

que z = b;,. Comme Ja;,, z[NQ # 0, on choisit ¢, €la;,, z[NQ, dout ¢, < = et on a
¢z, [ C U. Soient x,y € F tels que < y. Siqy > gy, alorsona g, < ¢, < z < y. Comme
on a gy, y[C U, on en déduit que = € U, ce qui est impossible. Donc on a ¢, < ¢,. Ainsi,
on définit une application injective x — ¢, de F' dans Q. Par conséquent, F' est au plus
dénombrable. Donc l'ensemble K = J U {i, ; * € F} est au plus dénombrable et on a
R= iéJK]ai, b;]. Donc (R, 7;) est bien un espace de Lindelof.

8. Comme (R, 7;) est un espace de Lindelof, d’apres le théoreme 1.9.6, il suffit de montrer
que (R,7;) est un espace régulier. Soient b € R et F un fermé de (R,7;) tels que
b ¢ F. Alors il existe a € R tel que a < b et Ja, b] N F = . Soient U = |22, b] et
V= } — 00, “TH’ [ U]b, +00 [ Alors U et V sont deux ouverts disjoints de (R, 7;) tels que
beUet FCV.Donc (R,7;) est un espace régulier.

Exercice 1.17. Soit X = R muni de la topologie 7;. D’apres I'exercice précédent, X est
normal et séparable. Soit Y = X x X muni de la topologie produit, donc Y est séparable.
Soit D = {(z,y) €Y ; x +y = 0}.

1. Montrer que D muni de la topologie induite par celle de Y est discret. En déduire
que D n’est pas séparable. Ainsi, un sous-espace d’un espace topologique séparable
n’est pas forcément séparable.

2. Montrer que D est fermé dans Y. En déduire que Y n’est pas un espace de Lindelof.
Ainsi, le produit de deux espaces de Lindelof n’est pas forcément un espace de
Lindelof.

Solution. 1. Pour tout (z,y) € D, U =] — 00, x]x] — 00, y] est un ouvert de Y et on a
UND = {(z,y)}. Donc D est un espace discret. Comme D n’est pas dénombrable, alors
D n’est pas séparable.

2. Soit (z,y) € Y\ D, alors on a y # —z. Donc il existe € > 0 tel que |y — e, y +e[N] —
x—e¢, —x+e[=0. Puisque U =]z — ¢, z + ¢[x]y — &, y + €[ est un ouvert de Y tel que
(x,y) € U C Y\ D, alors Y\ D est un ouvert de Y, donc D est fermé dans Y. Il est clair
que tout sous-espace fermé d’un espace de Lindelof est un espace de Lindelof. Comme
D n’est pas un espace de Lindelof, car D est discret et infini non dénombrable, on en
déduit que Y n’est pas un espace de Lindelof.
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Exercice 1.18. Soit X un ensemble infini muni de la topologie cofinie, voir exemple
1.1.1.

1. Montrer que toute partie infinie de X est dense. En déduire que X est séparable.

2. On suppose de plus que X est non dénombrable. Montrer que X n’admet pas de
base dénombrable d’ouverts.

Solution. 1. Soient A une partie infinie de X et U un ouvert non vide de X, alors X \ U
est fini, donc ANU # (). Il résulte de la proposition 1.2.4 que A est dense dans X. En
particulier, toute partie dénombrable de X est dense. Donc X est séparable.

2. 81 X admet une base dénombrable d’ouverts, alors il existe une suite (A4, ),>1 de sous-
ensembles finis de X telle que (X \ Ay),>1 forme une base d’ouverts de X. Soient z € X
tel que x & nL>J1An et U =X \ {z}, alors U est un ouvert de X. Donc il existe n > 1 tel

que X \ A4, CU.OronaA,C U, donc U = X, ce qui est impossible. Par conséquent,
X n’admet pas de base dénombrable d’ouverts.

Exercice 1.19. Soient X un espace topologique et A un sous-ensemble de X muni de la
topologie induite par celle de X.

1. Soit B une base d’ouverts de X. Montrer que {U NA; U e B} est une base
d’ouverts de A.

2. Soient x € A et B, une base de voisinages de z dans X . Montrer que {V NA; Ve
Bw} est une base de voisinages de x dans A.

Solution. 1. Soit U’ un ouvert non vide de A, alors il existe un ouvert non vide U de
X tel que U = ANU. Comme il existe une famille (U;);c; dans B telle que U = ‘UIUZ"
1€

alors on a U’ = 'UI(Ui N A). Par conséquent, {UN A ; U € B} est une base d’ouverts de
1€
A.

2. Soit W un voisinage de z dans A, alors il existe un voisinage V' de z dans X tel
que W = ANV’ et il existe V € B, tel que V C V. Doitona ANV C W, donc
{VNA;VeB,} est une base de voisinages de = dans A.

Exercice 1.20.

1. Soient X un ensemble et A une partie de X. Quelle est la topologie de A induite
par la topologie discrete de X ? Par la topologie grossiere de X ?

2. Quelle est la topologie de Z induite par la topologie usuelle de R ?

Solution. 1. Pour tout x € X, {z} est un ouvert de (X, 73), donc pour tout a € A,
{a} = {a} N A est un ouvert de A. Par conséquent, la topologie de A induite par la
topologie discrete de X est la topologie discrete de A.

Ona{UNA; U e T,} ={0, A}, donc la topologie de A induite par la topologie grossiere
de X est la topologie grossiere de A.

2. Pour tout n € Z, |n— 3, n+ 5[ est un ouvert de Ret ona |n— 3, n+ [ NZ = {n}.
Donc la topologie de Z induite par la topologie usuelle de R est la topologie discrete.

Exercice 1.21. Soient X un espace topologique, A un sous-ensemble de X et (U;)ier
une famille d’ouverts de X telle que ‘UIUi =X.
1€
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1. Montrer que A est ouvert dans X si et seulement si pour tout ¢ € I, AN U; est
ouvert dans Uj;.

2. Montrer que A est fermé dans X si et seulement si pour tout 7 € I, ANU; est fermé
dans U;.

Solution. 1. Supposons d’abord que A est ouvert dans X. Alors pour tout ¢ € I, ANU;
est ouvert dans X et contenu dans U;, donc A N U; est ouvert dans Uj.
Réciproquement, supposons que pour tout ¢ € I, ANU; est ouvert dans U;. Alors ANU;
est ouvert dans X car U; est un ouvert de X. Orona A = Z.LEJI(AH U;), donc A est ouvert
dans X.

2. A est fermé dans X si et seulement si X \ A est ouvert dans X si et seulement si
pour tout ¢ € I, (X \ A) NU; est ouvert dans U;. Oron a (X \ A)NU;, =U; \ (ANU;),
donc (X \ A) NU; est ouvert dans U; si et seulement si A N U; est fermé dans U;. Par
conséquent, A est fermé dans X si et seulement si pour tout ¢ € I, ANU; est fermé dans U;.

Exercice 1.22. Soient X un espace topologique, A un sous-ensemble de X et (F})1<i<n

une famille finie de fermées de X telle que _@1Fi = X.

1. Montrer que A est fermé dans X si et seulement si pour tout ¢ € I, ANF; est fermé
dans F;.

2. Montrer que A est ouvert dans X si et seulement si pour tout i € I, AN F; est
ouvert dans Fj.

3. A-t-on le méme résultat si la famille (F}) était infinie ?

Solution. 1. Supposons d’abord que A est fermé dans X. Alors pour tout i € I, AN F;
est fermé dans X et contenu dans F;, donc AN F; est fermé dans F;.
Réciproquement, supposons que pour tout ¢ € I, AN F; est fermé dans F;. Alors AN F;

est fermé dans X car F; est un fermé de X. Oron a A = _Gl(A N F;), donc A est fermé
1=

dans X.

2. A est ouvert dans X si et seulement si X \ A est fermé dans X si et seulement si
pour tout 7 € I, (X \ A) N F; est fermé dans F;. Orona (X \A)NFE, =F;\ (ANEF,),
donc (X \ A) N F; est fermé dans F; si et seulement si A N F; est ouvert dans F;. Par
conséquent, A est ouvert dans X si et seulement si pour tout i € I, AN F; est ouvert
dans Fj.

3. Si X = R muni de la topologie usuelle et A =]0, 1] et si pour tout = € R, on pose
E, = {z}, alors F est fermé dans R et on a R = mLGJRFz. Pour tout z € R, AN F, est

fermé et ouvert dans F,, mais A n’est ni fermé ni ouvert dans R.

Exercice 1.23. Soient Y et Z deux parties d’'un espace topologique X . Soit A une partie
deYNZ.

1. On suppose que A est un ouvert du sous-espace Y et un ouvert du sous-espace Z.
Montrer que A est un ouvert du sous-espace Y U Z.

2. On suppose que A est un fermé du sous-espace Y et un fermé du sous-espace Z.
Montrer que A est un fermé du sous-espace Y U Z.
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Solution. 1. Par hypothese, il existe des ouverts U et V dans X tels que A=UNY et
A=V NZ. Soit W=UnNV, alors W est un ouvert de X et on a W N (Y UZ) = A,
donc A est un ouvert de Y U Z.

2. Par hypothese, il existe des fermés F' et G dans X telsque A=FNY et A=GNZ.
Soit D = F NG, alors D est un fermé de X et ona DN (Y U Z) = A, donc A est un
fermé de Y U Z.

Exercice 1.24. Soient X un espace topologique, Y un sous-ensemble de X muni de la
topologie induite par celle de X, et A un sous-ensemble de Y.

1. Montrer que I'adhérence de A dans Y est égal &4 ANY.

2. Montrer que ’ensemble des points d’accumulation de A dans Y est égal & A’ NY.

[e]
3. Vérifier que l'intérieur de A dans Y contient A.

4. Montrer que Y est ouvert dans X si et seulement si pour toute partie B de Y,
Iintérieur de B dans Y coincide avec l'intérieur de B dans X.

5. Montrer que la frontiere de A dans Y est contenue dans Fr(A) NY.

Solution. 1. Soit Ay l’adhérence de 4 dans Y. Comme les fermés de Y sont de la
forme Y N F avec F' fermé de Y, alors ANY est un fermé de Y contenant A, donc on
a Ay C ANY. Inversement, soit x € ANY. Alors pour tout voisinage W de x dans
Y, il existe un voisinage V' de z dans X tel que W =V NnY et VNA# Q),_d’oil on a
WNA=VNYNA=VNA#D, donc x € Ay. Par conséquent, on a Ay = ANY.

2. Soit Ay, 'ensemble des points d’accumulation de A dans Y. Soit x € Y, alors x € A5,
si et seulement si pour tout voisinage V de x dans X, on a (VNY)\{z})NA#0. Or
ona (VNnY)\{z})NnA=(V\{z})NA, alors on en déduit que 'on a A}, = A’'NY.
3. Soit ;1y Iintérieur de A dans Y. On a ;1 CACY et ;1 est un ouvert de X, donc ;4)1
est un ouvert de Y contenu dans A. Par conséquent, on a A C Ay.

4. Supposons d’abord que Y est un ouvert de X. Soit B une partie de Y. Comme By
est un ouvert de Y, alors il existe un ouvert U de X tel que By = Y NU, donc By est
un ouvert de X contenu dans B. Par conséquent, on a By C B. D’apres 3, on a aussi
BC By, dou B= By

Rec1pr0quement supposons que pour toute partie B de Y, on a B By Alors on a
Y Yy Y donc Y est un ouvert de X.

5. Soit Fry (A) la frontiere de A dans Y. Comme on a AC Ay C Ay = ANY C A, alors

Fry (A) = Ay\ Ay C A\ A= Fr(A). Donc on a Fry(4) € Fr(A)NY.

Exercice 1.25. Soient X un espace topologique, Y un sous-ensemble de X muni de la
topologie induite par celle de X, et A un sous-ensemble de Y. Montrer que si A est dense
dans Y et Y est dense dans X, alors A est dense dans X.

Solution. Soit Ay I’adhérence de Adans Y, onaY =Ay = ANY,douY C 4. Or on
aY =X, donc A =X, i.e. Aestdense dans X.
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Exercice 1.26. Soient X un espace topologique, A une partie de X et U un ouvert de
X.

1. Montrer que 'ona ANU c U N A.

2. En déduire que si A est dense dans X, alorson a U = UNA et UN A est dense
dans U.

3. En déduire que si A est dense dans X et si € A et W est un voisinage de = dans
A, alors 'adhérence W de W dans X est un voisinage de x dans X.

4. En déduire que si A et U sont denses dans X, alors U N A est dense dans X.

5. Donner un exemple d’un sous-ensemble A de R tel que A et R\ A soient denses
dans R. Ainsi, I'intersection de deux ensembles denses n’est pas en général dense.

Solution. 1. Soient x € ANU et V un voisinage de x dans X. Alors VNU est un voisinage
de z dans X et € A, donc on a VNU N A # (). Par conséquent, on a z € U N A, d’ot
ANUCUNA.

2. 51 A est dense dans X, ona A =X, dou UNA=U.DonconalU CUNAC U,
d’ott U = UnNA. D’apres l'exercice 1.24, I'adhérence de U N A dans U est égal &
UNANU=UnNU=U,donc UnN A est dense dans U.

3. Soit W un voisinage de x dans A. Alors il existe un voisinage V de x dans X et un
ouvert U de X tels que z €¢ U C Vet W =V N A. Comme A est dense dans X, on
déduit de 2 que 'ona U =UNACVNACW.Donc W est un voisinage de = dans X.
4. D’apres 2, ona UNA=U = X, donc U N A est dense dans X.

5. On munit R de la topologie usuelle, alors Q et R \ @ sont denses dans R et pourtant

onaQNR\Q) =0.

Exercice 1.27. Soient X un espace topologique et (A;);c; une famille localement finie
[e]

[e]
de parties de X. Montrer que si pour tout 7 € I, on a A; = (), alors 'UIAi = .
1€

[e]
Solution. Pour montrer que 'UIAi = (), on montre que pour tout ouvert non vide U de
1€

X, U¢g 'UIAi' Soient U un ouvert non vide de X et & € U. Alors il existe un voisinage
1€

ouvert V' de x dans X et un sous-ensemble fini J de I telsque V C U et VNA; = () pour
tout i € I\ J,dou VNA; =0. DonconaVn LIJ\JAi = (). 1l résulte de la proposition
1€

1.23 que 'ona VN LIJ\JAi = (). Pour tout i € J, ona X\ 4; = X\ A;= X, donc
1€

X \ A; est un ouvert dense dans X. D’aprés I'exercice précédent, _ﬂJX \ A; est dense
1€

dans X.Orona UA;= UA;et X\ UA; = N X\ A;,donc UA; =0. On en déduit
icJ icJ icJ iceJ icJ

queV ¢ UA;,doncV ¢ UA; U U A; = U A;. Par conséquent, on a U A; = ().
i€J icJ i€I\J el iel

Exercice 1.28. Soient X un espace topologique et A une partie de X. Montrer que les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) I existe un ouvert U de X et un fermé F de X tels que A =UNF.
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(i) A est ouvert dans son adhérence A.
(iii) A\ A est fermé dans X.

(iv) Pour tout x € A, il existe un voisinage V' de x dans X tel que V N A soit fermé
dans V.

Une partie A vérifiant ces propriétés est dite localement fermée dans X.

Solution. Montrons 'implication (i) = (ii). Par hypothese, il existe un ouvert U de X
et un fermé F de X tels que A=UNF. Alorsona A=UNF c UNF =UNF et
ACUNACUNUNF=UNF =A.DonconaA=UnNA, dol A est ouvert dans A.
Preuve de (ii) = (iii). Par hypothese, A est ouvert dans son adhérence A. Donc A\ A
est fermé dans A, et comme A est fermé dans X, alors A\ A est fermé dans X.

Preuve de (iii) = (i). Soient F' = A et U = X \ (A\ A), alors F est fermé dans X, U
est ouvert dans X etona A=UNF.

Preuve de (i) = (iv). Soient z € A et V un voisinage de = dans X. D’apres l'exercice
1.24, adhérence de VN A dans V est VN ANV. Donc VN A est fermé dans V si l'on a
VNANV =V N A. Par hypothese, il existe un ouvert U de X et un fermé F' de X tels
que A=UNF,dotton a A=UNA. Pour tout z € A, U est un voisinage de = dans X
etonaUNA=Aet UNANU =ANU = ANU. Donc U N A est fermé dans U.
Preuve de (iv) = (i). Par hypothese, pour tout « € A, il existe un voisinage V, de x
dans X tel que VN A soit fermé dans V', i.e. V,, N ANV, = V,NA. Vérifions que I’'on peut
supposer V,. ouvert dans X. En effet, soit W, 'intérieur de V, dans X, on a x € W, et
Wo,nNANW, C V,NANV, =V, nNA douW,NANW, C V,NANW,=W,NA C
W,NANW,. DonconaW,NANW, =W, N A. Par conséquent, W, N A est fermé
dans W,. Désormais, on peut supposer V, ouvert dans X. On pose U = zLGJAVw, alors U

est un ouvert de X. Montrons que 'on a A = U N A. Comme V, N A est fermé dans V,
alors V, = V;;\ (VzNA) est un ouvert de V;, donc V; est un ouvert de X et on a V;NA = 0,
douV,NA=0.0naV, =V/U(V,NA), douV,NA=(V/NA)UV,NANA) =V, NA.

Par conséquent,ona UNA= U V,NA= U V,NA=UnNA=A.
T€A T€EA

Exercice 1.29. Soient (X;);c; une famille d’espaces topologiques et X = [ X; I’espace
i€l
topologique produit. Pour tout ¢ € I, soit A; une partie de X;. On pose A = [] 4;.
i€l

1. Montrer que I'on a A = []A;.
il
2. En déduire qu'un produit []A; d’ensembles non vides est fermé dans X si et
i€l
seulement si pour tout 7 € I, A; est fermé dans X;.

3. Supposons que I = {1,...,n} est un ensemble fini. Montrer que l’on a ;1 = [ A
il
Solution. 1. On a [[4; = 'ﬂfFi ou F; = [[ B; avec B; = A; et Bj = X;sij#1 Ona
iel 1€ jel
X\ F, = [1U; avec U; = X; \ 4; et U; = X si j #i. Donc X \ F; est ouvert dans X.
jel
Par conséquent, F; est fermé dans X, d'ott []A4; est un fermé de X contenant A. Donc
il
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on a A C [[A;. Réciproquement, soient = (z;);c; € [[A; et U = [[U; un ouvert
il iel iel
élémentaire de X contenant z. Pour tout ¢ € I, U; est un ouvert de X; et il existe un
sous-ensemble fini J de I tel que pour tout i € / \ J, on ait U; = X;. Pour tout ¢ € I, on
awx; € A;NU;, alors il existe a; € A;NU;, d'otta = (a;)ier € ANU. Donc ona ANU # 0.
Par conséquent, on a z € A, d’'ou A = [] A;.
iel

2. Ceci résulte ignmédiatement de 1. .

o
3. Puisque [] A; est un ouvert de X contenu dans A, alors on a [] A; C A.

i€l i€l
(o)
Réciproquement, soit a = (a;)i1<i<n € A, alors il existe un ouvert élémentaire [[U; dans
i€l
X tel que a = (a;)1<i<n € [[U; C A. Donc pour tout ¢ € {1,...,n},onaa; € U; C 4,

il
o o o o
d’ont a; € A;. Autrement dit, on a a € [[ A;. Par conséquent, on a 4= [] A;.
i€l iel
Exercice 1.30. Soient X, Y deux espaces topologiques et A C X, B C Y. Déterminer
la frontiere de A x B.

o

- - — o o
Solution. Commeona A x B=Ax Bet Ax B=A x B, alors :

xé)

o

Fr(AxB) = (AxB)\(

— [Fx(A) x B] U [A x Fx(B)].

Exercice 1.31. Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application
continue. Montrer que X et G(f), le graphe de f, sont homéomorphes.

Solution. Rappelons que I'on a G(f) = {(z, f(z)) ; 2 € X} C X x Y et que I'on
munit G(f) de la topologie induite par la topologie produit de X x Y. L’application
F:x v+ (x, f(x)) est continue, voir proposition 1.4.7, et bijective de X sur G(f). Soit
p1 la projection canonique de X x Y sur X, alors p; est continue et F~! est la restriction
de p1 & G(f), donc F~1 est continue. Par conséquent, F est un homéomorphisme.

Exercice 1.32. Soient X et Y deux espaces topologiques, avec Y séparéet f: X — Y
une application.

1. Montrer que si f est continue, alors G(f), le graphe de f, est fermé dans X x Y .
2. Donner un exemple montrant que la réciproque dans 1 n’est pas toujours vraie.

3. Montrer que si f est continue, alors g : x — (x, f(x)) est une application continue
fermée de X dans X x Y.

Solution. 1. Soient p; et ps les projections canoniques de X XY sur X et Y respectivement.
Alors les applications h = f o p; et ps sont continues de X x Y dans Y et on a
G(f) = {(z,y) € X xY ; h(z,y) = p2(z,y)}. Puisque Y est séparé, il résulte de la

TLa réciproque est vraie si Y est « compact », voir chapitre 3, exercice 3.22. Voir également théoréme
7.1.2
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proposition 1.5.5 que G(f) est fermé dans X x Y.

2. Soit f : R — R une application définie par f(z) = I si z # 0 et f(0) = 0. Alors son
graphe G(f) = {(z,y) € R? ; zy =1} U{(0,0)} est un sous-ensemble fermé de R?, mais
f n’est pas continue car la suite de terme général x,, = % tend vers 0 dans R, mais la
suite (f(zy))n>1 n'est pas convergente dans R.

3. La continuité de g résulte de la proposition 1.4.7. Montrons que g est une application
fermée. Soit F' un fermé de X. Montrons que (X x Y) \ g(F) est ouvert dans X x Y.
Soit (x,y) € (X xY)\ g(F). Si (x,y) € G(f), d’apres 1, il existe un ouvert V de X x Y
contenant (z,y) tel que VNG(f) =0, donc VNg(F)=0,douV C (X xY)\ g(F). Si
(x,y) € G(f), alors y = f(x). Comme (z, f(x)) &€ g(F), alors z € F, donc (X \ F) x Y
est un ouvert de X x Y contenant (z,y) et (X \F)xY)Ng(F) =0, dou (X\F)xY C
(X xY)\ g(F). Par conséquent, (X xY)\ g(F) est un ouvert de X x Y, donc g(F) est
fermé dans X x Y.

Exercice 1.33. Soit X un ensemble infini muni de la topologie cofinie 7. ¢, voir exemple
1.1.1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une application

f(X,Tey) — (X, Tey) soit continue.

Solution. L’application f est continue si et seulement si ou bien f est constante ou bien
pour tout y € X, f~!({y}) est un sous-ensemble fini de X.

Exercice 1.34. Soient X un espace topologique et f : X — R une application. Montrer
que f est continue si et seulement si pour tout a € R, f~!(Ja, +oc[) et f(] — oo, af)
sont des ouverts de X.

Solution. Supposons d’abord f continue. Pour tout a € R, |a, +oo[ et | — 0o, a[ sont des
ouverts de R, donc f~'(Ja, +00[) et f~'(] — oo, a[) sont des ouverts de X.
Réciproquement, supposons que pour tout a € R, f_1 (]a, +oo[) et f‘l(] — 00, a[) sont
des ouverts de X. Pour tout a,b € R tels que a < b, on a f~*(Ja, b[) = f~(] — o0, b[) N
f7*(Ja, +o0]), donc f~*(Ja, b]) est ouvert dans X. Par conséquent, f est continue car
les intervalles ]a, b[ forment une base d’ouverts de R.

Exercice 1.35. Soient (X;);cs une famille d’espaces topologiques et X = [ X; I’espace
il

topologique produit. Soient a = (a;);es un point de X et D I'ensemble des points (x;)ier

de X tels que x; = a; sauf pour un nombre fini d’indices ¢ € I. Montrer que D est dense

dans X.

Solution. D’apres la proposition 1.2.4, ’ensemble D est dense si et seulement si pour

tout ouvert élémentaire non vide U de X, on a U N D # (). Soit U un tel ouvert, alors

U = [[U; ou U; est un ouvert non vide de X; pour tout i € I et il existe un sous-ensemble
iel

fini J de I tel que pour tout ¢« € I\ J, on ait U; = X;. Pour tout i € J, soit z; € U; et

pour tout i € I\ J, soit ; = a;. Alorson a xz = (x;);e; € UND, donc D est dense dans X .

Pour plus d’exercices, voir le supplément associé a ce livre.



Chapitre 2

ESPACES METRIQUES

A plupart des topologies qui interviennent dans la pratique sont « métrisables », i.e.
peuvent étre définies a partir d’'une «distance ». C’est en particulier le cas de la
topologie usuelle dans ’espace euclidien de dimension 2 ou 3. Par contre, tout espace
topologique non séparé n’est pas métrisable, et méme on verra, exemple 2.5.1 et remarque
2.5.2, qu’il existe des espaces topologiques normaux non métrisables, voir également
exemple 3.6.1 et remarque 3.5.3. Dans ce chapitre, le corps des scalaires K désigne soit
R, soit C.

2.1 Espaces métriques
Définition 2.1.1. Une distance (ou métrique) sur un ensemble X est une application :

d: XxX — R,
(z,y) = d(z,y)

possédant, pour tous z,y, z € X, les propriétés suivantes :
(M1) d(z,y) =0 < z=y;
(M2) d(z,y) =d(y,v);

(M3) d(x,z) <d(z,y)+d(y,z) (inégalité triangulaire).

Muni de la distance d, X est appelé espace métrique, on note parfois un tel espace
(X, d). Le nombre réel positif d(x,y) est appelé la distance entre z et y dans X.

Proposition 2.1.1. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Pour tout x,y,z € X, on a |d(:17,z) — d(z,y)| <d(z,y).
n
2. Pour toul x1,%2,...,Tn, Tnt1 € X, on a d(x1,Tnt1) < Z (i, Tig1)-

69



70 Chapitre 2. ESPACES METRIQUES

Démonstration. 1. D’apres les propriétés (M2) et (M3), on a d(z, z) < d(z,y)+d(z,y)
et d(z,y) < d(z,2) +d(x,y), ond(x,z) —d(z,y) < d(z,y) et d(z,y) — d(z, 2) < d(z,y).
Par conséquent, on a |d(z,z) — d(z,y)| < d(z,y).

2. On appelle I,, I'inégalité que I'on cherche & montrer. Il est clair que I; est vraie.

Supposons que I, est vraie, i.e. que 'on a d(x1,zp41) < Z d(x;,z;11). Par I'inégalité
i=1
triangulaire, on a d(z1, Tp+2) < d(z1, Tpt1) + d(Tpt1, Tnta), d’0U :
n n+1
d(@1, Tn2) Z (@i, @it1) + d(@ns1, Tnya) = Y d(wi, wig1) .-

Donc I,,4; est vraie. Par conséquent, I,, est vraie pour tout n > 1. |

Proposition 2.1.2. Pour tous x = (x1,...,Zpn), ¥ = (Y1,.-.,Yn) € R™, on a

n b n b
< (Z xf) (Z yf) (inégalité de Cauchy-Schwarz).

i=1 i=1

i=1

N[

n

2. (Z(% + i) ) (i x; ) (i yf) : (inégalité de Minkowski).

i=1 =1 =1

Démonstration. 1. On donnera au chapitre 8 une autre preuve de I'inégalité de Cauchy—
Schwarz en utilisant la notion du produit scalaire, mais pour l'instant on va donner une
preuve élémentaire. On a :

(S (S500) = (Som) = () (35) - (L)
- Xt (L) (o)
- i,]ix?y?_milxiijjyi

|~

n n
Z (2 v + 23 7)) — Z foiijjyz}
=1

ij= i.j=1

[
[i (ifiyj—xjyﬂ >0.

ij=1

N~
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2.0n a:

(27 + 7 + 22 y;)

n
Z xz + yz =
i=1

)
-
i

3
M

IN
(]
8
+
(]
<
+
O
—
8
N~—
—~
(]
s
N~—

Définition 2.1.2. Soient (X, d) un espace métrique, a € X et r > 0.

1. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r 'ensemble :

B(a,r) ={z € X ; d(a,z) <r}.

2. On appelle boule fermée de centre a et de rayon r 'ensemble :

B'(a,7) ={z € X ; d(a,z) <r}.

3. On appelle sphére de centre a et de rayon r ’ensemble :

S(a,r) ={x € X ; d(a,z) =7}.

Notons que l'on a B'(a,r) = B(a,r) U S(a,r).

Exemple 2.1.1. 1. Un exemple fondamental d’espace métrique est ’ensemble R muni
de la distance usuelle; pour tout z, y € R, on a d(x,y) = |x—y|, la valeur absolue
du nombre réel z — y. On a alors :

B(a,r)=la—r,a+7r[ , Bla,r)=[a—r,a+7r] , Sla,r)={a—r,a+r}.

Lorsque R est considéré comme un espace métrique, sans mention explicite d’une
distance, il est toujours sous-entendu que R est muni de la distance usuelle.

2. Un autre exemple fondamental est I’ensemble C muni de la distance euclidienne;
pour tout z, 2/ € C, on a d(z,2') = |z — 2/, le module du nombre complexe z — 2’
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C
72 S Y S(a,r)
| yo |-
z' |
E X i z’ 0 o T
0
Sphere S(a,r) dans C
! ___Blar) ! B'(a,1)
[ a A
Yo |- -G \ ! Yo -
§ NS/
0 Zo €T 0 Zo x

Boule ouverte B(a,r) dans C Boule fermée B’(a,r) dans C

Exemple 2.1.2. Pour tout x = (z1,...,2y), y = (y1,...,yn) € K", on pose :
1
(lwl P e+ |xn_yn|p)p si p=loup=2,
dp(z,y) =

max(|xl_yl|7'~'a|$n_yn|) si p=00.

Alors d), est une distance sur K”. La distance dy est appelée la distance euclidienne sur
K". En effet, il est clair que d; et ds sont des distances sur K". Vérifions que do est une
distance sur K™. Il est clair que lon a da(z,y) =0 <= = =y, et que da(z,y) = da(y, x).

Il reste & montrer I'inégalité triangulaire. Soient x = (z1,...,2,), 2 = (21,...,2,) € K?,
on a:
n 3
dy(z,2) = (Z |x; — zl|2)
i=1

1
2

- 2
< (Z (lzs = il +[ys — 2il) )
i=1
1 1
n 2 n 2
< (Z |; — yz|2) + (Z |x; — zl|2) (inégalité de Minkowski)
i=1 i=1

= do(x,y) +da(y,2).
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Pour n = 2, on a les trois boules ouvertes de centre 0 et de rayon 1 correspondantes dans
R2 .

Y Y
1| Bi(0,1) 1| B»(0,1)
/// \\\\ /// \\\
,’/ A 1 1’ \\1
- 0 y x ‘\ 0 /‘ x
N 7 \ 7
Y
1| Boo(0,1)
[ ]
1 I
1 I
i 11
G B
1 I
I 1
AR

Notons que cet exemple montre qu’'une boule ouverte ou fermée dans un espace métrique
n’est pas forcément « ronde ».

Exemple 2.1.3. 1. Soit X un ensemble quelconque. Pour tout =,y € X, on pose :
0 s xz=y,
d(z,y) = { 1 81 z#y.
Alors d est une distance sur X, appelée distance triviale ou distance discréete.
Soient a € X et r > 0.
i) Si0<r<1,ona B(a,r) = B'(a,r) = {a} et S(a,r) = 0.
ii) Sir=1,ona B(a,r) = {a}, B'(a,r) = X et S(a,r) = X \ {a}.
iii) Sir>1,ona Bla,r) = B'(a,7) = X et S(a,r) = 0.
2. Soient (X, d) un espace métrique et « > 0. Pour tout =,y € X, on pose dq(z,y) =
ad(z,y), alors d, est aussi une distance sur X.

3. Soit E = C([0, 1], R) I'ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R. Pour

tous f,g € E, on pose d(f,g) / |f(z) — g(z)| dz. Alors d est une distance
sur E. En effet, il est clair que pour tous f,g € E,on ad(f,g) =d(g,f), et que
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d(f,g) =0 < f =g car f — g est continue. Soient f,g,h € E, on a :

d(f.g) = /|f )| dz

/0 (@) — hx) + h(z) - g(z)| dx

IN

1
/O (If(z) = h(z)] + |h(z) — g(z)]) dz

/01|f(x) |dac+/ Ih(z) — g(a)| dz

= d(f,h)+d(h,g).

Donc d est bien une distance sur E.

2.2 Topologie des espaces métriques

Proposition 2.2.1. Soit (X, d) espace métrique.

1. L’ensemble X est la réunion des boules \@5\//’/ T
ouvertes. O Q .
/// @@ \\
2. Soient a € X et r > 0. Soit © € B(a,r) et / \@ \
p=r—d(a,x), alors p>0 et on a ;’ > )
B(z,p) C Bla,r). \ v ) J
3. Soient a,b € X et ri,ra > 0. Pour tout 5, J/
x € B(a,r1) N B(b,ra), il existe p > 0 . bt
tel que B(x,p) C B(a,r1) N B(b,r2). Donc SNl -

lintersection de deux boules ouvertes est une
réunion de boules ouvertes.

Démonstration. 1. Soient a € X et r > 0, alors on a a € B(a,r), donc X est la réunion
des boules ouvertes.

2. Soit y € B(z, p), alorson a d(x,y) < p =r—d(a,x), dou d(a,z)+d(z,y) < r. D’apres
I'inégalité triangulaire, on a d(a,y) < d(a, z) + d(z,y). Par conséquent, on a d(a,y) < 7.
Autrement dit, on a y € B(a,r), donc B(z, p) C B(a,r).

3. Soit p = inf {r1 —d(a,x),r9 — d(b, x)}, alors p > 0 et il résulte de 2 que l'on a
B(z,p) C B(a,r1) N B(b,r2). |

Soit (X, d) espace métrique. On déduit de la proposition précédente que les boules
ouvertes de (X, d) vérifient les propriétés (B1) et (B2), voir chapitre 1, page 3. Par
conséquent, il existe une unique topologie T4 sur X pour laquelle les boules ouvertes
forment une base d’ouverts. La topologie Ty est appelée la topologie associée a la
distance d. Un espace métrique (X, d) sera toujours considéré comme un espace topologi-
que, muni de la topologie 7Ty.
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Ce qu'il faut retenir concernant la définition de la topologie T4 est : soit U un sous-
ensemble de X, alors U est un ouvert pour 7y si et seulement si pour tout x € U, il existe
r > 0 tel que B(z,r) C U.

Si dg est la distance euclidienne sur R”, alors 7y, est appelée la topologie euclidienne
ou usuelle de R™, voir également paragraphe 1.4.

Proposition 2.2.2. Soit (X, d) espace métrique. Alors on a :
1. L’espace (X, d) est séparé.
2. L’espace (X, d) vérifie le premier aziome de dénombrabilité.

3. Soient (Y, d') un espace métrique, a € X et f : X — Y wune application. Alors
f est continue en a si, et seulement si, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que
f(B(a,n)) C B(f(a),e). Autrement dit, f est continue en a si, et seulement si,
pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout x € X vérifiant d(a,x) < n, on ait

d'(f(a), f(x)) <e.

Démonstration. 1. Soient x,y € X tels que = # y, alors

on a d(zx,y) > 0. Soit r = @, alors 7 > 0 et on a X
B(z,r) N B(y,r) = 0. Par conséquent, (X, d) est séparé.

2. Pour tout point x de X, (B (aj, %))n>1 forme un systeme
fondamental dénombrable de voisinages de = dans (X, d).

3. Ceci résulte de la définition de la continuité, voir

définition 1.3.1, et de la définition de la topologie associée

a une distance. |

Remarque 2.2.1. Soit (X, d) un espace métrique.
1. Une suite (z,,)n>0 dans (X, d) converge vers un élément a de X si, et seulement
si, pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait d(x,,a) < €.

Autrement dit, la suite (z,)n>0 converge vers a dans X si, et seulement si, on a
lim d(z,,a) =0 dans R.

n—-+o0o

2. Soient (xy)n>0 €t (Yn)n>0 deux suites convergentes dans (X, d) respectivement vers
x et y. Alors on a liIJIrl d(Xp,yn) = d(x,y) dans R. En effet, on a :
n—-+0oo

|d($v y) — d(@n, yn)| = ‘d(:l?, y) — d(@n,y) + d(zn, y) — d(zy, yn)|
< ‘d(mvy)_d(mﬂay)‘+|d($ﬂay)_d($nayﬂ)‘

< d(x, $n) + d(ya yn) .

Comme on a lim d(z,z,)= lm d(y,y,) =0, alors lim d(x,,y,) = d(z,y).

n—-+oo n—-+oo n—-+oo

On déduit des proposition 2.2.2, proposition 1.7.2, corollaire 1.7.1 et théoréeme 1.7.3, les
résultats suivants :

Proposition 2.2.3. Soient (X, d) espace métrique et a € X. Alors on a :

1. Soit (zn)n>0 une suite dans X. Le point a est une valeur d’adhérence de la suite
(Tn)n>0 st et seulement si a est la limite d’une sous-suite de (T )n>0-
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2. Soit AC X. Alors a € A si et seulement s’il existe une suite (a,)n>0 dans A telle

que a = lim ay,.
n—-+oo

3. Soit A C X. Alors A est fermé dans X si et seulement si la limite de toute suite
convergeant d’éléments de A appartient a A.

4. SoientY un espace topologique et f : X — Y une application. Alors f est continue
en a si et seulement si, pour toute suite (xy)n>0 dans X convergeant vers a, la suite
(f(xn))n>0 converge vers f(a).

Définition 2.2.1. Soient A et B des parties non vides d’un espace métrique (X, d).
1. Si z € X, la distance de = & A est d(z, A) = in1f4 d(z,y).
ye

2. La distance de A & B est d(A, B) = inf {d(z,y) ; z € A, y € B}.
3. Le diametre de A est le nombre §(A) = sup {d(z,y) ; =,y € A} (€ [0, +0o0]).
4. La distance d est dite bornée si §(X) < +o0.

5. Le sous-ensemble A de X est dit borné si son diametre est fini. Autrement dit, s’il
existe A > 0 tel que pour tout z,y € A, on ait d(z,y) < A. Ceci est équivalent &
dire qu'’il existe x € X et r > 0 tels que A C B(z, 7).

6. Une suite (,,)n>0 dans (X, d) est dite bornée si 'ensemble {z,, ; n > 0} est borné
dans (X, d).

Proposition 2.2.4. Soit A une partie non vide d’un espace métrique (X, d).

1. Pour tout z,y € X, on a |d(a:7 A) —d(y, A)| < d(z,y). En particulier, Uapplication
x+— d(x, A) est continue de X dans R.

2. OnaA={zeX;dxA) =0} et A= {ze€X;dxX\A) >0}
3. Si A est fermée dans X et si x ¢ A, alors on a d(z, A) > 0.

Démonstration. 1. Pour tout z € A, d(z,2) < d(x,y) + d(y, z), d’olt on a :

d(z,A) = inf d(z,z) < Zuelg (d(z,y) +d(y, 2))

z€EA

= d(z,y) + inf d(y, z)

= d(z,y) +d(y,A).

Donc on a d(z, A)—d(y, A) < d(x,y). De méme, on a d(y, A)—d(z, A) < d(y,z) = d(x,y).
Par conséquent, on a |d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y).

2. Soit z € X. Si € A, d’aprés la proposition 2.2.3, il existe une suite (a,)n>0 dans
A telle que x = lim ay,, ie. lim d(z,a,) = 0. Comme pour tout n > 0,
n—+o0o n—-4o0o

|d(x, A) — d(an, A)| < d(z,a,) et d(ay,, A) =0, alors on a d(z, A) =
Réciproquement, supposons que d(xz, A) = 0. Comme on a d(z, A) = ing d(z,a), alors
ac
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pour tout n > 0, il existe a,, € A tel que d(z,a,) < n+r1 Par conséquent, la suite (ay)n>0
converge vers x, d’'otl on a x € A.

D’apres la proposition 1.2.2, on a A=X \ X\ A4, dou A= {zeX;dz X\A) >0}
3. Ceci résulte de 2. |

Remarque 2.2.2. Soit d I'une des distances d;, ds ou dos sur R?. Alors A = {(:z:, 0); z¢€
R} et B = {(z,y) € R?; 2y = 1} sont des sous-ensembles fermés disjoints de R?, mais
on a d(A, B) =0 car pour tout n > 1, on a 0 < d(A4, B) < 1 =d((n,0), (n,1)).

Proposition 2.2.5. Soient A et B des parties non vides d’un espace métrique (X, d).
1. 8i AC B, alors on a 6(A) < §(B)
2. Onad(A)=6(A).
3. Pour tout x € X et tout v > 0, on a §(B(x,r)) < 5(B'(z,1)) < 2r.
J. Onad(A B)=d(A B)=d(AB)=d(4,B).
5. Onad(AUB) <§(A)+6(B)+d(A,B). Donc si A et B sont bornées, alors AU B
est borné.
Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 2 du supplément.
Proposition 2.2.6. Soit (X, d) un espace métrique.
1. Tout ouvert de X est une réunion dénombrable de fermés de X.

2. Tout fermé de X est une intersection dénombrable d’ouverts de X .

Démonstration. 1. Soient U un ouvert de X et F' = X \ U. Pour tout n € N*, soit
F,={z€X;d(xF)> 1} Dapresla proposition 2.2.4, F,, est fermé dans X et on a
U={zeX; d(xF >O}—UF
n>1
2. Soit F un fermé de X, d’out U = X \ F est ouvert dans X. D’apres ce qui précede, il

existe une famille dénombrable (F},),>1 de fermés de X telle que U = L;an. Donc on a

F=X\U-= r;lX\Fn et pour tout n > 1, X \ F,, est ouvert dans X. |

Proposition 2.2.7. Soit (X, d) espace métrique. Alors X est un espace normal.

Démonstration. Soient A et B deux parties fermées disjointes de X . Pour tout = € X,
soit f(z) = d(z,A) — d(z, B). D’apres la proposition 2.2.4, f est continue de X dans
RSOlentU—{xeX f(z <0}etV—{x€X flx >O} Alors U et V sont
deux ouverts disjoints de X tels que ACUet BCV. Par consequent X est un espace
normal.

d(z, A
Notons que si on pose g(z) = d(a:,A§ai|7— dzl“,B)’ alors g est continue de X dans [0, 1]
telle que pour tout x € A, on ait g(x) = 0 et pour tout x € B, on ait g(z) = 1. [ ]

Soient (X, d) espace métrique, A un fermé de X et f : A — [a, b] une fonction continue.
Puisque X est un espace normal, d’apres le théoreme de Tietze, théoreme 1.9.4, il existe
une fonction continue g : X — [a, b] prolongeant f. Notons que l'on peut supposer
1 < a. Il s’agit dans le cas des espaces métriques de donner une formule explicite de g.
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Proposition 2.2.8 (Tietze). Soient A un fermé d’un espace métriqgue (X, d) et f :
A — [a, b] une fonction continue. On suppose de plus que l'on a 1 < a. Pour tout
x € X, on pose :

f(z) si zeA,
g(x) =
o fd(x,y)

Alors g est une fonction continue de X dans [a, b] prolongeant f.
Pour une preuve du théoreme précédent, voir chapitre 2 du supplément.

Théoreme 2.2.1. Soit (X, d) un espace métrique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) X admet une base dénombrable d’ouverts.
(i1) X est séparable.
(iii) X est un espace de Lindeldf.

Démonstration. Les implications (i) = (ii) et (i) = (iil) résultent des théoréemes
1.2.1 et 1.9.5.
Preuve de (ii) = (i). Soit A = {x,, ; n > 1} une partie au plus dénombrable dense dans

X. Pour tout n,k € N*, on pose U, = B(xn, %) Alors (U"7k)n.k€N* est une famille

dénombrable d’ouverts de X. Soient U un ouvert de X et x € U. Alors il existe » > 0 tel
que B(z,r) C U. Soit k € N* tel que % < r. Puisque A est dense dans X, il existe x,, € A
tel que d(z,x,) < 3. Alors on a @ € Uy, = B(xn, 1) C B(z,r) C U. Par conséquent,
(U"=k)n.keN* est une base d’ouverts de X.

Preuve de (iii) = (ii). Pour tout k € N*, on a X = mLeJXB(a:, %) Puisque X est un
espace de Lindel6f, on en déduit que pour tout k € N*, il existe une suite (zp, i )n>1 telle
que X = nng(azn,k, ). Montrons que la partie au plus dénombrable A = {z k. ; n, k >

1} est dense dans X. Soient z € X et € > 0, alors il existe £k € N* tel que % < €.
Comme on a X = Lng(xn,k, +), alors il existe z,,x € A tel que x € B(2p, 1), d’olt
n

T,k € B(;v, %) - B(g_c, ¢). Par conséquent, A est dense dans X. |

2.3 Comparaison de distances

Définition 2.3.1. Soient (X, d), (Y, d’) deux espaces métriques et f : X — Y une
application.

1. On dit que f est uniformément continue si pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel
que pour tout z, z € X vérifiant d(z, z) < n, on ait d'(f(x), f(z)) < e.

2. On dit que f est lipschitzienne s’il existe une constante k > 0, appelé rapport de
f, tel que pour tout z,z € X, on ait d'(f(z), f(2)) < kd(x, z). Si de plus k € [0, 1],
on dit que f est contractante.
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3. On dit que f est isométrique si pour tout x,z € X, on a d'(f(z), f(2)) = d(z, 2).
On dit que f est une isométrie de X sur Y si c’est une application isométrique
surjective. Les espaces (X, d) et (Y, d') sont dits isométriques s'il existe une
isométrie de X sur Y.

Remarque 2.3.1. Il résulte immédiatement de la définition précédente que 1'on a :
1. Toute application uniformément continue est continue.
2. Toute application lipschitzienne est uniformément continue.
3. Toute application isométrique est injective et lipschitzienne.

4. La composée de deux applications uniformément continues est uniformément conti-
nue. De méme, pour les applications lipschitziennes et isométriques.

5. L’application identique de tout espace métrique est une isométrie.
6. Toute isométrie est un homéomorphisme.
7. L’application réciproque d’une isométrie est une isométrie.

Exemple 2.3.1. On a vu, proposition 2.2.4, que si (X, d) est un espace métrique et si
A est une partie non vide de X, alors l'application @ — d(z, A) est lipschitzienne de
rapport 1 de (X, d) dans R.

Exemple 2.3.2. Toute translation z — = + a de R dans R est une isométrie.

Proposition 2.3.1. Soient (X, d), (Y, d') deuz espaces métriques et f : X — Y une
application. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) [ est uniformément continue.

(ii) Pour toutes suites (zy)n>0 €t (zn)n>0 dans X telles que lim d(x,,z,) =0, on
- - o0

n—-+
ait nll)g_loo d'(f(xn), f(z0)) = 0.

Démonstration. Montrons l'implication (i) = (ii). Soient (xn)n>0 €t (2n)n>0 des
suites dans X telles que 11133 d(xpn, zn) = 0. Soit € > 0, puisque f est uniformément
n—-+0oo

continue, il existe n > 0 tel que pour tout z,z € X vérifiant d(z,z) < 7, on ait
d'(f(x), f(z)) < e. Comme on a HI_P d(xyn,2zn) = 0, il existe N € N tel que pour
n—-—+0oQ

tout n > N, on ait d(xy,z,) < n, dott on a d'(f(xn), f(zn)) < €. Par conséquent, on a
. / _
Preuve de (ii) = (i). Supposons que f n’est pas uniformément continue. Alors il existe

e > 0 tel que pour tout > 0, il existe z, z € X tels que d(x, z) < net d'(f(z), f(z)) > e.
En prenant, n = %, avec n € N*, on trouve deux suites (@ )n>1 €t (2,)n>1 dans X telles
que pour tout n > 1, on ait d(zy,2,) < + et d'(f(xy), f(2n)) = €. Par conséquent, on a

lim d(zy,z,) = 0, mais la suite de réels (d'(f(zn), f(2n))), -, ne converge pas vers 0
n—-4o0o =

dans R. C’est une contradiction. |
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Exemple 2.3.3. L’application f : z — 22 de R dans R est continue, mais elle n’est

pas uniformément continue car f(n+ 1) — f(n) =2+ .} ne tend pas vers 0.

De méme lapplication f : 2 — cos(z®) de R dans R est continue et bornée, mais elle

n’est pas uniformément continue car si x, = v2nw et y, = /(2n+ 1)m, alors on a
lim =z, —y, =0, mais f(z,,) — f(yn) = 2 pour tout n > 0.

n—-+o0o

mS

Proposition 2.3.2. Soit f : R — R une fonction uniformément continue. Alors il

existe deuz constantes positives A et B telles que pour tout x € R, on ait |f(x)] <
Alz| + B.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 2 du supplément.

La réciproque dans la proposition précédente n’est pas toujours vraie; il suffit de prendre
f(x) = cos(z?), alors f n’est pas uniformément continue. Si B =1 et A > 0 quelconque,
alors on a |f(z)| <1 < Al|z| + B pour tout z € R.

Proposition 2.3.3. Soient I un intervalle de R et f : I — R une application continue
et dérivable sur ; Soit k € Ry, alors f est lipschitzienne de rapport k si et seulement si
pour tout v € ;, on ait |f'(z)| < k. En particulier, [ est lipschitzienne si et seulement si
/' est bornée sur 7.

Démonstration. Supposons d’abord que f est lipschitzienne de rapport k. Alors pour
z)— f(z

F@) = @) 1 orona
T — X0

dotr |f'(2)] < k.

o
Réciproquement, supposons | f/| est majorée par k sur J. D’apres le théoréme des accrois-

o
tous z,xp € J tels que x # z¢, on a

fan) — tim 1@ = Fa0)

T—To Tr — X

sements finis, pour tous z,y € I, il existe u €7 tel que f(x) — f(y) = (x —y)f'(u), dont
ona |f(x) — f(y)| = | — y||f'(u)] < k|z —y|. Par conséquent, f est lipschitzienne de
rapport k. |

Exemple 2.3.4. Soit a > 0. La fonction f : x —— % est uniformément continue sur

[, +00], mais elle n’est pas uniformément continue sur 0, +oo[. En effet, la fonction f
est dérivable sur [a, 400 et on a f'(z) = —Z3, dou | f'(z)| < 2z pour tout z € [a, +o0l.
Donc f’ est bornée sur [a, +o0o[. Par conséquent, f est lipschitzienne sur [a, +o0o[, donc

. , . X 1 1\ _ : 11 _
uniformément continue. Pour tout n € N* on a f(n—+1) —f(g) =1let nllw-oo i =0,

donc f n’est pas uniformément continue sur ]0, +ool.

Exemple 2.3.5. L’application f : t —— +/t de ]0, +oo[ dans R est uniformément
continue, mais elle n’est pas lipschitzienne, voir exercice 3.51 du supplément.

Lemme 2.3.1. Soient (X, d) un espace métrique et (f;)icr une famille de fonctions k-
lipschitziennes de X dans R. On suppose qu’il existe xg € X tel que i_n§ fi(xo) existe dans
1€

R. Pour tout x € X, on pose f(x) = 1r€1§ fi(x). Alors f est bien définie et k-lipschitzienne.

Démonstration. Pour tout « € X et pour tout ¢ € I, on a | f;(zo) — fi(z)| < kd(xo,x),
d’ou fi(zo) — kd(xo,x) < fi(x). Donc 1r61§ fi(x) existe dans R pour tout x € X. Pour tous
x,y € X et pour tout i € I, on a f;(z) < fi(y) + kd(z,y), don f(x) < f(y) + kd(z,y).
On échange z et y, on obtient f(y) < f(x)+kd(z,y). Doncona |f(x)— f(y)| < kd(x,y).
Par conséquent, f est k-lipschitzienne. |
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Proposition 2.3.4. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie non vide de X .
Soit f : A — R une fonction k-lipschitzienne. Pour tout x € X, on pose g(x) =
inxf4 {f(a) +kd(z,a)}. Alors g est bien définie et k-lipschitzienne et g prolonge f.

ac

Démonstration. Pour tous a,b € A et pour tout x € X, on a :
f0) = fa) < |f(b) = fla)| < kd(b,a) < kd(z,b) + kd(r,a).

D'olt on a f(b) — kd(z,b) < f(a) + kd(z,a), donc ensemble {f(a) + kd(z,a) ; a € A}
est minorée dans R, donc g est bien définie. Il est clair que pour tout a € A, application
x — f(a) + kd(z,a) est k-lipschitzienne de (X, d) dans R. On déduit du lemme
précédent que g est k-lipschitzienne. Puisque f est k-lipschitzienne, pour tous a,b € A,
ona f(b) < f(a) +kd(b,a), dou f(b) < g(b). Sia="b,ona f(a)+kd(b,a) = f(b), donc
g(b) < f(b). Par conséquent, pour tout b € A, on a g(b) = f(b). Donc g prolonge f. N

Définition 2.3.2. Soient d; et dy deux distances sur un ensemble X.

1. On dit que d; et dz sont topologiquement équivalentes si 75, = 7T4,. Ceci est
équivalent a dire que les deux applications identiques suivantes sont continues.

d: (X, Ta) — (X Ta) i (X Ta) — (X Ta)
xT — T © xT — T

2. On dit que d; et ds sont uniformément équivalentes si les deux applications
identiques suivantes sont uniformément continues.

d: (X, Ta) — (X Ta) i (X, 7)) — (X Ta)
x — x ¢ x — x

On dira que deux distances uniformément équivalentes sur un ensemble X définis-
sent la méme structure d’espace métrique.

3. On dit que d; et dy sont équivalentes ou comparables s’il existe A > 0et B >0
tels que pour tout z,y € X, on ait Ady(z,y) < da2(x,y) < Bdi(z,y). Ceci est
équivalent a dire que les deux applications identiques suivantes sont lipschitziennes.

e (X T) — (0 Ta) |, d (G Ta) — (X T)
X — X ¢ X — X

Remarque 2.3.2. Soient d; et dy des distances sur un ensemble X.

1. On a évidemment les implications suivantes :
dy et do sont équivalentes = dy et do sont uniformément équivalentes = d; et
dy sont topologiquement équivalentes.
On verra par la suite, remarques 2.3.3 et 2.6.2, que les implications réciproques
sont en général fausses.

2. Si dq et do sont équivalentes et si A est un sous-ensemble de X, alors A est borné
pour d; si et seulement si A est borné pour ds.
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Exemple 2.3.6. Les distances d, ds et do sur R™ sont équivalentes. En effet, pour tout
x,y € R, on a doo(z,y) < di(z,y) < Vnde(z,y) < ndeo(z,y). L'inégalité di(x,y) <
V/nds(x,y) est une conséquence immédiate de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition 2.3.5. Soient (X, d) un espace métrique et ¢ : R — R une fonction
croissante telle que ©(0) = 0, p(t) > 0 sit > 0 et p(t +s) < o(t) + ¢(s) pour tout
t, S € R+.

1. Pour tout z,y € X, on pose d'(z,y) = ¢(d(z,y)). Alors d' est une distance sur X.

2. Si p est continue en 0, alors d et d' sont uniformément équivalentes.

3. Les fonctions p(r) = min(1,r) et p(t) = %_H satisfont les hypothéses précédentes
et en plus elles sont continues sur R . Donc toute distance sur un espace métrique

est uniformément équivalente a une distance bornée.

4. Soit (0) = 0 et p(t) =1 sit > 0, alors ¢ satisfait les hypothéses précédentes,
mais elle n’est pas continue en 0. Si X = R et d est la distance usuelle sur R, alors
d' est la distance discréte sur R, et donc d et d' ne sont méme pas topologiquement
équivalentes.

Démonstration. 1. On a d'(z,y) =0 <= ¢(d(z,y)) < d(z,y) =0 < z=y.
On a d'(z,y) = @(d(z,y)) = w(d(y,x)) =d'(y,z). On a d(z,z) < d(x,y) + d(y, z), d’ou
d'(z,2) = ¢(d(z,2)) < @(d(z,y) +d(y, 2)) < e(d(z,y)) +e(dy, 2)) = d'(z,y)+d'(y, 2).
Donc d’ est bien une distance sur X.

2. Soit d'(z,y) = ¢(d(z,y)). D’apres la proposition 2.3.1, d et d’ sont uniformément
équivalentes si et seulement si pour toutes suites (2, )n>0 €t (Yn)n>0 dans X, on a :

P

d(xn,yn) — 0 = d(xn,yn) — 0.

n—-+o0o n—-+oo

Supposons d’abord que d(2y,, yn) —+> 0. Puisque ¢ est continue en 0, alors :
n—-+oo
Réciproquement, supposons que d' (2, Yn) —+> 0. Soit € > 0, alors ¢(¢) > 0, donc
n—-+0o0o

il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait ¢(d(zn,yn)) = d'(Tn,yn) < @(e).
Puisque ¢ est croissante, alors pour tout n > N, on a d(x,,y,) < €. Par conséquent,
d(xpn,yn) —> O.

n—-+oo

3. Soit ¢ : R4 — R définie par ¢(t) = min(1,¢). On a ¢(t) = 0 <= min(l,t) =
0 < t=0. Soient t,s € R4 tels que ¢t < s. Alors on a () = min(1,t) <t < s et
p(t) <1, dou ¢(t) < min(1,s) = ¢(s), donc ¢ est croissante. Vérifions que pour tout
t,s € [0, +oof, on a p(t + 5) < p(t) + ¢(s).
Sip(t+s)=min(l,t+s) =t+s,alorsonat+s<1,dout<1ets <1 Doncona
p(t) =t et p(s) =s, dolt p(t + ) < o(t) + ¢(s).
Si o(t+s) = min(l,t+s) = 1,alorsonal <t+s Sit>1ous > 1, alors on a
min(1,¢) + min(l,s) > 1 =min(1,t + s), ot @(t + s) < p(t) + p(s). Sit < 1let s <1,
alors on a p(t) =1t et @(s) = s, dott p(t) +o(s) =t +s>1=p(t+s).

¢

Soit ¢ : Ry — R définie par p(t) = 1. Il est clair que 'on a ¢(t) =0 <= t=0.
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1
Puisque ¢ est dérivable et on a ¢'(t) = m > 0, alors ¢ est croissante. On a aussi :

t+s t S t s

t4s) = - < = ot .
Pt = s T qtrs Tidits 14t T1gs PB TR

4. Ceci est clair. [}

Remarque 2.3.3. Pour tout z,y € R, soient d(x,y) = |z —y| et d'(z,y) = %
r—=yYy

Alors d et d’ sont des distances uniformément équivalentes sur R, mais qu’elles ne sont
pas équivalentes sur R car d’ est bornée, mais d n’est le pas.

2.4 Quelques constructions métriques

I. Distance induite

Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X. L’application de A x A dans R 1
induite par d est une distance sur A, notée encore d, appelée distance induite sur A
par d. L’espace métrique (A4, d) est dit sous-espace métrique de (X, d). On remarque
que la topologie de (A, d) coincide avec celle induite par 74 sur A. Soient a € A et € > 0.
Si Ba(a, ) (resp. By(a,¢)) désigne la boule ouverte (resp. fermée) de centre a dans A,
alors on a Ba(a,e) = Bla,e) N A et B)y(a,e) = B'(a,) N A.

On déduit du théoreme 2.2.1 le résultat suivant :

Proposition 2.4.1. Tout sous-espace d’un espace métrique séparable est séparable.

I1. Distance produit

Proposition 2.4.2. Soient (X1, di),...,(Xn, dn) des espaces métriques et X = X7 X
- x X, Uensemble produit. Pour x = (x1,...,2,) € X ety = (y1,...,9yn) € X, on
pose :

1
n n 2

Di(w,y) =Y di(wi, ), Da(,y) = (Zdi(fﬂi,yi)Q) s Doo(z,y) = sup di(zi,y:) .

i=1 i=1 l<isn

Alors Dy, Dy et Do, sont trois distances équivalentes sur X, et la topologie associée a
l'une de ces distances coincide avec la topologie produit sur X.

Démonstration. Il est clair que D; et D, sont des distances sur X. Vérifions que Do
est une distance sur X. Il est clair que 'on a Dy(z,y) =0 <= x =y, et que Da(x,y) =
Ds(y,x). 1l reste & montrer I'inégalité triangulaire. Pour tous x = (z1,...,x,), 2z =
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(#21,...,2n) € X, 0on a :

Dy(x,z) = (i di(z;, 21)2)

N

[N

< (Z (di(zi, yi) + di(yi, Zz))Q)
i=1

< (Zn: d; (2, yi)Q) ’ + (Zn: d; (x;, zi)Q) ' (inégalité de Minkowski)
i=1 '

= Da(x,y)+ Da(y,2) .

Il est clair que pour tout z,y € X, on a Do(z,y) < Di(z,y) < vnDs(z,y) <
n Doo (2, y). L’inégalité Dy (x,y) < v/n Da(x,y) est une conséquence immédiate de I'inéga-
lité de Cauchy-Schwarz. Donc Dy, Dy et Do, sont équivalentes. Ainsi, les trois distances
D1, D3 et Dy définissent la méme topologie sur X. Pour tout = = (z1,...,2,) € X
et pour tout € > 0, on note By (x,¢) la boule ouverte de centre x et de rayon e dans
(X, Ds), et on note B;(x;,¢) la boule ouverte de centre x; et de rayon e dans (X;, d;).

Comme on a Boo(2,€) = Bi(x1,€) X+ - X Bp(2n, €), on en déduit que la topologie produit
sur X coincide avec la topologie associée a la distance D. |
L’espace X = X; X --- x X, muni de l'une des distances ci-dessus est dit I’espace
métrique produit des espaces métriques (X1, dy),..., (X, dn).
Proposition 2.4.3. Soit ((Xn, d"))n>o une suite d’espaces métriques. Considérons
Uensemble produit X = [ X, des suites (Tn)n>0, 00 xy € X,. Pour x = (Tn)n>0
n>0
et y = (Yn)n>o0 dans X, on pose Doo(x,y) = sup 2% min (1, dp(xp, yn)) et
n>0
- (T, yn)
D ) = L’n i ]‘) d 3 ) n i n
1($ y) 7;02 mln( n(zn yn)) Z on 1+d xn’yn)

Alors Do, Dy et D sont trois distances topologiquement équivalentes sur X, et la topologie
associée a l'une de ces distances coincide avec la topologie produit sur X .

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 2 du supplément.

On observe, voir proposition 2.3.5, que pour un produit fini, les distances ci-dessus
définissent des distances uniformément équivalentes a celles définies dans la proposition

2.4.2. Tl est donc naturel, dans le cas d’un produit dénombrable, de dire que [] X, muni
n>0
de I'une des ces distances, est encore ’espace métrique produit des espaces métriques
(X, ).
Exemple 2.4.1. Soit S 'espace des suites a valeurs dans C. Alors 'application d définie
o0

1
sur S x S par d(u,v) = Z 2”% est une distance sur S, majorée par 2.
=0 n n
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une suite d’espaces métriques. On suppose qu’il

+oo

existe une suite (cn)n>0 dans K telle que Z len|? < 400 et que pour tout n >0 et pour
n=0

tout xp, yn € Xp, on ait dy, (xn,yn) < len]. Pour tout = (Zn)n>0, ¥ = (Yn)n>0 € X =

Proposition 2.4.4. Soit ((X,, dn))n>0

11 Xn, on pose Da(x,y) (Z dp(Tr, Yn) ) Alors Dy est une distance sur X dont
n>0

la topologie associée coincide (wec la topologie produit sur X.

Démonstration. On montre, comme dans la proposition 2.4.2, que D5 est une distance
sur ] X,,. Puisque, pour tout n > 0, la projection canonique p,, : (X, D2) — (X, dy)
n>0

est lipschitzienne, donc continue, alors la topologie associée a la distance Do est plus fine

que la topologie produit.

Réciproquement, soient © = (x5 )n>0 € X, 7 > 0 et B(z,r) la boule ouverte de centre
+oo

x et de rayon r dans (X, DQ). Comme on a Z len]? < +oo0, il existe N € N tel que
=0

+oo 2 "

Z len|? < " SoitU= N Prt (B (#n, —=—)), alors U est un ouvert de X pour

Vo " 27 n=0"" \TM\TV (Nt

n—

la topologie produit et on a « € U. Montrons que 'on a U C B(z, 7). Soit ¥ = (Yn)n>0 €

N

T
U. Alors pour tout 0 < n < N, on a d,(zy,yn) < ————, d’olt dn (20, yn)? <
sy Tt
N r2 r2 +oo ) r2
- -0 Dy dp (T, Yn dn(Tn, Yn -
2oy~ 2 O (Pele)) Z ol 2 <y

Z len]? < 72, d’ott Dy(z,y) < r. Autrement dit, on a y € B(z,r), donc U C B(z, 7).
n=N+1
Ainsi, B(z,r) est un voisinage de x pour la topologie produit. Par conséquent, la topologie
associée a la distance D> est moins fine que la topologie produit, donc les deux topologies
coincident sur X. [ ]

III. Distance transportée par une application injective

Soient (Y, d’) un espace métrique, X un ensemble sur lequel aucune distance n’est
supposée définie au préalable et f : X — Y une application injective. Alors on peut
définir une distance sur X de telle sorte que f devienne une application isométrique. En
effet, il suffit de poser pour tout x,y € X, d(z,y) = d'(f(z), f(y)). Dans ce cas, on dit
que la distance d a été transportée de Y sur X par f.

Exemple 2.4.2. La droite réelle achevée R : la fonction f définie dans R par f(z) =

x

TH est une bijection de R sur l'intervalle ouvert | — 1,41[. Notons aussi que f est
x

un homéomorphisme. Soient J = [—1,+1] et R = R U {—o00, 400} l'ensemble qui est

la réunion de R et de deux nouveaux éléments écrits —oo et +oo, points a I'infini; on

prolonge f en une bijection de R sur J en posant f(—oc) = —1 et f(4+00) = +1. En

appliquant le procédé décrit ci-dessus, on peut définir une distance sur R en posant
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d(z,y) = |f(z) — f(y)|. Notons que cette distance induit la topologie usuelle de R, voir

- 1
exemple 1.1.3. Notons également que pour tout 2 > 0, on a d(+oo0,z) = m et pour

. Dans R une boule ouverte de centre +co et de

tout z < 0, on a d(—o0,z) =

rayon r < 1 est 'intervalle } 1=r —i—oo].

2.5 Espaces topologiques métrisables

Un espace topologique (X, 7) est dit métrisable s’il existe une distance d sur X pour
laquelle 7 = Ty. Si une telle distance d existe, alors pour tout r > 0, la distance d,, = rd
définie par d,(z,y) = rd(x,y) vérifie aussi T = Tg.. Donc si (X, T) est métrisable,
il existe une infinité de distances permettant de définir la topologie 7. Tout espace
topologique discret est métrisable; en fait, la distance discrete induit la topologie discrete.
Par contre, tout ensemble X muni de la topologie grossiére n’est pas métrisable si le
cardinal de X est > 2.

Exemple 2.5.1. L’espace topologique (R, 7;) est normal, voir exercice 1.16, mais n’est
pas métrisable parce qu’il est séparable et il n’admet pas de base dénombrable d’ouverts,
voir théoreme 2.2.1.

Remarque 2.5.1. Soit X un espace topologique métrisable. Le fait que X soit métrisable
donne une infinité de fonctions réelles continues sur l'espace métrique X, a savoir les
fonctions x — d(x,a) et © — d(z,A) o a € X et A C X ; au contraire si l'on sait
seulement que X est un espace topologique, on ne connait a priori aucune fonction réelle
continue sur X, en dehors des fonctions constantes.

Théoréme 2.5.1 (Urysohn). Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) L’espace X est métrisable et séparable.
(ii) X est homéomorphe & un sous-espace de l’espace métrique produit [0, 1]N.
(i1i) L’espace X est régulier et admet une base dénombrable d’ouverts.

Démonstration. L’implication (ii) = (i) résulte de la remarque 1.4.9 et des proposi-
tions 2.4.1 et 2.4.3.

L’implication (i) = (iii) résulte de la proposition 2.2.7 et du théoreme 2.2.1.

Preuve de (i) = (ii). Soit d une distance sur X majorée par 1 et induisant la topologie
de X, voir proposition 2.3.5. Soit (z,,)n>0 une suite dense dans X. Pour tout « € X, soit
o(z) = (d(z, zn))n>0. Comme lapplication x — d(x, x,,) est continue de X dans [0, 1],
alors ¢ est une application continue de X dans 'espace métrique produit [0, 1]V, Vérifions
que @ est injective. Soient x,y € X tels que pour tout n > 0, on ait d(z,x,) = d(y, zn)-
S’il existe N € N tel que x = zy, alors on a 0 = d(x,xn) = d(y,z), d’ott & = y. Si pour
tout n > 0, on a x # x,, alors il existe une sous-suite (x,, )k>0 de (xy)n>0 qui converge
vers z. Dotton a 0 =d(z,z) = lim d(z,2,, )= lm d(y,z,,)=d(y,z), donc y = .

k—-+oo k—-+oo

Par conséquent, ¢ est injective. Pour montrer que ¢ est un homéomorphisme de X sur
©(X), il reste & montrer que, voir proposition 1.3.3, pour tout € X et pour tout r > 0,
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©(B(z,r)) est un voisinage de ¢(z) dans ¢(X). Comme (z,)n>0 est dense dans X, il
existe N € N tel que d(z,zy) < §. Soit U = {(an)nz0 € [0, 1] ; [d(z,2n) — an| < 5},
alors U est un ouvert de [0, 1] contenant o(z). Soit y € X tel que p(y) € U, alors
on a |d(z,xn) — d(y,xn)| < 5, dou d(y,zn) < %. Par conséquent, on a d(z,y) <
d(z,zn) + d(zn,y) <7, dou y € B(x,r). Autrement dit, on a U Np(X) C o(B(z,r)).
Donc ¢(B(x,r)) est un voisinage de ¢(x) dans ¢(X).

Pour une preuve de I'implication (iii) = (i), voir ([22], p. 215). |

Proposition 2.5.1. Soient X un ensemble et ((Yn, d"))n>o une suite d’espaces métri-
ques. On suppose que pour tout n > 0, il existe une application f, : X — Y, et que
la famille (fn)n>o est séparante. Alors la topologie initiale sur X associée a la famille
(fr)n>o est métrisable.

Démonstration. D’apres la proposition 2.4.3, Pespace topologique produit [[ Y, est
n>0
métrisable. D’apres la proposition 1.8.4, ’espace X, muni de la topologie initiale associée
ala famille (fy,)n>0, est homéomorphe & un sous-ensemble de 'espace [] Y, donc X est
n>0
métrisable. Notons qu’une distance induisant la topologie initiale sur X est définie par :

S L da(fal®), fa(v)
ne0 2" L4 dn(fu(), fu(y))

pour tout z,y € X, d(z,y) = |

Remarque 2.5.2. Si (X, d) est un espace métrique et si R est une relation d’équiva-
lence dans X, alors l’espace topologique quotient X /R n’est pas toujours métrisable. En
effet, soit R la relation d’équivalence dans R obtenue en identifiant entre eux tous les
éléments de N ; autrement dit, R est la relation d’équivalence dont les classes sont N et
les ensembles {z} pour € R\ N. Soit ¢ : R — R/R D'application quotient. Pour toute
partie F'de R, ona ¢~ 1(¢(F)) = FUNsi FNN # 0 et ¢ 1(q(F)) = F si FNN = ), donc
si F est fermée dans R, alors ¢~ 1(q(F)) I’est aussi car N est une partie fermée de R. Par
conséquent, ¢ est une application fermée ; autrement dit, la relation R est fermée. Notons
aussi que d’apres 'exercice 1.51 du supplément, I’espace topologique quotient R/R est un
espace normal. Vérifions que le point ¢(0) de R/R n’admet pas un systéme fondamental
de voisinages dénombrable. Notons d’abord que tout ouvert V' de R/R contenant ¢(0) est
de la forme ¢(U) ou U est un ouvert de R contenant N. Soit (V;,)n>0 une suite d’ouverts
de R/R distincts de R/R et telle que pour tout n > 0, on ait g(0) € V,,. Donc il existe une
suite d’ouverts (U, ), >0 de R contenant N et pour tout n > 0, on a q(Uy,) = V,, et U,, # R.
Pour tout n > 0, soit @, € U, \ N tel que z, € |n, n+ 3[. Soit U =R\ {z,, ; n > 0},
alors U est un ouvert de R et ¢(U) est un ouvert de R/R contenant ¢(0) et pour tout
n>0,V, ¢ q(U). Par conséquent, le point ¢(0) n’admet pas un systéme fondamental de
voisinages dénombrable. Donc I’espace topologique quotient R/R n’est pas métrisable.

On verra au chapitre 3 qu’il existe pourtant certains résultats positifs concernant cette
question, et on y revient aussi sur la question de savoir si un espace topologique donné
est métrisable.

2.6 Suites de Cauchy et espaces métriques complets

Définition 2.6.1. Soit (X, d) un espace métrique.
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1. Une suite (z)n>0 dans (X, d) est dite suite de Cauchy si pour tout ¢ > 0, il
existe ng € N tel que pour tout n,m € N vérifiant n > ng et m > ng, on ait
d(Xpm, Tn) < €.

Il revient au méme de dire que pour tout € > 0, il existe ng € N tel que pour tout
n € N vérifiant n > ng et pour tout p € N, on ait d(zp4p, zn) < €.

2. Une famille filtrante croissante (zx)xea dans (X, d) est dite famille filtrante
croissante de Cauchy si pour tout € > 0, il existe A\g € A tel que pour tout
A, € A vérifiant A\g < X et A\g < g1, on ait d(zx,x,) < €.

Remarque 2.6.1. Soit (X, d) un espace métrique. On a une formulation géométrique
de la définition de suite de Cauchy et de famille filtrante croissante de Cauchy.

1. Si (zp)n>0 est une suite dans (X, d) et si on note par A, = {zy ; k > n}, alors
la suite (2,,)n>0 est de Cauchy si et seulement si la suite de nombres réels positifs
(0(An))n>0 tend vers 0 lorsque n tend vers linfini.

2. Si(xx)aen est une filtrante croissante dans (X, d) et si on note par Ay = {z,; A <
i}, alors (zx)aea est une filtrante croissante de Cauchy si et seulement si la famille
filtrante croissante de nombres réels positifs (§(Ax))rea tend vers 0.

Proposition 2.6.1. Soit (X, d) un espace métrique.
1. Toute suite convergente dans X est de Cauchy.
2. Toute suite de Cauchy dans X est bornée.
3. Toute sous-suite d’une suite de Cauchy est de Cauchy.

Démonstration. 1. Soit (x,,),>0 une suite convergente vers z dans X. Alors, pour tout
e > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait d(z,,z) < §. Donc, pour tout
n,m > N, on a d(2n, Tm) < d(@n, z) + d(z,2,) < § + § = €. Par conséquent, (2,)n>0
est une suite de Cauchy.

2. Soit (zp)n>0 une suite de Cauchy dans (X, d). Alors il existe N € N* tel que pour
tout n,m > N, on ait d(x,, ) < 1. Soit :

r= max{l,d(xo,a:N),d(xl,xN), . ,d(:cN_l,a:N)} )

Alors r €]0, +oo[ et pour tout n > 0, on a z,, € B(xn,r). Donc la suite (x,)n>0 est
bornée.

3. Soient (z,,)n>0 une suite de Cauchy dans (X, d) et (2, )k>0 une sous-suite de (2, )n>0-
Soit ¢ > 0, alors il existe N € N* tel que pour tout n,m > N, on ait d(z,,Tm) < .
D’apres le lemme 1.7.1, pour tout k£ > 0, on a n, > k. Donc, pour tout k,p > N, on a
ng >ny > Netny, >ny >N, dou d(zy,,T,,) < e Donc (2, k>0 est de Cauchy. B

Proposition 2.6.2. Soient (X, d) un espace métrique et (xn)n>0 une suite de Cauchy
dans X.

1. La suite (xn)n>0 est convergente si et seulement si elle posséde une sous-suite
convergente. Autrement dit, une suite de Cauchy dans X possédant une valeur
d’adhérence est convergente. La valeur d’adhérence est alors unique, c’est la limite
de la suite.
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2. Pour toute suite (ex)r>0 de nombres réels strictement positifs, il existe une sous-
suite (Tn, k>0 de (Tn)n>o telle que d(xp, ,,Tn,) < x pour tout k € N.

Démonstration. 1. D’apres la proposition 1.7.2, toute sous-suite d’une suite conver-
gente est convergente. Réciproquement, supposons qu’il existe une sous-suite (Z,, )x>0
de (zn)n>0 qui converge vers un élément a € X. Soit ¢ > 0, alors il existe N € N tel
que pour tout n,m > N, on ait d(x,,z.,) < 5, et il existe kg € N tel que pour tout
k > ko, on ait d(z,,,a) < 5. D’apres le lemme 1.7.1, pour tout & > 0, on a nj > k. Soit
p = max(N, ko), alors p € N et pour tout n > p, on a d(xp,z,,) < 5 et d(z,,,a) <
d’ott d(2y,a) < (zp,Tn,) + d(Ty,,a) < §+ 5 = €. Donc (2, )n>0 converge vers a.

2. Pour tout k € N, choisissons ay, € N tel que pour tout p, g > i, on ait d(zp, z4) < &.
Soit ny = sup{a, ; 0 <r < k}+k, alors n; € N et pour tout k > 0, on a ngy1 > ng > ag,

d’ott on a d(xn, ,,,Tn,) < Ek- |

€
29

Proposition 2.6.3. L image d’une suite de Cauchy par une application uniformément
continue est de Cauchy.

Démonstration. Soient (X, d), (Y, d') des espaces métriques, f : X — Y une applica-
tion uniformément continue et (z,)n>0 une suite de Cauchy dans (X, d). Soit ¢ > 0.
Puisque f est uniformément continue, il existe 7 > 0 tel que pour tout z,z € X vérifiant
d(z,z) < n, on ait d'(f(x), f(z)) < e. Comme (z,)n>0 est de Cauchy, alors il existe
N € N tel que pour tout n,m > N, on ait d(x,,, x,,) < n, d’ou pour tout n,m > N, on a
d' (f(zn), f(zm)) < €. Par conséquent, la suite (f(z,))n>0 est de Cauchy dans (Y, d’). W

Notons que I'hypothése d’uniforme continuité n’est pas superflue dans la proposition
précédente. En effet, soient X =]0, +oo[ muni de la topologie induite par R et f(z) = 1,
alors f est un homéomorphisme de X sur X et si on note z, = <, alors (z,)n>1 est de
Cauchy dans X, mais (f(zn))n>1 n'est pas de Cauchy dans X.

Notons également que la suite (z,,)n>1 n’est pas convergente dans X, donc une suite
de Cauchy n’est pas toujours convergente, d’ou la nécessité de considérer la définition

suivante :
Définition 2.6.2. Soit (X, d) un espace métrique.
1. Ondit que (X, d) est complet si toute suite de Cauchy dans (X, d) est convergente.

2. Un sous-ensemble A de (X, d) est dit complet si A muni de la distance induite est
un espace métrique complet.

L’importance fondamentale des espaces métriques complets réside dans le fait que, pour
démontrer qu’'une suite est convergente dans un tel espace, il n’est pas nécessaire de
connaitre d’avance la valeur de la limite.

Exemple 2.6.1. Un exemple fondamental d’espace métrique complet est I’ensemble R
muni de la distance usuelle, voir Appendice C.

Exemple 2.6.2. Soit (X, d) un espace métrique discret, alors (X, d) est complet car
on a d(z,y) = 1 si @ # y, donc toute suite de Cauchy dans X est stationnaire, donc
convergente.
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Il faut prendre garde qu’'un espace métrique peut étre homéomorphe a un espace métrique
complet sans étre complet ; par exemple l'intervalle ouvert | — 1, 1] est homéomorphe a

R, qui est complet, mais | — 1, 1] n’est pas complet pour la métrique induite par celle
x
de R. On peut méme observer que I’homéomorphisme z — TH de Rsur | —1, 1]
x

est uniformément continue. Cependant, on a un résultat en sens inverse concernant les
applications uniformément continues.

Proposition 2.6.4. Soient (X, d), (Y, d') deux espaces métriques et f : X — Y
un homéomorphisme. Si f est uniformément continue et si Y est complet, alors X est
complet.

Démonstration. Soit (z,,),>0 une suite de Cauchy dans (X, d). D’apres la proposition
précédente, (f(x,))n>0 est une suite de Cauchy dans (Y, d’), donc elle converge vers un
élément ¢ € Y. Puisque f~! est continue de Y dans X, alors (z,,),>0 converge vers
f~1(¢) € X. Donc (X, d) est complet. [ ]

On déduit des propositions 2.6.3 et 2.6.4 le résultat suivant :

Corollaire 2.6.1. Soient X un ensemble et d, d' des distances uniformément équiva-
lentes sur X . Alors on a :

1. Toute suite de Cauchy pour l'une des distances est de Cauchy pour l'autre.

2. Les espaces métriques (X, d) et (X, d') sont simultanément complets ou non com-
plets.

Remarque 2.6.2. 1. Soit X =]0, +oo[ et pour tout x,y € X, soient dy(z,y) = |z —y|
et da(z,y) = ’% - %| Alors on a :

(i) dy et dy sont des distances topologiquement équivalentes, mais elles ne sont
pas uniformément équivalentes.

(ii) dy et do n’ont pas les mémes suites de Cauchy.
2. Pour tout x,y € R, soient dq(z,y) = |z — y| et da(x,y) = |2® — y?|. Alorson a :

(i) di et do sont des distances topologiquement équivalentes, mais elles ne sont
pas uniformément équivalentes.

(ii) d;i et do ont les mémes suites de Cauchy

Remarque 2.6.3. Si (X, d) et (Y, d') sont des espaces métriques isométriques, alors
(X, d) et (Y, d') sont simultanément complets ou non complets.

Exemple 2.6.3. L’espace métrique (R, d) est complet car il est isométrique & I'intervalle
fermé [—1, 1] qui est complet.

Proposition 2.6.5. Soit A un sous-ensemble d’un espace métrique (X, d).
1. Si A est complet, alors A est fermé dans X .

2. Si A est dense dans X et A+ X, alors A n’est pas complet.
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3. Si (X, d) est complet et si A est fermé dans X, alors A est complet.

Démonstration. 1. Soit z € A, alors il existe une suite (an)n>0 dans A convergeant
vers . Par conséquent, (a,)n,>0 est de Cauchy dans A. Or A est complet, donc (an)n>0
converge vers un élément a € A. Comme la limite d’une suite est unique dans un espace
métrique, on en déduit que = a € A. Par conséquent, on a A = A, donc A est fermé
dans X.

2. Ceci résulte immédiatement de 1.

3. Soit (an)n>o une suite de Cauchy dans A. Alors (a,)n>0 est de Cauchy dans X qui est
complet, donc (ay)n,>0 converge vers un élément x € X. Or A est fermé dans X, donc
x € A. Par conséquent, A est complet. [ ]

Proposition 2.6.6. Soient (X;, d;), 1 < i < p, une famille finie d’espaces métriques.
Alors Uespace métrique produit X = X7 x --- x X, est complet si et seulement si pour
tout i € {1,...,p}, (X, d;) est complet. En particulier, pour tout p > 1, les espaces
métriques RP et CP sont complets.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 2 du supplément.

Proposition 2.6.7. Soit ((Xn, d”))n>o une suite d’espaces métriques. Alors ’espace

métrique produit X = [] X,, est complet si et seulement si pour tout n > 0, (X,, dy)
n>0

est complet.

Démonstration. D’apres le corollaire 2.6.1 et la proposition 2.3.5, un espace métrique
(Y, d) est complet si et seulement si (Y, d') est complet, ot d’ = min(1, d). Donc on peut
supposer que pour tout n > 0, d, < 1, et dans ce cas, la distance D; sur X est définie
par :

+oo

A (Tn, Ty)
Di(z,y) = HZ:O T oon
Supposons d’abord que (X, D;) est complet. Soit @ = (an)n>0 € X. Pour tout p > 0,
I’application
X, — X
zp > (Ta)nxo

ou xp, = 2p et T, = a, si n # p, est uniformément continue et est un homéomorphisme
sur son image qui est fermée dans X, donc compléte. D’apres les propositions 2.6.4 et
2.6.5, lespace (X, dp) est alors complet. Réciproquement, supposons que pour tout
n > 0, Uespace (X, d,,) est complet. Soit (§,),>0 une suite de Cauchy dans (X, Dy), ol
& = (Tpn)n>0, avee xp, € X,,. Pour tout n > 0 et tout p,¢ > 0, on a dp(Tp n, Tgn) <
2"D(&p,&y), donc la suite (xp,)p>0 est de Cauchy dans (X, d,). Par conséquent, il

existe x, € X, tel que hr—? dp(Tpm,Tn) = 0. Soit © = (zp)n>0, alors x € X et d’apres
p-} oo -

la proposition 1.7.3, la suite (£,),>0 converge vers x dans 'espace métrique produit X.
Pour la commodité du lecteur, donnons une autre preuve directe du fait que la suite
(&p)p>0 converge vers x dans l'espace métrique produit (X, Di). Soit £ > 0, il existe
N € N tel que +ZOO L < Z. Pour tout n € {0,...,N},ona lim d,(xpn,z,) =0

) 9 ) ) portoo P,y }

277,
n=N+1
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donc il existe pg € N tel que pour tout p > pg et pour tout n € {0,..., N}, on ait
dn(Zpn, Tn) < . Alors pour tout p > po, on a :

N
Dl(fp,x)zzd (xp,n,xn + Z :Epm,xn 4Z—+ <e.

n=0 n=N+1

Par conséquent, la suite (£,),>0 converge vers = (xy,)n>0 dans (X, D1). Donc (X, D)
est complet. |

Théoréme 2.6.1 (Cantor). Soit (X, d) un espace métrique. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) L’espace (X, d) est complet.

(i1) L’intersection de toute suite décroissante (F,)n>0 de parties fermées non vides de
(X, d) telle que liril 0(F,) = 0 contient un point et un seul.
n—-—+0oQ

(i11) Toute famille filtrante croissante de Cauchy dans (X, d) est convergente.

Pour une preuve du théoreme précédent, voir chapitre 2 du supplément.

On notera que la condition relative au diametre est essentielle dans le théoreme précédent.
En effet, il suffit de considérer F,, = [n, +oo[ dans R qui est complet, alors (F),)n>0 est
une suite décroissante de fermés non vides dans R dont 'intersection est vide.

Théoréme 2.6.2 (théoréme de prolongement). Soient (X, d) et (Y, d’) des espaces
métriques, A une partie dense dans X et f : A — Y wune application uniformément
continue. Si (Y, d") est complet, f se prolonge de maniére unique en une application
continue f: X — Y. De plus, f elle-méme est uniformément continue.

Démonstration. Soit z € X. Alors il existe une suite (a,),>0 dans A telle que lilil an
- n——+00

= 2. Donc (an)n>0 est de Cauchy dans A. Puisque f est uniformément continue, d’apres
la proposition 2.6.3, (f(an))n>0 est alors de Cauchy dans Y. Or Y est complet, donc
il existe y € Y tel que lirJIrl flan) = y. Soit (by,)n>0 une autre suite dans A telle que

hrf b, = x. Montrons que la suite (f(b,))n>0 converge aussi vers y. Soit € > 0. Puisque
n—-+0oo -

f est uniformément continue, il existe n > 0 tel que pour tout a,b € A vérifiant d(a,b) <
n, on ait d’(f(a), f(b)) < e. Comme on a liril d(an,by) = d(x,x) = 0, voir remarque
n—-—+0o0

2.2.1, il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait d(a,, b,) < 1, d’olt pour tout n > N,

on a d'(f(an), f(bn)) <e. Orona0<d(f(bn),y) < d'(f(an), f(bn)) + d'(f(an),y), on
en déduit que 1im d' (f(bn),y) = 0, i.ec. lim fby) =y = Em f(ay). On pose

f( r) =y, alors f est une application bien deﬁnle de X dans Y et pour tout a € A, on

a f(a) = f(a). Montrons que f est uniformément continue. Utilisons encore une fois de

plus le fait que f est uniformément continue. Soient z, 2z € X tels que d(z, z) < 3. Soient

(@n)n>0 €t (bn)n>o deux suites dans A convergeant respectivement vers z et z. D ol on

a lim f(a,) = f(x) et lim f(b,) = f(z). Comme on a hm d(an,by) = d(z,z),
n—-+oo n—-+oo n—-+

alors il existe V € N tel que pour tout n > N, on ait d(an,bn) < 7, d’ott_pour_tout
n = N, onad(f(an), f(b)) < e Onaaussi lim d'(f(an), f(bn)) = d(f(x), f(2)),
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d’ott d(f(z), f(2)) < & < 2¢. Ainsi, pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que pour tout
x,z € X vérifiant d(z,z) < g, on ait d'(f(z), f(z)) < 2¢. Donc f est uniformément
continue. L’'unicité de f résulte de la proposition 1.5.5. |

Remarque 2.6.4. Soient X = [0, 1], A = [0, 1] et considérons I’application suivante :

f: A — R
1

11—z

xr

Alors A est dense dans X, R est un espace métrique complet et f est une application
continue, mais f ne se prolonge pas par continuité sur X. Donc I'hypothese f est
uniformément continue dans le théoreme précédent n’est pas superflue.

Définition 2.6.3. Soient X un ensemble et f: X — X une application. On dit qu’un
point a € X est un point fixe de f lorsque l'on a f(a) = a.

Théoréme 2.6.3 (théoréme du point fixe). Soient (X, d) un espace métrique complet
et f: X — X une application contractante de rapport k. Alors on a :

1. L’application f posséde un unique point fixe a € X.

M n n kn
2. Pour tout x € X, on a a = nllffoof (z) et d(a, f"(z)) < md(x,f(x)), pour
tout n > 0, ot f© = idy et f* = fofo---of Uapplication f composée avec
| —

n fois
elle-méme n fois.

Démonstration. Montrons d’abord 'unicité. Soient a,b € X tels que f(a) = a et
f(b) =b. Alors on a d(a,b) = d(f(a), f(b)) < kd(a,b), dott 0 < (1 — k) d(a,b) < 0. Donc
ona (l—k)d(a,b)=0.0r1—Fk=#0,doud(a,b)=0,ie a=0.
Montrons 'existence du point fixe. Soit o = = € X, et pour tout n
T = f(Xp-1), i.e. T, = f™(x0). Montrons par récurrence que pour tout n

on pose

> 1,
>0,ona:

d(Tpt1,Tn) < k" d(x1,20) - (P)

Sin=0,onad(T,i1,2,) = d(x1,70) = k®d(x1,20), donc (Py) est vraie. Supposons que
(P,) est vraie, et montrons qu’alors (P,41) est vraie. On a :

d(Tnt2, Tnt1) = d(fn+2 (20), fn—H(xO))
= d(f(f"(@0)), f(f"(20)))
< kd(f" (o), f(20))

= kd(tpt1,Tn)

IN

kEk™ d(l‘l,xo) = kn+1 d(l‘l, 1‘0) .

Donc (P,,+1) est vraie. Par conséquent, pour tout n > 0, (P,) est vraie.
On a d(@nip,Tn) < d(Tntp, Tnip—1) + ATnyp—1, Tnip—2) + -+ + d(Tpt1,25), dol
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kn — kntp
A(Tpsp,xn) < (K"P71 4o+ k") d(z1,20). Or on a k™ + -+ + k"TP71 = %
kE™(1 — kP) k"
donc d(@pqp, xn) < Wd(xl,xo) < 1% d(x1,79). Comme on a k € [0, 1],
alors lim k"™ = 0, d'ou lim d(x1,20) = 0. Donc, pour tout ¢ > 0, il existe
n—+00 n—+o0o 1 — k

N € N tel que pour tout n > N et pour tout p > 0, on ait d(zp4p, Tn) < €. Autrement
dit, la suite (xy)n>0 est de Cauchy dans (X, d) qui est complet, donc il existe a € X
tel que lim 2, = a. Comme on a 0 < d(f(a),z,) < kd(a,z,-1), lim d(f(a),z,) =
n—+00 n—+o00

d(f(a),a)et nEr-lr-loo d(a,zn—1) = d(a,a) = 0,alorsd(f(a),a) =0, i.e. f(a) = a. Autrement

k’ﬂ
dit, a est un point fixe de f. Comme on a d(f"P(z¢), f"(z0)) < 11—k d(zo, f(20)),
pour tout p,n € N, et puisque on a aussi a = 1121 [P (o), alors d(a, f™(z0)) <
p——+00
k.n
1—k d(zo, f(z0))- u
Remarque 2.6.5. 1. Si k > 1, alors le théoreme précédent n’est plus vrai. En effet,

soit X = N, muni de la distance euclidienne, alors X est complet. Si k € N* et
f X — X est définie par f(n) =kn+1, on a d(f(n), f(m)) =|f(n) — f(m)| =
k|n —m| = kd(n,m), mais f n’admet aucun point fixe.

2. Si (X, d) n’est pas complet, le théoréme précédent n’est plus vrai. En effet, si X =
10, 1], muni de la distance euclidienne, alors X n’est pas complet, et si f: X — X
est définie par f(x) = §, alors f est contractante, mais f n’admet aucun point fixe.

3. Si (X, d) est un espace métrique et f : X — X est contractante, alors pour tout
x,y € X tels que x # y, on a d(f(x), f(y)) < d(x,y). Mais le réciproque est en
général fausse. En effet, il suffit de considérer X = [0, +oo[ (complet) et f(z) =

Va2 + 1. Alors pour tout x,y € X tels que x # y, on a d(f(z), f(y)) < d(z,y),
mais [ n’est pas contractante, car f n’admet aucun point fixe.

Corollaire 2.6.2. Soient (X, d) un espace métrique complet et f : X — X wune
application telle qu’il existe p € N* tel que fP soit contractante. Alors on a :

1. L’application f posséde un unique point fixre a € X.

2. Pour toutx € X, onaa= lim [f"(z).
n—-+oo

Démonstration. 1. D’apres le théoreme précédent, il existe un unique point a € X tel
que fP(a) = a, d’ott on a f(a) = f(fP(a)) = fP(f(a)). Donc f(a) est aussi un point fixe
de fP. Par conséquent, on a f(a) = a. Donc a est un point fixe de f. Soit b € X tel que
f(b) = b, alors on a fP(b) =b, d’ou a =b.

2. Soient zy = = € X, et pour tout n > 1, on pose z, = f(xn_1), i.e. x, = f™(x0).
Soit r € {0, ...,p— 1}, d’apres le théoreme précédent, la suite définie par yo = f"(z0) et
Yn = fP (yn_l) converge vers a. Autrement dit, la suite (;vnp+T)n20 converge vers a. Donc,
pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N et pour tout r € {0, ...,p—1},
on ait d(zppir,a) < €. Soit ng = Np, alors ng € N. Soit m € N tel que m > ng. En
faisant la division euclidienne de m par p, on obtient n € N et r € {0, ...,p— 1} tels que
n>Netm=mnp+r,dolon ad(x,,a) <e. Par conséquent, pour tout £ > 0, il existe



2.6. Suites de Cauchy et espaces métriques complets 95

no € N tel que pour tout m > nyg, on ait d(z,,a) < €. Autrement dit, la suite (25, )n>0
converge vers da. |

Remarque 2.6.6. Dans le corollaire précédent, f n’est pas en général continue. Par
exemple, si f : R — R est définie par f(z) = 1siz €]0, 1[ et f(z) = 0si z £]0, 1],
alors f est discontinue, fo f =0, donc f o f est contractante et I'unique point fixe de f
est zéro.

Définition 2.6.4. Soient X un ensemble et (Y, d) un espace métrique. Une application
f: X — Y est dite bornée si f(X) est un sous-ensemble borné de Y, i.e. il existe
A > 0 tel que pour tout a,b € X, on ait d(f(a), f(b)) < A

Notations. Soient X un ensemble et (Y, d) un espace métrique.

1. On note B(X, Y) l'ensemble des applications bornées définies sur X et & valeurs
dans Y.

2. On suppose de plus que X est un espace topologique. On note :

(i) C(X,Y) Pensemble des applications continues de X dans Y.
(ii) Cy(X,Y) 'ensemble des applications continues bornées de X dans Y.
(i) C(X) =C(X, K) et Cp(X) = Cp(X, K).

Proposition 2.6.8. Soient X un ensemble et (Y, d) un espace métrique.

1. Pour f,g € B(X,Y), on pose doo(f,g) = sup d(f(x),g(x)). Alors des est une
reX

distance sur B(X,Y), appelée distance de la convergence uniforme.
2. Si (Y, d) est complet, alors B(X,Y) est complet pour la distance dn,
8. On suppose maintenant X un espace topologique. Alors on a :

(i) Cpo(X,Y) est fermé dans B(X,Y).
(it) Si (Y, d) est complet, alors (Cy(X,Y), ds) est complet.

4. Lespace métrique (C([0, 1]), doo) est complet.
Démonstration. 1. Soit ¢ € X. Pour tout z € X, on a :
d(f(z),9(x)) < d(f(z),f(a))+d(f(a),g9(a)) + d(g(a),g(z))
< O(f(X)) +d(f(a),g(a)) +0(g(X)) < +o0.

Donc doo(f,g) est bien défini. Soient f,g,h € B(X, Y). Il est clair que doo(f,g) =
si et seulement si f = g. Pour tout x € X, on a d(f(z),g(x)) = d(g(x), f(x)), d’ou
doo(f,9) = doo(g, f). Pour tout x € X, on a:

d(f(x), h(z)) < d(f(x),g9(x)) + d(g(z), h(z)) < doo(f, 9) + doo(g, P) -

Par conséquent, on a doo(f, h) < doo(f, 9) + doo(g, h). Donc do, est bien une distance sur
B(X,Y).
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2. Soit (fn)n>o une suite de Cauchy dans (B(X,Y), ds). Soit & > 0, alors il existe
N € N tel que pour tous n > N et m > N, on ait doo(fn, frm) < €. Donc on a :

Pour tousn > N et m > N, et pour tout z € X, on a d(f,(z), fm(2)) <e. (%)

Par conséquent, pour tout = € X, la suite (f,,(z))n>0 est de Cauchy dans (Y, d). Donc

la suite (fy(z))n>0 est convergente vers un élément de Y que l'on note f(z). Ainsi, on

définit une application f : X — Y telle que pour tout x € X, on ait lirf fulz) =
n—-+0oo

f(z). I s’agit maintenant de montrer que f est bornée et que (fn)n>0 converge vers
f dans (B(X,Y), ds). Comme on a d(fy(z), f(z)) = lir_r# d(fn(x), fm(x)), alors,
m——+00

d’apres 1'équation (), pour tout z € X, on a d(fn(z), f(z)) < e. Or fn est bornée,
donc il existe y € Y et r > 0 tels que pour tout x € X, on ait fy(z) € B'(y,r).
Par conséquent, pour tout z € X, on a f(x) € B'(y,r + ¢). Donc f est bornée, i.e.
f € B(X,Y). Encore une fois de plus, on utilise ’équation (x); pour tout n > N, on a
d(fn(z), f(x)) = mE)I-li’-loo d(fn(z), fm(x)), d’ott pour tout n > N et pour tout € X, on a

d(fn(z), f(x)) <e, donc deo(fn, f) < e. Par conséquent, pour tout e > 0, il existe N € N
tel que pour tout n > N, on ait doo(fn, f) < €. Autrement dit, la suite (f,,)n>0 converge
vers f dans (B(X,Y), ds). Donc (B(X,Y), ds) est complet.

3(i). Soient (fn)n>0 une suite dans Cp,(X, Y) et f € B(X,Y) tels que HEIEOO doo(fr, f)

= 0. Il s’agit de montrer qu’alors f € Cy(X,Y), i.e. f est continue. Soient € > 0 et
xg € X. Alors il existe N € N tel que pour tout n > N et pour tout x € X, on ait
d(fn(x), f(x)) < e. Puisque fn est continue en x¢, alors il existe un voisinage V4, de o
dans X tel que pour tout = € V,,, on ait d(fn(x), fn (o)) < e. Donc, pour tout z € Vy,,

on a d(f(x), f(z0)) < d(f(x), fn(x)) + d(fn(2), fn(20)) + d(fn(20), f(w0)) < 3e. Par

conséquent, f est continue en xg, donc f est continue. Donc Cy(X, V) est fermé dans
(B(X7 Y), doo).

3(ii). Ceci résulte de ce qui précede et de la proposition 2.6.5.

4. Puisque toute fonction continue sur [0, 1] et a valeurs dans K est bornée, alors on a
C([0, 1]) = Cu([0, 1]). 1l résulte de 3(ii) que (C([0, 1]), doo) est complet. [ |

2.7 Complétion des espaces métriques

Si un espace métrique (X , d) n’est pas complet, on peut toujours construire un espace
métrique complet (X, d) de maniére que X soit isométrique & un sous-ensemble dense
de X et un tel espace (X d) est unique & isométrie pres, i.e. si (Y, d’) est un autre
espace métrique complet tel que X soit isométrique a un sous-ensemble dense de Y, alors
il existe une isométrie de X sur Y dont la restriction a X est I'application identité. Un tel
espace (X d) est appelé une complétion de (X, d) et X est appelé un complété de X.
Habituellement pour construire un complété de X, on utilise les suites de Cauchy dans
X, comme dans la construction de R & partir du corps des nombres rationnels Q. On
va donner dans ce paragraphe une autre construction plus élégante de X. Soit Cp(X, R)
I’ensemble des applications continues bornées de X dans R. Pour f, g € Cp(X, R), on pose
doo(f,g) = sup | f(z) — g(z)|. D’apres la proposition 2.6.8, (Cy(X, R), ds) est un espace
zeX

métrique complet. Soit a € X, et pour tout z,y € X, on pose ¢, (y) = d(x,y) — d(y, a).
Il est clair que ¢, est continue sur X et que pour tout y € X, on a |¢,(y)| < d(z,a).
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Donc on a ¢, € Cy(X, R). L’application :

P: X — (X, R)
T o)

est isométrique. En effet, on a :

so(@a, Gar) = SUp ¢ (y) — ¢or (y)| = sup |d(z, y) — d(z’,y)| = d(z,2") .
yeXx yeX

On pose X = &(X), I'adhérence de ®(X) dans (Cy(X, R), ds). Alors (X, doo ) est
un espace métrique complet et & : X — X est une application isométrique telle que
®(X) soit dense dans X. Donc on peut identifier X & ®(X) et considérer X comme un
sous-ensemble dense de X. On résume cette construction par le théoréeme suivant :

Théoreme 2.7.1. Soit (X, d) un espace métrique. Alors on a :

1. 1l existe un espace métrique complet ()?7 (f) et il existe une application isométrique
i: X — X telle que i(X) soit dense dans X, et ainsi, on peut identifier X ¢ i(X),
et considérer X comme un sous-ensemble dense de X .

2. Si (Y, d') est un espace métrique complet et s’il existe une application isométrique
j: X —Y telle que j(X) soit dense dans Y, alors il existe ! une unique application

continue ¢ : X — Y telle que le diagramme suivant soit commutatif.

J

X Y
N
X

De plus ¢ est une isométrie de X sur Y. Autrement dit, (X, d) et (Y, d') sont
isométriques.

Remarque 2.7.1. Soient (X, d), (Y, d') deux espaces métriques et f : X — Y une
application uniformément continue. Alors, par le théoréme de prolongement, il existe une
unique application f X — Y uniformément continue telle que le diagramme suivant
soit commutatif.

X—f>Y

| |

X—Y

En particulier, si d; et dz sont deux distances uniformément équivalentes sur un ensemble
X, alors il existe une unique application bijective ¢ : (X, d1) — (X, d2) dont la
restriction a X est I'identité, et telle que ¢ et ! sont uniformément continues. Autrement
dit, deux distances uniformément équivalentes engendrent deux complétés uniformément
équivalents.

TVoir théoréme 2.6.2.
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Remarque 2.7.2. Deux distances topologiquement équivalentes sur un méme ensemble

n’engendrent pas toujours le méme complété. En effet, si X =]—1, 1] et si d est la distance

usuelle sur X, alors on a (X, d) = (-1, 1], d). D’autre part, X est homéomorphe & R
T

via application f : x — et si on considere la distance d’ sur X définie par

1=z’
d'(z,y) = d(f(x), f(y)), alors d et d’ sont topologiquement équivalentes et f devient une
isométrie de (X, d') sur (R, d) qui est complet, donc on a (X, d") = (X, d) = (R, d).
Mais les deux espaces ([—1, 1], d) et (R, d) ne sont pas homéomorphes.

Exemple 2.7.1. Soient (Y, d) est un espace métrique complet et X un sous-ensemble
de Y. Soit X I'adhérence de X dans (Y, d). Alors ( X, d) est le complété de (X, d).

Exemple 2.7.2. On note Cyp(R) 'ensemble des fonctions continues sur R et tendant
vers 0 & Dinfini, i.e. f € Cyp(R) si f : R — K est continue et si pour tout € > 0, il
existe A > 0 tel que pour tout = & [—A, A], on ait |f(x)| < . On note C.(R) 'ensemble
des fonctions numériques continues et a support « compact » dans R, i.e. f € C.(R) si
f : R — K est continue et 8l existe A > 0 tel que pour tout = & [—A, A], on ait
f(x) =0.0On a C.(R) C Co(R) C Cp(R, K), et on munit Cp(R, K) de la distance de la
convergence uniforme d,. Alors on a :

1. Co(R) est fermé dans Cy(R, K), donc (Co(R), doo) est complet.

2. Cc(R) est dense dans (Co(R), duo), donc (Co(R), doo) est le complété de
(Co(R), duv).

En effet, il est clair que 'on a Cy(R) C Cy(R, K). Soient (fy,)n>0 une suite dans Cp(R)
et f € Cp(R, K) tels que liI_P doo(fn, f) = 0. 1l s’agit de montrer qu’alors f € Cp(R).
n—-—+0oQ

Soit € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N et pour tout x € X, on ait
|fn(z) = f(z)] < &, dol pour tout © € X, on a |f(z)] < € + |fn(z)]. Comme on a
fn € Co(R), alors il existe A > 0 tel que pour tout = & [—A, A], on ait |fy(x)] < e.
Donc, pour tout z ¢ [—A, A], on a |f(x)| < 2¢. Par conséquent, on a f € Cy(R). Donc
Co(R) est fermé dans Cy,(R, K). On déduit des propositions 2.6.5 et 2.6.8 que (Co(R), doo)
est complet.

2. Soit f € Cy(R). Pour tout n € N*, soit h,, € C.(R) dont le graphe est ci-dessous :

Y
1 hn
-n—1 —-n 0 n n+1 z

Soit f,, = hy,f, alors f, € C.(R). Soit € > 0, il existe N € N tel que pour tout z ¢
[~ N, N], on ait |f(z)| < e. Alors, pour tout n > N et pour tout € R, on a |f,(z) —
f(@)| < 2e, &0t doo(fn, f) < 2e. Par conséquent, C.(R) est dense dans (Cp(R), ds),
donc (Cy(R), deo) est le complété de (C.(R), doo).
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2.8 Espaces de Baire

Proposition 2.8.1. Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) Pour toute famille dénombrable (F")n>o de fermés de X telle que X = LSIOFn’ la

o
réunion des intérieurs go F,, est dense dans X.
n_

(i1) La réunion de toute famille dénombrable de fermés de X d’intérieurs vides est
d’intérieur vide.

(111) L’intersection de toute famille dénombrable d’ouvertes de X et denses dans X est
dense dans X .

Démonstration. Montrons U'implication (i) = (ii). Soit (F},),>0 une suite de fermés

de X d’intérieurs vides. Montrons que Y = L;IOFn est d’intérieur vide. Si Y # (), alors
nz
o
F =X\ Y est un fermé dans X tel que FF # X etona X = FU gOFn. Par hypothese,
n_

la réunion FFU go F,, est dense dans X. Or, pour tout n > 0, on a F,, = (, on en déduit
nz

[e]
que [ est dense dans X, donc F est un fermé dense dans X, d’ou F' = X ce qui est

o
impossible. Donc on a Y = ().
Montrons l'implication (ii) == (iii). Soit (Up)n>0 une suite d’ouverts de X et denses
dans X. Soit U = QOU"’ et pour tout n > 0, soit F,, = X \ U,. Alors pour tout
n_

n > 0, F, est un fermé dans X et on a F, = X \ U, =0, voir propi)sition 1.2.2. Donc
X\U = goX \U, = gOFn est d’intérieur vide, d’ott on a X \ U = ). Donc U est

dense dans X.
Montrons I'implication (iii) = (i). Soit (F},)n>0 une suite de fermés dans X telle que

(o)
X = gan' Pour tout n > 0, soit K,, = F,\ F,, alors K, est un fermé de X tel que
nz
(o)
K, = 0. Soit U, = X \ K, alors U,, est un ouvert dense dans X . Par conséquent, QOUn
nz
est dense dans X etona N U, =X\ U K,.OnaF, = K,UF,, donc U F, contient
n>0 n>0 n>0

le complémentaire de gOKn, on en déduit que Lio F,, est dense dans X. |
n> nz

Définition 2.8.1. Un espace topologique X est dit espace de Baire si X vérifie l'une
des propriétés de la proposition précédente.

Exemple 2.8.1. Tout espace topologique discret est un espace de Baire.

Exemple 2.8.2. L’ensemble des rationnels Q muni de la topologie induite par R n’est
pas un espace de Baire.

Proposition 2.8.2. Tout ouvert d’un espace de Baire est un espace de Baire.



100 Chapitre 2. ESPACES METRIQUES

Démonstration. Soient X un espace de Baire et U un ouvert de X. Soit (Up)n>0 une
suite d’ouverts denses dans U. Alors, pour tout n > 0, U, est un ouvert de X et on a

U, NU = U, voir exercice 1.24. Soit F = QOU”’ alors F' est un fermé de X et on a

UCF.Soit V=X\F, alors V' est ugouvgrt de X. On pose V,, = U, UV alors V,,

est un ouvert de X et on a V,, = U, UV = X. Puisque X est un espace de Baire, alors

N Vu=( 0 U,) UV est dense dans X. D’oton a ( N U, )UV = X. Par conséquent,

n>0 n>0 n>0

onaU:XﬂU:( ﬂUnﬂU)U(VﬂU).OronaVﬂU:@,d’oﬁU: NnNU,NU.
n>0 n>0

Autrement dit, QOU" ‘est dense dans U. Donc U est un espace de Baire. |
nz

Théoréme 2.8.1 (Baire). Soit (X, d) un espace métrique complet. Alors X est un
espace de Baire.

Démonstration. Soit (U,,),>0 une suite d’ouverts de X et denses dans X . Pour montrer
que QOU" est dense dans X, d’apres la proposition 1.2.4, il suffit de montrer que pour
n

tout ouvert non vide V de X, Vn QOU" # (). Comme Uy est dense dans X, alors
n

VNUy # 0, et soit xg € VN Uy. Comme V N Uy est un ouvert de X, il existe rg > 0 tel
que 79 < 1 et B(xo,2r9) C VNUp. On construit, par récurrence sur n, une suite (2, )n>0
dans X et une suite (r,),>0 de nombres réels strictement positifs tels que r, < 27"
et B(zy,2r,) C U, N B(Zp-1,"n—1), pour tout n > 1. En effet, on a déja construit
xg et ro et supposons z, et r, construits; comme U, ; est dense dans X, il existe
Tnt1 € Unpg1 N B(xp,ry). Comme Uy N B(xy,, ) est ouvert, il existe 0 < 1,41 <
2771 tel que B(wp11,2rm41) C Upy1 N B(2n, ). Soit B, = B'(zy,7,), on a By11 C
B(zpy1,2rm41) C B(zp,rn) C By, Comme lespace (X, d) est complet et les B,, forment
une suite décroissante de fermés non vides dont les diametres tendent vers 0, d’apres le
théoreme de Cantor, on a ngoB" # (. Or By C V et, pour tout n > 0, on a B, C U,,

donc N B, CcVn nNnU,. Par conséquent, on a VN N U, # (. Donc N U, est dense
n>0 n>0 n>0 n>0
dans X. |

Soit (fn)n>0 une suite de fonctions continues de [0, 1] dans R telle que pour tout = € [0, 1],
la suite (fy(z))n>0 converge vers un point f(x) € R. Il existe des exemples qui montrent
que f n’est pas toujours continue sur [0, 1]. La question maintenant est de savoir §’il
existe une telle suite (fy,)n>0 telle que f soit discontinue partout sur [0, 1] ou bien de
savoir s’il y a un moyen pour controler la discontinuité de f. Le théoréme suivant répond
a cette question.

Théoréme 2.8.2. Soient X un espace de Baire, (Y, d) un espace métrique, [ une
application de X dans'Y et (fn)n>0 une suite d’applications continues de X dansY telle
que pour tout x € X, la suite (fn(2))n>0 converge vers f(x) dans Y. Soit C ’ensemble
des points de X en lesquels [ est continue. Alors C' est dense dans X.

Pour une preuve du théoreme précédent, voir chapitre 2 du supplément.

2.9 Ecarts

Pour tout ¢ € [0, +00], on convient que ¢ < +00 et que t + (+00) = (+00) + t = +o0.
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Définition 2.9.1. Un écart sur un ensemble X est une application :

e: XxX — [0, 4+
(@,y) —  e(z,y)

possédant, pour tous z,y, z € X, les propriétés suivantes :
1. e(z,z) =0;
2. e(x,y) = e(y,x);
3. e(x,2) <e(z,y) + ey, 2).

La seule différence avec la notion de distance est donc que e peut prendre la valeur 4o0,
et que 'on peut avoir e(x,y) = 0 alors que x et y sont deux points distincts de X.

Définition 2.9.2. Soit e un écart sur un ensemble X. On dit que I'écart e est fini si
pour tout z,y € X, on a e(x,y) # +oo. On dit aussi que 1’écart e est séparé si pour
tout x,y € X, e(z,y) =0=xz =y.

Exemple 2.9.1. Soit X un ensemble.
1. Une distance sur X est un écart fini et séparé.

2. Soient (Y, d) un espace métrique et f : X — Y une application. Si pour tout
xz,y € X, on pose e(x,y) = d(f(x), f(y)), alors e est un écart fini sur X et e est
séparé si f est injective.

3. Si f : X — K est une application, alors ef(x,y) = |f(x) — f(y)| est un écart fini
sur X.

Proposition 2.9.1. Soit X un ensemble.

1. Si(e;)ier est une famille d’écarts sur X et e = supe;, alors e est un écart sur X.
iel
2. Soit d une distance sur X. Alors il existe une famille A d’applications de X dans
R telle que d = sup ey.
feA
Démonstration. 1. Ceci est clair.
2.S0it A={f:X —R; [f(u) — f(v)| < d(u,v) pour tout u,v € X}. Alors on a

sup e¢ < d. Réciproquement, pour tout = € X, soit f,(u) = d(u,x), alors f, € A et on a
feA

es, (z,y) = d(z,y). Par conséquent, on a (supey)(z,y) > ey, (z,y) = d(x,y), d’ott on a
feA

sup ey = d. [ |

feA

Soit e un écart sur un ensemble X ; pour tous € X et r € R*_, on appelle encore boule

ouverte de centre z et de rayon r lensemble B(z,r) = {y € X ; e(z,y) < r}. Comme
dans les cas des espaces métriques, on peut associer une topologie a n’importe quel écart.

Proposition 2.9.2. Soit e un écart sur un ensemble X. Il existe une unique topologie
sur X pour laquelle les voisinages de © € X sont les ensembles contenant une boule
ouverte centrée en x. Les ouverts de cette topologie sont les réunions des boules ouvertes.
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Exemple 2.9.2. Soit X un ensemble.

1. Pour tout z,y € X, on pose e(z,y) = 0, alors e est un écart sur X, et la topologie
associée a cet écart est la topologie grossiere sur X.

2. Pour tout z,y € X, on pose e(x,y) =0si z =y et e(x,y) = +oo si z # y, alors e
est un écart sur X, et la topologie associée a cet écart est la topologie discrete sur
X.

Proposition 2.9.3. Soit e un écart sur un ensemble X .
1. La topologie associée a l’écart e est séparée si et seulement si [’écart e est séparé.

2. Une suite (xn)n>0 dans X converge vers un point x € X si et seulement si e(x,,, )
tend vers O dans l’espace topologique R.

Proposition 2.9.4. Soit e un écart séparé sur un ensemble X. Pour tout x,y € X, on
pose d(x,y) = min{e(x,y),1}. Alors on a :

1. L’application d est une distance sur X.
2. La topologie associée a la distance d coincide avec la topologie associée a lécart e.

Exemple 2.9.3. Soient X un ensemble et (Y, d’) un espace métrique. On note Y~

I'ensemble des applications définies sur X et a valeurs dans Y. Pour f,g € Y, on

pose e(f,g) = sup d'(f(x),g(z)) € [0, +oo]. Alors e est un écart séparé sur 'ensemble
reX

YX et d = min(e, 1) est une distance sur Y. Notons que la restriction de la distance

d a 'ensemble B(X,Y) des applications bornées définies sur X et & valeurs dans Y

est uniformément équivalente a la distance de la convergence uniforme do, définie sur

B(X,Y) par: pour f,g € B(X,Y), on adx(f,g) = sup d(f(x),g(z)). Par conséquent,
reX

on appelle aussi d la distance de la convergence uniforme sur VX,

Proposition 2.9.5. Soit e un écart sur un ensemble X. Considérons la relation R sur
X telle que xRy <= e(x,y) =0. Alors on a :

1. La relation R est une relation d’équivalence sur X .

2. Il existe un écart séparé € sur l’ensemble quotient X/R tel que pour tout x,y € X,
on ait e(q(z),q(y)) = e(z,y), ot q: X — X/R est Uapplication quotient.

2.10 Exercices

Exercice 2.1. Soient (X, d) un espace métrique, z € X et r > 0. Par définition de la
topologie de X, la boule ouverte B(z,r) est un ouvert de X car pour tout y € B(z,r),
il existe p > 0, p =r — d(z,y), tel que B(y,p) C B(z,r).
1. Vérifier que que le boule fermée B’(x,r) est un fermé de X.
o

——
2. Montrer les inclusions B(z,r) C B'(z,r) et B(x,r) C B'(x,7).
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3. Au moyen de contre—exemples, montrer que les inclusions précédentes peuvent étre
strictes.

Solution. 1. Pour montrer que B’(z,r) est fermé dans X, on montre que son complé-

mentaire X \ B'(x,r) est ouvert dans X. Soit y € X \ B'(z,7), i.e. d(z,y) > r. Soit

p = d(z,y) —r, alors p > 0. Montrons que 'on a B(y, p) C X \ B(z,r). Soit z € B(y, p),

comme on a d(z,y) < d(z,z) + d(z,y), alors r < d(z,y) — d(z,y) < d(x,2), d’ou

z € X\ B'(x,r). Donc on a B(y,p) C X \ B'(z,r). Par conséquent, X \ B'(z,r) est

un ouvert de X.

Une autre méthode pour montrer que B’(x,r) est fermé dans X. On considere 1’applica-

tion de X dans R définie par f(y) = d(z,y). D’apres la proposition 2.1.1, f est continue.

Or on a B'(z,r) = f~1([0, r]), donc B'(x,r) est fermé dans X.

2. On a B(x,r) C B'(z,r) et B(x,r) est ouvert dans X et B’(z,r) est fermé dans X,
/_/OH _

alors on a, voir proposition 1.2.1, B(z,r) C B'(x,r) et B(z,r) C B'(x,7).

3. Si d est la distance discréte sur X, on a B(z,1) = {a} et B'(z,1) = X, d’on

o]

——
B'(x,1)= X et B(z,1) = {z}.

Exercice 2.2. Soient (X, d) un espace métrique et a € X. Pour tous x et y dans X, on
pose :

d(a,z) + d(a, si ,
da(zay):{ 0( ) ( y) si xiz

1. Montrer que d, est une distance sur X.

2. Montrer que pour tout r» > 0, on a By, (a,r) = Bg(a,r). Autrement dit, la boule
ouverte de centre a et de rayon r pour la distance d, est égale a la boule ouverte
de centre a et de rayon r pour la distance d.

3. Soit € X tel que z # a. Montrer qu’il existe un réel r > 0 tel que By, (x,r) = {z}.
4. Soit A une partie de X.

(i) Montrer que si a € A, alors A est un ouvert de X pour la distance d,,.
(ii) On suppose a € A. Montrer que A est un ouvert de X pour d,, si et seulement
si A est un voisinage de a pour la distance d.

5. Montrer que si d est la distance discrete sur X, alors d et d, sont équivalentes.

6. A l'aide d'un contre-exemple, montrer qu’en général, d et d, ne sont méme pas
topologiquement équivalentes.

Solution. 1. Il est clair que pour tous x,y € X, on a d,(x,y) > 0, do(z,y) = du(y, ) et
que dy(x,y) =0 < x = y. Vérifions 'inégalité triangulaire, i.e. pour tous x,y,z € X,
on a dy(x,z) < du(z,y) + do(y, 2). Si y = x ou z, I'inégalité triangulaire est triviale. On
suppose y € {x,z} et x # 2. Alors on a :

do(x,2) = d(a,z) + d(a, z) < d(a,z) + d(a,y) + d(a,y) + d(a, z) = da(z,y) + da(y, 2) -
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Par conséquent, d, est bien une distance sur X.

2. Pour tout « € X, on a d,(a,z) = d(a,a) + d(a,z) = d(a,x), Aot Bg,(a,r) = Ba(a,r).
3. Soit x € X tel que x # a. Alors r = d(a,x) > 0 et on a By, (x,r) = {x} car pour tout
y # x,onady(z,y) =d(a,x)+d(a,y) >r.

4. Soit A une partie de X.

(i) Si a € A, d’apres 3, pour tout x € A, {x} est un ouvert de X pour d,. Or on a
A= rgA{:z:}, donc A est un ouvert de X pour d,.

i

(ii) On suppose a € A. Si A est un ouvert de X pour d,, alors il existe r > 0 tel que
By, (a,7) C A, d’ott on a Bg(a,r) C A. Par conséquent A est un voisinage de a pour d.
Réciproquement, supposons que A est un voisinage de a pour d, alors il existe r > 0 tel
que Bg(a,r) C A, d’ott on a By, (a,r) C A. Or A\ {a} est un ouvert de X pour d, et on
a A= By,(a,7) U (A\ {a}), on en déduit que A est un ouvert de X pour d,.

5. Si d est la distance discrete sur X, alors on a d < d, < 2d, donc d et d, sont
équivalentes.

6. Si X = R et d est la distance usuelle sur R, alors d et d, ne sont pas topologiquement
équivalentes car pour tout x € R, {z} n’est pas ouvert dans R pour d.

Exercice 2.3. Soient (X, d), (Y, d’) des espaces métriques, a € X et f: X — Y une
application. On définit la distance d, sur X comme dans ’exercice précédent. Montrer
que les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) L’application f est continue de (X, d,) dans (Y, d').
(ii) L’application f est continue en a de (X, d,) dans (Y, d').
(iii) L’application f est continue en a de (X, d) dans (Y, d').

Solution. L’implication (i) = (ii) est évidente. L’équivalence (ii) <= (iii) résulte de la
proposition 2.2.3 et du fait que pour toute suite (x,,),>0 dans X, on a d,(a, z,) = d(a, z,,)
pour tout n > 0.

Montrons I'implication (iii) = (i). Soit V un ouvert de Y. Sia ¢ f~1(V), alors f~1(V)
est un ouvert de (X, d,). Supposons que a € f~(V), comme f est continue en a de (X, d)
dans (Y, d'), alors f~1(V) est un voisinage de a pour la distance d. D’apres I'exercice
précédent, f~1(V) est alors ouvert dans (X, d,). Par conséquent, f est continue de
(X, d,) dans (Y, d').

Exercice 2.4. Soient (X, d) et (Y, d') deux espaces métriques et f : X — Y une
application. Pour tout a,b € X, on pose ds(a,b) = d(a,b) + d'(f(a), f(D)).

1. Montrer que dy est une distance sur X et que f est une application lipschitzienne
de (X, dy) dans (Y, d').

2. Montrer que dy est topologiquement équivalente (resp. uniformément équivalente,
resp. équivalente) a d si et seulement si f est continue (resp. uniformément continue,
resp. lipschitzienne) de (X, d) dans (Y, d').

Solution. 1. Il est clair que d; est une distance sur X. Pour tout a,b € X, on a
d'(f(a), f(b)) < ds(a,b). Donc f est lipschitzienne de (X, ds) dans (Y, d).
2. Pour tous a,b € X, on a d(a,b) < ds(a,b), donc I'application identique de (X, dy)
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dans (X, d) est lipschitzienne. Par conséquent, dy est topologiquement équivalente (resp.
uniformément équivalente, resp. équivalente) a d si et seulement si 'application identique
de (X, d) dans (X, dy) est continue (resp. uniformément équivalente, resp. lipschitzienne).
Or il est clair que l'application identique de (X, d) dans (X, ds) est continue (resp.
uniformément équivalente, resp. lipschitzienne) si et seulement si application f est
continue (resp. uniformément continue, resp. lipschitzienne) de (X, d) dans (Y, d’). D’ou
le résultat.

Exercice 2.5. Soient (E, d) un espace métrique, U C E un ouvert distinct de E et

xr

F =FE\U. Pour tous z,y € U, on pose dy(x,y) = d(z,y) + ﬁ - ﬁ .

1. Montrer que dy est une distance sur U, topologiquement équivalente a la restriction
dedaU.

2. Montrer que si (E, d) est complet, alors (U, dyy) est complet.

3. En déduire que tout ouvert d’un espace métrique complet est homéomorphe a un
espace métrique complet.

Solution. 1. Il est clair que pour tous z,y € U, on a dy(z,y) > 0, dy(z,y) = du(y,z) et
que dy(z,y) =0 <= x =y. Il reste & montrer I'inégalité triangulaire. Soit x,y,z € U,
on a :

dU(Q?, Z) =

d,2) + ‘d(xl, F) d(zl, F) ’

d . : : :
(z,2) + ‘d(az,F) Ay F) " dly.F) d(z’F)‘

1 1
)+ ’d(x,F) B d(y,F)‘ + ‘d(y,F) ©d(z, F)

IN

1 1
d(x,y) +d(y, z ’

= dy(x,y)+du(y,z).

Donc di; est bien une distance sur U.
Pour tous z,y € U, on a d(x,y) < dy(x,y), donc lapplication identique de (U, dy) dans

(U, d) est continue. Réciproquement, soit (z,)n,>0 une suite dans U qui converge vers
1

x € U pour la distance d, i.e. lim d(z,,x) = 0. Puisque l'application z — ——
n—-+00 d(x, F )

est continue de (U, d) dans R, on en déduit que lirJrrl dy(x,,x) = 0. Donc I'application

n—+00

identique de (U, d) dans (U, dy) est continue. Par conséquent, dy est topologiquement

équivalente & la restriction de d a U.

2. Soit (zn)n>0 une suite de Cauchy dans (U, dy). Comme on a d(z,y) < du(z,y)

pour tous z,y € U, on en déduit que (xy,),>0 est une suite de Cauchy dans (X, d).

Donc il existe x € X tel que lirf d(z,,xz) = 0. Montrons que z € U. Comme

n—+00

(xn)n>0 est de Cauchy pour dy, alors pour tout € > 0, il existe N € N tel que
1 1

an, F)  d(zy,F)

1 R .
‘ < e+ dan ) On a aussi nll)rfood(a:n,F) = d(z,F). Si

pour tout m > N, on ait ’d( < dy(zn,zn) < e. D’olt pour tout

nzN,ona’
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x € F, alors d(x, F) = 0, d’ott ngrfwm = +o00, ce qui est impossible car la

1
suite (7) est bornée. Par conséquent, on a x € U. Pour tout n > N, on a :
d(xpn, F)/n>0
1 1
dy(xn,x) = d(zp, z) + }d(me) evalk d’ou nllg_loo dy(xn,x) = 0. Autrement dit,

la suite (xy,)n>0 converge vers « pour dy, donc (U, dy) est complet.
3. D’apres ce qui précede, (U, d) est homéomorphe a (U, dyy) qui est complet.

Exercice 2.6. Soit (X, d) un espace métrique. On munit lespace produit X x X
de la distance Dy, i.e. pour tous (x,y), (2,t) € X x X, on a Dm((x,y),(z,t)) =
max {d(z,z),d(y,t)}. Montrer que I'application (z,y) — d(z,y) est lipschitzienne de
(X X X, Dy) dans R.

Solution. On a :

|d($, y) - d(27t)| = |d(1‘7y) - d(y7 Z) + d(y7 Z) - d(Z,t)|
< ld(z,y) —d(y, 2)| + |d(y, z) — d(z,1)]
< d(w,2) +d(y,t) < 2Doo((,y),(2,1)) -

Exercice 2.7. (Isométries de R) f. Soit f : R — R une fonction. Montrer que f est
une fonction isométrique si et seulement s’il existe une constante a € R telle que f soit
I'une ou l'autre des fonctions z — a+x ou z—a—x.

Solution. Si f(x) = a+ x pour tout x € R ou f(x) = a — x pour tout = € R, alors on a
|f(z) — f(y)| = | — y| pour tous z,y € R, donc f est une fonction isométrique.
Réciproquement, supposons que pour tous z,y € R, on a |f(x) — f(y)| = |x — y|. Soit
a = f(0) et pour tout z € R, soit g(x) = f(x) — a. Alors g est une fonction continue
injective et pour tout € R, on a |g(x)| = |z|. Sl existe x > 0 et y > 0 tels que
g(z) et g(y) soient de signes différents, alors 0 € g([x, y]), donc il existe a« > 0 tel que
g(a) = 0=g(0), ce qui est impossible car g est injective. Donc on a deux cas possibles :
Premier cas : pour tout > 0, on a g(x) > 0. Alors pour tout > 0, on a g(z) = x.
Soit & < 0, si g(x) > 0, alors on a g(x) = —x = g(—=x), ce qui est impossible car g est
injective. Donc pour tout z < 0, on a g(z) < 0. Par conséquent, pour tout € R, on a
g(x) =z, ie. f(x)=a+z.

Deuziéme cas : pour tout > 0, on a g(x) < 0. Alors pour tout z > 0, on a g(z) = —=z.
Soit z < 0, si g(z) < 0, alors on a g(z) = z = g(—x), ce qui est impossible car g est
injective. Donc pour tout < 0, on a g(z) > 0. Par conséquent, pour tout z € R, on a
g(x) = —x, i.e. f(x)=a—ux.

Exercice 2.8. Déterminer les rotations de centre O = (0,0) et d’angle § dans R? qui
sont des isométries pour chacune des distances di, d et do sur R2.
Solution. Une rotation f de centre O et d’angle § dans R? est de la forme :

f: R2=C — R2=C
z — ez

T s 2 . . . o , , . .
On généralisera cet exercice aux isométries sur les « espaces normés réels », voir exercice 6.78 du
supplément.
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Autrement dit, pour tout (z,y) € R% on a f(x,y) = (zcos(f) — ysin(0),zsin(f) +
ycos(9)). On a di(f(x,y), f(a,b)) = |[(x — a) cos(#) — (y — b) sin(0)| + |(z — a) sin(6) +
(y — b) cos(0)], donc f est une isométrie pour la distance d; si et seulement si pour tous
x,y,a,b € R, on a:

[(x —a)cos(8) — (y — b) sin(0)| + |(x — a) sin(0) + (y — b) cos(0)| = |z —a| + |y —b| . (2.1)
Soit A = (1,0), alors on a dy (O, A) = 1 et di(f(O), f(A)) = | cos(8)|+]sin(#)|. Donc, si f
est une isométrie pour la distance dy, alors | cos(8)|+|sin(0)| = 1, d’ott 2 sin(0) cos(0) = 0,

donc 6 = %T, avec k € Z.

. km ..
Réciproquement, supposons que 0 = TR avec k € Z, alors on distingue deux cas :

Premier cas : k = 2n, avec n € Z, d’ot on a | cos(6)] = 1 et sin(f) = 0.
Deuziéme cas : k =2n+1, avec n € Z, d’ot on a |sin(f)| = 1 et cos(d) = 0.
On déduit de I’équation (2.1) que f est une isométrie pour la distance dj.

. o : . . km
Conclusion : f est une isométrie pour la distance d; si et seulement si 6 = TR avec
ke Z. )

A . J . . . m
De méme, f est une isométrie pour la distance d, si et seulement si § = TR avec k € Z.

Regardons le cas pour ds. Pour tous z,z’ € C, on a :
da(f(2), f()) =1f(2) = F()| = [z — 2| = |2 = 2| = da(2, %) .

Donc, pour tout § € R, f est une isométrie pour la distance ds.

Exercice 2.9. Soit f : R — R une fonction continue. Montrer que les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) Pour tous z,y € R,on a f(z+y) = f(x) + f(y).
(ii) 1l existe ¢ € R tel que pour tout x € R, on ait f(x) = cz.

Solution. L’implication (ii) = (i) est triviale. Montrons l'implication (i) = (ii).
Vérifions d’abord par récurrence que pour tout n € N et pour tout € R, on a
f(nz) = nf(z). On f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), dou f(0) = 0. Supposons que
lon a f(nz) =nf(x). Alors on a :

f(n+1)z) = fnz +z) = f(nx) + f(x) =nf(z) + f(z) = (n+1)f(z).

Par conséquent, pour tout n € N et pour tout € R, on a f(nz) = nf(z). Pour tout
zxeR, onal=f(0)= f(r—=x) = fx)+ f(—x), dou f(—z) = —f(z). Comme on a
f(—=nz) = —f(nx) = —nf(x), alors pour tout n € Z, on a f(nz) = nf(z). Solent p € Z et
q € N*, alors on a f(%:z:) :pf(%:z:) et f(x) = f(q(%x)) = qf(%:z:), d’ott f(éx) = % ().
Par conséquent, pour tout £ € Q, on a f(%:z:) = £ f(x). Soit z € R. Comme Q est dense
dans R, alors il existe une suite (¢,,)n>0 dans Q telle que nll)r}rloo qn = x. Comme [ est

continue, alors on a f(x) = EIE flgn) = Eril gnf(1) = zf(1). Soit ¢ = f(1), alors

pour tout € R, on a f(x) = cx.
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Exercice 2.10. Soit ¢ un automorphisme du corps C, i.e. ¢ est une application de C
dans C respectant ’addition, la multiplication et on a ¢(1) = 1. Montrer que si ¢ est
continue, alors ¢ laisse invariant tout réel. Déterminer tous les automorphismes continues
du corps C.

Solution. Puisque 'on a ¢(1) = 1 et que ¢ respecte 'addition, alors en faisant le méme
raisonnement que dans l'exercice précédent, on obtient ¢(x) = 2 pour tout € Q. Comme
© est continue et Q est dense dans R, alors on a ¢(x) = z pour tout z € R. D’olt on a
oz +iy) = o(z) + ¢(i)p(y) = = + p(i)y pour tous x,y € R. On a aussi i> = —1, donc
¢(i)? = ¢(—1) = —1, d’olt on a (i) = £i. Donc il y a deux automorphismes continues
de C; a savoir ¢(z) = z pour tout z € C et ¢(z) = Z pour tout z € C.

Exercice 2.11. Soient (X, d) et (Y, d’) deux espaces métriques et ((n,yn)) une

n>0
suite de (X XY, Doo).
1. Montrer que si (a,b) est valeur d’adhérence de la suite ((zn,yn)), -, alors a est
valeur d’adhérence de la suite (z,)n>0 et b est valeur d’adhérence de la suite
(Yn)n>0. Montrer que la réciproque est en général fausse.

2. Montrer que si la suite (z,,)n>0 converge vers a et si b est valeur d’adhérence de la

suite (Yn)n>0, alors (a,b) est valeur d’adhérence de la suite ((zn,yn)), <,-

Solution. 1. Si (a,b) est valeur d’adhérence de la suite ((zn, yn))n>0, alors il existe une

sous-suite ((xnk’y"k))kzo telle que (a,b) = kli)rfoo(xnk,ynk), d’olt on a a = kETw T,

et b= klim Yn, - Par conséquent, a est valeur d’adhérence de la suite (2,,)n>0 et b est
—+o0 -

valeur d’adhérence de la suite (yy,)n>0-
Si X =Y = R muni de la distance usuelle et si z9, = n+r17 Topil = N, Yo = N,
Yonil = n+r1’ alors 0 est valeur d’adhérence de la suite (x5, ), >0 et 0 est valeur d’adhérence
de la suite (yn)n>0, mais (0,0) n'est pas valeur d’adhérence de la suite ((z,,yn))

n>0"
2. S0it (Yn,, )k>0 une sous-suite de (y,)n>o telle que b= lim y,,. Onaa= lim z,,
= = k—~+00 n—-+o0o
d’'ota = lim z,,.Par conséquent, on a (a,b) = lim (zn,,Yyn,), donc (a,b) est valeur
k——+oco k—+o00

d’adhérence de la suite ((xn, yn))n>0.

Exercice 2.12. Soit (2,,),>0 une suite dans un espace métrique (X, d). Pour tout p € N,
soit a, = %. Pour tout n > 0, on pose Y, = Tp_q, Si ap <N < apy1- Autrement dit,

la suite (yy,)n>0 est définie ainsi :

n O=ap | l=a1 2 3 = as 4 5 6 =as 7 8 9 10 = a4
Yn Zo o X1 o 1 €2 Zo xr1 x2 xrs3 To

Donc chaque terme de la suite (x,,),,>0 est répété une infinité de fois dans la suite (yy,)n>0-

1. Montrer que pour tout N € N, zn est une valeur d’adhérence de la suite (yy)n>0-

2. En déduire que si Uensemble {x,, ; n > 0} est fermé dans (X, d), alors {z,, ; n > 0}
est ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (Y )n>0-

3. On suppose X = R et pour tout n > 0, on pose x, = n et y, = n — a, si
ap < n < apt1. En déduire que N est I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
(yn)nZO'
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Solution. 1. Soit N € N. Pour tout £k > N, on a y,,+n = zn. En effet, comme on a
ar < ag+N < ap+k < ag+k+1 = apq1, alors Yo, + N = Tap+N—ap = TN- OF (Yar+N)k>0
est une sous-suite de la suite (y,)n>0, donc zx est bien une valeur d’adhérence de la suite
(yn)nZO-

2. Comme on a {y, ; n > 0} = {x,, ; n > 0}, si ensemble {z, ; n > 0} est fermé
dans (X, d), alors toute valeur d’adhérence de la suite (yn)n>0 est dans Pensemble
{zn ; n > 0}. On déduit de 1 que {z, ; n > 0} est 'ensemble des valeurs d’adhérence
de la suite (¥ )n>0-

3. Puisque N est fermé dans R, ceci résulte de 2.

Exercice 2.13. Donner des exemples de suites de réels ayant 0, ou 1, ou p valeurs
d’adhérence.

Solution. Si z,, = n, alors la suite (z,,)n>0 n’admet aucune valeur d’adhérence. Toute
suite convergente admet une unique valeur d’adhérence. Soit p € N*. Alors pour tout
n € N, on fait la division euclidienne de n par p, on obtient un unique couple (g, r,) €
N x N tels que n = gnp + ry, avec 0 < 1, < p. On pose x,, = 1y, alors la suite (,)n>0
admet seulement p valeurs d’adhérence, a savoir, 0,1,2,...,p — 1.

Exercice 2.14. Déterminer les valeurs d’adhérence de la suite x,, = (1+ 1) sin (27).
Solution. Soit y,, = sin (%*). Comme on a lim 1+ 1 = 1, alors les suites (2,)n>0
n—+0o n =
et (Yn)n>o ont les méme valeurs d’adhérence. Déterminons les valeurs d’adhérence de
la suite (yn)n>0. On fait la division euclidienne de n par 6, on obtient n = ¢,6 + 7,

avec (qn,m™) € Nx Net 0 < r, < 6. Alors on a sin (%) = sin (qnw + %) =
(—1)%" sin (*2T). Comme on a sin (3) = sin (%) et sin (3) = sin (%), alors on a

{yn ion > 0} = {0, 11 V3 V3 —1,1} = V. Or V est un ensemble fermé de

T2020 7 T2 20
R, donc toute valeur d’adhérence de la suite (y,)n>0 est dans V. Comme pour tout

k€N, onayy =041 = 35, Yort2 = @; Yokt3 = L, Yo(ht1)+1 = — 3> Yalht1)42 =
—@, Y2(k+1)+3 = —1, on en déduit que V' est 'ensemble des valeurs d’adhérence de la

suite (Yn)n>0-

Exercice 2.15. Soit (z,,),>0 une suite dans R telle que lim 2,11 — 2, = 0. Montrer
- n— o0

que l'ensemble des valeurs d’adhérence de (x,,),>0 est un intervalle, peut étre vide, fermé
de R.

Solution. Soit I I'ensemble des valeurs d’adhérence de (z,,)n>0. D’apres la proposition
1.7.1, I est un fermé de R. Supposons que I # (. Si I est réduit & un seul élément, alors
I est un intervalle. Supposons que card(l) > 2. Soient {1, 0o € I tels que ¢1 < f5. Soit
¢ €14, l5]. Montrons qu’alors ¢ est aussi une valeurs d’adhérence de (z,)n>0. Si £ & I,
alors il existe ¢ > 0 et N € N tels que pour tout n > N, on ait |z, — €| > . On peut aussi
supposer {1 < £ —e < {+¢e < 5. Notons que |z, — £| > € si et seulement si x,, < £{—e ou

Tp > ¢ +e. Comme on a lim x,y1 — z, = 0, alors il existe N’ > N tel que pour tout
n— 00

n > N’, on ait |z,41 — 2,| < e. On distingue deux cas :

Premier cas : xn+ < £ — g, alors pour tout n > N’, on a z,, < £ — . Par conséquent,
Uy & I, ce qui est impossible.

Deuziéme cas : xn' > £+ ¢, alors pour tout n > N’, on a z,, > £ + . Par conséquent,
{1 & I, ce qui est impossible.
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Donc on a bien ¢ € I. Par conséquent, I est bien un intervalle fermé de R.
Notons que si 2, = In(n), alors on a lim x,41 — 2, = 0, mais la suite (x, ),>0 n’admet
n— o0 -

aucune valeur d’adhérence.

Exercice 2.16. Soit A une partie non vide de R.
1. Montrer que si A est majorée, alors sup(4) € A.
2. Montrer que si A est minorée, alors inf(A) € A.

Solution. 1. Puisque A est majorée, alors sup(A) existe dans R, et pour tout n > 1, il
existe a,, € A tel que sup(A) — L < a, < sup(A). Dot on a sup(4) = HI_P ay. Par
n—-—+0oQ

conséquent, on a sup(4) € A.
2. De méme, puisque A est minorée, alors inf(A) existe dans R, et pour tout n > 1,
il existe b, € A tel que inf(4) < b, < inf(A) — L. D’ou on a inf(A) = lim b,. Par

o n—-+o0o
conséquent, on a inf(A) € A.

Exercice 2.17. Soient (X, d) un espace métrique et (1) (m,n)en? une suite double dans
X. On suppose que pour tout m >0, lim a,, =2z, € X et que lim z, =z¢ X.
n—+0o m—=00

Montrer qu'il existe une sous-suite (pm)m>0 de N telle que  lim  zp, 5, = .
- m——+00 ’

Solution. Puisque 'on a lirE Tm = x, alors il existe une sous-suite (mg)g>0 de N
m——+00 -
1

telle que pour tout k& > 0 et pour tout m > my, on ait d(z;,,x) < ser- Comme pour
tout m >0, ona lim X, = Tm, alors il existe une sous-suite (ng)r>0 de N telle que

n—-+o0o
ng > mo, Nk +mer1 —mi < ng+1 et pour tout m € N vérifiant my < m < mg41 et pour
tout n > nyg, on ait d(Tm n, Tm) < ﬁ, pour tout & > 0. On pose po = 0,...,Pme—1 =

mg — 1 et pour tout k& > 0 et pour tout m € N vérifiant my < m < myy1, on pose
Dm = Nk +m — my. Alors (pm)m>0 est une sous-suite de N et pour tout k£ > 0 et pour
tout m € N vérifiant my < m < myq1, on a d(Tmn,x) < 5. Soit € > 0. Alors il existe
ko € N tel que pour tout k > kg, on ait QL,C < ¢. Alors pour tout m > my,, il existe
k > ko tel que mp < m < mpyq, dolt on a (X, p,x) < 2% < e. Par conséquent, on a
lim ., =2

m——+00

Exercice 2.18. Distance ultramétrique. Soient X un ensembleet d: X x X — R,
une application satisfaisant, pour tous x,y, z € X, les conditions suivantes :

(i) dz,y) =0 <= z=y;
(i) d(z,y) = d(y,z);
(iii) d(z,z) < max (d(z,y),d(y,z)) (inégalité ultramétrique).

1. Vérifier que d est une distance sur X.
Un ensemble X muni d’une distance vérifiant les conditions ci-dessus est appelé un
espace ultramétrique; on dit aussi que d est une distance ultramétrique sur
X.

2. Montrer que si d(z,y) # d(y,z), alors on a d(x,z) = max (d(z,y),d(y,z)). En
particulier, dans un espace ultramétrique tout triangle est isocele.
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3. Soient x € X et r > 0. Montrer que pour tout y € B(x,r), on a B(y,r) = B(z,r)
et que pour tout z € B'(x,r), on a B'(z,7) = B'(x,r). Autrement dit, dans un
espace ultramétrique, tout point d’'une boule est le centre de cette boule.

4. Soient x € X et r > 0. Montrer que les ensembles B(z,r) et B'(x,r) sont & la fois
ouverts et fermés dans (X, d).

5. Montrer que si deux boules dans X ont un point commun, 'une d’elles est contenue
dans l'autre.

6. Montrer que la distance de deux boules ouvertes distinctes, de rayon r, contenues
dans une boule fermée de rayon r, est égale a r.

Solution. 1. Pour montrer que d est une distance, il reste a montrer que d vérifie
I'inégalité triangulaire. Pour tous z,y,z € X, on a d(x,y) < d(z,y) + d(y, 2) et d(y, z) <
d(z,y) + d(y, z), dott max (d(z,y),d(y,z)) < d(z,y) + d(y,z). Par conséquent, on a
d(z,z) < d(z,y) + d(y, z). Donc d est bien une distance sur X.

2. Supposons d(z,y) < d(y, z), alors on a d(z,z) < max (d(z,y),d(y,z)) =d(y,z). On
a aussi d(y, z) < max (d(z,y),d(z,z)). Si d(x,y) > d(zx, z), alors on a d(y, z) < d(z,y),
ce qui est impossible, donc on a d(x,y) < d(z, z), d’ou d(y, z) < d(z, z). Par conséquent,
on a d(x,z) = d(y,z) = max (d(x,y),d(y,z)). Si d(y,z) < d(x,y), on fait le méme
raisonnement et on montre alors que I'on a d(z,z) = d(z,y) = max (d(z,y), d(y, z)).

3. Soient y € B(x,r) et a € B(y,r). On a d(a,z) < max (d(a,y),d(y,x)) < r, dou
a € B(x,r). Par conséquent, on a B(y,r) C B(x,r). Puisque 'on a d(z,y) < r, i.e.
x € B(y,r), alors on a B(z,r) C B(y,r), donc B(y,r) = B(z,r). On fait exactement le
méme raisonnement pour montrer que pour tout z € B'(x,r), on a B'(z,r) = B'(x,r).
4. Soient x € X et r > 0. On sait déja que B(xz,r) est un ouvert de X et que B'(z,r) est
fermé dans X. Il reste & montrer que B(x,r) est fermé dans X et que B’(xz,r) est ouvert
dans X. Pour tout z € B'(x,r), on a z € B(z,r) C B'(z,r) = B'(x,r), donc B'(z,r)
est un ouvert de X. Montrons que X \ B(z,r) est un ouvert de X. Soit z € X \ B(x,r),
i.e. d(xz,z) > r. Si B(z,7) N B(x,r) # 0, alors il existe a € B(z,7) N B(z,r), d’ou on
a B(z,r) = B(a,r) = B(z,r) ce qui implique z € B(x,r), i.e. d(xz,z) < r, ce qui est
impossible. Donc on a B(z,r) N B(x,r) =0, i.e. B(z,r) C X \ B(x,r). Par conséquent,
X \ B(z,r) est un ouvert de X, donc B(z,r) est un fermé de X.

5. 81 on a z € B(xz,r) N B(y,r), alors on a B(x,r) = B(z,7) = B(y,r). Si on a
z € B(z,r) N B'(y,r), alors on a B(z,r) = B(z,r) C B'(z,7) = B'(y,r). Si on a
z € B'(x,r) N B'(y,r), alors on a B'(z,r) = B'(z,r) = B'(y,r).

6. Soient x,y, z € X tels que B(z,r)NB(y,r) =0, B(x,r) C B'(z,r) et B(y,r) C B'(z,7).
Soient a € B(z,r) et b € B(y,r), alors on a d(a,b) < max (d(a,z),d(z,b)) < r. Si
d(a,b) < r, alors on a B(x,r) = B(a,r) = B(b,r) = B(y,r), ce qui est impossible. Donc
on a d(a,b) > r, dou d(a,b) = r. Par conséquent, la distance de B(x,r) a B(y,r) est
égale a r.

Exercice 2.19. Soient X un ensemble arbitraire et E I'ensemble des suites x = (2,,)p
d’éléments de X. Pour deux éléments quelconques distincts @ = (2 )n>1 €t ¥ = (Yn)n
de E, soit k(z,y) le plus petit entier n > 1 tel que x,, # y,. Soit :

>
>1

d(z,y) = si x £y et dz,z) =0.

k(x,y)
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Montrer que d est une distance ultramétrique sur E et que I'espace métrique (E, d) est
complet.

Solution. Il est clair que pour tous z,y € E, on a d(x,y) > 0, d(z,y) = d(y, ), et que
d(z,y) =0 < z = y. Il reste & montrer que d vérifie 'inégalité ultramétrique. Soient
= (Tn)n>1,Y = WUn)n>1,2 = (2n)n>1 € X. Il s’agit de montrer I'inégalité :

d(z, z) < max(d(z,y),d(y, z)) .

On peut supposer = # y # z. Alors l'inégalité est vérifiée si et seulement si k(z,z) >
min (k(z,y),

k(y,z)). Soit N = min (k(z,y),k(y,2)) € N, on peut supposer N > 1. Alors pour tout
1<n< N,onauz, =y, =z, Par conséquent, on a k(x,z) > N, d’ou le résultat. Donc
d est bien une distance ultramétrique sur E.

Montrons que (E, d) est complet. Soit (§,),>1 une suite de Cauchy dans E, ou §, =
(Tp.n)n>1, avec T, n € X. Soit n > 1, alors il existe p, € N* tel que pour tout p,q > pn,
on ait d(&, &) < =, ot n < k(&, &), si &, # &. Par conséquent, on a z, , = 4, pour
tout p, ¢ > p,. Autrement dit, pour n fixé, la suite (xp,)p>1 est stationnaire & partir d’un
certain rang. Pour tout n > 1, soient «,, = inf {p >1; xpyn = xq,n pour tout g > p} et
Tn, = Tay,n, Alors & = (Tn)n>1 € E. 11 s’agit maintenant de montrer que la suite (€,)p>1
converge vers £ dans (E, d). Soit £ > 0, alors il existe N > 1 tel que % < e. Il existe
aussi py € N* tel que pour tout p,q > pn, on ait d(&,, &) < %, dout N < k(&,,&,), si
& # &, Par conséquent, pour tout 1 <n < N et pour tout p,q > pn, on a Ty, = Tgn.
Donc, pour tout 1 < n < N et pour tout p > py, on a &y = Ta,,n = Tn, d’Oll pour
tout p > py, on a N < k(&,,€), si & # & donc d(&,,€) < & < . Par conséquent, la
suite (£,),>1 converge vers ¢ dans (E, d), donc espace métrique (E, d) est complet.

Exercice 2.20. Soient (X, d) un espace métrique et (x,),>0 une suite dans X.

1. Montrer si (z,)n>0 est de Cauchy, alors on a liIil d(pn, Zn+1) = 0. Donner un
- n—-+0oo

exemple montrant que la réciproque n’est pas toujours vraie.

2. Montrer que (2, )n>0 est de Cauchy si et seulement si pour toute sous-suite (2, )x>0
de (zn)n>0, ona lim d(zy,,,Tn,,,) = 0.
k——+oco

3. Montrer que si la série Z d(zy, xny1) est convergente, alors (z,,)n>0 est de Cauchy.
n>0

4. Montrer que lespace (X, d) est complet si et seulement si toute suite (z,)n>0 de
X vérifiant d(x,, x,41) < 27" pour tout n € N est convergente.

Solution. 1. Comme (x,),>0 est de Cauchy, alors pour tout ¢ > 0, il existe N € N
tel que pour tous p > N et ¢ > N, on ait d(zp,x,) < . D’out pour tout n > N, on a
d(pn, Tnt1) < €. Par conséquent, on a  lim  d(x,, x,41) = 0.
n—-+oo
Si X =R et si d est la distance usuelle sur R et si z,, = In(n), alors on a d(x,, x,41) =
In(n+1)—In(n) =In(1+ L), dou lim d(zy,zn41) = 0. Mais la suite (2,,),,>0 n'est
n—-+oo

pas de Cauchy dans R.

2. Supposons que (Z,)n>0 est de Cauchy. Si (zp,)r>0 est une sous-suite de (xn)n>o0,
d’apres la proposition 2.6.1, (z,, )k>0 est alors de Cauchy. On déduit de 1 que I'on a
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kgr-lI-loo d(ZEnk ’ $Hk+1) = O

Réciproquement, supposons que l'on a klim d(Zn, > Tn,.,) = 0, pour toute sous-suite
— 400

(ny k>0 de (Tn)n>0- Si (n)n>0 n'est pas de Cauchy, alors il existe € > 0 tel que pour
tout k € N, il existe p > k et ¢ > k tels que d(xp, z4) > 2¢. Par I'inégalité triangulaire, on
a2e < d(zp,xq) < d(xp, k) + d(zk, 24), donc d(xp, ) > € ou d(zk, x4) > €. Ainsi, pour
tout k € N, il existe p > k tel que d(zp, z;) > . Soit ng = min {p > 0; d(zp,z0) > €}
et pour tout k > 1, soit nj, = min {p > ny_1 ; d(xp,Tn,_,) > e}. Alors (zy, )k>0 est une
sous-suite de (z,,)n>0 telle que pour tout k € N, on ait d(xy, zk41) > €, ce qui contredit
I'hypothese. Donc (x5, ), >0 est bien de Cauchy.

3. Puisque la série Zd(xn,an) est convergente, alors pour tout ¢ > 0, il existe

n>0
—+o0

N € N tel que Z d(zpn, Tn+1) < €. Donc pour tous p > N et ¢ > N, on a d(zp,zq) <

n=N
—+oo

qg—1

Z d(xp, Tpi1) < Z d(zy, xn41) < €. Donc la suite (z,,)n>0 est de Cauchy.

n=p n=N

4. Supposons d’abord (X, d) complet. Si (xy,),>0 est une suite dans X telle que

d(xp, Tpt1) < 27™ pour tout n € N, alors la série Z d(Zy, Tni1) est convergente. On
n>0

déduit de 3 que (z,,)n>0 est de Cauchy, donc (x,,),>0 est convergente.

Réciproquement, supposons que toute suite (z,,)n>0 de X vérifiant d(xy, Tpy1) < 27"

pour tout n € N est convergente. Soit (z,,)n>0 une suite de Cauchy dans X. D’apres la

proposition 2.6.2, il existe une sous-suite (zy, )x>0 de (2, )n>0 telle que d(zy, , Tn,,,) <

27F pour tout k € N. Par hypothese, la suite (@, k>0 est alors convergente. Encore une

fois, d’apres la proposition 2.6.2, la suite (x,,),>0 est alors convergente. Donc (X, d) est

complet.

Exercice 2.21. Soit (X, d) un espace métrique non complet.

1. Montrer qu'il existe une suite (z,)n>0 dans X qui n’est pas convergente et telle
que, pour tout n > 0, on ait d(z,, Tni1) < 5.

2. Montrer que la suite de boules fermées (B’ (zn, 55)), -, est décroissante et que son
intersection est vide. -

Solution. 1. Ceci résulte de l'exercice précédent, propriété 4.
2. Soit y € B'(xn_H, QH%), alors on a d(y, x,) < d(y, Tnt1) + d(Xni1,20) < QH% + % =
2—2”, donc y € B’ (xn, %) Par conséquent, la suite (B’ (xn, 2%))”20 est décroissante.

Supposons que QOB’(:z:n, =) # 0. Alors il existe z € X tel que # € B'(zp, %) pour
n_
tout n € N, dott on a 0 < d(z,z,) < 2% pour tout n € N. On en déduit que la suite

(Zn)n>0 converge vers x, ce qui est impossible. Par conséquent, on a N B’ (xn, 2_2n) = (.
2 n>0

Exercice 2.22. Soient (X, d) un espace ultramétrique et (2,),>0 une suite dans X.
Montrer que la suite (2, ),>0 est de Cauchy si et seulement si liril d(xpn, Tnt1) = 0.
- n—r—+00

Solution. Si (z,) est de Cauchy dans X, alors on a liI}_l d(2pn, Xn+1) = 0, voir exercice
n——+00
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2.20. Réciproquement, supposons que ’on a lirf d(Xp, Tpi1) = 0. Il résulte de inégalité
n—-+0oo
ultramétrique que pour tous p, ¢ € N tels que ¢ > p, on ait d(z,, z4) < Jnax d(xk, Tht1)-
p<k<q—

Or pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout & > N, on ait d(xg, xre1) < €.
Donc pour tous p,q > N, on a d(zp,x4) < €. Par conséquent, la suite (z,)n>0 est de
Cauchy.

Exercice 2.23. Soient (X, d) et (Y, d’) deux espaces métriques et f : X — Y une
application. On suppose que l'image par f de toute suite de Cauchy de (X, d) est une
suite de Cauchy de (Y, d’). Montrer qu’alors f est continue.

Solution. Soient a € X et (xy,),>0 une suite dans X telle que nBI—Irloo Ty = a. Soit z, € X

tel que 29, = x,, et 29,41 = a pour tout n € N. D’apres la proposition 1.7.2; la suite
(2n)n>0 converge vers a. Donc (z,)n>0 est de Cauchy dans X, d’out (f(z))n>0 est de
Cauchy dans Y. Comme (f(22n41))n>0 €st une sous-suite convergente vers f(a), méme
constante, de (f(zn))n>0, d’apres la proposition 2.6.2, la suite (f(z,))n>0 converge vers
f(a). Or (f(zn))n>0 est une sous-suite de (f(zn))n>0, donc (f(zy))n>0 converge vers
f(a). Par conséquent, f est continue en a, voir proposition 2.2.3. Donc f est continue.

Exercice 2.24. Soient (X, d) un espace métrique, (z,)n>0 une suite de X et A =
{zn ; n>0}.

1. Montrer que si (2),>0 n’admet aucune sous-suite convergente, alors A est infini
et fermé dans X et A muni de la topologie induite par X est discret.

2. Montrer que si (25, )n,>0 est de Cauchy non convergente, alors A est infini et fermé
dans X et A muni de la topologie induite par X est discret.

Solution. 1. D’apres la proposition 2.2.3, (x,,),>0 n’admet aucune valeur d’adhérence.
D’apres la remarque 1.7.4, Padhérence A est la réunion de A et de ’ensemble des valeurs
d’adhérence de la suite (z,,)n>0. Par conséquent, on a A = A, donc A est fermé dans
X. Si A est fini, alors il existe £ € X et une partie infinie D de N telle que pour tout
n € D, on ait x,, = z. Soit ¢(0) le plus petit élément de D, et par récurrence, p(n + 1)
le plus petit élément de D strictement plus grand que @(n). Alors (z,(,))n>0 est une
sous-suite de (z,,)n>0 qui converge vers z, ce qui contredit ’hypothese. Donc A est infini.
Soit N > 0. Alors l'ensemble {n € N ; z,, = xy} est fini, donc il existe p > N tel que
pour tout n > p, on ait z, # zy. Comme la suite (z,)n>p n’admet aucune sous-suite
convergente, il résulte de ce qui précéde que 'ensemble {z, ; n > p} est fermé dans
(X, d). Comme l'ensemble {z,, ; 0 <n < N} \ {zn} est aussi fermé dans (X, d), alors
A\ {zn} est aussi fermé dans (X, d). Donc {xx} est ouvert dans A. Par conséquent, A
muni de la topologie induite par X est discret.

2. Puisque (z,)n>0 est de Cauchy non convergente, d’apres la proposition 2.6.2, la suite
(@n)n>0 n'admet aucune sous-suite convergente. On déduit de 1 que A est infini et fermé
dans X et A muni de la topologie induite par X est discret.

Exercice 2.25. Soient (X, d) un espace métrique et A un sous-ensemble de X. On
suppose qu’il existe une constante o > 0 telle que quels que soient les éléments a et b
distincts de A, on ait d(a,b) > a.

1. Montrer que (A, d) est un espace complet. En déduire que A est fermé dans X.
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2. Donner un exemple concret d’une telle situation.

Solution. 1. Soit (an)n>0 une suite de Cauchy dans A. Alors il existe N € N tel que pour
tous n,m > N, on ait d(a,,a,) < «. Par conséquent, pour tout n > N, on a a,, = an.
Donc la suite (ay)n>0 converge vers ay € A. Donc (A, d) est complet. Le fait que A est
fermé dans X résulte de la proposition 2.6.5.

2. Il suffit de prendre X =R, A=Zou A=Net a=1.

Exercice 2.26. Soient (X, d), (Y, d') des espaces métriques, avec X complet et f :
X — Y une application continue telle qu'il existe o > 0 avec ad(a,b) < d'(f(a), f(b))
pour tous a,b € X. Montrer que f est une application fermée.

Solution. Puisqu’une partie A de X est fermée dans X si et seulement si A est compléte
pour la distance induite par d, alors pour montrer que f est une application fermée, il
suffit de montrer que f(X) est une partie fermée de Y. Soit (f(z,))n>0 une suite dans
f(X) qui converge vers un élément y € Y. Alors (f(2r))n>0 est de Cauchy. Or pour tous
n,m € N, on a d(z,,zm) < Ld'(f(zn), f(zm)), donc (2,)n>0 est de Cauchy dans X.
Par conséquent, (z,)n>0 converge vers un élément x € X. Puisque f est continue, alors
(f(zn))n>0 converge vers f(x), dotonay = f(x) € f(X). Donc f(X) est fermé dans Y.

Exercice 2.27. Soient I un ensemble non vide et (F;);c; une famille de parties completes
d’un espace métrique (X, d). Montrer que I'intersection ‘ﬁIFi est complete.
1€

Solution. Ce résultat est une conséquence immédiate de la proposition 2.6.5. En effet,
pour tout i € I, F; est une partie fermée de X. Soit ig € I, alors on a ﬂIFi C F;,. Or
1€

une intersection des fermés est un fermé, donc ﬂIFi est un fermé de F;, qui est complet,
1€
donc 'ﬂfFi est une partie complete de X.
1€
Exercice 2.28. Soient (X, d), (Y, d') des espaces métriques et f : X — Y une
application isométrique.

1. Montrer que 'image par f de toute partie complete de X est fermée dans Y.
2. Montrer que si de plus (X, d) est complet, alors f est une application fermée.

3. Donner un exemple montrant que f n’est pas une application fermée si (X, d) n’est
pas complet.

Solution. 1. Soit A partie complete de X. Puisque f est une application isométrique,
alors f(A) est une partie complete de Y. D’apres la proposition 2.6.5, f(A) est alors
fermé dans Y.

2. On suppose de plus que (X, d) est complet. Soit A une partie fermée de X. D’apres
la proposition 2.6.5, A est une partie complete de X. Il résulte de 1 que f(A) est une
partie fermée de Y. Donc f est une application fermée.

3.5 X =QetY =R etsi f=1est I'injection canonique de QQ dans R, alors f est une
application isométrique, mais f n’est pas une application fermée.

Exercice 2.29. Pour tous n,m € N*, on pose :

0 si n=m,
d(n,m) =
1—&-%—}—% si n#m.
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1. Montrer que d est une distance sur N* et que (N*, d) est complet.

2. Soit f(n) = n+ 1 pour n € N*. Montrer que d(f(n), f(m)) < d(n,m) si n # m
mais que f n’est pas contractante.

Solution. 1. Il est clair que pour tous n,m € N*, on a d(n,m) > 0, d(n,m) = d(m,n)
et que d(n,m) =0 <= n = m. Il reste & montrer I'inégalité triangulaire. Soient n, p et
m trois éléments distincts de N*, on a d(n,m) =1+ 1+ L <141 4 % +1+ ;1) + L=
d(n,p) 4+ d(p, m). Donc d est bien une distance sur N*. Pour tous éléments distincts n et
m dans N*, on a d(n,m) > 1. Il résulte alors de l'exercice 2.25 que (N*, d) est complet.
2.Sin #m,onad(f(n),f(m) =1+ %H+ ﬁ“ <1+1+ 1 =d(n,m). Comme f
n’admet pas de point fixe, il résulte du théoreme de point fixe que f n’est pas contractante.
Une autre maniére de montrer que f n’est pas contractante. Si f est contractante, il
existe k € [0, 1] tel que pour tout n > 1, on ait d(f(n), f(n + 1)) < kd(n,n + 1), d’ou
1+n%r1 + n_lﬂ <k[l+31+ n#“}, et donc on a Z—i; < k pour tout n > 1. On en déduit
1 < k, ce qui est impossible. Donc f n’est pas contractante.

Exercice 2.30. Soit ¢y ’ensemble des suites numériques tendant vers 0 a l'infini. Pour
tous = (2n)n>0,Y = (Yn)n>0 € o, 0N pose doo (T, y) = SUp [Ty, — Yn -
n>0

1. Montrer que (cg, ds) est un espace métrique complet.

2. Soit ¢, 'ensemble des suites numériques nulles a partir d’un certain rang. Montrer
que (co, dso) est le complété de (c., doo).

Solution. 1. Rappelons d’abord qu’une suite numérique est une application de N dans
K = R ou C, et qu'une suite numérique tendant vers 0 a 'infini est bornée, donc on peut
considérer que l'on a ¢g C B(N, K). D’apres la proposition 2.6.8, B(N, K) muni de la
distance de la convergence uniforme d., est complet, donc pour montrer que (cp, deo) €st
complet, il suffit de montrer que ¢q est fermé dans B(N, K), voir proposition 2.6.5. Soit
(&p)p>0 une suite dans co, ot &, = (Tpn)n>0 avec z,, € K, et on suppose que (&,)p>0
converge vers un élément £ = (z,),>0 de B(N, K). Soit ¢ > 0, il existe py € N tel que
pour tout p > pg, on ait sup |y, — Tn| = deo(§p, &) < &, d’out pour tout n > 0, on a
n>0

|zn| < €+ |Tpy,n|- Or la suite numérique &,y = (py.n)n>0 tend vers 0 & l'infini, donc il
existe N € N tel que pour tout n > N, on ait |zp,,,| < €. Par conséquent, pour tout
n > N, on a |z,| < 2¢. Donc on a nglfoo Ty =0, dott £ = (zp)n>0 € co. Donc ¢g est
fermé dans B(N, K).

2. 1l s’agit de montrer que c. est dense dans cg. Solent £ = (2, )n>0 € co €t € > 0. Alors
il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait |z, | < €. Soit 7 = (Yn)n>0, aVeC ypn = Ty,
si0<n<Nety, =0sin>N,alorsn € c. et on a ds(§,n) = sup |z,| < €. Par

n>N

conséquent, c. est dense dans ¢y pour la distance duo.

Exercice 2.31. Soit E = C* ([0, 1], R) I'espace des fonctions de classe C sur [0, 1] et
a valeurs dans R. Pour tous f, g € E, on pose :

“+o0
1 doo(f(”),g(”))
7;2 1+ doo (), g(m)
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Montrer que (F, d) est un espace métrique complet.
Solution. Le fait que d est une distance résulte de la proposition 2.3.5. Soit (f%)r>0
une suite de Cauchy dans (E, d). Soient £ > O et N € N. Alors il existe kg € N tel que

+00 (n) p(n)
1 (fp 7fq ) 1 €
pour tous p > ko et ¢ > ko, on ait E — e = d(fp, fo) < s T—
n02 1+d (fp )afq )) 2N1+6

(N) ()
1 : 1
Donc, pour tous p > kg et ¢ > kg, on a — (fp ‘1 )

g N
2V 1 4 do (£, 1) S gy douona

doo (f,EN), éN)) <ecarsr— est strictement croissante de [0, +oo[ dans [0, 4+o0].

p=o est de Cauchy dans (C([0, 1], R), do) qui
est complet, voir proposition 2.6.8, donc il existe gy € C([0, 1], R) tel que :
hm doo (ka),gN) = 0. Pour tout k, N € N et pour tout ¢ € [0, 1], on a :

k—+

FN (@) / FNFD (5)ds, d'on :

1+s
Donc, pour tout N € N, la suite (f))

t t t
[ 180 @as— [Cavnas] < [0 = aviao)|ds < (5 ).

t
Par conséquent, pour tout N € N et pour tout ¢ € [0, 1], on a gny(t) = / gn+1(s)ds,
0

donc gy est dérivable sur [0, 1] et on a gjy = gny1. Donc, il existe g € E tel que pour
tout N € N, on ait lim d (f,EN),g(N)) =0.

k—+oo
Soit € > 0, il existe pg € N tel que pour tout p > po et ¢ > pg, on ait :

i’" 1 deo (£, 1)

n=0 2n 1+ doo (f;lgn)v én)) (fp, fq)

Soit N € N, alorson a < e.0ron

doo (F5" £5™) *f 1 deo(HM 1)
n= 02n1+d ( Zgn)7 én)) _n 02n1+d00(f1§n)7f¢§n))
s S (B 81 ()

q_>+oon:O2n1+dOO(P 7‘§n)) 2"1+d (f(n’g(n))
N (n) (n) (n) (n)

2%1_7_0;( Z()f(;)g (l) <e. Douona22n fp 9 i

n=0 o \Jp 9 ) 1+d (f 79( ))

p > po. Par conséquent, la suite (fx)r>o0 converge vers g dans (E, d). Donc (E, d) est
complet.

, donc pour tout N € N,

on a < g, pour tout

Exercice 2.32. Soit E = C([0, 1], R) I'ensemble des fonctions continues sur [0, 1] et &

valeurs dans R muni de la distance d définie par d(f, g) / |f(x x)| dz pour tous
f,g e E.
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1. Soit (fn)n>1 la suite dans E définie par :

L i %Sxﬁl.
n

Montrer que (f,)n,>1 est une suite de Cauchy dans (E, d).
2. Montrer que (F, d) n’est pas complet.

Solution. 1. Pour tous m >n > 1, on a o< Loeg

m2
_ _ 1 i << 1

fn(@) = falz) =4 Sz —n st gz <w<oy,
0 sio L <a<l1

1
m2

1
(%—n)dm—k/ 0dz = (m —n)-2; +

m2 n2

Donconad(fm,fn):/ (m—n)dx+/n12

0

%—%—%+#=%—%§%Sta O 1ex1steN€N*telqueN<s Alors pour
1
tous m >n > N, on a d(fm, fn) < § < e. Donc (fn)n>1 est une suite de Cauchy

dans (E, d).
2. Si (E, d) était complet, il existerait f : [0, 1] — R continue telle que
lim d(f,,f)=0. Soit t €]0, 1], alors il existe N € N* tel que pour tout n > N, on ait

n—+oo

1
L <t Onaaussi/ [ fn(z) — f( |d:c</ |fn(z) = f(2)| de < d(fn, f). Or pour tout
t
n>N,ona f,(x) = ﬁ sur [t, 1], d’ou / }ﬁ — f(@)| dz < d(fn, f). Par conséquent,
t

1
on a L f(x)|dx =0, donc f(x) = L sur [t, 1]. D’oli on a f(x) = == pour tout
AR 5 s

x €]0, 1], on en déduit que f n’est pas bornée sur [0, 1], ce qui est impossible car f est
continue. Donc (E, d) n’est pas complet.

Exercice 2.33. Soient X un espace de Baire non vide et F une famille d’applications
continues de X dans K telle que pour tout x € X, il existe une constante K, > 0 telle
que pour tout f € F, on ait |f(z)] < K,. Montrer qu’il existe une constante K > 0 et
qu’il existe un ouvert non vide U dans X tels que pour tout x € U et pour tout f € F,
on ait | f(z)] < K.

Solution. Pour tout n € N*, soit F,, = {z € X ; |f(z)| < n pour tout f € F}. Alors F,
est fermé dans X et on a nLian = X. Comme X est un espace de Baire, alors il existe

[e] [e]
n > 1 tel que F,, # (), voir proposition 2.8.1. Soit U = F},, alors U est un ouvert non vide
de X et pour tout f € F, on a |f(z)| < n.

Pour plus d’exercices, voir le supplément associé a ce livre.



Chapitre 3

ESPACES COMPACTS

LA notion de compacité est a la base de plusieurs théoremes tres fins d’analyse, et
chaque fois que 'on rencontre un espace compact, on devrait étre content.

3.1 Espaces compacts

Définition 3.1.1. Soit X un espace topologique.

1. Un recouvrement de X est une famille (A;);c; de parties de X telle que X =
_UIAi. Si de plus I est un ensemble fini, on dit que (A;);cs est un recouvrement fini
1€
de X.

2. Soit (A;)ier un recouvrement de X. Si J C I tel que X = _UJAj, on dit que
Jje

(Aj)jes est un sous-recouvrement de (4;);cr. Si de plus, J est fini, on dit alors
que (A;) ey est un sous-recouvrement fini de (A4;);c;s.

3. Un recouvrement ouvert de X est une famille d’ouverts (U;);e; de X telle que

X = UU,.
el

Définition 3.1.2. Soit X un espace topologique séparé. On dit que X est compact ' si

de tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini. Autrement

dit, pour toute famille d’ouverts (U;);e; de X telle que X = 'UJU“ il existe un sous-
1€

ensemble fini J de I tel que X = -gJUi'

Proposition 3.1.1. Soit X un espace topologique séparé. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) X est compact.

(ii) De toute famille de fermés de X dont lintersection est vide, on peut extraire une
sous-famille finie dont l’intersection est vide.

TSouvent dans les textes mathématiques en langue anglaise, les espaces compacts ne sont pas supposés
séparés.

119



120 Chapitre 3. ESPACES COMPACTS

(iii) Toute famille de fermés de X dont toute sous-famille finie est d’intersection non
vide, est elle-méme d’intersection non vide.

Démonstration. Montrons I'implication (i) = (ii). Soit (F});c; une famille de fermés
de X telle que _ﬁIFi = (). Pour tout i € I, soit U; = X \ F;, alors (U;);es est un
1€

recouvrement ouvert de X. Comme X est compact, alors il existe un sous-ensemble fini
Jde I tel que X = UU;,dottona NF;=1(.
icJ icJ

Pour montrer I'implication (ii) = (i), on fait exactement le méme raisonnement que
précédemment. L’équivalence (ii) <= (iii) est triviale. |

Définition 3.1.3. Soient X un espace topologique et A une partie de X.

1. On dit que A est compacte si A, munie de la topologie induite par celle de X, est
un espace compact.

2. On dit que A est relativement compacte si A est compact.

Remarque 3.1.1. Soient X un espace topologique et A une partie de X. Puisque les

ouverts de A sont de la forme A NU, avec U ouvert de X, alors A est compacte si et

seulement si A est séparé et pour toute famille d’ouverts (U;);cr de X telle que A C ‘UIUZ"
1€

il existe un sous-ensemble fini J de I tel que A C .UJUZ-.
1€

Remarque 3.1.2. Soient X un espace topologique et A, Y deux parties de X telles que
A CY. Alors A est compacte dans X si et seulement si A est compacte dans Y munie
de la topologie induite par celle de X.

Exemple 3.1.1. 1. Soient X un espace topologique séparé et A = {a1,...,a,} une
partie finie de X. Alors A est compacte. En effet, soit (U;);c; une famille d’ouverts
de X telle que A C 'UJUi' Pour tout n € {1,...,p}, il existe i,, € I tel que a,, € U;

S

n

p
Donc on a A C UlUin- Par conséquent, A est compacte.
n=

2. Soit X un espace topologique discret. Alors X est compact si et seulement si X
est fini. En effet, si X est fini, il résulte de ce qui précéde que X est compact.
Réciproquement, supposons que X est compact. Pour tout = € X, soit U, = {z},
alors (U, )zex est un recouvrement ouvert de X, donc il existe x1,...,z, € X tels

p .
que X = UlUIn = {z1,...,xp}. Par conséquent, X est fini.
n=

3. Soient X un espace topologique séparé et (z,)n>0 une suite convergente dans X
vers la limite € X, alors 'ensemble A = {x}U{x, ; n > 0} est compact. En effet,
soit (U;);er une famille d’ouverts de X telle que A C 'UJUZ" Alors il existe i, € T

1€

tel que z € U, . Comme (z,,),>0 converge vers z, alors il existe N € N tel que pour
tout n > N, on ait x,, € U;,. Comme pour tout n € {0,..., N}, il existe i,, € I tel

N
que z, € U;,. Alorsona A C U, U UOUZ-". Par conséquent, A est compact.
ne

4. Tout espace topologique homéomorphe & un espace compact est compact.
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Exemple 3.1.2. L’espace R muni de la topologie euclidienne n’est pas compact. En
effet, pour n > 0, soit U, =] — o0, n|, alors (Uy)n>0 est un recouvrement ouvert de R, et
on ne peut pas en extraire un sous-recouvrement fini.

Théoréme 3.1.1. Soient X un espace topologique séparé et A une partie de X .
1. Si A est compacte, alors A est fermée dans X .
2. Si X est compact et A est fermée dans X, alors A est compacte.
8. 51 X est métrisable et A est compacte, alors A est bornée.

Démonstration. 1. Pour montrer que A est fermée dans X, on montre que son complé-
mentaire X \ A est ouvert dans X. Soit € X\ A. Puisque X est séparé, pour tout a € A,
il existe deux ouverts V, et U, , dans X tels que a € Vg, x € Uy 4 et VoMU, = (0. Alors
(Va)aea est une famille d’ouverts de X telle que A C aLeJAVa. Comme A est compacte,

alors il existe un sous-ensemble fini {a1,...,a,} de A tel que A C QlV . Soit U, =

7

ﬂ Ual =, alors U, est un ouvert de X contenant z tel que U, N ( G Va, @, d’ot1 on a
= i=1

a:e U, C X\ A. Donc X \ A est un ouvert de X.
2. Soit (U;);er une famille d’ouverts de X telle que A C ‘UIUZ" Soit U = X'\ A, alors U est
1€

un ouvert de X etona X =UU ‘UIUi' Or X est compact, donc il existe un sous-ensemble
1€
fini J de I tel que X =U U .UJUZ-, d’outona A C ‘UJUZ-. Donc A est compacte.
1€ 1€

3. Soit d une distance sur X induisant sa topologie. Comme on a A C UAB(a, 1) et Aest
ac

compacte, alors il existe un sous-ensemble fini {a1,...,a,} de A tel que A C .Lrle(ai, 1).
i=

Soit o = max d(ay,a;), alors on a A C B(a1,«+ 1). Donc A est bornée. [ |
SSsn

Corollaire 3.1.1. Soit X un espace topologique séparé.

1. Si K est une partie compacte de X et F' est une partie fermée de X, alors K N F
est une partie compacte de X .

2. Si Iy, ..., F, sont des parties fermées de X. Alors la réunion U F; est compacte
i=1
si et seulement si pour tout v, F; est compacte.
3. Si (K;)icr est une famille de parties compactes de X . Alors lintersection _ﬂIKi est
1€

compacte.
Théoreme 3.1.2 (Heine). Tout intervalle fermé et borné de R est compact.

Démonstration. Soit [a, b], avec a < b, un intervalle fermé et borné de R. Puisque R
est séparé, alors [a, b] est séparé. Si a = b, alors [a, b] = {a} est un ensemble fini, donc
c’est un espace compact, voir exemple 3.1.1. On suppose donc a < b, et soit (U;);cr une
famille d’ouverts de R telle que [a, b] C igIUi. Soit E l'ensemble des points z de [a, 1] tels

qu'il existe une partie finie J de I vérifiant [a, 2] C ‘UJUi. L’ensemble E est non vide car
1€

a € E, et majoré par b, donc E admet une borne supérieure ¢. De plus on a ¢ € [a, b].
On va montrer que ¢ € E et que ¢ = b. Soit i, € I tel que ¢ € U,,. Puisque U;,_ est un
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ouvert de R, il existe € > 0 tel que Jc — ¢, ¢ + e[ C U;,. Comme c¢ est la borne supérieure

de E, alors il existe x € E tel que c—e <z < ¢, dotton a [z, ¢] C U;,. Soit J une partie

finie de I telle que [a, x] C .UJUl-. Soit J' = J U {i.}, alors J' est une partie finie de I
1€

et on a [a, ] = [a, ] Uz, ¢] C % U;. On a donc ¢ € E. 1l reste & montrer que ¢ = b.
ic€J’

Supposons ¢ < b. Alors il existe d €]¢, ¢+ ¢[N]e, b, ot on a d € [a, b] et [¢, d] C Uj,.
Donc on a [a, d] C % U;. Par conséquent, on a d € F, ce qui est impossible car d > c.
i€’

Donc on a bien ¢ =b, d'ou b € FE. |

Corollaire 3.1.2. Les parties compactes de R sont les parties fermées et bornées.

Remarque 3.1.3. Puisque la droite réelle achevée R est homéomorphe & [—1, 1], alors
R est compact.

Proposition 3.1.2. Soient X un espace topologique séparé et A, B deux parties com-
pactes de X telles que AN B = (). Alors il existe deux ouverts U et V dans X tels que
AcCcU,BcVetUNnV =40.

Démonstration. Soit b € B. Comme X est séparé, pour tout a € A, il existe U, et
Vap deux ouverts de X tels que a € Uyp, b € Vop et Uyp N Vyp = . Comme A est
compact et comme on a A C U Ua b, alors il existe un sous-ensemble fini {ay,...,an}

de A tel que A C U Ua b Sment Uy = U Ua bvet V= ﬂ Va1 b, alors Uy et V;, sont deux

ouverts de X tels que ACU,beV, et Ub NV, =0. Comme B est aussi compact et on

a B C bUBVb, alors il existe un sous-ensemble fini {b1,...,b,} de B tel que B C 'U1Vb]"
e J:

Soient U = _r%lUb]. et V = _LZ_)JlVb]., alors U et V sont deux ouverts de X tels que A C U,
j= j=

BcVetUNV=0. [ |

Corollaire 3.1.3. Soit X un espace compact. Alors X est un espace normal.

Ce corollaire résulte de la proposition précédente et du théoreme 3.1.1.

Proposition 3.1.3. Soient X un espace topologique séparé, F une partie fermée de X
et K une partie compacte de X telles que K N F = ).

1. Si X est régulier, alors il existe deux ouverts U et V dans X tels que K C U,
FCcVeUNV=40.

2. Si X est complétement régulier, alors il existe une fonction continue f : X — [0, 1]
telle que pour tout x € K, on ait f(x) =1 et pour tout y € F, on ait f(y) =

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 3 du supplément.

Proposition 3.1.4 (Wallace). Soient X, Y deux espaces topologiques, A une partie
compacte de X, B une partie compacte de Y et W un ouvert de l’espace topologique
produit X XY tel que A x B C W. Alors il existe un ouvert U de X et un ouvert V de
Y tels que Ax BCU XV CW.
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Démonstration. Soit b € B. Pour tout a € A, il existe un ouvert U, ;, de X contenant
a et un ouvert V,; de Y contenant b tels que U, p X V,, C W. Comme A est compact
et comme on a A C U Ua b, alors il existe un sous-ensemble fini {a1,...,a,} de A tel

que A C U Ua b On pose Uy = U Ua etV = ﬂ Va b, alors Uy est un ouvert de X

et V} est un ouvert de Y tels que A C Uy, bel, et Ub x WV, CW. Comme B est aussi
compact et on a B C U Vb, alors il existe un sous-ensemble fini {b1,...,b,} de B tel

que B C UVb etACUl7 pour tout j. Soient U = ﬂUb et V = UVb alors U est
un ouvert de X et V est un ouvert de Y tels que A x B cUxVcC W |

Proposition 3.1.5 (théoréme de Bolzano-Weierstrass). Soit X un espace compact.
Alors on a :

1. Pour toute suite décroissante (F,)p,>0 de parties fermées non vides de X, on a

nQOFn #0.

2. Toute suite dans X a au moins une valeur d’adhérence.

3. Une suite dans X est convergente si, et seulement si, elle a une unique valeur
d’adhérence, qui est alors sa limite.

4. Toute partie infinie A de X possede au moins un point d’accumulation.

Démonstration. 1. Supposons QOFn = (), d’apres la proposition 3.1.1, il existe une
n

partie finie J de N tel que ﬂ Fn_: (. Soit N € N tel que J C {0,..., N}, alors on

a ﬂ F C ﬂ F, = 0, ce qui est impossible car ﬂ F = Fy # 0. Donc on a bien
ﬁ F
n>0 7& @
2. Soit (xy,)n>0 une suite dans X . Pour tout n > 0, soit F,, = {z}, ; p > n}. Alors (F},)n>0
est une suite décroissante de parties fermées non vides de X. D’apres 1, on a gan # .
n

Par ailleurs, d’apres la proposition 1.7.1, 'intersection QOFn est 'ensemble des valeurs
n

d’adhérence de la suite (z,,)n>0. Par conséquent, la suite (x,,),>0 possede au moins une
valeur d’adhérence.

3. On a vu, proposition 1.7.2, que toute suite convergente dans un espace topologique
séparé admet une unique valeur d’adhérence, qui est alors sa limite.

Réciproquement, soit (x,,),>0 une suite dans X qui admet une unique valeur d’adhérence
£. Autrement dit, on a nQOFn = {{}, ou F,, = {z, ; p > n}, pour tout n > 0. Il s’agit de

montrer que (&, ), >0 converge vers £. Soient U un ouvert de X contenant £ et F' = X \U.
Alorsona ) = {{}NF = r;o F, N F. Comme (F,, N F)p>0 est une suite décroissante
nz

de fermés de X, on déduit de 1 qu’il existe n > 0 tel que F, N F = (), d’oll on a
{zp; p>n} C F, C U. Par conséquent, la suite (z,,),>0 converge vers £.

4. Soit A une partie infinie de X. Supposons que A ne posséde aucun point d’accumu-
lation. Alors pour tout & € X, il existe un voisinage ouvert V, de x dans X tel que
ANV, C {z}. La famille (V;),ex étant un recouvrement ouvert de X et comme X est

compact, alors il existe x1,...,x, € X tels que X = .Gle, douiona A=ANX =
i
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n
_U1 ANV, C{x1,...,x,}, ce qui est impossible car A est infinie. Donc A possede au
1=
moins un point d’accumulation. |

Remarque 3.1.4. Pour n > 1, on pose az, = % et agpr1 = 2n + 1. Alors la suite

(an)n>1 admet 0 comme unique valeur d’adhérence, mais (ay),>1 ne converge pas dans
R.

Remarque 3.1.5. Si X = N et Y = {0,1} muni de la topologie grossiére, alors toute
partie non vide de X x Y posséde un point d’accumulation. Si on pose U, = {n} x Y,
alors (Up)n>0 est un recouvrement ouvert de X x Y, et on ne peut pas en extraire un
sous-recouvrement fini. Donc X X Y n’est pas compact. L’espace X X Y n’est méme pas
séparé.

Définition 3.1.4. Un espace métrique (X, d) est dit précompact ' si, pour tout € > 0,
il existe un recouvrement fini de X par des boules de rayon .

Remarque 3.1.6. Il est clair que tout espace métrique compact est précompact. En

effet, soient (X, d) un espace métrique compact et ¢ > 0. Comme (B(x75))zex est un

n
recouvrement ouvert de X, alors il existe x1,...,x, € X tels que X = UlB(xp, e). Par
p:
conséquent, (X, d) est un espace précompact.
On vérifie sans difficulté la proposition suivante :

Proposition 3.1.6. Soient (X, d) un espace métrique et A un sous-ensemble de X .
Ona :

1. L’espace métrique (X, d) est précompact si et seulement si, pour tout ¢ > 0, il
eziste un recovvrement fini de X par des parties de diametre inférieur ou €gal a €.

2. Si (X, d) est précompact, alors A est précompact.
3. Si A est précompact, alors A est précompact.

Proposition 3.1.7. Soit (X, d) un espace métrique précompact. Alors X est séparable.
En particulier, tout espace métrique compact est séparable.

Démonstration. Pour tout n > 1, il existe un sous-ensemble fini D,, de X tel que

X= U B(z,1). Soit D = YU Do, alors D est au plus dénombrable. Vérifions que D
xeDy nz
1

est dense dans X. Soient y € X et ¢ > 0. Alors il existe n > 1 tel que - < . Comme on a

— 1 3 3 1 [N 1
X = weUDnB(LL', ;), il existe x € D,, C D tel que y € B(x, 5), d’ott d(y, z) < = < e. Donc

D est dense dans X . Par conséquent, (X, d) est séparable. Comme tout espace métrique
compact est précompact, voir remarque 3.1.6, alors tout espace métrique compact est
séparable. |

Lemme 3.1.1 (Lebesgue). Soient (X, d) un espace métrique tel que toute suite dans
X posséde une sous-suite convergente. Soit (U;);cr un recouvrement ouvert de X . Alors
il existe un réel r > 0 tel que toute boule ouverte de rayon r soit contenue dans au moins
un des U;. Autrement dit, il existe r > 0 tel que pour tout x € X, il existe i € I pour
lequel B(z,r) C U;.

TLes espaces métriques précompacts sont dits totally bounded dans les textes mathématiques en
langue anglaise.
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Démonstration. On raisonne par I'absurde. Supposons que pour tout r > 0, il existe
x € X tel que B(z,r) ne soit contenu dans aucun U;. Alors, pour tout n > 0, il existe
T, € X tel que B(:z:n, 2%) ne soit contenu dans aucun U;. Par hypothese, il existe une
sous-suite convergente (2, )k>0 de (zp)n>0. Soit a € X tel que kEI—iI-loo ZTp, = a.S0iti €I

tel que a € U;. Comme U; est un ouvert de X, alors il existe r > 0 tel que B(a,r) C Us;.
Puisque la suite (2, )k>0 converge vers a, alors il existe ky € N tel que pour tout k > ko,
on ait z,,, € B(a,%). Comme on a kli»lfooﬁ =0, alors il existe k > ko tel que 5 < 5.
Alors, pour tout y € B(xnk, 2%,6), on a d(a,y) < d(a,zy,,) + d(zn,,y) < § + 2%% <7,
d'ou y € B(a,r). Donc on a B(zy,, 557) C Bla,r), d'ott B(zy,, 737) C Ui, ce qui est
impossible. Par conséquent, il existe bien un réel » > 0 tel que toute boule ouverte de
rayon r soit contenue dans au moins un des U;. |

Le nombre r > 0 apparu dans le lemme précédent est appelé un nombre de Lebesgue
du recouvrement ouvert (U;)ier.

Théoréme 3.1.3. Soit (X, d) un espace métrique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) L’espace topologique X est compact.

(ii) L’espace métrique (X, d) est précompact et complet.
(#ii) Toute partie infinie de X posséde au moins un point d’accumulation.
(iv) Toute suite de X posséde une sous-suite convergente.

(v) Pour toute suite décroissante (F,)n>0 de parties fermées non vides de X, on a

Pour une preuve du théoréeme précédent, voir chapitre 3 du supplément.

Corollaire 3.1.4. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X . Les propriétés
sutvantes sont équivalentes.

(i) A est relativement compacte.
(i) Il existe une partie compacte de X contenant A.
(iii) Toute suite dans A posséde une sous-suite convergente dans X .

Démonstration. L’implication (i) = (ii) est triviale. L’implication (ii) = (iii) résulte
immédiatement du théoreme précédent. Montrons I'implication (iii) == (i). Soit (2 )n>0
une suite dans A. Pour tout n > 0, il existe a, € A tel que d(an,z,) < %_H Par

hypothese, il existe une sous-suite convergente (an, x>0 de (an)n>0. Soit £ = i lim  ay,.
= = Stoo

Pour tout £ > 0, on a 0 < d(l,x,,) < d(l, an,) + d(an,, Tny,) < d(l,an, ) + ﬁ et on a
: 1
kEToo net1
que A est compact. [ ]

= 0, donc (, )k>0 converge aussi vers £. Il résulte du théoréme précédent

On déduit de la proposition 3.1.6 et du théoreme 3.1.3 la remarque suivante :
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Remarque 3.1.7. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X.
1. Si A est relativement compacte, alors A est précompacte.
2. Si (X, d) est complet et si A est précompacte, alors A est relativement compacte.

Théoréme 3.1.4. Soit (X, T) un espace topologique séparé. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.

1. L’espace X est compact.

2. Toute famille filtrante croissante posséde une valeur d’adhérence. Autrement dit,
pour toute famille filtrante croissante (x\)aea dans X, il existe une famille filtrante
croissante plus fine que (x\)ren et convergente dans X .

Pour une preuve du théoréme précédent, voir ([17], p. 136).

3.2 Applications continues et espaces compacts

Théoreme 3.2.1. Soient X et Y deux espaces topologiques, avec'Y séparé, et [ : X —
Y une application continue. On a :

1. L’image par [ de toute partie compacte de X est une partie compacte de Y .
2. Si X est compact, alors f est une application fermée.
3. Si X est compact et si f est bijective, alors f est un homéomorphisme.

Démonstration. 1. Soit K une partie compacte de X. Puisque Y est séparé, alors f(K)
est séparé. Soit (U;);ecr une famille d’ouverts de Y telle que f(K) C 'UIUi’ alors on a :
1€

Ky ) € 17 G 00 = U7 ).

Comme f est continue, alors pour tout i € I, f~1(U;) est un ouvert de X. Or K est une
partie compacte de X, donc il existe une partie finie J de I telle que K C _UJf_l(Ui).
1€

[N —1 _ —1 LA
D’otion a f(K) C f( Y [ Uy) = ing(f (Uy)) C igJUi' Par conséquent, f(K) est
une partie compacte de Y.
2. Supposons de plus que X est compact. Soit F' une partie fermée de X, d’apres le
théoreme 3.1.1, F est une partie compacte de X, donc f(F') est une partie compacte de
Y. En utilisant une fois de plus le théoréme 3.1.1, on déduit que f(F') est une fermée de

Y. Par conséquent, f est une application fermée.
3. Ceci résulte de 2, voir également le théoreme 1.3.2. |

Corollaire 3.2.1. Soient X un espace compact, Y un espace topologique séparé et f :
X — Y une application continue, alors pour toute partiec A de X, on a f(A) = f(A).

Démonstration. Ceci résulte du théoreme précédent et du corollaire 1.3.1. |

Corollaire 3.2.2. Soient T et Ta deuz topologies sur un ensemble X et supposons que
Ta est plus fine que T1. Si (X, T2) est compact et (X, T1) est séparé, alors on a T1 = Ta.
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Remarque 3.2.1. Soit (X, d) un espace métrique compact. Si d' est une distance
topologiquement équivalente & d, alors (X, d’) est aussi compact.

Remarque 3.2.2. Si f est une application continue injective d’'un espace compact X
dans un espace topologique séparé Y, alors f est un homéomorphisme de X sur son

image f(X).

Exemple 3.2.1. Considérons sur R, muni de la topologie euclidienne, la relation d’équi-
valence R définie par t Ry <= x —y € Z. On note R/Z Pespace topologique quotient.
On munit l'ensemble S = S' = {z € C; |2| = 1} de la topologie induite par C, et on
considere I'application suivante :

f+ R — S
t — eQﬂit

Il résulte des propriétés de la fonction exponentielle que f est continue et surjective et que
pour tout t,s € R,onatRs <= f(t) = f(s). Donc on a R = Ry. Par conséquent, il
existe une application continue et bijective f : R/Z — S telle que le diagramme suivant

soit commutatif. f

q\‘R /Z/fZ

Ot g est I'application quotient, voir également la remarque 1.4.14. Puisque S est un
espace séparé et [ est continue et injective (méme bijective), alors l'espace R/Z est
séparé. Notez qu’il y a d’autres manieres pour montrer que R/Z est séparé; par exemple
en utilisant le fait que Papplication (x,y) — x — y est continue de R x R dans R. Pour
tout € R, il existe n € Z et r € [0, 1] tels que £ = n+r, d’ott on a ¢(x) = ¢(r). Donc on
a q([0, 1]) = ¢(R) = R/Z. Or [0, 1] est un espace compact et ¢ est continue, donc R/Z
est un espace compact. Il résulte du théoreme précédent que f est un homéomorphisme
et donc on identifie R/Z & S.

R S

Théoréme 3.2.2. Soient X un espace compact et f : X — R une application continue.
Alors f est bornée et atteint sur X ses bornes inférieure et supérieure. Autrement dit, il

existe a,b € X tels que f(a) = inf f(z) et f(b) = sup f(x).
reX reX

Démonstration. D’apres le théoréme précédent, f(X) est une partie compacte de R,

donc f(X) est fermée et bornée dans R, voir théoreme 3.1.1. Par Pexercice 2.16 , on

sait qu'il existe alors «, 8 € f(X) tels que o = inﬁ(f(x) et 8 = sup f(z). Comme
z€< zeX

a, B € f(X), alors il existe a,b € X tels que o = f(a) et 8= f(b). D’ou le résultat. N

Théoreme 3.2.3. Soient (X, d), (Y, d') deux espaces métriques et f : X — Y une
application continue. Si X est compact, alors [ est uniformément continue.

Démonstration. On donne deux démonstrations différentes de ce théoreme.
Premiere démonstration. Soit ¢ > 0. Pour tout y € Y, soit U, = f‘l(B(y7 %))
Comme f est continue, alors U, est un ouvert de X. Or on a :

X=f7W =Y Bw3)= Y (B3 = U0
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Donc (Uy)yey est un recouvrement ouvert de X. D’apres la proposition 3.1.5 et le lemme
3.1.1, il existe r > 0 tel que toute boule ouverte de rayon r dans X soit contenue dans
au moins un des Uy. Soient z, z € X tels que d(x,z2) < r, i.e. z € B(x,r), alors il existe
y €Y tel que x,z € Uy, dotton a d'(f(z), f(2)) <d'(f(x),y) +d(y, f(2)) <5+ 5 =¢.
Par conséquent, pour tout € > 0, il existe r > 0 tel que pour tous z,z € X vérifiant
d(x,z) <r, on ait d'(f(z), f(z)) < e. Autrement dit, f est uniformément continue.

Deuxiéme démonstration. Supposons que f n’est pas uniformément continue. Alors
il existe ¢ > 0 tel que pour tout n > 1, il existe @y, 2, € X vérifiant d(z,,2,) < * et
d' (f(xn), f(zn)) > €. D’apres le théoreme 3.1.3, la suite (x,,),>1 admet une sous-suite
convergente (&, )k>1. Soit £ = kﬁr_{lw Zn,, . Puisque pour tout k > 1, ona d(xy, , 2n, ) < n%c

et i lim n%c = 0, on en déduit que (z,, )x>1 converge aussi vers £. Comme f est continue,
—+0o0 -

alors on a lim f(z,,) = lim f(z,,) = f({), dou lm d(f(zn,), f(zn,)) = 0, ce
k—+o00 k—+o0 k—+o0

qui est impossible car pour tout k > 1, on a d'(f(zn,), f(2n,)) = €. Donc f est bien

uniformément continue. |

Remarque 3.2.3. Le théoreme précédent n’est pas vrai si X n’est pas compact. Il suffit
de prendre X =Y =R et f(x) = 22

Remarque 3.2.4. Soit (X, d) un espace métrique compact. Alors toute distance sur X
topologiquement équivalente & d lui est uniformément équivalente.

Théoréme 3.2.4 (Kuratowski). Soit X un espace topologique séparé. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes.

(i) L’espace X est compact.

(ii) Pour tout espace topologique Y, la projection canonique m: X XY — Y est une
application fermée.

(#ii) Pour tout espace topologique normal Y, la projection canonique 7 : X XY — Y
est une application fermée.

Démonstration. Montrons l'implication (i) = (ii). Soit F un fermé dans X x Y.
Montrons que Y\ 7(F) est un ouvert de Y. Soit y € Y \ 7(F), alors (X x {y})NF = 0.
Comme X est compact et {y} est une partie compacte de Y, d’apres la proposition 3.1.4,
il existe un ouvert V de Y contenant y tel que X x {y} C X x Vet (X x V)N F =0,
dottonay eV CY\n(F). Donc Y \ m(F) est un ouvert de Y.

Pour la preuve des implications (ii) = (iii) et (iii) = (i), voir ([13], p. 126). |

3.3 Produits d’espaces compacts

Théoréme 3.3.1. Soient X et Y deux espaces topologiques mon vides. Alors [’espace
topologique produit X XY est compact si et seulement si X et'Y sont compacts.

Démonstration. Notons d’abord que d’apres la proposition 1.5.3, X X Y est séparé si
et seulement si X et Y sont séparés. Supposons d’abord que X X Y est compact. Puisque
les projections canoniques X XY — X et X x Y — Y sont continues, on déduit du
théoreme 3.2.1 que X et Y sont compacts.
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Réciproquement, supposons que X et Y sont compacts. Soit (W), ., un recouvrement
ouvert de X x Y. Soit z € X. Pour tout y € Y, il existe i(, ,) € I tel que (z,y) € Wi, .
Il existe alors un ouvert U, ,) de X contenant x et un ouvert V(. ,) de ¥ contenant
y tels que (z,y) € Upy) X Vg, C Wi, . Comme Y est compact et (V(fay))er
est un recouvrement ouvert de Y, alors il existe une partie finie B, de Y telle que

Y = UB Viz,y)- Soit Uy = F)B U(z,y), alors U, est un ouvert de X contenant z et on a
yeBy yeBy

ye%x (Uw X V(zy)) C ye%IWi(z‘y) . Comme X est compact et (Uw)mex est un recouvrement

ouvert de X, alors il existe une partie finie A de X telle que X = UAU””' Par conséquent,
xTE

onmaXxY C U U (UsxVy,) C U U W, .Soit D={(z,y) e XxY;xe

r€AyEB, rEAYEDB, (@)
Aety € Bw}, alors D est un ensemble fini et (Wi(w))(z »eD est un sous-recouvrement
fini de (Wi)iel' Donc X X Y est un espace compact. |

Remarque 3.3.1. Si (X, d) et (Y, d’) sont des espaces métriques compacts, en utilisant
le théoreme 3.1.3, on montre facilement que 'espace métrique produit X x Y est compact.
En effet, soit ((2n,yn)),, une suite dans I'espace métrique produit X x Y. Comme
(X, d) est compact, il existe une application strictement croissante ¢ : N — N telle
que (Zg(n))n>0 converge dans X. De méme, comme (Y, d') est compact et (Yg(n))n>0 est
une suite dans Y, il existe une application strictement croissante @ : N — N telle que
(y¢o¢(n))n20 converge dans Y. Par conséquent, ((xdww(n)a y¢ow(n)))n20 est une sous-suite

convergente de ((#n,yn)), -, Donc X x Y est compact.

Corollaire 3.3.1. Soit (X;)i<i<n une famille finie d’espaces topologiques non vides.
Alors Uespace topologique produit ﬁXi est compact si et seulement si pour tout i, X;
est compact. =

Corollaire 3.3.2. Les parties compactes de R™ sont les parties fermées et bornées.

Démonstration. D’apres le théoreme 3.1.1 toute partie compacte de R” est fermée et
bornée. Réciproquement, soit A une partie fermée et bornée de R™. Alors il existe des
n

ai,b; € R tels que A C [] a4, b;]. D’apres le théoreme 3.1.2 et le corollaire précédent,
i=1
n n
lespace topologique produit [] [a;, b;] est compact. Comme A est fermée dans [] [a;, bi],

i=1 i=1
on déduit du théoreme 3.1.1 que A est une partie compacte. |

Corollaire 3.3.3. Soit A une partie de R™. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) A est précompacte.
(i1) A est relativement compacte.

(iii) A est bornée.

(iv) Toute suite dans A posséde une sous-suite convergente dans R™.

Théoreme 3.3.2. Soit ((Xn, dn)), -,

métrique produit X = [ X, est compact si et seulement si pour tout n > 0, (X, dy)
n>0

une suite d’espaces métriques. Alors [’espace

est compact.
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Démonstration. Supposons d’abord que l'espace métrique produit X = [] X, est
n>0
compact. Puisque les projections canoniques de X dans X,, sont continues, on déduit du
théoréme 3.2.1 que les espaces (X, dy,) sont compacts.
Réciproquement, supposons que pour tout n > 0, (X,, d,) est compact. D’apres la
remarque 3.2.1 et la proposition 2.3.5, on peut supposer que pour tout n >0, d,, <1 et
o0

1
que la distance sur X = [] X,, est définie par D1 ((n)n>0, (Yn)n>0) = Z o
n>0 n—0

voir également la proposition 2.4.3. On donne deux démonstrations du fait que (X, Dy)
est compact.

Premiére démonstration. Puisque pour tout n > 0, (X, d,) est complet, d’apres la
proposition 2.6.7, (X, D1) est complet. D’apres le théoréme 3.1.3, il reste & montrer que

dn(Zn, Yn),

o0
1
(X, Dy) est précompact. Soit € > 0, il existe N € N tel que Z on < g Comme
n=N+1
pour tout n € {0,..., N}, (X,, d,,) est compact, alors il existe une partie finie A,, de
X, tel que X,, = U B(z,%). Pour tout n > N + 1, soit A,, un sous-ensemble de X,
TEAp
réduit a seul élément. On pose A = [] Ay, alors A est sous-ensemble fini de X et on a

n>0
X = UAB(z, ¢). Donc (X, D1) est précompact. Par conséquent, (X, D;) est compact.
ze

Deuxiéme démonstration f. On va montrer que toute suite dans (X, D1) possede une

sous-suite convergente. Soit (&,),>0 une suite dans X = [] X, ol pour tout p > 0,
n>0
on a &, = (Tpn)n>0 avec p, € X,. Notez que pour n fixé dans N, (z,»)p>0 est une
suite dans lespace métrique compact (X, d,). On va construire par récurrence sur n,
un élément £ = (¢,,)n>0 € X = [] X, et pour tout n > 0, une application ¢,, : N — N
n>0

strictement croissante telle que :

1. pEI-iI-loo T (p)n = £, pour tout n > 0.

2. Ypt1 = Pn © Ypt1, OU Yyy1 est une application strictement croissante de N dans

N, pour tout n > 0.

Pour n = 0, la suite (2p0)p>0 est une suite dans 'espace métrique compact (Xo, dp),
donc il existe ¢y € Xy et une application ¢y : N — N strictement croissante telle que

pl&rfoo Lo (p),0 = Lo-

Pour n = 1, considérons la suite (24, (p),1)p>0 dans I'espace métrique compact (X1, di),
alors il existe 1 € X; et une application ¢¥; : N — N strictement croissante telle

que liI_il_l Tpgop(p),1 = L1 S0it 1 = o 0 2, alors 1 : N — N est une application
p—) o0

strictement croissante telle que pgrfoo Ty (p),1 = l1-

Supposons construit ¢y € Xo,...,¢, € X, et des applications ¢y, ..., p, de N dans
N strictement croissantes telles que pour tout 0 < k < n, on ait lim Ty (p)k = { et
p——+oo ’

Yk = Yp—1°Yg, ou ¥ : N — N est une application strictement croissante pour tout 1 <
k < n. Considérons maintenant la suite (7., (»),n+1)p>0 dans 'espace métrique compact
(Xn+1, dnt1), alors il existe £, 11 € X,,11 et une application ¢, 1 : N — N strictement

fLa méthode utilisée dans cette démonstration est appelée le procédé d’extraction diagonale.
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croissante telle que pEI-‘,I-loo T othnar (p)yntl = Lri1. SOt Vi1 = @n 0 Ypi1, alors @uyy :
N — N est une application strictement croissante telle que lim @, . (p)ns1 = lnt1-
p—+0oo ’

Posons £ = (£,,),>0 et montrons que (£, (,))p>0 est une sous-suite de (£, ),>0 convergente
vers £. On a opp1(p+1) = 0pothpr1(p+1) = op(Yp41(p+1)) = p(p+1) > @p(p), donc
Papplication p — ¢p(p) est strictement croissante de N dans N. Pour tout p > 0, on a
$onp) = (T (p)n)n>0- D’apres la proposition 1.7.3, la suite (&, (p))p>0 converge vers /
si et seulement si pour tout n > 0, la suite (xg,p(p)m)pzo converge vers ¢, dans (X, d,).
Soit n fixé dans N. Soit & > 0. Par construction la suite (z, (5),n)p>0 converge vers £,
dans (X, d,,). Alors il existe pg € N tel que pour tout p > po, on ait dy, (2, (p),ns fn) < €.
Soit ¢ = max(pp,n), pour tout p > ¢, on a @, = @, ° Yy, p, OU Yy, , est une application
strictement croissante de N dans N. Donc, pour tout p > ¢, on a ¢,(p) = ©n(¥np(p)),
avec ¥y, p(p) = p > po, A0t dn(Zy, (p)n>n) < €. Ainsi, pour tout € > 0, il existe ¢ € N
tel que pour tout p > ¢, on ait d,, (T, (p)n, fn) < €. Autrement dit, la suite (2, (p),n)p>0
converge vers £, dans (X, d,). Par conséquent, la sous-suite (§,,(,))p>0 converge vers
¢ dans (X, D;). Donc (X, D1) est un espace compact. |

Théoréeme 3.3.3 (Tychonoff). Soit (X;);cr une famille d’espaces topologiques non

vides. Alors espace topologique produit || X; est compact si et seulement si pour tout
i€l
1 €1, X; est compact.

Pour une preuve du théoreéme précédent, voir ([5], I, p. 63) ou ([17], p.143) ou ([31], p.
290).

Théoréme 3.3.4. Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) X est un espace complétement régulier.

(ii) X est homéomorphe a un sous-espace de [0, 1)”, pour certain ensemble J.
Pour une preuve du théoréeme précédent, voir chapitre 3 du supplément.

Théoreme 3.3.5 (d’Alembert). Toute fonction polynémiale de C dans C de degré
n > 1 posséde au moins une racine dans C.

Pour une preuve du théoreme précédent, voir chapitre 3 du supplément.
Corollaire 3.3.4. Toute fonction polynomiale de C dans C de degré n > 1 est surjective.

Démonstration. Soit P une fonction polynomiale de C dans C de degré n > 1. Soit
w € C. Alors P — w est une fonction polynomiale de C dans C de degré n > 1. D’apres
le théoreme précédent, il existe z € C tel que P(z) —w = 0, d’ou P(z) = w. Donc P est
une application surjective de C dans C. |

3.4 Espaces localement compacts

Définition 3.4.1. Soit X un espace topologique séparé.

1. On dit que X est localement compact si tout point de X admet un voisinage
compact.
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2. On dit que X est dénombrable a I’infini ou o-compact s’il est réunion dénom-
brable d’ensembles compacts.

Exemple 3.4.1. 1. Tout espace compact X est localement compact, car X est un
voisinage compact de chacun de ses points.

2. L’espace topologique R est localement compact. En effet, pour tout x € R, le
segment [z — 2, 2+ 1] est un voisinage compact de z. Plus généralement, les espaces
R™ et C™ sont localement compacts, voir corollaire 3.3.2.

3. Tout espace topologique discret X est localement compact. En effet, pour tout
x € X, le singleton {x} est un voisinage compact de x. En particulier, Z muni de
la topologie induite par celle de R est localement compact.

4. Tout espace topologique homéomorphe a un espace localement compact est loca-
lement compact.

Lemme 3.4.1. Soient X un espace topologique séparé et D une partie dense dans X.
Soient a € D et V un voisinage compact de a dans D. Alors V' est un voisinage compact
de a dans X.

Démonstration. Soit U un ouvert de X contenant a tel que U N D C V. Comme V
est fermé dans X, alorson a U N D C V. Puisque D est dense dans X, d’apres ’exercice
1.26,ona U = UND, dott U C V. Par conséquent, V est un voisinage compact de a
dans X. m

Exemple 3.4.2. L’espace métrique Q est séparable et dénombrable a l'infini, mais il
n’est pas localement compact. En effet, comme Q est dénombrable, alors Q est séparable
et dénombrable a l'infini. Soit z € Q. Si z posséde un voisinage compact K dans Q,
d’apres le lemme précédent, alors K est un voisinage compact de z dans R, donc il existe
r>0tel que [x —r, x+ 7] C K CQ, ce qui est impossible. Par conséquent, Q n’est pas
localement compact.

Proposition 3.4.1. Soient X un espace localement compact, Y un espace topologique
séparé et f : X — Y une application continue, surjective et ouverte. Alors on a :

1. L’espace Y est localement compact.

2. Pour toute partie compacte K de'Y, il existe un compact K' de X tel que f(K') =
K.

Démonstration. 1. Soit y € Y, alors il existe x € X tel que y = f(z). Soit V un
voisinage ouvert de x dans X tel que V soit compact. Comme f est ouverte, alors f(V)
est un voisinage ouvert de y dans Y. Comme f est continue, alors f(V') est compact
dans Y. Donc f(V') est un voisinage compact de y. Par conséquent, Y est localement
compact.

2. Soit K une partie compacte de Y. Alors K; = f~1(K) est fermé dans X car f est
continue et K est fermée dans Y. Pour tout x € K7, il existe un ouvert U, de X contenant
z tel que U, soit compact. Alors ( f (Uw))z ci, €st une famille d’ouverts de Y telle que

K C L%{ f(Uy). Puisque K est compacte, il existe un sous-ensemble fini {z1, ..., 2y}
TEK,
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de K tel que K C _Glf(Uzi) = f( '61 U,,). Or on a _GlUIi = _GlUT“, voir exercice 1.4,
1= 1= 1= 1=

donc .GlUqu est un compact de X. On pose K’ = K1 N .Glwa alors K’ est un compact
1= 1=
de X etona f(K')=K. |

Proposition 3.4.2. Soit (X;)1<i<n une suite finie d’espaces topologiques. Alors 'espace
n

topologique produit X = [[ X; est localement compact si et seulement si pour tout i €
i=1

{1,...,n}, X; est localement compact.

Démonstration. Notons d’abord que d’apres la proposition 1.5.3, ’espace topologique

n
produit X = J[ X, est séparé si et seulement si pour tout ¢ € {1,...,n}, X; est séparé.
=1

1=
n
Supposons d’abord que I’espace topologique produit X = [] X; est localement compact.
i=1
Puisque les projections canoniques de X sur les X; sont continues, surjectives et ouvertes,
voir proposition 1.4.7, on déduit que les X; sont localement compacts.
Réciproquement, supposons que pour tout ¢ € {1,...,n}, X; est localement compact.
Soit = (z1,...,2,) € X. Pour tout ¢ € {1,...,n}, soit V; un voisinage compact de z;
n
dans X;. Alors V = [] Vi est un voisinage compact de z dans X. Donc X est localement

i=1
compact. ]

On verra, exercice 3.32, que le produit infini d’espaces localement compacts n’est pas en
général localement compact.

Remarque 3.4.1. L’intersection de deux sous-espaces localement compacts d’un espace
topologique séparé est localement compacte. En effet, soient A et B des parties localement
compactes d'un espace topologique séparé X. Soient x € AN B et V, W des voisinages
de = dans X tels que les voisinages VN A de = dans A et W N B de x dans B soient
compacts. Alors VN W N AN B est un voisinage compact de x dans AN B.

Par contre, on verra, exercice 3.31, que la réunion de deux parties localement compactes
de R n’est pas toujours localement compacte.

Théoréme 3.4.1. Soit X un espace topologique séparé. Alors les propriélés suivantes
sont équivalentes.

(i) X est un espace localement compact.

(i4) Pour tout x € X et tout voisinage U, de x dans X, il existe un ouvert V dans X
tel que V' soit compact et x € V C V C U,. Autrement dit, tout point de X admet
un systeme fondamental de voisinages compacts.

(iii) Pour tout compact K de X et tout ouvert U dans X tel que K C U, il existe un
ouvert V dans X tel que V soit compact et K CV CV CU.

(iv) X admet une base d’ouverts formée d’ensembles relativement compacts.

Démonstration. Montrons I'implication (i) = (ii). Soient x € X et U, un voisinage
ouvert de z dans X. Soit K, un voisinage compact de x dans X. Soit U, un ouvert de
X tel que z € U, C K, et soit W, = U, NU,, alors W, est un ouvert de X tel que
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x e W, C K,NU,. Soit A =K, \ W,, alors A est un compact. D’apres la proposition
3.1.2, il existe deux ouverts U et V dans X telsquex € VCW,, ACUetUNV = 0.
DotonaVNU=0etV C K,. Par conséquent,onaz €V CV C W, C U,.

Preuve de (ii) == (iii). Soient K un compact de X et U un ouvert de X tels que K C U.
Par hypothese, pour tout z € K, il existe un ouvert V, dans X tel que x € V, C
V., C U et V, soit compact. Comme K est compact, il existe z1,...,z, € K tels que

K C ‘Glei C Lrle_mq C U. Soit V = ‘Gle, alors V est un ouvert de X tel que V soit
i= i= i=

compact et K CV CcV CU.
Les implications (iii) = (iv) et (iv) = (i) sont triviales. |

Corollaire 3.4.1. Soient X un espace localement compact, K une partie compacte de
X et F une partie fermé de X telles que KN F = 0. Alors il existe deux ouverts U et V
dans X tels que K CU, F CV et UNV = 0. En particulier, X est un espace régulier.

Démonstration. Soit W = X\ F, alors W est un ouvert de X tel que K C W. D’apres

le théoreme précédent, il existe un ouvert U dans X tel que K C U C U C W. Soit
V =X\ U, alors V est un ouvert de X tel que F C Vet UNV ={. [ |

On verra, corollaire 3.6.1, que tout espace localement compact est completement régulier.

Corollaire 3.4.2. Soient X un espace localement compact, K une partie compacte de
X et Uy,...,U, des ouverts de X tels que K C _GlUi. Alors il existe des compacts
1=

o
Ky, ..., K, tels que pour tout i € {1,...,n}, on ait K; CU,; et K C _61 K;.
1=

Démonstration. Pour tout = € K, il existe i € {1,...,n} et un ouvert V, dans X tels
que V. soit compact et x € V, C V,, C U;. Puisque K est compact, il existe z1,...,z, € K

tels que K C _LZ_)Jlej. Soient I; = {j € {1,...,p} ; Vo, C Ui} et K; = Y V,. Alors
i= J€l;

[e]
les K; sont des compacts et on a K; C U;. Comme on a _UI Vz; C K, on en déduit que
el;

J
o

KcC ‘61 K. ]
=

Proposition 3.4.3. Soient X un espace topologique séparé et Y un sous-ensemble de X
localement compact pour la topologie induite par celle de X. Alors on a :

1. Si'Y est dense dans X, alors Y est ouvert dans X.
2. Il existe un ouvert U de X et un fermé F de X tels que Y =UNF.

Démonstration. 1. Soit y € Y. Puisque Y est localement compact, y possede un
voisinage compact K dans Y. D’apres le lemme 3.4.1, K est aussi un voisinage compact
de y dans X, donc Y est un voisinage de y dans X. Par conséquent, Y est voisinage de
chacun de ses points dans X, donc Y est un ouvert de X.

2. Comme Y est dense dans Y, il résulte de ce qui précede que Y est ouvert dans Y.
D’apres l'exercice 1.28, il existe alors un ouvert U de X et un fermé F de X tels que
Y=UNF. |
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Corollaire 3.4.3. Soit Y un sous-ensemble d’un espace localement compact X. AlorsY
est localement compact pour la topologie induite par celle de X si et seulement s’il existe
un ouvert U de X et un fermé F de X tels que Y = U N F. En particulier, on a :

1. Tout ouvert d’un espace localement compact est localement compact.
2. Tout fermé d’un espace localement compact est localement compact.

Démonstration. D’apres la proposition précédente, si Y est localement compact pour
la topologie induite par celle de X, alors il existe un ouvert U de X et un fermé F' de X
tels que Y =UNF.

Réciproquement, supposons qu’il existe un ouvert U de X et un fermé F' de X tels que
Y =UnNF. Soit x € Y. Puisque U est un voisinage de x dans X, d’apres le théoreme
3.4.1, il existe un ouvert V dans X tel que V soit compact et z € V. C V C U. Alors on
aVNY=VnNUNF=VNF,doncVNY est un voisinage compact de = dans Y. Par
conséquent, Y est un espace localement compact. |

Théoréme 3.4.2. Soit X un espace localement compact. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) X est un espace de Lindeldf.
(i) X est dénombrable & Uinfini.

(iii) 1l existe une suite (Uy,)nen d’ouverts dans X telle que pour tout n € N, U, soit
compact, U, C Upi1 et X = (EJOOUn.
n=

(iv) Il existe une suite (K, )nen de compacts de X telle que pour tout n € N, on ait
K, CKpt1 et X = EJOOKn. Une telle suite de compacts (K )nen est appelée suite
n=

exhaustive de compacts de X.

Démonstration. Montrons I'implication (i) = (ii). Pour tout z € X, il existe un
ouvert U, de X contenant x tel que U, soit compact. On a X = UXU””’ et comme
S

X est un espace de Lindel6f, il existe une partie au plus dénombrable D de X tel que

X = UDU””’ d’oiona X = UDU””' Donc X dénombrable a l'infini.
e xe

Preuve de (ii) = (i). Par hypothese, on a X = OLjOKn7 ol pour tout n > 0, K,, est un
n=

compact de X. Soit (U;);er un recouvrement ouvert de X. Pour tout n > 0, il existe une
partie finie I,, de [ telle que K,, C UI U;. Soit J = goln, alors J est une partie au plus
1€ n

n

dénombrable de I et on a X = .UJUi. Donc X est un espace de Lindeldf.
1€

Preuve de (ii) = (iii). Supposons donc X = (EJOOKn, ou K, est un compact de X. On va
n=

construire par récurrence sur n une suite (U, )nen d’ouverts dans X telle que pour tout
n >0, on ait K,, C Uy, U, soit compact et U, C U, 1. En effet, on applique le théoreme
3.4.1 a Ko et X, on obtient un ouvert Uy dans X tel que Uy soit compact et Ky C Up.
Soit K| = K U Uy, alors K} est compact et on applique de nouveau le théoreme 3.4.1 &
K et X, on obtient un ouvert U; dans X tel que U; soit compact et K] C U;. Donc on a
K, C Uy et Uy C U;. Supposons que l'on a construit Uy, . . ., U,, on applique le théoréme

3414 K/, = K,+1 UU, et X, on obtient un ouvert U, dans X tel que U, soit
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compact et K/, C Upq1. Donc on a Ky C Upyq et U, C Upyqq. Finalement, on a
X = (L)JOOUn car pour tout n > 0,on a K, CU, et X = (EJOOKn.

n= n=
Les implications (iii) = (iv) et (iv) = (ii) sont triviales. |

Corollaire 3.4.4. Soit X un espace localement compact possédant une base dénombrable
d’ouverts. Alors X est dénombrable a l'infini.

Démonstration. Ceci résulte du théoreme précédent et du théoreme 1.9.5. |

Proposition 3.4.4. Soit (X, d) un espace métrique localement compact. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) X est dénombrable d linfini.
(ii) X est séparable.

Démonstration. On a déja vu, proposition 3.1.7, que tout espace métrique compact
est séparable, donc tout espace métrique dénombrable a 'infini est séparable, ainsi on a
Iimplication (i) = (ii).

Preuve de (ii) = (i). Cette implication résulte du théoreme 2.2.1 et du corollaire
précédent.

Donnons une preuve directe de cette implication. Soient (x,,),>0 une suite dense dans
X et A= {(n,p) € N x N* ; B'(xn, %) soit compact}, alors A est dénombrable.

Montrons que l'on a X = ( Lg AB’ (Tn, ;1)) Soient # € X et 7 > 0 tels que B'(z,7)
n,p)e

soit compact. Soient p € N* et n € N tels que 0 < % < § et d(zp,x) < %. Alors

onazx € B’(xn,%) C B(x,%) C B'(x,r). Donc B’(xn,%) est compact, d’otl on a

X = U B'(zn,2). Ainsi X est dénombrable & I'infini. [ |
(n,p)EA p

Théoréme 3.4.3. Soit X un espace localement compact. Les propriétés suivantes sont

équivalentes.

(i) X posséde une base dénombrable d’ouverts.

(i) X posséde une base dénombrable d’ouverts formée d’ensembles relativement com-
pacts.

(111) X est métrisable et dénombrable a l'infini.

Démonstration. Montrons I'implication (i) = (ii). Soit (U,),>0 une base dénom-
brable d’ouverts de X. Soit x € X, d’apres le théoreme 3.4.1, x possede une base de
voisinages V, formée d’ensembles compacts dans X. Pour tout V € V,, il existe n >
0tel que x € U, C V,douz € U, C U, CV, donc U, est compact. Soit B =
{Un : U, soit compact}, on déduit de ce qui précede et de la proposition 1.1.3 que B est
une base dénombrable d’ouverts de X formée d’ensembles relativement compacts.

L’implication (ii) = (i) est triviale. L’implication (i) = (iii) résulte des corollaire 3.4.1,
théoreme 2.5.1 et proposition 3.4.4. Limplication (iii) = (i) résulte des proposition 3.4.4
et théoreme 2.2.1. |

Corollaire 3.4.5. Soit X un espace compact. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
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(i) L’espace X posséde une base dénombrable d’ouverts.
(ii) L’espace X est métrisable.
On verra, remarque 3.5.3, qu’un espace compact séparable n’est pas forcément métrisable.

Proposition 3.4.5. Soient (X, T) un espace compact et (Y, dn))n>0 une suite d’espa-
ces métriques. On suppose que pour tout n > 0, il existe une application continue f, :
X — Y, et que la famille (fn)n>0 est séparante. Alors l’espace compact (X, T) est
métrisable.

Démonstration. Soit 7; la topologie initiale sur X associée & la famille (f,,)n>0. D’apres
la proposition 2.5.1, l'espace (X, 7;) est métrisable. Comme pour tout n > 0, f, est
continue, alors on a 7; C T. D’apres le corollaire 3.2.2, on a alors 7; = T. Donc (X, T)
est métrisable. |

Remarque 3.4.2. Soit I un ensemble infini non dénombrable et soit X = [0, 1]! I'espace
topologique produit. Alors X est un espace compact. Pour tout i € I, soit p; la projection
canonique de X dans [0, 1]. Alors (p;)icr est une famille infinie non dénombrable et
séparante d’applications continues de X dans [0, 1]. Mais on verra, exemple 3.6.1, que X
n’est pas métrisable.

Proposition 3.4.6. Soit (X, d) un espace métrique. Si X est localement compact, alors
il existe une distance p sur X topologiquement équivalente o d et telle que (X, p) soit
complet. La réciproque est en général fausse.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir ([12], p. 294).

Théoréme 3.4.4 (Baire). Soit X un espace localement compact. Alors X est un espace
de Baire. Autrement dit, si (Up)n>0 est une suite d’ouverts denses dans X, alors Uinter-
section QOU" est dense dans X .

nz

Pour une preuve du théoréeme précédent, voir chapitre 3 du supplément.

3.5 Compactification

Une compactification d’un espace topologique X est la donnée d’un couple ()? . f)
constitué d’un espace compact X et d'un homéomorphisme f de X sur un sous-ensemble
dense de X. On identifie fréquemment 'espace X avec f(X) C X, et on dit simplement
que X est un compactifié de X. Si X est déja compact, ’espace X est homéomorphe a
X, et dans ce cas, il ne sert a rien de parler de compactifié de X.

Un espace topologique X n’a pas toujours de compactifié ; seulement les espaces comple-
tement réguliers peuvent avoir des compactifiés, puisque tout sous-espace d'un espace
compact est completement régulier. D’autre part, si X est un compactifi¢ de X, tout
espace homéomorphe & X est encore un compactifié de X. Enfin, deux compactifiés
peuvent ne pas étre homéomorphes. Dans ce paragraphe, on considére deux compactifica-
tions, la premiere est appliquée seulement aux espaces localement compacts, et la deuxie-
me est appliquée aux espaces completement réguliers.
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Compactification d’Alexandroff.

Soit (X, 7) un espace localement compact. Ajoutons & X un nouveau point, noté w ou
oo et appelé point a ’infini, et considérons l’ensemble X, = X U {co}. On dit souvent
que oo est le point a 'infini de X, et que X, résulte de X par adjonction d’un point a
I'infini. Soit T, I’ensemble des parties de X, défini par : une partie U de X, appartient
a Too si U appartient a T, ou bien si U est le complémentaire dans X, d’'un compact
de (X, T). On vérifiera que 7o, est une topologie sur X, le détail est facile et laissé au
soin du lecteur. Vérifions que X, est un espace compact.

Il est clair que I’espace X, muni de la topologie 7o, est séparé . En effet, deux points de
X peuvent évidemment étre séparés par des éléments de 7T, puisque X est séparé ; d’autre

part, soit x un point de X et soit K un voisinage compact de x dans X ; I'intérieur IO{
de K dans X et le complémentaire de K dans X, sont des éléments de T, qui séparent
x et oo. Vérifions que de tout recouvrement ouvert de X.,, on peut extraire un sous-
recouvrement fini. Soit (U;);e;r un recouvrement ouvert de X, il existe un ig € T tel
que 0o € Uj,. Or X \ Uj, est un compact de X et (U; ﬂX)ieI\{iD} est un recouvrement
ouvert de X, \ U;,, donc il existe un sous-ensemble fini J de I tel que X \U;, C igJUi,

dotona X, CU;, U ( .UJ Ui). Par conséquent, (X, Too) est un espace compact.
S

Notons que si X est déja compact, alors co est un point isolé de X, et dans ce
cas, il n’y a aucune utilité d’introduire I’espace compact X... Par contre, si X est
localement compact, non compact, alors co appartient a 'adhérence de X dans X,
et par conséquent X est dense dans X ..

Définition 3.5.1. Soit (X, 7) un espace localement compact. L’espace compact
(Xoo, Too) est appelé le compactifié d’Alexandroff* de (X, 7).

Théoreme 3.5.1 (Alexandroff). Soit X un espace localement compact. Alors il existe
un espace compact X vérifiant les propriétés suivantes :

1. X est un sous-espace de Xo.
2. Xoo \ X est réduit a un point {oo}.

3. X est dense dans Xoo <= X n’est pas compact <= oo n’est pas un point isolé
dans X

4. Soient' Y un espace compact et g : X — Y un homéomorphisme de X sur g(X)
tel que Y \ g(X) soit réduit a un point {w'}. Alors Uapplication h : Xoo — Y
définie par :

w $1 T =00,

h(x):{ g(z) si zeX,

est un homéomorphisme. En particulier, X, est homéomorphe a Y. Autrement
dit, l'espace X est unique a un homéomorphisme pres.

TOn peut construire 'espace Xoo pour n’importe espace topologique X, mais dans ce cas, Xoo n’est
pas toujours séparé. En fait, Xoo est séparé si et seulement si X est localement compact.

ISi X est compact, X n’est pas dense dans Xoo, mais on continue & utiliser le terme compactifié
d’Alexandroff pour désigner ’espace compact Xoo.
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5. Le compactifié d’Alexandroff d’un espace localement compact non compact est une
compactification « minimale ». Autrement dit, si X est un espace localement com-
pact non compact et si (Z, f) est une compactification de X, alors il existe une
application continue surjective ¢ de Z sur X telle que pour tout x € X, on ait
po f(z) =z, i.e. le diagramme suivant est commautatif.

NS

X Xoo

Démonstration. On a déja montré les propriétés 1, 2 et 3.

4. 11 est clair que h est une application bijective. Puisque X est un ouvert de X, et g
est continue, alors h est continue en tout point x de X. Il reste a montrer la continuité
de h en co. Soit V' un voisinage ouvert de w’ dans Y, alors K =Y \ V est un compact
de Y\ {w'} = g(X). Or g est un homéomorphisme de X sur g(X), donc X, \ h=1(V) =
h=Y(K) = g}(K) est un compact de X. Donc h~1 (V) est un ouvert de X, contenant oo,
d’ou h est continue en co. On déduit du théoreme 3.2.1 que h est un homéomorphisme.
5. On suppose X localement compact non compact. Pour tout = € X, on pose o(f(z)) = =
et pour tout z € Z\ f(X), on pose p(z) = co. Alors ¢ est une application surjective de
Z dans X,. Soit U un ouvert de X,. Si oo € U, alors U est un ouvert de X et on a
o 1(U) = f(U). Comme f est un homéomorphisme de X sur f(X), et comme f(X) est
un ouvert de Z, car f(X) est localement compact et est dense dans Z, voir proposition
3.4.3, alors f(U) est un ouvert de Z. Si oo € U, alors K = X, \ U est un compact de X,
d’ott f(K) est un compact de Z et on a ¢~ }(U) = Z \ f(K), donc ¢~} (U) est un ouvert
de Z. Par conséquent, ¢ est continue. |

Corollaire 3.5.1. Un espace topologique est localement compact si et seulement s’il est
homéomorphe a un ouvert d’un espace compact.

Démonstration. On a vu, corollaire 3.4.3, que tout ouvert d'un espace localement
compact est localement compact, donc tout espace topologique homéomorphe a un ouvert
d’un espace compact est localement compact.

Réciproquement, si X est un espace localement compact, alors X est ouvert dans son
compactifié d’Alexandroff X .. [ |

Exemple 3.5.1. Si X =]0, 1], le compactifié d’Alexandroff de X est Iespace compact
[0, 1].

Exemple 3.5.2. Si X =R, alors le compactifié d’Alexandroff de R est la sphere
S={z€eC; |z] =1}.
En effet, R est homéomorphe & ] — 1, 1] via application suivante :
R — ]-1,1]

x
1+ |x

xr
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Puis, considérons I'application

g: |]-1,1] — S
t — el

alors g est un homéomorphisme de ] — 1, 1[ sur S\ {(—1,0)}. Donc R est homéomorphe
a S\ {(~1,0)}. On en déduit que S est le compactifié d’Alexandroff de R.

Une autre méthode pour voir que S est le compactifié d’Alexandroff de R. On considere
la projection stéréographique suivante :

S 0,1 — R
\ ({( ) )} T (0,1)
T v
Y Iy s
C’est un homéomorphisme dont [I’application @,y)
réciproque est donnée par :
0 z
R — S\ {(0,1)} T—y
- ( 2z x? — 1)
T e
2+1722+1

Donc R est homéomorphe & S\ {(—1,0) }. On en déduit que S est le compactifié¢ d’Alexan-
droff de R.

Exemple 3.5.3. Plus généralement, le compactifié d’Alexandroff de R™ est la sphere

S" = {(xl,...,a:n,an) e R, x?—l—“'—l—xi—l—xiﬂ = 1}.
En effet, soit N = (0,...,0,1) € S, et considérons la projection stéréographique
suivante :
S"\ {N} — R”
T In )
Tlyeney Ty, X — ey
( ! " n+1) (1 — Tn+1 1— Tn+1

C’est un homéomorphisme dont I’application réciproque est donnée par :

R —» S\ {N}
2 2 20221
y (2 Y1 _ R Yn _ 7y§ yg )
yr+--+yn +1 yi+-tys+1 yr A+ s+ 1

Par conséquent, S™ est le compactifié d’Alexandroff de R™.

Remarque 3.5.1. Soient X un espace localement compact et F' une partie fermée de
X. Alors le sous-ensemble F'U {oo} est fermé dans Xoo. En effet, soit U = X \ F, alors
U est un ouvert de X. Comme X est ouvert dans X, alors U est un ouvert de X..
Comme on a FU {oo} = X \ U, alors F'U {oo} est fermé dans X . Notons aussi que
le compactifié d’Alexandroff de F' s’identifie & F' U {o0}.
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Compactification de Stone-Cech.

D’un certain point de vue, la compactification d’Alexandroff n’est pas satisfaisante, parce
que si X est un espace localement compact dense dans un espace compact X, et si f
est une application continue bornée sur X et a valeurs dans R, on aimerait étendre f en
une application continue sur X, mais la compactification d’Alexandroff ne réalise pas cet
objectif ; en effet, si X =)0, 1], et f(z) = sin (%), le compactifié d’Alexandroff de X est
[0, 1], et on ne peut pas étendre f en une application continue sur [0, 1]. D’ott la nécessité
d’introduire d’autres types de compactification.

On a vu au théoreme 3.3.4 que si X est un espace complétement régulier et si Cx =
C(X, [0, 1]) est ’ensemble des applications continues de X dans [0, 1], alors 'application

px: X — [0, 1]%
o (f(2)recx

est un homéomorphisme de X sur px (X). On pose 8(X) = px(X), 'adhérence de px (X)
dans [0, 1]9%, c’est un espace compact, et X est dense dans 3(X). Soit p I’application de
X dans §(X) induit par px. Alors le couple (8(X), p) est appelé la compactification
de Stone-Cech de X.

Notons que si X est un espace compact, alors px (X) est compact et donc 8(X) = px (X)
et p est un homéomorphisme de X sur 5(X). Par conséquent, on peut identifier X & 8(X).

Théoréme 3.5.2 (M. Stone, E. Cech). Soit X un espace complétement régulier. Alors
il existe une compactification (8(X), p) de X telle que :

1. Pour tout espace compact Y et toute application X
continue h : X — Y, il eriste une (unique) \
application continue S(h) : B(X) — Y telle que le P
diagramme ci-contre soit commutatif. B8

2. Pour toute application continue et bornée h : X —> X

R, il existe une (unique) application continue B(h) : \
B(X) — R prolongeant h, i.e. le diagramme ci- P
contre est commutatif. 8

3. Si ()A(, h) est une compactification de X wvérifiant X - x
la propriété 1 ou la propriété 2, alors X est
homéomorphe a 3(X). De fagon plus précise, il existe
un homéomorphisme g : B(X) — X tel que le
diagramme ci-contre soit commutatif. B(X) — X

X

hS)
>

4. La compactification (B(X), p) est une id
compactification <« mazimale» de X. Autrement
dit, si (X, h) est une compactification de X, il
existe une (unique) application continue surjective
g:pX) — X tel que le diagramme ci-contre soit
commutatif.
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X —"t—z
5. Pour tout espace complétement régulier Z et toute
application continue h : X — Z, il existe une » o
(unique) application continue B(h) : B(X) — B(Z)
telle que le diagramme ci-contre soit commutatif. (k)
BX) —— B(2)

Pour une preuve du théoreme précédent, voir chapitre 3 du supplément.
Corollaire 3.5.2. Soit X un espace complétement réqulier.

1. Si 'Y est un sous-ensemble de X tel que toute fonction continue et bornée de Y
dans R se prolonge en une application continue bornée de X dans R, alors on a

BY) = Yﬁ(X), Uadhérence de Y dans B(X).

2. Si'Y est un sous-ensemble de B(X) tel que X CY C B(X), alors on a B(Y) =
pX).

Proposition 3.5.1. Soit X un espace complétement régulier. Alors on a :

1. Si A et B sont des parties de X telles qu’il existe une application continue f :
X — [0, 1] vérifiant f|, =0 et f|, = 1, alors les adhérences de A et B dans 3(X)
sont disjoints.

2. Si A est une partie a la fois ouverte et fermée dans X, alors son adhérence dans
B(X) est a la fois ouverte et fermée dans 5(X).

Démonstration. 1. D’apres le théoreme 3.5.2, il existe une application continue g :
B(X) — [0, 1] prolongeant f. Alors g=1({0}) et g7*({1}) sont fermés disjoints dans
B(X) et contiennent respectivement A et B. Par conséquent, on a ANB = (), ott A (resp.
B) désigne I'adhérence de A (resp. B) dans B(X).

2. Soit B = X \ A, alors B est & la fois ouvert et fermé dans X . Pour tout a € A, on pose
f(a) =0, et pour tout b € B, on pose f(b) =1, alors f est une application continue de
X dans [0, 1] vérifiant f, = 0 et fj, = 1. Soit A (resp. B) Padhérence de A (resp. B)
dans B(X), d’aprés 1,ona ANB =0.Orona X C AUB C B(X), don f(X) = AUB.
Par conséquent, A est & la fois ouvert et fermé dans 3(X). |

Remarque 3.5.2. Soit X un espace completement régulier. On déduit de la proposition
3.4.3 et du corollaire 3.4.3 que X est localement compact si et seulement si X est ouvert

dans B(X).

Remarque 3.5.3. Un espace compact séparable n’est pas forcément métrisable. En
effet, soit X = R muni de la topologie 7;, voir exercice 1.16. Alors X est un espace
completement régulier, séparable et non métrisable parce qu’il n’admet pas de base
dénombrable d’ouverts, voir théoreme 2.2.1. Alors S(X) est un espace compact séparable
non métrisable. Un autre exemple ; B(N) est un espace compact séparable non métrisable,
voir exercice 4.45 du supplément.
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3.6 Espaces C(X), Cy(X), C.(X)

Soient X un espace compact et (Y, d) un espace métrique. D’apres les théoremes 3.1.1 et

3.2.1, toute application continue de X dans Y est bornée. Donc I'ensemble C(X, Y) des

applications continues de X dans Y est un sous-ensemble de B(X, Y, ’ensemble des

applications bornées de X dans Y. Rappelons que B(X, Y') est muni de la distance de la

convergence uniforme d, définie par doo (f, g) = sup d(f(x), g(x)). D’apres la proposition
zeX

2.6.8, 'ensemble C(X, Y) muni de la distance ds est fermé dans (B(X, Y), dw ), donc
(C(X,Y), ds) est un espace métrique complet.

Proposition 3.6.1. Soient (X, T) un espace compact et C(X) l'ensemble des applica-
tions continues de X dans K muni de la distance de la convergence uniforme do,. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) L’espace (X, T) est métrisable.
(ii) L’espace métrique (C(X, R), dw) est séparable.
(i1i) L’espace métrique (C(X), dso) est séparable.

Démonstration. Montrons I'implication (i) = (ii). Soit d une distance sur X dont
la topologie associée est 7. Pour tout n > 1, il existe zp 1,...,2nk, € X tels que

X = .]EJ"lB(xn,j, L). Pour tout € X et pour tout j € {1,...,ky}, on pose :
j=
d(z, X \ B(zn,,))

. .
> d(z, X\ B(zn, 1))
=1

Pn,j(2) =

Alors on a les propriétés suivantes :

1. ¢n,; est une application continue sur X.
2. Pour tout z € X,ona 0 < ¢, ,(z) <1.

3. Ona ¢ i(z) =0, iz & B, L).

kn
4. Pour tout x € X, on a Z(an,j(z) =1
j=1

Pour tout n > 1, soit 4, = {Z/\g¢ng P VS (@} et soit A = U An, alors A est un
j=1

sous-ensemble dénombrable de C'(X, R). Montrons que A est dense dans (C(X, R), duo).

Soient f € C(X, R) et ¢ > 0. Puisque f est uniformément continue, il existe n > 1

tel que pour tout z,y € X vérifiant d(z,y) < L1, on ait |f(z) — f(y)| < e. Soit g =
ke

Zf(xn)j)quj € C(X, R). Pour tout x € X, on a:
j=1
kn

2 En
f(2) = glw) = £@) 3 0ns(2) = 32 F@ns)bns(2) = D_(f(2) = F@n))ons()

j=1
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d’ou |f(x z)| <Z|f f(@n,)|on, (). SixeB(wnJ,%),ona:

[f(z) = flzn,)| <e. Sl z & B(znj, 1), on a ¢y j(x) = 0. Donc, pour tout z € X, on
|f( ) — f(zn))|bn,j(x) < edp j(z), don |f(z) — g(z)] < e. On en déduit que l'on a
do(f,g) < e. Puisque Q est dense dans R, pour tout j € {1,...,k,}, il existe \; € Q

kn

tel que |A; — f(xn,;)| < —. Soit h = Z/\l¢nj € A, alors on a dw(g,h) < &, d'ou

€
k, =
doo(f,h) < 2e. Donc A est dense dans (C(X, R), ds). Par conséquent, (C(X, R), du)
est séparable.
L’implication (ii) = (iii) est triviale.
Preuve de (iii) == (i). Soit (fy)n>1 une suite dense dans (C(X), d ). Pour tous z,y € X,

on pose :
o0

d(z,y) = ; 20 1+ | fu(2) — fu(y)|

Montrons que d est une distance sur X . Il est clair que d(z,y) = d(y, x) et que d(z,y) > 0.
L’inégalité triangulaire résulte de la proposition 2.3.5. Il reste & vérifier que d(z,y) =
0 = z =y. Si onad(z,y) =0, alors pour tout n > 1, on a f,(z) = fn(y). Comme
(fn)n>1 est une suite dense dans (C(X), d), alors pour tout f € C(X), on a f(x) =
f(y). I résulte du théoréme 1.9.2 et du corollaire 3.1.3 que l'on a & = y. Donc d est
bien une distance sur X. Pour finir la preuve, on montre que I'application identique
idx : (X, T) — (X, d) est un homéomorphisme. D’apres le théoreme 3.2.1, il suffit de

montrer que idy est continue. Soient zg € X et € > 0. Alors il existe N € N tel que
oo

1
Z on < e. Puisque fi,..., fn sont continues en xg, alors il existe des voisinages
n=N+1
Vi,..., VN de zp dans X tels que pour tout n € {1,..., N} et pour tout z € V,,, on ait

N
[fn(z) — fu(zo)| < €. Soit V' = ﬂlvn, alors V' est un Voisinage de o dans X et pour
n—
N

1
touta:eV,onad(x,xo)§Z2—n|fn() Jn(wo)| + 2—n<€z—+5<2€
n=1 n=N+1
Donc ’application idx est continue en xg, ce qui acheve la preuve. |

Exemple 3.6.1. Soient I un ensemble infini non dénombrable et X = [0, 1}! I'espace
topologique produit. Alors X est compact non métrisable. En effet, la compacité de
X résulte du théoreme 3.3.3. Pour montrer que X n’est pas métrisable, on utilise la
proposition précédente en montrant que C'(X ) muni de la distance d, n’est pas séparable.
Pour tout ¢ € I, soit p; la projection canonique de X dans [0, 1], donc p; est un élément de
C(X). Pour tous ¢,j € I tels que i # j, on a do(pi, p;) = 1 car pour tout = = (x;)icr € X,
ona |p(x)—pj(x)| =|zi—x;] <letsiy= (yi)ier € X, avecy; =let yp =0si k # ¢, on
a |pi(y) — p;j ()| = |yi| = 1. Alors (B(p;, %))iel est une famille infinie non dénombrable
d’ouverts non vides deux a deux disjoints de (C'(X), deo). Il résulte de la proposition
1.2.5 que (C(X), d) n’est pas séparable.

Proposition 3.6.2. Soient (X, d) un espace métriqgue compact et C(X) l'ensemble des
applications continues de X dans K muni de la distance de la convergence uniforme d
Soient f € C(X) et € > 0, alors il existe une fonction lipschitzienne g sur X telle que
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do(f,g) < €. Autrement dit, l’ensemble des fonctions lipschitziennes sur X est dense
dans (C(X), doo)-

Démonstration. On peut supposer que f est a valeurs dans R. Comme f est uniformé-

ment continue, voir théoreme 3.2.3, il existe n > 0 tel que pour tous z,y € X vérifiant

d(z,y) < n, on ait |f(z) — f(y)| < e. Soient M = m83>((|f(x)| et k> 0 tels que M < 1.
xT€

Pour tout # € X, on pose g(z) = inf {f(y) + kd(z,y)}. Comme lapplication = —
ye

f(y) + kd(x,y) est k-lipschitzienne, d’apres le lemme 2.3.1, g est k-lipschitzienne. De
plus, pour tout z € X, on a g(z) < f(z). Soient ,y € X tels que d(x,y) > 2M, alors
ona g(x) < f(x) — f(y) + f(y) < 2M + f(y) < f(y) + kd(z,y). Comme I'application
Yy |—> f(y)+kd(z,y) est continue et X est compact, on en déduit que pour tout € X, on
ag(x) =inf { f(y)+kd(z y) y € B'(z, 2 M)}, douinf {f(y); y € B'(z, s M)} < g(x)
Smt z € X. Comme B’( 2M) est compact, il existe yo € B (2, M) tel que f(yo) =
inf {f(y) ; y € B'(z,% )} douonaf(y0)<g()DonconaO<f() g(z) <
f(z) = f(yo) < € car d(a: Yo) < 2M < 1. Par conséquent, on a do(f, g) < e. [ |

Définition 3.6.1. Soient X un espace topologique et f une fonction définie sur X et a
valeurs dans K. On appelle support de f et on note Supp(f) 'adhérence de ’ensemble
X\ f71({0}). Autrement dit, on a Supp(f) = {r € X ; f(z) # 0}.

Remarquons qu’'un point z de X n’est pas dans Supp (f) si et seulement sl existe un
voisinage V' de x dans X tel que pour tout y € V, on ait f(y) = 0.

Exemple 3.6.2. Soit (X, d) un espace métrique, a € X et r > 0. On pose :
1_ d(a,z)

T

si x € B(a,r),
flz) =
0 si z€ X\ B(a,r).

Alors f est une fonction continue de X dans [0, 1] et on a Supp(f) C B’(a,r). En effet,
comme f, . est continue et B (a,r) est un ouvert de X, alors f est continue en tout
point de B(a,r). De méme, f|, ., = est continue et X \ B’(a,r) est un ouvert de X,
donc f est continue en tout point de X \ B’(a,r). Soit x € X tel que d(z,a) = r.
Montrons que f est continue en x. Soit (z,)n>0 une suite dans X convergeant vers .
Alors on a 1im d(a,z,) = d(a,z) = r. Soit € > 0, alors il existe N € N tel que

pour tout n > N on ait 1 — az")| < e. Soit n > N. Si x, € B(a,r), alors on a
F(on) = 1— 20221 d0i | f(z) — F(@)] = |F(an)] = [1 - 2022 < 2. 8i 2 € X\ Bla, ),
alors on a f(x,) = 0 = f(x). Donc la suite (f(xy))n>0 converge vers f(x). Donc f est
continue en x. Par conséquent, f est une application continue. Il est clair que f est a
valeurs dans [0, 1] et que l'on a Supp(f) C B'(a,r).

Définition 3.6.2. Soient X un espace localement compact et f : X — K une applica-
tion.

1. On dit que f tend vers 0 a ’infini si pour tout € > 0, il existe un compact K de
X tel que pour tout z € X \ K, on ait |f(z)| < e.

2. On dit que f est a support compact s’il existe un compact K de X tel que pour
tout x € X \ K, on ait f(x) = 0. Ceci revient a dire que Supp (f) est compact.



146 Chapitre 3. ESPACES COMPACTS

Notations. Soit X un espace localement compact.

1. On note Cy(X) 'ensemble des applications de X dans K continues et tendant vers
0 a 'infini.

2. On note C.(X) 'ensemble des applications de X dans K continues et & support
compact.

Remarque 3.6.1. Soient X un espace localement compact et Xo, = X U {oc0} son
compactifié d’Alexandroff.

1. Pour tout f € Cy(X), soit :

foo(;w:{ f@) s zeX,

S1 T =00.

Alors fo € C(Xs). Réciproquement, si g € C(Xo) telle que g(co) = 0, alors
9| x S Co(X)

2. Soit f € Cp(X), alors f est bornée. Autrement dit, on a Co(X) C Cp(X). En effet,
il existe un compact K de X tel que pour tout x € X \ K, on ait |f(z)| < 1.
Comme la fonction  — [f(x)| est continue sur K, d’apres le théoreme 3.2.2, il
existe a > 0 tel que | f(x)| < «, pour tout x € K. Par conséquent, pour tout z € X,
on a |f(z)| < max(1, ). Donc f est bornée.

Théoréme 3.6.1 (Urysohn). Soient X un espace localement compact, K un compact
de X et U un ouvert de X contenant K. Alors il existe f € C.(X) telle que :

1. Pour tout x € X, on ait 0 < f(z) < 1.
2. Pour tout x € K, on ait f(z) = 1.
3. On ait Supp (f) C U. En particulier, on a f(z) =0 pour tout x € X \ U.

Démonstration. D’apres le théoreme 3.4.1, il existe deux ouverts U; et Us dans X tels
que U et Uy soient compacts et K C Uy C U; C Uy C Uy C U. Comme Us est un espace
compact, alors Us est un espace normal, voir corollaire 3.1.3. D’apres le théoréme 1.9.2, il
existe une fonction continue g : Uy — [0, 1] telle que pour tout = € K, on ait g(z) = 1,
et pour tout y € Us \ Uy, on ait g(y) = 0. Soit f : X — [0, 1] telle que f(z) = g(z) pour
tout z € Us et f(z) = 0 pour tout z € X \ Us. Comme fioz €t flx\y, sont continues et

fioe = f‘X\Ul sur Us N (X \ Uy), alors f est continue sur X, voir proposition 1.4.5. Notons
2 _
enfin que 'on a Supp(f) C Uy C U. |

Remarque 3.6.2. Lorsque X est métrisable dans le théoreme précédent, la démons-
tration est bien plus facile. En effet, d’apres le théoréme 3.4.1, il existe un ouvert V' dans
X tel que V soit compact et K C V C V C U. Pour tout « € X, il suffit de poser :

d(z, X \ V)

T@) = 4 K) + d, X\ V)

Corollaire 3.6.1. Si X est un espace localement compact, alors X est un espace comple-
tement régulier.
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Un espace localement compact n’est pas forcément un espace normal, voir exercice 3.57
du supplément.

Proposition 3.6.3. Soit X un espace localement compact. Si K est un compact de X
n

et Uy,...,U, sont des ouverts de X tels que K C 'UlUi’ alors il existe des fonctions
i=

O1, -5 0on € Ce(X) telles que :
1. Pour touti € {1,...,n} et tout x € X, on ait 0 < ¢;(x) < 1.

2. Pour tout i € {1,...,n}, on ait Supp(p;) C U;.

n
3. Pour tout © € K, on ait anz(a:) > 0.
i=1

Démonstration. D’apres le corollaire 3.4.2, il existe des compacts Ki,..., K, de X
(o]
tels que pour tout 7 € {1,...,n}, on ait K; C U; et K C '61 K;, dou K = .GlKﬂ K;.
1= 1=

D’apres le théoréme précédent, pour tout i € {1,...,n}, il existe une fonction continue
i de X dans [0, 1] telle que pour tout z € K N K;, on ait p;(z) = 1, Supp (p;) C U; et
n

Supp (¢;) soit compact. Alors pour tout « € K, on a Z wi(z) > 0. |
i=1

Lorsque X est métrisable dans la proposition précédente, la démonstration est bien plus
facile et on a un résultat meilleur.

Proposition 3.6.4. Soit (X, d) un espace métrique localement compact. Si K est un

compact de X et Uy, ..., U, sont des ouverts de X tels que K C ‘GlUi’ alors il existe des
i=

fonctions @1, ..., on € Co(X) telles que :

1. Pour touti € {1,...,n} et tout z € X, on ait 0 < p;(x) < 1.
2. Pour tout i € {1,...,n}, on ait Supp(p;) C U;.

3. Pour tout x € K, on ait anz(a:) =1
i=1

n
4. Pour tout x € X, on ait Zgol(x) <1.
i—1

Démonstration. Soient K, ..., K, des compacts comme dans le corollaire 3.4.2. Pour
tout z € X et pour tout i € {1,...,n}, il suffit de poser :

d(I,X\ I;i )
(pl(z) = n 5 .
d(z, K) + Zd(a:,X\ K;)
j=1

En particulier, on a Supp (p;) C K; C U;. |
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Théoréme 3.6.2 (Tietze). Soient X un espace localement compact, K un compact de

X et U un ouvert de X contenant K. Alors pour tout f € C(K), il existe g € Co(X)

telle que g, = f, Supp(g) C U et sup |g(x)| = sup |f(z)]. Autrement dit, pour toute
zeX zeK

fonction continue f : K — K, il existe une fonction continue g : X — K prolongeant
[ telle que Supp(g) soit compact, Supp(g) C U et sup |g(z)| = sup |f(x)].
reX zeK

Pour une preuve du théoreme précédent, voir chapitre 3 du supplément.
Proposition 3.6.5. Soit X un espace localement compact. Alors on a :

1. Co(X) est fermé dans (Cyp(X), doo). Donc (Co(X), doy) est un espace métrique
complet.

2. Cu(X) est dense dans (Co(X), deo)-

Démonstration. 1. Notons d’abord que I'on a 'inclusion Cy(X) C C(X), voir remar-
que 3.6.1. Soit (fn)n>0 une suite dans Co(X) convergeant vers un élément f € Cp(X).
Soit & > 0. Alors il existe N > 0 tel que pour tout n > N, on a doo(fn, f) < 5. Comme
fn € Cp(X), alors il existe un compact K de X tel que pour tout x € X \ K, on ait
|fn(z)] < §. Do, pour tout € X \ K, on a |f(z)] < |f(z) — fn(z)] + |fn(z)] <
5+ 5 =-¢e. Doncona f € Cy(X). Par conséquent, Co(X) est fermé dans (Cp(X), doo)-
D’apres la proposition 2.6.8, (Cy(X), dso) est complet, d’ott (Cp(X), ds) est complet,
voir proposition 2.6.5.

2. Soient f € Cp(X) et € > 0. Soit K un compact dans X tel que pour tout € X\ K, on
ait |f(z)| < . On applique le théoréme d’Urysohn & K et U = X, on obtient ¢ € C.(X)
tel que 0 < ¢ < let ¢ =1 sur K. Alors f¢ € C.(X) et pour tout z € X, on a
|f(z)— f(z)p(x)] <e, doUdss(f, fé) <e.Donc Co(X) est dense dans (Co(X), doo). W

Proposition 3.6.6. Soit X un espace localement compact. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) X est métrisable et séparable.
(ii) L’espace métrique (Co(X), doo) est séparable.

Démonstration. Montrons I'implication (i) = (ii). Soit (K}, )nen une suite exhaustive
de compacts de X, voir théoremes 3.4.2 et 2.2.1. Soit :

Ck,(X)={f € Cc(X); Supp(f) C Kn}.

Alors on a C.(X) = gOCK" (X). Or l'application f +—— f|,. de Ck, (X) dans C(K,)

est une isométrie, donc on peut identifier C,, (X) & un sous-espace de C(K,,). On déduit
de la proposition 3.6.1 que Ck,, (X) est séparable. Par conséquent, Cy(X) est séparable.
Preuve de (i) = (i). Soit Xoo = X U {00} le compactifié d’Alexandroff de X. D’apres
la remarque 3.6.1, on a Co(X) = {f € C(Xx) ; f(c0) = 0}. Puisque (Co(X), doo) est
séparable, on en déduit que (C(X), doo) est séparable. Il résulte alors de la proposition
3.6.1 que X, est métrisable. D’apres la proposition 3.1.7, X, est aussi séparable. Or on
a X C X4, donc X est métrisable et séparable. |

Remarque 3.6.3. On verra, exercices 6.37 et 6.39, les deux résultats suivants :
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1. Soit (X, d) un espace métrique. Alors (X, d) est compact si et seulement si
(Cp(X), dso) est séparable.

2. Soit (X, d) un espace métrique localement compact. Alors X est séparable si et
seulement si Cy(X) contient une fonction a valeurs strictement positives.

3.7 Applications propres

Définition 3.7.1. Soient X, Y des espaces topologiques, avec X séparéet f : X — Y
une application. On dit que f est propre! si f est continue et fermée et si pour tout
y €Y, f~1({y}) est une partie compacte de X.

Remarque 3.7.1. Soient X un espace compact, Y un espace topologique séparé et
f X — Y une application continue. Alors f est une application propre.

Proposition 3.7.1. Soient X, Y des espaces topologiques, avec X séparé et f : X — Y
une application continue injective. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) [ est propre.
(ii) [ est fermée.
(iii) f(X) est fermé dans'Y et [ est un homéomorphisme de X sur f(X).

Démonstration. L’implication (i) == (ii) résulte de la définition.

Preuve de (ii) = (iii). Puisque f est fermée, alors f(X) est fermé dans Y et f est une
application fermée de X dans f(X). Comme f est continue, bijective et fermée de X
dans f(X), alors f est un homéomorphisme de X sur f(X).

Preuve de (iil) = (i). Soit A une partie fermée de X. Comme f est un homéomorphisme
de X sur f(X), alors f(A) est fermé dans f(X). Or f(X) est fermé dans Y, donc f(A)
est fermé dans Y. Par conséquent, f est une application fermée. Soit y € Y. Siy & f(X),
alors f~1({y}) = 0, donc c’est une partie compacte de X. Supposons y € f(X). Comme
f est un homéomorphisme de X sur f(X) et {y} est une partie compacte de f(X), alors
f~t({y}) est une partie compacte de X. Donc f est une application propre. [ |

Remarque 3.7.2. Soient Y un espace topologique séparé et A une partie de Y. Il résulte
de la proposition précédente que 'injection canonique 2 : A < Y est une application
propre si et seulement si A est fermé dans Y.

Lemme 3.7.1. Soient X, Y des espaces topologiques, avec X séparé et f : X — Y
une application propre. Pour toute partie fermée A de X et pour toute partie B de Y,
les restrictions f|, : A—Y et fp : f~Y(B) — B sont des applications propres.

Démonstration. Les applications f|, et fp sont continues. Si D est une partie fermée
de A, alors D est une partie fermée de X. Or on a f,(D) = f(D), donc f, est une
application fermée. Si y € Y, on a f‘gl({y}) = f~1({y}) N A. Or f~t({y}) est une

partie compacte de X et A est fermée dans X, donc f‘:‘l({y}) est une partie compacte
de A. Par conséquent, f|, est une application propre. Soit F' une partie de X, on a

TLa terminologie utilisée en anglais pour désigner une application propre est perfect.
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fe(Fn f~(B)) = f(F)N B, donc si F est fermée dans X, alors fp(F N f~*(B))
est une partie fermée de B. Par conséquent, fp est une application fermée. Si y € B,

'yl = F~*({y}), donc f5'({y}) est une partie compacte de f~!(B). Donc fz est
bien une application propre. |

Théoréme 3.7.1. Soient X, Y des espaces topologiques, avec X séparé et f : X — Y
une application propre. On a :

~

. L’espace f(X) est séparé.
2. Si X est régulier, alors f(X) est aussi régulier.
3. Si X est normal, alors f(X) est aussi normal.

4. Si X posséde une base dénombrable d’ouwverts, alors f(X) posséde aussi une base
dénombrable d’ouverts.

5. Si X est métrisable, alors f(X) est aussi métrisable.
Pour une preuve du théoreme précédent, voir chapitre 3 du supplément.

Théoréme 3.7.2. Soient X, Y des espaces topologiques, avec X séparé et f : X — Y
une application propre. Alors pour toute partie compacte K de 'Y, l’ensemble f~1(K) est
compact dans X .

Démonstration. Soit K une partie compacte K de Y. Comme la restriction fx

f~Y(K) — K est propre, alors on peut supposer Y compact et il s’agit de montrer que
X est compact. Puisque f est une application fermée, alors f(X) est une partie fermée
de Y, dott f(X) est compacte. Donc on peut supposer f surjective. Soit (F});c; une
famille de fermés de X telle que pour tout sous-ensemble fini J de I, on ait iQJE £0. 11

s’agit de montrer qu’alors 'ﬂfFi # (b, voir proposition 3.1.1. Comme f est fermée, alors
S

(f(F}))ier est une famille de fermés dans Y. Soit J un sous-ensemble fini de 7. Comme
ona( # f( _QJ F;) C _QJf(E-) et comme Y est compact, alors on a _Qlf(Fi) £ 0.

Soit y € ZQlf(Fl) Par hypothese, f~!1({y}) est une partie compacte de X. Supposons
iQIFi = (), et pour tout i € I, soit U; = X \ F;, alors (U;);er est un recouvrement ouvert
de X, donc il existe un sous-ensemble fini J de I tel que f~1({y}) C ig]Ui' D’ou on a
y € ing(Ui) = igJY\f(Fi)’ car on a supposé f surjective. Donc on a y € Y\z‘QJf(Fi)'
Autrement dit, y & iQJf(Fi)7 ce qui est impossible. Donc on a bien iQIFi # (). Par
conséquent, X est compact. |
Corollaire 3.7.1. Soient X, Y et Z des espaces topologiques, avec X et'Y séparés.

Soient f : X — Y et g 'Y — Z des applications propres. Alors g o f est une
application propre de X dans Z.

Remarque 3.7.3. Si X est un espace topologique séparé non compact et si Y est un
espace compact, on déduit du théoreme précédent qu’il n’y a pas d’application propre de
X dans Y.



3.7. Applications propres 151

Théoréme 3.7.3. Soient X, Y des espaces topologiques, avec X séparé et f : X — Y
une application propre. Alors on a :

1. X est compact si et seulement si f(X) est compact.
2. X est localement compact si et seulement si f(X) est localement compact.

Démonstration. Puisque la restriction frx) : X — f(X) est propre, on peut
supposer que [ est surjective, i.e. f(X) = Y. Il résulte du théoréme 3.7.1 que Y est
un espace séparé.

1. Si X est compact, alors Y est compact car f est continue.

Réciproquement, si Y est compact, alors X est compact par le théoreme précédent.

2. Supposons X localement compact. Soit y € Y, alors f~1({y}) est une partie compacte
de X. D’apres le théoreme 3.4.1, il existe un ouvert U de X tel que U soit compact et
f~'{y}) C U. Comme f est fermée, d’apres la proposition 1.3.6, il existe un voisinage
V de y dans Y tel que f~1(V) c U, dou V C f(U) C f(U), avec f(U) compact. On
en déduit que Y est localement compact.

Réciproquement, supposons Y localement compact. Soit (U;);er une famille d’ouverts
de Y telle que Y = iLeJIUi et pour tout ¢ € I, U; soit compact. Alors, pour tout i € I,

fY(U;) est un ouvert de X et on a X = _UIf_l(Ui). D’apres le théoréme précédent,
1€

pour tout ¢ € I, f‘l(ﬁi) est compact. Done, pour tout ¢ € I, f~1(U;) est compact. Par
conséquent, X est localement compact. |

Définition 3.7.2. Soit Y un espace topologique séparé. On dit que Y est engendré
par les compacts si pour toute partie F' de Y, F' est fermée dans Y si et seulement si
pour toute partie compacte K de Y, F'N K est fermé dans Y.

Lemme 3.7.2. Soit Y un espace topologique séparé.

1. S1Y est localement compact ou vérifie le premier axiome de dénombrabilité, alors
Y est engendré par les compacts.

2. Supposons que Y est engendré par les compacts. Soient Z un espace topologique
et f Y — Z une application. Alors f est continue si et seulement si pour tout
compact K de Y, f|,. est continue.

Pour une preuve du lemme précédent, voir chapitre 3 du supplément.

Théoréme 3.7.4. Soient X un espace topologique séparé et Y un espace localement
compact ou un espace topologique séparé vérifiant le premier axiome de dénombrabi-
litét. Soit f : X — Y wune application continue. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) L’application f est propre.
(ii) Pour toute partie compacte K de Y, la restriction fx : f~1(K) — K est propre.

(iii) Pour toute partie compacte K de Y, f~1(K) est une partie compacte de X .

TCe théoréme est encore valable si on suppose seulement que Y est un espace topologique séparé
engendré par les compacts.
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Démonstration. L’implication (i) = (ii) résulte du lemme 3.7.1. L’implication (ii)
= (iii) résulte du théoreme 3.7.2.

Montrons implication (iii) = (i). Vérifions d’abord que f(X) est fermé dans Y. Soit
K une partie compacte de Y telle que f(X)N K # (). Alors K’ = f~!(K) est une partie
compacte de X, et f|, : K’ — Y est une application fermée, voir théoreme 3.2.1. Or on
a fl., (K') = f(X)N K, donc f(X)N K est fermé dans Y. Il résulte du lemme précédent
que f(X) est fermé dans Y. Soit I un fermé de X, alors g = f, : [/ — Y est une
application continue et pour partie compacte K de Y, ona ¢ *(K) = f~(K)NF, donc
g 1(K) est une partie compacte de F. Il résulte de ce qui précede que f(F) = fie(F)
est fermé dans Y. Donc f est bien une application fermée. Puisque pour tout y € Y, {y}
est une partie compacte de Y, alors pour tout y € Y, Pensemble f~1({y}) est compact
dans X. Par conséquent, f est une application propre.

Proposition 3.7.2. Soient X, Y des espaces localement compacts et f : X — Y
une application continue. On note respectivement X = X U{oo} et Y = Y U {o0} le
compactifié d’Alexandroff de X et'Y. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) L’application f admet un prolongement continue f : X — Y tel que f(oo) = 0.
(ii) L’application f est propre.
(iii) Le graphe Gy de f est fermé dans XxY.

Démonstration. Montrons I'implication (i) = (ii). Comme f est continue et comme

X est compact et Y est séparé, alors f est propre. Donc la restriction f = fy X —Y
est propre, voir lemme 3.7.1. B
Preuve de (ii) = (i). Puisque f est continue et X est ouvert dans X, il reste & montrer

la continuité de f en oco. Soit Vi un voisinage de oo dans Y. Alors il existe un compact
KdeY tel que Y\K C Vo, dotona X\ f~HK) = (Y\K) C f1(Vao). Comme f
est une application propre, alors f _1( ) est un compact de X. Donc X \ f7H(K) est un
ouvert de X contenant 0o, d’olt f 1(V4) est un voisinage de oo dans X. Par conséquent,
f est continue en oco.

Preuve de (i) = (iii). Puisque f est continue, alors G 7 le graphe de f est fermé dans
X x Y, voir exercice 1.32, d’on Gy N (X x Y) est fermé dans X x Y. Comme on a
Gy = Gy U{(00,00)}, alors G N (X xY) = Gy. Par conséquent, G est fermé dans
XxY.

Preuve de (iii) = (ii). Montrons d’abord que f est fermée. L’application x — (z, f(z))
est fermée de X dans Gy, voir exercice 1.32, et comme G5 est fermé dans X x Y, alors
z — (z, f(z)) est une application fermée de X dans X x Y. D’aprés le théoreme
3.2.4, la projection canonique de X x Y dans Y est fermée, et comme la composée

de deux applications fermées est une application fermée, on en déduit que f est une
application fermée de X dans Y. Soit y € Y, alors X x {y} est fermé dans X x Y. Or

ona Gyrn ()? x {y}) = f7'({y}) x {y}, donc f~1({y}) x {y} est fermé dans X xVY.

Par conséquent, f~1({y}) est fermé dans X, donc f~*({y}) est compact dans X, d’ott
f1({y}) est compact dans X. Par conséquent, f est une application propre. |
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Proposition 3.7.3. On munit R"™ et R™ de la topologie usuelle et soit f : R — R™
une application continue telle que pour toute partie B de R™, on ait implication : f(B)
est borné dans R™ = B est borné dans R™. Alors f est une application propre. En
particulier, [ est une application fermée.

Démonstration. Soit K une partie compacte de R™. Comme f est continue, alors
K' = f~YK) est fermé dans R™ et on a f(K’) C K. Donc f(K') est borné dans R™.
Par conséquent, K’ est borné et fermé dans R™. D’apres le corollaire 3.3.2, K’ est une
partie compacte de R™. On déduit du théoréme 3.7.4 que f est une application propre.
Donc f est une application fermée.

Une autre maniere de montrer que f est une application fermée. Soit F' une partie fermée
de R™. Soit y € f(F'), alors il existe une suite (x,,)n>0 dans F telle que HEIEOO flxn) =v.

Donc la suite (f(zp))n>0 est bornée dans R™, d’ou la suite (z,)n>0 est bornée dans
R™. D’apres le corollaire 3.3.3, il existe une sous-suite convergente (z,, )x>0 de (Z5)n>0-

Comme F est fermé, alors x = EIE T, € F, dou f(z) = EIE f(zn,) = y. Donc on
ay € f(F), dou f(F) = f(F). Par conséquent, f est une application fermée. |

Proposition 3.7.4. Soient X un espace compact et Y un espace topologique séparé,
alors la projection canonique p : X XY — Y est une application propre.

Démonstration. La projection canonique p est continue. Comme X est compact, d’apres
le théoréme 3.2.4, p est une application fermée. Soit y € Y, on a p~1({y}) = X x {y},
donc p~1({y}) est une partie compacte de X x Y. Par conséquent, p est une application
propre. |

Théoréme 3.7.5. Soient X, Y des espaces topologiques, avec X séparé et f : X — Y
une application continue. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) L’application f est propre.

(ii) Pour tout espace topologique Z, Uapplication fxidy : (x,z) — (f(z),2) de X x Z
dans Y x Z est fermée.

(iii) Pour tout espace topologique séparé Z, Uapplication [ X idy : (x,z) — (f(x), 2)
de X X Z dans'Y x Z est propre.

Pour une preuve du théoreme précédent, voir chapitre 3 du supplément.

Proposition 3.7.5. Soient X, Y des espaces topologiques séparés, Z1, Zs des espaces
topologiques et f : X — Zy, g: Y — Zs des applications propres. Alors lapplication
sutvante est propre.
fxg: XxY — Z1 X Za
(z,y) +— (f(2),9())

Démonstration. Pour montrer que f X g est propre, d’apres le théoreme précédent, il
suffit de montrer que pour tout espace topologique Z, I’application

fxgxidz : X XY XxZ — Zi1XxZyxZ

(@,y,2)  +— (f(2),9(y),2)
est fermée. Comme on a f x g xidz = (idz, X g xidz)o (f xidy xidz) et idz, x g xidg,
f xidy x idz sont des applications fermées car f et g sont propres, on en déduit que
f x g xidz est fermée. Donc f X g est bien une application propre. |
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Corollaire 3.7.2. Soient X un espace topologique séparé, Zi, Zo des espaces topologi-
ques et f: X — Z1, g: X —> Zy des applications propres. Alors l'application suivante

est propre.
h: X — 21 X Z3

v (f(x),9(x))

Démonstration. D’apres la proposition 3.7.1, 'application

T: X — XxX
z —  (z,2)

est propre car elle est clairement fermée. Comme on a h = (f x g) o T, on déduit de la
proposition précédente et du corollaire 3.7.1 que h est propre. |

3.8 Espaces quotients des espaces localement com-
pacts

Théoreme 3.8.1. Soient X un espace compact, R une relation d’équivalence dans X,
G(R) son graphe dans X x X et q : X — X/R Uapplication quotient. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes.

(i) L’espace topologique quotient X /R est séparé.
(ii) Le graphe G(R) est fermé dans X x X.
(i1i) La relation R est fermée.
(iv) L’application quotient q est propre.
En outre, lorsque ces propriétés sont vérifiées, alors l'espace X/R est compact.

Démonstration. L’implication (i) = (ii) résulte de la proposition 1.5.6.

Preuve de (ii) = (iii). Soit ps : (z,y) — y la deuxiéme projection canonique de X x X

sur X. Soit F' une partie fermée de X, alors (F' x X) N G(R) est fermé dans X x X,

donc (F x X)NG(R) est une partie compacte de X x X. Comme on a ¢~ (q(F)) = {y €

X ; il existe 2 € F avec 2Ry} = p2((F x X)NG(R)) et ps est continue, alors ¢~ (q(F))

est une partie fermée de X. Par conséquent, g est une application fermée. Autrement dit,

la relation R est fermée.

Preuve de (iii) = (iv). L’application ¢ est continue, et dire que R est fermée cela signifie

que ¢ est une application fermée. Soit x € X, d’ott ¢~ ({q(7)}) est fermé dans X qui

est compact, donc ¢~ ({g(z)}) est une partie compacte de X. Par conséquent, ¢ est une

application propre.

L’implication (iv) = (i) résulte du théoreme 3.7.1.

Lorsque ces propriétés sont vérifiées, il résulte du théoreme 3.2.1 que X /R est compact.
|

Proposition 3.8.1. Soient X un espace compact, Y un espace topologique séparé et
f + X — Y une application continue surjective, alors la relation d’équivalence Ry dans
X est fermée et Uapplication canonique f~: X/Ry — Y est un homéomorphisme. En
particulier, Uespace quotient X /Ry est compact.
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Démonstration. Ceci résulte du corollaire 1.4.1 et du théoréme 3.2.1. |

Théoréme 3.8.2. Si (X, d) est un espace métrique compact et si R est une relation
d’équivalence fermée dans X, alors lespace topologique quotient X /R est compact et
métrisable.

Démonstration. Ceci résulte des théoréme 3.8.1 et 3.7.1. [ |

Théoréme 3.8.3. Soient X un espace localement compact, R une relation d’équivalence
dans X, G(R) son graphe dans X x X et ¢ : X — X/R Uapplication quotient. Soient
X =XU {0} le compactifié d’Alexandroff de X et Roo la relation d’équivalence dans X
dont le graphe est G(R) U {(c0,00)}. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) L’application quotient q est propre.
(ii) Le saturé pour R de toute partie compacte de X est un ensemble compact.
(iii) La relation R est fermée.
(iv) La restriction ¢ G(R) de Uapplication (z,y) — y de X x X dans X est propre.
(v) La relation R est fermée et les classes suivant R sont compactes.
En outre, lorsque ces propriétés sont vérifiées, alors l'espace X /R est localement compact.

Pour une preuve du théoreme précédent, voir chapitre 3 du supplément.

3.9 Exercices

Exercice 3.1. Soit I =]0, 1[ de R, et pour tout = € I, on considere U, = |%, z.
Montrer que (Uz)m ¢ ©st un recouvrement ouvert de I qui n’admet aucun sous-recouvre-
ment ouvert fini. En déduire que I n’est pas compact.

Solution. Pour tout z € }%, 1[, on az € U;. Soit z € }O, %}, alors x = %z €letona

z € U,. Donconal= UIU:E~ Autrement dit, (Uw)rel est un recouvrement ouvert de
zTE
I. Soit {z1,...,x,} un sous-ensemble fini de I. Soit a = 1i1_1£ %, alors a € I et on a
<i<n
n
10, &[N Y U, = 0. Donc (Uw)zel n’admet aucun sous-recouvrement ouvert fini de I.
=

Par conséquent, I n’est pas compact.

Exercice 3.2. Soient X un espace compact et U un ouvert de X.

1. Soit (F};);er une famille de parties fermées de X telle que .ﬂIFi C U. Montrer qu’il
1€

existe un sous-ensemble fini .J de I tel que ﬂJFZ- cU.
1€

2. En déduire que si (K;,)n>0 est une suite décroissante de parties fermées de X telle
que QOK" C U, alors il existe ng € N tel que K,,, C U.
n_
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Solution. 1. Pour tout i € I, soit U; = X \ F;, alors U; est un ouvert de X et on
a X\U C 'UJUZ" Donc les ouverts U; et U forment un recouvrement ouvert de X.
1€

Comme X est un espace compact, il existe alors un sous-ensemble fini J de I tel que
X=UU UU;,dottonal=(X\U)N NF, Par conséquent, on a N F; C U.
icJ ieJ ieJ

2. D’apres 1, il existe un sous-ensemble fini .J de N tel que ﬂJKn C U. Soit ng = max(J),
ne
alors ng € Net on a K,,, = ﬂJKn, d’ou K,, CU.
ne

Exercice 3.3. Soient X un espace topologique séparé et I3 une base d’ouverts de X.
Montrer que X est compact si et seulement si de tout recouvrement ouvert (U;);c; de X
par des éléments de B, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Solution. Si X est compact, il résulte immédiatement de la définition que de tout
recouvrement ouvert (U;);e; de X par des éléments de B, on peut extraire un sous-
recouvrement fini.

Réciproquement, soit (V;)jecs un recouvrement ouvert de X. Comme B est une base
d’ouverts de X, pour tout j € J, il existe un ensemble I; tel que V; = iéJJ-U“’ ou Uj; est

J

un élément de B. Soit D = {(j,) ; j € J et i € I;}, alors (Uj;)(j.4)ep est un recouvrement
ouvert de X par des éléments de B. Par hypothese, il existe un sous-ensemble fini £ de

D tel que X = ( L)J Uj,i. Soit J' = {j € J ; il existe i € I; avec (j,i) € E}, alors J' est
ji)EE
un sous-ensemble fini de J et on a X = }UJ V;. Donc X est un espace compact.
JjeJ’

Exercice 3.4. Soit E = C([0, 27|, C) I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 27]
et a valeurs dans C, muni de la distance de la convergence uniforme d.,. On considere la
suite (fy)n>0 dans E définie par f,,(z) = €, pour tout x € [0, 2n]. Calculer dog (fn, fp)-
En déduire que B’(0,1), la boule fermée de centre 0 et de rayon 1 dans F, n’est pas
compacte.

Solution. Pour tout f,g € E, on a doo(f,g9) = sup |f(z)— g(x)|. Pour tout n > 0, on

0<x<27
a doo(0, fn) = 1, donc f, € B'(0,1). Pour n,p € N tels que n # p, par exemple p > n,
on a deo(fn, fp) = sup [e"* —eP*| = sup |1-— ez(”_")ﬂ <2 etsiz=_-T- ona
0<x<27 0<zx<27 P

|1 — e P~ =2 donc dug (fn, fp) = 2. Par conséquent, la suite (f,)n>0 n’admet aucune
sous-suite convergente. On déduit du théoréme 3.1.3 que B’(0,1) n’est pas compacte.

Exercice 3.5. Soit £ = C([0, 1], R) Pespace vectoriel des fonctions a valeurs réelles
continues sur [0, 1], muni de la distance de la convergence uniforme do.. Soit f un élément
fixé de E. Montrer que I'application

T: [0,1] — FE
t — [

ou fi(z) = f(tz), pour tout « € [0, 1], est continue. En déduire que I'ensemble { f; ; t €
[0, 1]} est un compact de (E, duo).
Solution. Pour tous t,s € [0, 1], on a :

doo(fu fo) = sup |ful@) = fol@)l = sup [f(tz) = f(s2)l.

0<z<1

Comme [0, 1] est un compact et f est continue sur [0, 1], alors f est uniformément
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continue sur [0, 1], donc, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tous «, 8 € [0, 1]
vérifiant |a — 8] < 1, on ait |f(«a) — f(B)| < e. Alors pour tous t,s € [0, 1] tels que
[t — s| < n et pour tout = € [0, 1], on a |tz — sz| < |t — s| <n, d’ou |f(tz) — f(sz)| < e.
Donc on a doo(ft, fs) < €. Par conséquent, Papplication T est continue de [0, 1] dans
(E, ds), donc ensemble T'([0, 1]) = {f¢ ; t € [0, 1]} est un compact de (E, doo).

Exercice 3.6. Soient (X, d) un espace métrique compact et (U;)1<i<n une famille finie

d’ouverts de X telle que U U; = X. On suppose que pour tout i, U; # X. Pour tout
x € X, on pose f(x —%Z (x, X\ U;).

1. Vérifier que f est continue et que pour tout = € X, on a f(x) > 0.

2. Soit r = ing{f(x). Montrer que r > 0 et que pour tout x € X, il existe i tel que
re
B(z,r) C U;.

Solution. 1. Pour tout 7, application  — d(x, X \U;) est continue, donc f est continue.
Comme on a iriX \ U; = 0, alors pour tout z € X, il existe i tel que x € X \ U;. Or
X \ U; est fermé dans X, donc d(z, X \ U;) >0, dotton a f(z) >0

2. Comme f est continue et X est compact, alors il existe g € X tel que r = ml(I:_l;f( flz) =
f(zo) > 0. Soit x € X. Soit ig € {1,...,n} tel que d(z, X \ U;,) = 1121?<Xnd(x,X \ Uy),
alorson ar < f(z) < d(z,X \Ui,). Dot on a B(z,r) C Us,.

Exercice 3.7. Soient (X, d) un espace métrique compact et (F;);c; une famille de fermés
de X telle que ﬁ F; = (. Montrer qu’il existe un r > 0 tel que toute partie de X qui

rencontre tous les F; ait un diametre au moins égal a r.

Solution. Pour tout i € I, soit U; = X \ F;, alors (U;);er est un recouvrement ouvert
de X. D’apres la proposition 3.1.5 et le lemme 3.1.1, il existe » > 0 tel que toute boule
ouverte de rayon r soit contenue dans au moins un des U;. Soit A une partie non vide
de X telle que §(A) < r. Soit a € A, alors on a A C B(a,r) et il existe i € I tel que
B(a,r) CU;,dot A C U; = X \ F;. Donc on a AN F; = (). Par conséquent, toute partie
de X qui rencontre tous les F; a un diametre au moins égal a r.

Exercice 3.8. Soient K un compact de ’espace métrique (X, d) et r > 0.

1. Montrer que F' = UKB'(;U, ) est fermé dans (X, d).
zTE
2. Montrer que U = QKB(CL',T) est ouvert dans (X, d).

Solution. 1. Soient (y,),>0 une suite dans F' et y € X tels que 11111 Yn = y. Pour
- n—-+oo

tout n > 0, il existe a, € K tel que d(an,yn) < r. Puisque K est compact, la suite
(an)n>0 admet une sous-suite convergente (an, )r>0 vers un élément a € K, d’ot on a

khm d(an,, Yn,,) = d(a,y). Par conséquent, on a d(a,y) < r, dot y € B'(a,r) C F.
—+

Donc F est fermé dans (X, d).
2. Montrons que X \U = UKX\B(LU, r) est fermé dans (X, d). Soient (Y, )n>0 une suite
faS -
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dans X \ U et y € X tels que lir}rl yn = y. Pour tout n > 0, il existe z,, € K tel que
n—r+00

d(zy,yn) > 7. Puisque K est compact, la suite (z,,)n>0 admet une sous-suite convergente
(@, )e>0 vers un élément z € K, d’ott on a . hI}_l d(xn,,, Yn, ) = d(z,y). Par conséquent,
- —+00

onad(z,y)>r,doty € X\ B(z,r) C X\U.Donc X \ U est fermé dans (X, d).

Exercice 3.9. Soit (X, d) un espace métrique tel que pour tout € X, la boule fermée

B'(x,1) soit compacte. Soient A € [0, 1[ et K une partie compacte de X. Montrer que

K'={z € X ; d(z,K) < A} est une partie compacte de X.

Solution. Puisque application x —— d(z, K) est continue de X dans R, alors K’ est

fermé dans X. Soit o €]\, 1[. Pour tout y € K’, il existe x € K tel que d(y,z) < a.

Dotona K' C éJKB(;U, o). Comme K est un compact, il existe un sous-ensemble fini
x

{z1,...,2,} de K tel que K C _GlB(a:i,l — «). Soit y € K, il existe x € K tel que
1=
d(y,z) < « et il existe z; € K tel que d(z,z;) < 1 — «, d'ott on a d(y,z;) < 1. Par
conséquent, on a K’ C .GlB’(xi, 1). Or .GlB’(xi, 1) est un compact, donc K’ est une
= i=

partie compacte de X.

Exercice 3.10. Soient K une partie compacte non vide d’un espace métrique (X, d) et
(n)n>0 une suite dans X telle que la suite de réelle (d(zy, K))n>0 tende vers 0. Montrer
qu'il existe une sous-suite de (z,,)n>0 convergeant vers un point de K.

Solution. Pour tout n > 0, il existe a, € K tel que d(xy,a,) < d(z,, K) + n+-1
Comme K est compacte, il existe une sous-suite convergente (ank)kzo de (an)n>0. Soit

a = klim ap,, alors a € K et pour tout K > 0, on a 0 < d(zy,,a) < d(zn,,an,) +
—+o0
d(an,,a) < d(xy,,K) + %_H + d(an,,a). Donc on a lim d(z,,,a) =0, i.e. la sous-
k k—+o00

suite (2, k>0 converge vers a.

Exercice 3.11. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie compacte de X.
1. Montrer que pour tout x de X, il existe a dans A tel que d(z,a) = d(z, A).

2. Montrer que si B est une partie compacte de X, il existe a € A et b € B tels que
d(a,b) = d(A, B).

3. Montrer que si B est une partie fermée de X telle que AN B = (), alors :
d(A,B) > 0T,

4. Donner un exemple de deux parties fermées disjointes de distance nulle.

Solution. 1. Soit € X, I'application a — d(x,a) est continue du compact A dans
R, donc il existe a € A tel que d(z,a) = inf4 d(z, o). Par définition, on a in’lf4 d(z,a) =
(¢3S

[e1S
d(z, A), dou d(z,a) = d(x, A).
2. L’application (a, b) — d(a, b) est continue du compact A x B dans R, donc il existe a €

A et b€ B tels que d(a,b) = (aﬁi)relixde(a’ B). Par définition, on a (a”(ai)rgaxde(a’ﬁ) =

d(A, B), d'ott d(a,b) = d(A, B).

TDans ce cas, la distance d(A, B) n’est pas toujours atteinte, voir exercice 6.45.



3.9. Exercices 159

3. L’application a — d(a, B) est continue du compact A dans R, donc il existe a € A tel
que d(a, B) = ;Ielf;l d(a, B). Par définition, on a Ol[Ielg d(a, B) = d(A, B), d'out d(A, B) =
d(a,B) > 0 car a ¢ B et B est fermée dans X.

4. Soient X = R? muni de la distance usuelle do, A = {(2,0) ; # € R} et B =
{(z,1); 2 € R*}. Alors A et B sont deux parties fermées de X telles que AN B = 0,
mais on a 0 < d(A, B) < dz((n,0), (n, 1)) = 1 pour tout n > 1. Dot on a d(4, B) = 0.

Exercice 3.12. Soient A une partie non vide d’un espace métrique (X, d) et € > 0. On
pose, U(A,e) ={z € X ; d(x,A) < e}.

1. Montrer que 'on a U(4,¢) = LGJAB(a, €).

2. Montrer que si A est compact et si U est un ouvert de X tels que A C U, alors il
existe € > 0 tel que U(A,e) C U.

3. Montrer que le résultat dans 2 n’est pas en général vrai si A est fermé non compact.

Solution. 1. Soit = € UAB((I,E), alors il existe a € A tel que € B(a,¢), d’ou
ac
d(z,a) < e. Donc on a d(x,A) < d(xz,a) < e. Par conséquent, on a x € U(A4,¢), d’ou
UAB((I,E) CU(4,¢).
ac
Réciproquement, soit € U(A,¢), alors on a d(x,A) < ¢. Comme on a d(xz,A) =
inxf4 d(x,a), alors il existe b € A tel que d(x,b) < e. D'otton a z € B(b,e) C UAB(a,s).
ac ac
Par conséquent, on a U(A,e) C UAB(a, €). D’ot on a légalité U(A,e) = UAB((I,E).
ac ac
2. Soit F' = X \ U, alors F est un fermé de X tel que AN F = (), et on peut supposer
F # (), sinon le résultat est trivial. D’apres I'exercice précédent, on a ¢ = d(F, A) > 0.
Soit € U(A,¢). Six € F, alors on a d(z, A) > d(F, A) = ¢, ce qui est impossible. Donc
x ¢ F,doux e X\ F=U.Par conséquent, on a U(A,e) C U.
3. Soient X = R? muni de la distance euclidienne, A = {(x,y) € R? ; zy = 1 et > 0}
et U= {(x,y) € R?; 2 >0ety >0} Alors A est fermé non compact de R?, U est un
ouvert de R? tel que A C U et pour tout e > 0, on a U(A,¢) ¢ U.

Exercice 3.13. Soient (X, d) un espace métrique compact et W un ouvert de X x X
contenant la diagonale A = {(z,z) ; * € X}. Montrer qu’il existe r > 0 tel que pour
tout (z,y) € X x X vérifiant d(x,y) < r, on ait (z,y) € W.

Solution. Une distance définissant la topologie produit sur X x X est donnée par :

deo ((Q?, y)v (xlv y/)) = max (d(ZE, xl)v d(yv y/)) .

Puisque la diagonale A est une partie compacte de X x X, d’apres ’exercice précédent,
il existe r > 0 tel que pour tout (z,y) € X x X vérifiant doo ((x,y),A) < r, on ait
(z,y) € W. Soit (z,y) € X x X tel que d(z,y) < r, alors on a dw ((z,y), (z,2)) = d(z,y),
d’'ott doo ((2,y), A) < doo ((2,y), (z,x)) < r. Par conséquent, on a (z,y) € W.

Exercice 3.14. Soit (X, d) un espace métrique compact et (K,),>0 une suite décrois-
sante de fermés non vides de X. On pose K = QOK"' Montrer que lir_{l 0(Ky) =46(K),
n> n—+o00

ou 0 désigne le diametre.
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Solution. D’apres la proposition 3.1.5, K # ). Pour tout n > 0, on a K C K,,.1 C K,

d’ou 6(K) < §(Kpt1) < 6(K,). Donc la suite (6(K,))n>0 est décroissante et minorée par

0(K). Par conséquent, la suite (0(K,,))n>0 converge et on a §(K) < lir}rl 0(K,).Silona
- n—-+0o0

0(K) < lil_{l 0(K,), alorsil existe o tel que 6(K) < o < lirJrrl §(K,).Dotionad(K) <
n—-—+0oQ n—+00

a < 0(K,,) pour tout n > 0. On en déduit que pour tout n > 0, il existe ,,, yn € K, tels
que a < d(xn, yn)- Puisque X est compact, il existe une application strictement croissante
@ : N — N telle que (2,(7))n>0 €t (Yp(n))n>0 convergent respectivement vers z,y € X.
Soit p € N, pour tout n > p, on a p(n) > ¢(p) > p, d’OU Ty(n), Ypm) € Kpm) C Kp.
Donc on a z,y € K,. Ceci étant vrai pour tout p € N, d'on 2,y € K. Or on a
d(z,y) = nli)rfoo(x“’(")’y“’(”)) > a, dou (K) < a < d(z,y), ce qui est impossible.
Donc on a bien liril 0(Ky) =6(K).
n—-+0oo
Un autre méthode pour montrer que ’on a lirf 0(Kyp) = d(K). Pour tout (z,y) € X x
n—-+0o0o
X, soit f(x,y) = d(z,y), alors f est continue sur X x X etona  sup  f(z,y) = §(K).
(z,y)e KX K
Soit & > 0, alors f~!([0, §(K) 4 €[ ) est un ouvert de X x X contenant K x K. D’apres
la proposition 3.1.4, il existe un ouvert U de X contenant K tel que K x K C U x U C
([0, 6(K) +¢[). Dot pour tout (z,y) € U x U, on a f(x,y) < §(K) + &. Donc on a
0(U) < §(K) +e. Dapres Uexercice 3.2, il existe un ng € N tel que pour tout n > ng, on
ait K, C U, d’ou 6(K,) < 6(U). Par conséquent, on a lil_{l 0(K,) <o(U) <o(K)+e.
n—-—+0o0

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit que l'on a lirf 0(K,) < §(K). Donc on
n—+00
a bien lim §(K,)=4d(K).
n—-+4oo

Exercice 3.15. Soit (x,,),>0 une suite dans R qui n’admet aucune valeur d’adhérence.
1. Montrer que si (z5)n>0 est minorée, alors (z,),>0 tend vers +oo.
2. Montrer que si (xy,),>0 est majorée, alors (z,)n>0 tend vers —oo.

Solution. 1. Soit M € R tel que pour tout n > 0, on ait M < x,. Supposons que
(xn)n>0 ne tend pas vers +oo. Alors il existe A > 0 tel que pour tout k& > 0, il existe
n > k tel que z, < A. On construit, par récurrence, une sous-suite (y, x>0 de (Tn)n>0
telle que pour tout k > 0, on ait x,, < A. En effet, soit ng = inf {n > 0; =, < A}. Soit
k > 1 et supposons nj_1 construit, on pose alors nj = inf {n > Np—1; Tn < A}. Alors
(@n, k>0 est une sous-suite de (xy,)n>0 telle que pour tout k > 0, on ait M < z,, < A.
Puisque lintervalle [M, A] est compact, il résulte de la proposition 3.1.5 que (%, )k>0
possede une valeur d’adhérence. On déduit de la proposition 1.7.2 que (2, ),>0 possede
une valeur d’adhérence, ce qui est impossible. Donc (2, ), >0 tend bien vers +oo.

2. Pour tout n > 0, on pose Y, = —Zy, alors (yn)n>0 est une suite minorée dans R et
n’admet aucune valeur d’adhérence. On déduit de 1 que (yn)n>0 tend vers +oo, donc
(Zn)n>0 tend vers —oo.

Exercice 3.16. On munit R? de la distance euclidienne ds. Soit A > 0 et posons K =
U Bl, ot B, = B'((%,2), 2) est la boule fermée de centre (1,1) et de rayon 2 dans
n>1 n n

n n n’n

R2. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que K soit compact.

1
et on a (0,0) = EI_P (1,1), dou (0,0) € K. Donc il existe n > 1 tel que (0,0) € BY,.

n’
n n
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. Donc on a

o=

s
§\>/

Autrement dit, il existe n > 1 tel que d2((1,1),(0,0)) < 2, d’o

A >2.
Réciproquement, supposons A > v/2. Montrons que pour tout n > 1, on a B,y C B,.
Soit (z,y) € Bpy1. Alors on a :

dg((x,y),(%,%)) < d2(($ay)v(ﬁ T))+d2((n+l’n-1‘rl) (%v%))

§>\+\/§

A — A

S n+1 n(n+1) n

Donc on a (z,y) € B, d'ou B,41 C B,. Par conséquent, on a K = B’((1,1), ), donc
K est compact. En conclusion, K est compact si et seulement si A > V2.

Exercice 3.17. Soient X un espace compact, Y un espace topologique séparé et f :
X — Y une application continue. Montrer que si (Fy,),>0 est une suite décroissante de
fermés de X, alorsonaf( F,) = ﬂf( n)-

Solution. II est clair quelon a f( r; F ) C ﬂ f( n)-
Réciproquement, soit y € QO f(F, ),_ alors pour tout n > 0, il existe x,, € F, tel que
nz

f(zn) = y. Puisque X est compact, d’apres la proposition 3.1.5, la suite (z,,)n>0 possede
une valeur d’adhérence x dans X. D’apres la proposition 1.7.1,on a x € Qo{xp i p>nt.
n

Comme pour tout n > 0, F), est fermé dans X et on a {z, ; p > n} C_Fn, alors on a
T € QOFn. 1l s’agit maintenant de montrer que 'on a f(x) = y. Soit V' un voisinage de
n

f(z) dans Y. Comme f est continue en z, il existe un voisinage U de x dans X tel que
f(U) c V. Comme pour tout N € N, il existe n > N tel que z,, € U, d’ou il existe n > 0
tel que f(x,) € V. Donc on a y € V. Par conséquent, pour tout voisinage V' de f(x)
dans Y, onay € V, donc y = f(z) car Y est séparé. Donc on a y € f( ngo Fn), d’on

f( 2 F,) = ngof(Fn).

Exercice 3.18. Soient X un espace compact non vide et f : X — X une application
continue. Montrer qu’il existe un compact non vide K de X tel que f(K) = K.

Solution. Pour tout n > 1, on pose K,, = f*(X), ou f* = fo fo f---of, 'application
f composée avec elle-méme n fois. Alors K, est un compact non vide de X et on a
Knp1 = f"7H(X) = f*(f(X)) C f(X) = K,. Donc (K,),>1 est une suite décroissante
de compacts non vides dans X, d’ou K = ngoK" est un compact non vide de X. D’apres

Dexercice précédent, on a f(K) = f( ngo K,) = ngof(K") = ngoK"’Ll =K.
Exercice 3.19. Soient (X, d), (Y,d') des espaces métriques et f : X — Y une
application.

1. Montrer que f est continue si et seulement si f|, est continue pour tout compact
K de X.

2. On suppose que f est injective et que l'image par f de toute partie compacte de
X soit une partie compacte de Y. Montrer qu’alors f est continue.
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3. Donner un contre-exemple montrant que le résultat dans 2 n’est plus vrai si f n’est
pas injective.

Solution. 1. Ceci résulte du lemme 3.7.2, mais donnons une preuve directe. Si f est
continue, alors la restriction de f a toute partie A de X est continue, voir proposition
1.4.3.

Réciproquement, supposons que pour tout compact K de X, f|, est continue sur K.

Soient * € X et (x,)n>0 une suite dans X telle que liril z, = x. Alors 'ensemble
- n—-+0oo

K = {z}U{x, ; n > 0} est un compact de X, voir exemple 3.1.1. Comme f|, est
continue en x, alors on a liI}_l f(z,) = f(x). Par conséquent, f est continue en z, donc
n—-+0oo

f est continue sur X.

2. Soit K une partie compacte de X. Alors f(K) est une partie compacte de Y. Soit
g : K — f(K) définie par g(x) = f(x), pour tout € K. Alors g est une application
bijective. Soit F' un fermé de K, alors F' est un compact, donc g(F) = f(F) est un
compact, d’ott g(F) est une partie fermée de f(K). Par conséquent, I'application g~*
est continue. On déduit du théoreme 3.2.1 que g est continue, d’out f|, est continue. Il
résulte de 1 que f est continue.

3. S0it X = {0} U{L ; n >0 =1}, alors X est un espace métrique compact. Soit
f+ X — X définie par f(0) = 0 et f(L) =1 pour tout n > 1. Alors pour tout compact
K de X, f(K) est un compact de X, f n’est pas injective et elle n’est pas continue en 0.

Exercice 3.20. Soient X un espace topologique, K une partie compacte de X, Y un
espace topologique séparé et f : X — Y une application continue. On suppose que la
restriction de f a K est injective et que pour tout x € K, il existe un voisinage ouvert
V; de x dans X tel que la restriction de f a V,, soit injective.

1. Posons D = {(z,2) € X x X ; f(x) # f(2)} U{(x,2); x € X}. Montrer que si A
est un sous-ensemble de X, alors la restriction de f a A est injective si et seulement
siAx ACD.

2. Montrer qu’il existe un ouvert W de X x X tel que K x K C W C D.

3. Montrer qu’il existe un ouvert U de X tel que K C U et la restriction de f a U
soit injective.

Solution. 1. Soit A un sous-ensemble de X. Il est clair que si A x A C D, alors la
restriction de f a A est injective.

Réciproquement, supposons que la restriction de f a A soit injective. Pour tout = € A,
on a (z,z) € D. Solent =,z € A tels que x # z, alors on a f(x) # f(z), dou (x,z) € D.
Par conséquent, on a A x A C D.

2. Soit € K. Par hypothese, il existe un voisinage ouvert V, de = dans X tel que la
restriction de f & V,, soit injective. Il résulte alors de 1 que 'on a (z,2) € V, x V, C D.
Soient x,z € K tels que = # z, alors on a f(x) # f(z). Comme Y est séparé, il existe
deux ouverts disjoints U, et U, dans Y tels que f(x) € U, et f(z) € U,. Comme f est
continue, alors il existe deux ouverts V, et V, dans X telsque x € V., z € V, f(V,) C U,
et f(V.) C U,. Par conséquent, pour tout a € V, et pour tout b € V,, on a f(a) # f(b),
d’otton a (z,2) € V, x V. C D. Par conséquent, il existe un ouvert W de X x X tel que
KxK CcWcCcD.
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3. Comme K est compact, d’apres la proposition 3.1.4, il existe un ouvert U de X tel que
KxK CUxU C D. Par conséquent, U contient K et la restriction de f a U est injective.

Exercice 3.21. Soient X un espace compact et f : X — R une application locale-
ment majorée, i.e. pour tout x € X, il existe un voisinage V,, de x dans X tel que la
restriction de f a V,, soit majoré. Montrer que f est majorée sur X.

Solution. Pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert U, de x dans X et il existe
M, € R tels que pour tout y € U,, on ait f(y) < M,. Or (U,)zex est un recouvrement

ouvert de X, donc il existe un sous-ensemble fini {z1,...,2,} de X tel que X = _GlUmi.
1=
Soit M = max M,,, alors M € R et pour tout z € X, on a f(x) < M. Donc f est
Sisn

majorée.

Exercice 3.22. Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application.
Montrer que ’'on a :

1. Si Y est séparé et si f est continue, alors G(f), le graphe de f, est fermé dans
X xY.

2. SiY est compact et si G(f) est fermé, alors f est continue.

Solution. 1. On a déja montré ce résultat, voir exercice 1.32.

2. Soit p la projection canonique de X x Y sur X. Alors p est continue et d’apres le
théoreme 3.2.4, p est aussi une application fermée. Soit 7 la restriction de p & G(Jf).
Alors 7 est continue, et comme G(f) est fermé dans X x Y, alors 7 est aussi une
application fermée. Puisque 7 est une application bijective de G(f) sur X, alors 7
est un homéomorphisme, donc l'application inverse 7= : X — G(f), définie par
7 Yx) = (x, f(x)) pour tout x € X, est continue. Soit ¢ la projection canonique de
X x Y sur Y, alors ¢ est continue et on a f = gon !, donc f est continue.

Le résultat montré dans I'exercice précédent est plus facile & montrer dans le cadre des
espaces métriques, et la démonstration mérite d’étre vue. Donc on va montrer ce résultat
ci-dessous quand X et Y sont des espaces métriques.

Exercice 3.23. Soient (X,d), (Y, d') des espaces métriques et f : X — Y une
application. Montrer que 'on a :

1. Si f est continue, alors G(f), le graphe de f, est fermé dans X x Y.
2. SiY est compact et si G(f) est fermé, alors f est continue.

Solution. 1. Soient (z,y) € X x Y et (x,)n>0 une suite dans X tels que (z,y) =

lim (x,, f(x,)) dans Pespace topologique produit X xY, d’otton a lim x, = x dans
n—-+oo n—-+oo

X et lirf f(zn) = y. Comme f est continue, alors on a lil_{l flzy) = f(z), don
n—+00 n—-—+0oQ
y = f(x), i.e. (x,y) € G(f). Par conséquent, G(f) est fermé dans X x Y.

2. Soient z € X et (x,,)n>0 une suite dans X tels que liI_iI_l T, = x. Pour montrer que
- n—+00

l'on a Erf f(zn) = f(x), il suffit de montrer que f(x) est I'unique valeur d’adhérence

de la suite (f(zn))n>0, voir proposition 3.1.5. Soit y une valeur d’adhérence de la suite



164 Chapitre 3. ESPACES COMPACTS

(f(zn))n>0, alors il existe une application strictement croissante k — nj de N dans N

telle que la sous-suite (f(zn,))r>0 converge vers y. Or la suite (z,, )r>0 converge aussi

vers x, d’olt on a (z,y) = kmf (@, f(xn,)). Comme G(f) est fermé dans X x Y, alors
—+00

on a (z,y) € G(f), dott y = f(z). Donc f(x) est 'unique valeur d’adhérence de la suite
(f(2n))n>0. Par conséquent, on a lirf f(xn) = f(z). Donc f est continue en x, d’ou la
- n—-+00

continuité de f.

Exercice 3.24. Soit f une application d’un espace métrique compact (X, d) dans un
espace métrique (Y, d’). Montrer que f est uniformément continue X si et seulement si
f transforme toute suite de Cauchy de (X, d) en une suite de Cauchy de (Y, d’)
Solution. On a montré, proposition 2.6.3, que 'image d’une suite de Cauchy par une
application uniformément continue est de Cauchy.

Réciproquement, supposons que (X, d) est compact et que f transforme toute suite de
Cauchy de (X, d) en une suite de Cauchy de (Y, d'). D’apres l'exercice 2.23, 'application
f est alors continue. Si f n’est pas uniformément continue, alors il existe ¢ > 0 tel que pour
tout n > 0, il existe z, z € X vérifiant d(z, z) < n, maison a d(f(z), f(z)) > €. En prenant
n =21, avecn € N*, on trouve z,,z, € X tels que d(z,,2,) < = et d(f(z,), f(zn)) > €
pour tout n > 1. Puisque X est compact, il existe une application strictement croissante
k — ny de N* dans N* telle que les sous-suites (zn, )k>1 €t (Yn, )r>1 convergent dans

X. Comme pour tout k& > 1, on a d(xn, zn) < nl etona lim - =0, on en déduit
k k——+o00 Mk

que 'on a lim z,, = lim y,,, dotona lim d(f(xn,),f(yn,)) = 0, ce qui est
k—+o0 k— 00 k—+o00

impossible. Donc [ est bien uniformément continue.

Exercice 3.25. Soient (X, d) un espace métrique compact et f : X — X une application
continue telle que f(z) # x pour tout z € X. Montrer qu’il existe k > 0 tel que

d(z, f(z)) > k pour tout z € X.

Solution. Pour tout z € X, soit g(z) = d(z, f(x)), alors g est une application continue de

X dans R et pour tout € X, on a g(z) > 0. Comme X est compact, il existe 2o € X tel

que wlg'(g(a:) = g(xo). Soit k = g(xg), alors k > 0 et pour tout z € X, onad(z, f(z)) > k.

Exercice 3.26. Soient (X, d) un espace métrique compact non vide et f : X — X une
application telle que d(f(z), f(y)) < d(z,y) pour tous z,y € X tels que x # y.

1. A Taide d’un exemple, montrer que f n’est pas nécessairement contractante.
2. Montrer que f admet un unique point fixe a.

3. Soit K une partie fermée non vide X telle que f(K) C K. Montrer que l'on a
ac K.

4. Montrer que pour tout x € X, la suite (f"(x))n>0 converge vers a, ou f" =
fofof---of, Vapplication f composée avec elle-méme n fois.

Solution. 1. Soit X = {O}U{ NS N*} muni de la distance induite par R. Alors X est
compact. Soit f : X — X définie par f(0) =0 et f(%) =-——.0na d(f( ), f(l)) =

n+l n
A5 <+ =4d(0,+). Sin#m, par exemple, n >m,onad(f(+), f(% )):Wmﬂ)<
n=m — (L L) Donc, pour tout z,y € X, on a d(f(z), f(y)) < d(z,y). Soit k > 0 tel

nm n’m
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que d(f(0), f(5)) < kd(0, ) pour tout n € N*. Alors on a -2 < k pour tout n € N*,
d’ou k£ > 1. Donc f n’est pas contractante.

2. Pour tout z € X, soit g(x) = d(z, f(x)), alors g est une application continue de X
dans R. Comme X est compact, il existe a € X tel que ;g{g(x) = g(a). Si f(a) # q,

alors on a d(f(a), f(f(a))) < d(a, f(a)) < d(f(a), f(f(a))), ce qui est impossible, donc
on a bien f(a) = a, i.e. a est un point fixe de f. Soit b un point fixe de f. Si b # a, alors
on a d(a,b) = d(f(a), f(b)) < d(a,b), ce qui est impossible, donc on a bien b = a. Par
conséquent, a est I'unique point fixe de f.

3. Soit K une partie fermée non vide X telle que f(K) C K. Alors K est compact
et lapplication h : K — K définie par h(z) = f(x), pour tout « € K, vérifie
d(h(x),h(y)) < d(x,y) pour tous x,y € K tels que x # y. D’apres 2, il existe b € K tel
que h(b) = b, donc b est aussi un point fixe de f, dotonaa=">¢€ K.

4. Soit # € X. Soit K 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (f"(z))

s
0" D’apres

la proposition 1.7.1, on a K = Qo{fp(x) ; p>n}. Alors K est une partie fermée non
nz

vide de X telle que f(K) C K. D’apres 3, on a a € K. Donc a est une valeur d’adhérence

de ( f"(x))n>0. Autrement dit, il existe une application strictement croissante k — ny,

de N dans N telle que la sous-suite (f™*(x)), .,

f™(x) = a, alors pour tout m > n, on a f™(x) = a, et donc la suite converge vers a.
Supposons que pour tout n > 0, f(x) # a, alors pour tout n,p € N tels que n > p, on
a0 <d(f"(x),a) <d(f?(z),a). Donc la suite de réels (d(f™(z),a)), ., est convergente

car elle est décroissante et minorée. Puisque on a klim d(f”’“ (gc),a) = 0, alors on a
—+o0

lim d(f"(z),a) = 0. Par conséquent, la suite (f"(z))

n—-+o0o

converge vers a. S'il existe n > 0 tel que

> CONVErge Vers a.
Exercice 3.27. On munit R™ de la distance euclidienne. Soit B = B’(0,1) la boule
fermée de centre 0 et de rayon 1 dans R” et soit f une application 1-lipschitzienne de B
dans B. Montrer que f admet un point fixe. Ce point fixe est-il unique ?

Solution. Soit (r,),>0 une suite dans ]0, 1] convergente vers 1. Pour tout n > 0, soit
fn(z) = f(x), alors f, est une application r,-lipschitzienne de B dans B. Comme B
est complet, d’aprés le théoréme du point fixe, il existe x,, € B tel que r,, f(z,) = x,.
Comme B est compact, la suite (z,,)n>0 admet une sous-suite convergente (zy, )x>0. Soit

x = khlf Tn,, alors © € B et on a f(x) = x, donc x est un point fixe pour f.
—>+00

Le point fixe n’est pas toujours unique car si f(x) = z pour tout = € B, alors f est
1-lipschitzienne de B dans B et tout point de B est un point fixe pour f.

Exercice 3.28. Soient (X, d) un espace métrique compact non vide et f : X — X une
application telle que pour tous x,y € X, on ait d(f(z), f(y)) > d(z,y). Soient x et y des
points de X.

1. Montrer qu’il existe un application strictement croissante & —— njy de N dans N
telle que les suites (f™* (x))k>0 et (fm (y))k>0 convergent dans (X, d).

2. Posons ¢(k) = nj+1 — ny. Montrer que la suite () (z)) converge vers z et

que la suite (f#*)(y))

k>0

J>( CONVErge vers y.

3. En déduire que f est une isométrie de X sur X.
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Solution. 1. Puisque (f”(x))n>0 est une suite dans l'espace métrique compact (X, d),
alors il existe une application strictement croissante o : N — N telle que la sous-suite
(f*(x)), ., converge dans X. De méme, comme (X, d) est compact et (f*™(y)) _
est une suite dans X, il existe une application strictement croissante 5 : N — N telle que
la sous-suite (f'@(o‘(”))(y))n>0 converge dans X. Pour tout k£ > 0, on pose ny = S(a(k)),
alors £ —— nj est une application strictement croissante de N dans N et les suites
(fme (;v))k>0 et (fm (y))k>0 convergent dans (X, d).

2. Pour tout k > 0, soit (k) = ng+1 — ng. Alors on a :

0 < d(z, f£P(2)) < d(f™(x), f£5 (7 (2))) = d(f™* (@), [+ (2)) .

. -, Net1 _ N . (k) _ .
Or on a kETood(f (x), f (z)) =0, dou kll)l}_lood(.%‘,f (z)) = 0. Autrement dit,

la suite (f#*)(x)), ., converge vers z. De méme, la suite (f¢*)(y)), ., converge vers y.
3. Pour tout k> 1, on a plk) >k >1,dou: B

d(z,y) < d(f(2), f(y)) < d(f*P(x), f#P(y)).

Oron ad(z,y) = lim d(f*®(x), [*O(y)), done d(z,y) < d(f(w), [(v) < d(x,y),
—+00

d’ott on a d(f(z), f(y)) = d(x,y). Par conséquent, f est une application isométrique. Il

reste & vérifier que f est surjective. Comme la suite (f*"(k)(y))po est dans f(X) et f(X)

est fermé dans X car f est continue, alors y € f(X). Donc f est surjective. D’ot1 f est

une isométrie de X sur X.

Exercice 3.29. Soient X, Y des espaces métriques. Montrer que la projection canonique
m: X XY — Y est fermée si et seulement si X est compact ou Y est discret.
Solution. D’apres le théoreme 3.2.4, si X est compact, alors la projection canonique
m:X XY — Y est fermée. Si YV est discret, alors toute partie de Y est fermée, et par
conséquent, 7 est une application fermée.

Réciproquement, supposons que la projection canonique m : X x Y — Y est fermée.
Si X n’est pas compact et si Y n’est pas discret, alors il existe une suite (z,),>0 dans
X qui n’admet aucune sous-suite convergente, et il existe une partie B de Y tel que
B # B, d’'ott il existe une suite (by,),>0 dans B qui converge vers un élément b € B\ B.
Puisque la suite ((zy,byn))n>0 de Pespace métrique produit X x ¥ n’admet aucune sous-
suite convergente, alors ensemble F' = {(z,,b,) ; n > 0} est fermé dans X x Y, voir
exercice 2.24. Comme 7 est fermée, alors m(F) = {b, ; n > 0} est fermé dans Y. Donc
onab e w(F) C B, ce qui est impossible. Par conséquent, X est compact ou Y est discret.

Exercice 3.30. Soit Y l'espace topologique décrit dans I’exercice 1.13. Montrer que la
projection canonique 7 : N X Y — Y est fermée. Cet exercice montre que le résultat de
I’exercice précédent n’est plus vrai dans le cadre non métrique.

Solution. Rappelons que Y est un ensemble infini et on se donne un point yg € Y et
I’ensemble des fermés de la topologie de Y est :

F={ACY;ye€ AJU{ACY ; Aest au plus dénombrable} .

Soit F' un fermé de Nx Y. Si yo € m(F), alors w(F') est fermé dans Y. Si yo & 7(F), alors
(N X {yo}) N F = (. Donc, pour tout n € N, il existe une partie au plus dénombrable 4,
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de Y tel que ({n} x (Y'\ 4,)) NF =0. Soit A= goA"’ alors A est une partie au plus

dénombrable de Y et on a (Nx (Y \ A))NF =0, ol (Y\A) nx(F) =0, donc on a
m(F) C A. Par conséquent, 7(F') est au plus dénombrable, donc m(F') est fermé dans Y.
Ainsi, 7 est une application fermée.

Exercice 3.31. On munit R de la topologie usuelle et soit X =R\ {% i n e N*}.
1. Montrer que X n’est pas localement compact.

2. Montrer que X \ {0} est localement compact. En déduire qu’une réunion de deux
parties localement compactes de R n’est pas toujours localement compacte.

3. Montrer qu’une intersection dénombrable de parties localement compactes de R
n’est pas toujours localement compacte.

Solution. 1. Notons d’abord que X est dense dans R, voir exercice 1.3. Si X était
localement compact, alors X serait ouvert dans R, voir proposition 3.4.3, ce qui est
impossible, car pour tout r > 0, |r, r[ ¢ X. Donc X n’est pas localement compact.
2.0na X\ {0} =R\ K,ou K ={0}U{L; neN*} est un compact de R, donc X \ {0}
est ouvert dans R. Par conséquent, X \ {0} est localement compact, voir corollaire 3.4.3.
Ona X = (X \{0})U{0} et X\ {0} et {0} sont localement compacts, mais X n’est pas
localement compact.

_ 1 1 :
3.0na X = nglR\ {H}v et pour tout n > 1, R\ {E} est localement compact, mais X

n’est pas localement compact.

Exercice 3.32. Montrer que I'espace topologique produit RN n’est pas localement com-
pact.

Solution. Soit = (x,,),>0 € RY. Si 2 posseéde un voisinage compact K, alors il existe
N 00

N>0etrg>0,...,ry >0telsque F = [[[zn — rn, 2n + 7] ][] R C K. Comme
n=0 n=N+1

F est fermé, alors F est compact, ce qui est impossible. Donc RN n’est pas localement
compact.

Exercice 3.33. Soient X un espace topologique séparé et K une partie compacte de X.
Montrer que l'espace topologique quotient X/K est séparé.

Solution. Rappelons que la relation d’équivalence R dans X est définie par : Ry si
x=yousiz € K et y € K. Soit ¢ : X — X /K Dapplication quotient. Soient x,y € X
tels que ¢(z) # ¢(y). On distingue deux cas :

Premier cas : z,y € X \ K. Comme X est séparé et X \ K est un ouvert de X, alors il
existe deux ouverts disjoints U et V' de X contenant respectivement x et y et tels que
UNK =0et VNK ={. Donc U et V sont des ouverts disjoints saturés pour R. Par
conséquent, ¢(U) et (V) sont des ouverts disjoints de X/K contenant respectivement
q(z) et q(y).

Deuziéme cas : v € K et y € X\ K. Comme X est séparé et K est compact, alors il existe
deux ouverts disjoints U et V de X tels que K C U et y € V, voir proposition 3.1.2. Donc
U et V sont des ouverts disjoints saturés pour R. Par conséquent, ¢(U) et ¢(V') sont des
ouverts disjoints de X/K contenant respectivement g(x) et ¢(y). Par conséquent, X /K
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est séparé.

Exercice 3.34. Soient X un espace compact et U un ouvert de X tel que F = X \ U
ne soit pas vide. Montrer que le compactifié d’Alexandroff de U s’identifie a ’espace
topologique quotient X /F'.

Solution. Soit ¢ : X — X/F lapplication quotient. D’apres lexercice précédent,
lespace X/F est séparé, donc X/F est compact. On a X/F = q(U) U {q(z)}, ot x est
un point de F, et la restriction qupy : U — q(U) est un homéomorphisme, donc le
compactifié d’Alexandroff de U s’identifie & I’espace topologique quotient X/F.

Exercice 3.35. Soit (X, d) un espace métrique tel que d possede la propriété suivante :
Il existe € > 0 tel que pour tout € X, B(x,e) soit compact. Montrer que (X, d) est
localement compact et complet.

Solution. Comme pour tout x € X, B(z,¢) est un voisinage compact de z, alors (X, d)
est localement compact. Soit (xy,),>0 une suite de Cauchy dans (X, d). Alors il existe
N € N tel que pour tout n > N, on ait d(zy,z,) < €. Dot on a x, € B(zn,e) C
B(zn,¢e) pour tout n > N. Comme B(zy,e) est compact, alors (z,)n>0 admet une
sous-suite convergente, donc (xy),>o converge par la proposition 2.6.2. Par conséquent,
(X, d) est complet.

Exercice 3.36. Donner un exemple d’un espace métrique localement compact (X, d)
vérifiant :

Pour tout « € X, il existe € > 0 tel que B(x,¢) soit compact, alors que (X, d) n’est pas
complet.

Solution. 11 suffit de prendre X = {% ;n > 1} muni de la distance induite par R.

Exercice 3.37. Soient (X, d), (Y, d') des espaces métriques, K une partie compacte de
X et f: X — Y une application. On suppose que f est continue en tout point de K.
Montrer que pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, pour tous z € K et z € X vérifiant
d(z,z) <mn,on ait d'(f(x), f(2)) <e.

Solution. Soit € > 0. Comme f est continue en tout point de K, alors pour tout z € K, il
existe 7, > 0 tel que pour tout z € X vérifiant d(x, z) < n,, on ait d’'(f(x), f(z)) < §. Or
K est compact et ona K C ngB (:z:, %I), donc il existe un sous-ensemble fini {x1, ..., z,}

de K tel que K C ¥ B(xi, n;) Soit n = inf 77;73’ alors n > 0. Soient x € K et z € X
i=1 1<i<n

tels que d(z,z) < 7. Alors il existe z; tel que d(z,z;) < "5t et d'(f(z), f(2;)) < &.
On a aussi d(z,z;) < d(z,2) + d(z,z;) < 1+ 5t < n,,, don d'(f(2), f(z:)) < 5. Par
conséquent, on a d'(f(z), f(z)) <e.

Pour plus d’exercices, voir le supplément associé a ce livre.



Chapitre 4

ESPACES CONNEXES

A notion de connexité nous permet de mieux comprendre le role que jouent dans R
les intervalles et de généraliser le théoreme de la valeur intermédiaire. Cette notion
peut étre aussi tres utile pour démontrer que deux espaces topologiques ne sont pas
homéomorphes. De plus, certains espaces topologiques peuvent étre considérés comme
d’un seul tenant, par exemple une sphere, une boule, dans un espace R", alors que
d’autres sont composés de plusieurs « morceaux » distincts, par exemple I’espace formé
par la réunion de deux spheres sans point commun, ou le complémentaire d’une sphere
dans R"™. Il s’agit, dans ce chapitre, de préciser cette idée intuitive. Notons enfin que la
notion de connexité est a la base de la théorie de 'homotopie, partie importante de la
topologie algébrique.

4.1 Espaces connexes

Définition 4.1.1. On dit qu'un espace topologique X est connexe s’il n’est pas réunion
de deux ensembles ouverts non vides disjoints. Autrement dit, pour tous ouverts disjoints
UetV deX telsque X =U UV, alors on ait U = () ou V = 0.

Proposition 4.1.1. Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) L’espace X est conneze.
(i1) L’espace X n’est pas réunion de deux ensembles fermés non vides disjoints.

(111) Il n’existe pas dans X d’autres parties qui soient a la fois ouvertes et fermées que
X et0.

(iv) Toute application continue de X dans l’espace discret Z est constante.
(v) Toute application continue de X dans l’espace discret {0,1} est constante.

Démonstration. L’équivalence (i) <= (ii) s’obtient par passage aux complémentaires.
Preuve de (i) = (iii). Soit A une partie non vide de X et supposons que A est a la fois
ouverte et fermée dans X. Soit B = X \ A, alors B est fermé dans X tel que X = AUB
et ANB=0.DonconaB=0, douAd=X.

169
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Preuve de (iii) = (iv). Soit f : X — Z une application continue. Soit zy € X, alors
{f(z0)} est une partie a la fois ouverte et fermée dans Z. Comme f est continue, alors
f7H({f(z0)}) est une partie non vide & la fois ouverte et fermée dans X, donc on a
X =1 ({f(x0)}), dott f(z) = f(z) pour tout z € X. Autrement dit, f est constante.
Prewve de (iv) = (v). Soit f : X — {0,1} une application continue. Or injection
1:{0,1} — Z est continue. Donc 20 f est constante. Par conséquent, f est constante.

Preuve de (iv) = (i). Si X n’était pas connexe, alors il existerait deux ouverts non vides
et disjoints U et V dans X tels que X = U U V. Pour tout « € U, on pose f(z) =0 et
pour tout « € V, on pose f(z) = 1, alors f est une application continue non constante
de X dans l'espace discret {0,1}, ce qui est contraire & 'hypothése. Donc X est bien
connexe. |

Remarque 4.1.1. Si X est un espace connexe et si A et B sont deux ensembles non
vides et ouverts (resp. fermés) tels que X = AU B, alors AN B # {).

Définition 4.1.2. On dit qu’'un espace topologique X est discontinu s’il n’est pas
connexe. Autrement dit, s’il existe deux ouverts disjoints et non vides U et V dans X
tels que X =U U V.

Définition 4.1.3. On dit qu'une partie A d’un espace topologique X est un ensemble
connexe, si A muni de la topologie induite est un espace connexe.

Exemple 4.1.1. 1. Tout espace muni de la topologie grossiere est connexe.

2. Dans un espace topologique, I’ensemble vide et tout ensemble réduit a un point
sont connexes.

3. Dans un espace topologique séparé, tout ensemble fini comprenant plus d’un point,
et plus généralement tout ensemble non réduit & un point et possédant au moins
un point isolé est non connexe.

Proposition 4.1.2. Soient X un espace topologique et A une partie connexe de X .

1. SiU etV sont des ouverts (resp. fermés) disjoints de X tels que X = U UV, alors
ou bien A C U ou bien AC V.

2. Si U est une partie d la fois ouverte et fermée de X et si ANU # 0, alors on a
AcCU.

Démonstration. 1. Ona A = (ANU) U (ANV)et ANU, ANV sont des ouverts
(resp. fermés) disjoints de A. Comme A est connexe, alors ou bien AN U = ) ou bien
ANV =0.SiANU =0, alorsona ACV,etsi ANV =(), alorsona A C U.

2. Soit V = X \ U, alors V est un ouvert de X. Donc U et V sont des ouverts disjoints
de X telsque X =U UV. Commeona ANU # (), il résulte de 1 quel’'ona ACU. N

Proposition 4.1.3. Soient A et B deux parties d’un espace topologique X. Si A est
conneze et si on a A C B C A, alors B est conneze.

Démonstration. Soient U et V' deux ouverts disjoints de B tels que B = U U V. Soient
U’ et V' deux ouverts de X tels que U = BNU' et V= BNV’'. Comme A est connexe,
d’apres la proposition précédente, ou bien on a A C U ou bien A C V. Siona A C U,
alors ANV =0, ot ANV’ = ANBNV’' = ANV = (). Par conséquent, on a ANV’ =0,
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donc V=BNV'=BNANV'=0.SionaACV,on fait le méme raisonnement et on
montre qu’alors U = (. Donc B est connexe. [ |

Corollaire 4.1.1. Soit X un espace topologique. Alors on a :
1. L’adhérence de toute partie connexe de X est conneze.
2. 8’il existe une partie connexe et dense dans X, alors X est conneze.

Proposition 4.1.4. Soit A une partie d’un espace topologique X. Si B est une partie
conneze de X telle que BNA#Q et BN (X \ A) #0, alors BN Fr(A) # 0.

Démonstration. Supposons le contraire, i.e. B N Fr(A) = (. Rappelons que Fr(A) =
A\ A.Doncona B=Bn (X\A) u (BN ;1) et BN(X\A), BN A sont des ouverts
disjoints de B. Comme B est connexe, alors ou bien BN A= 0 ou bien BN (X\A)=0.8i
BN A= 0, alors on a B C X \ A, ce qui est impossible car BNA # 0. Si BN(X\ A) =0,

alors on a B C ;1, ce qui est impossible car BN (X \ A) # (). Par conséquent, on a bien
BnNFr(A) # 0. [ ]

Corollaire 4.1.2. Soient X un espace topologique connexe et A une partie de X telle
que A#D et A# X. Alors on a Fr(A) # 0.

Théoréme 4.1.1. Soit X un espace topologique.
1. Soit (A4;)icr une famille de parties connexes de X . Si pour tout i,j € I, avec i # j,

onaA;NA; #0, alors 'UIAi est conneze. En particulier, si on a _ﬂIAl- # 0, alors
1€ 1€

U A; est connexe.
i€l

2. Si (An)n>0 est une famille de parties connexes de X telle que pour tout n > 0, on
ait Ay, N Ani1 # 0, alors gOAn est conneze.
n_

Démonstration. 1. Soit f : _UI A; — {0,1} une application continue, ot {0,1} est
1€
muni de la topologie discrete. Soient x,y € _UIAZ-, alors il existe 4,7 € I tels que x € A;
1€

et y € A;. Comme les restrictions f), et f| 4, Sont continues et A; et A; sont connexes,

alors f, et f| A, sont constantes, voir proposition 4.1.1. Puisque 4; N A; # 0, alors il

existe z € A;NAj, doton a f(z) = f(z) = f(y). Donc f est constante. Par conséquent,

‘UIAi est connexe.

1€

2. Soit f : go A, — {0,1} une application continue, ot {0, 1} est muni de la topologie
n

discrete. Comme pour tout n > 0, A, est connexe, alors pour tout n > 0, fia, est
constante. Soient x,y € EOA"’ alors il existe n,m > 0 tels que x € A, et y € A,,. On
n

peut supposer que m > n. Pour tout i € {n,...,m— 1}, soit x; € A; N A;41. Alors on a
flx) = f(zyn) = f(@nt1) = = f(xm-1) = f(y). Donc f est constante. Par conséquent,

L>JOAn est connexe. [ |
nz

tVoir également remarque 4.1.2.
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Corollaire 4.1.3. Soient X un espace topologique et (B;)icr une famille de parties

connexes de X. S’il existe o € I tel que By N B; # O pour tout i € I, alors ‘UIBi est
€

connezxe. !

Démonstration. Pour tout i € I, soit A; = B, U B;, alors A; est une partie connexe
de X etona NA; #0. Orona UB; = UA;, donc U B; est connexe. |
iel iel iel iel

Théoréme 4.1.2. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X — Y une application
continue. Si X est connexe, alors f(X) est connexe.

Démonstration. Soit B une partie non vide ouverte et fermée dans f(X). Comme f
est continue de X dans f(X), alors f~!(B) est une partie non vide ouverte et fermée
dans X. Or X est connexe, donc on a f~1(B) = X, dou B = f(X). Il résulte de la
proposition 4.1.1 que f(X) est connexe. [ |

Corollaire 4.1.4. Si X etY sont des espaces topologiques homéomorphes, alors X est
conneze si et seulement si Y est conneze.

L’image réciproque d’un ensemble connexe par une application continue n’est pas néces-
sairement connexe, comme le montre ’exemple d’une application d'un espace discret
dans un espace réduit a un point. D’ou I'intérét du théoreme suivant.

Théoréme 4.1.3. Soient X un espace topologique et R une relation d’équivalence dans
X. On note ¢ : X — X /R Uapplication quotient.

1. Si X est connexe, alors lespace quotient X/R est connexe.

2. Si lespace quotient X/R est connexe et si chaque classe d’équivalence suivant R
est conneze, alors X est conneze.

3. Supposons que chaque classe d’équivalence suivant R est connexe. Soit D une partie
connexe et fermée (resp. ouverte) de X/R, alors ¢~ (D) est une partie connexe de
X.

Démonstration. 1. Ceci résulte du théoreme précédent.

2. Soit A une partie non vide et a la fois ouverte et fermée dans X. Comme pour tout
re X, qg? ({q(x)}) est une partie connexe de X, il résulte de la proposition 4.1.2 que
pour tout a € A, on a ¢~ '({¢g(a)}) C A. Donc on a A = ¢~ *(q(A)). Par conséquent, q(A)
est une partie non vide et a la fois ouverte et fermée dans X/R. Or X/R est connexe,
donc on a g(A) = X/R, d’oit A = X. Il résulte de la proposition 4.1.1 que X est connexe.
3. Soit A = ¢~1(D), alors A est une partie saturée pour R et fermée (resp. ouverte) de
X et on a g(A) = D. D’apres le corollaire 1.4.3, A/R 4 est homéomorphe & ¢(A4) = D,
donc A/R 4 est connexe. Or, pour tout a € A, la classe d’équivalence de a suivant R 4
est égal a la classe d’équivalence de a suivant R, donc connexe. Il résulte de 2 que A est
connexe. |

Théoréme 4.1.4. Soit (X;);cr une famille d’espaces topologiques non vides. Alors lespa-

ce topologique produit X = [[X; est connezxe si et seulement si pour tout i € I, X; est
icl

connexe. ’

Pour une preuve du théoreme précédent, voir chapitre 4 du supplément.
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Définition 4.1.4. Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application.
On dit que f est localement constante si, pour tout z € X, il existe un voisinage V'
de = dans X tel que la restriction de f a V soit constante sur V.

Toute application constante est localement constante. Mais la réciproque est en général
fausse ; il suffit de prendre X = U UV la réunion de deux ouverts U et V non vides et
disjoints, et poser pour tout « € U, f(x) = 0 et pour tout z € V, f(x) = 1. Alors f est
localement constante, mais non constante de X dans R.

Notons aussi que toute application localement constante est continue, voir proposition
1.4.4.

Proposition 4.1.5. Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) L’espace X est connexe.

(i) Pour tout espace topologique séparé Y, toute application localement constante de
X dans 'Y est constante.

Démonstration. Montrons I'implication (i) = (ii). Soient ¥ un espace topologique
séparé et f : X —— Y une application localement constante. Soit zo € X. Alors
7 ({f(z0)}) est une partie fermée non vide de X. Soit z € f~!({f(z0)}), dou f(z) =
f(zo). Comme f est localement constante, il existe un ouvert U de X contenant x tel
que pour tout z € U, on ait f(z) = f(z) = f(z). Donc on a U C f~!({f(z0)}). Par
conséquent, f~!({f(z0)}) est aussi une partie ouverte de X. Comme X est connexe, on
en déduit que X = f~'({f(x0)}). Autrement dit, pour tout z € X, on a f(z) = f(z).
Donc f est constante.

L’implication (ii) = (i) résulte du fait que toute application continue de X dans {0,1}
est localement constante, et de la proposition 4.1.1. |

Théoréme 4.1.5. Soit A une partie de R. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) A est conneze.
(ii) A est un intervalle.

En particulier, l’espace R est connexe.

Démonstration. Montrons 'implication (i) = (ii). Si A n’est pas un intervalle de R,
il existe x,2 € Aet y € R\ A tels que z < y < z. Soient U =] — o0, y[ et V =]y, +o0],
alorsona A= (ANU)U(ANV)et ANU, ANV sont deux ouverts non vides disjoints
de A, donc A n’est pas connexe, ce qui est impossible. Par conséquent, A est bien un
intervalle de R.

Preuve de (ii) = (i). Si A est vide ou si A est réduit & un point, alors A est connexe.
Supposons que A est non vide et non réduit a un point. Si A n’est pas connexe, il existe
deux ouverts U et V dans R tels que A = (ANU) U(ANV),avec ANU #0, ANV #0
et (ANU)N(ANV) =0. Soient z € ANU et y € ANV. Quitte & intervertir les roles de
U et V, on peut supposer z < y. On a [z, y] C A et [z, y] = ([z, y] NU) U ([z, y] NV),
avec ([z, y)NU) N ([x, y)N'V) = 0. Soit B = [z, y] N U, alors B est une partie non vide
et majorée par y dans R, donc zg = sup(B) existe dans R et on a 29 € B C [z, y]. On
distingue deux cas :
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Premier cas : xg € [z, y] NV, alors il existe € > 0 tel que |zg — &, xg + [ C V car V est
un ouvert de R, et il existe z € B tel que zg — ¢ < z < xg, d'ou z € BNV, ce qui est
impossible.

Deuziéme cas : xg € B. Si xg =y, alors 2o € [z, y] NV, ce qui est impossible. Donc on
a xg < y. Comme U est un ouvert de R, il existe n > 0 tel que |xg — 0, 20 + N[ C U et
xo + 1 < y. Donc on a |zg, xg + n[C B, d’ou il existe z € B tel que xy < z, ce qui est
impossible.

Donc, dans les deux cas, on arrive a une contradiction. Par conséquent, A est bien
connexe. |

Corollaire 4.1.5. Pour toutn > 1, R™ et C" munis de la topologie usuelle sont connezes.
Démonstration. Ceci résulte du théoreme précédent et du théoreme 4.1.4. |

Exemple 4.1.2. On déduit du corollaire 4.1.1 que le compactifié d’Alexandroff d’un
espace localement compact non compact et connexe est connexe. En particulier, les
spheres euclidiennes S™ sont connexes, pour n > 1.

Exemple 4.1.3. Soit X = [0, 1[{U]1, 2], alors X est un localement compact non compact
et non connexe, mais le compactifié d’Alexandroff de X est [0, 2], donc c’est un espace
connexe.

Corollaire 4.1.6 (théoréme de la valeur intermédiaire). Soient I un intervalle de
R et f: I — R une application continue. Alors on a :

1. f(I) est un intervalle de R. Autrement dit, pour tous o, 3 € f(I) et y € R tels que
a<y<B, il existe x € I tel que f(x) =vy.

2. Sil = |a, b] est un intervalle fermé borné, alors f(I) = [c, d] est aussi un intervalle
fermé et borné.

Démonstration. 1. Ceci résulte du théoreme précédent et du théoreme 4.1.2.
2. Si I = [a, b], alors I est compact et connexe. On déduit de 1, du théoréeme 3.2.1 et du
corollaire 3.3.2 que l'on a f(I) = [c, d]. |

Remarque 4.1.2. 1. Un ensemble dense dans un espace connexe peut ne pas étre
connexe. Il suffit de considérer Q qui est dense dans R et R est un espace connexe,
mais I’ensemble Q n’est pas connexe.

2. Le complémentaire d'un ensemble dense peut étre connexe. Il suffit de considérer
I'ensemble Q2 qui est dense dans R? et R? \ Q? est connexe, voir exercice 4.9.

Proposition 4.1.6. Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une application
continue. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) L’application f est ouverte.
(ii) L’application f est injective.
(iii) L’application f est strictement monotone.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 4 du supplément.
Dans la preuve de I'implication (ii) = (iii), l'intervalle I n’a pas besoin d’étre ouvert.
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Corollaire 4.1.7. Soient I un intervalle de R et f : I — R une application. Soit
J = f(I). Alors f est un homéomorphisme de I sur J si et seulement si f est continue
et strictement monotone.

Pour une preuve du corollaire précédent, voir chapitre 4 du supplément.

Définition 4.1.5. Soient (X, d) un espace métrique, z,y € X et ¢ > 0. On appelle

e—chaine joignant x et y une suite finie (ao,...,a,) de X telle que ag = z, a,, = y et

d(a;—1,a;) < e pour tout i € {1,...,n}. On note x ~ y ¢’il existe une e—chaine joignant
€

xety.

Lemme 4.1.1. Soient (X, d) un espace métrique et € > 0. La relation ~ définie dans
€

X est une relation d’équivalence, et les classes d’équivalence pour cette relation sont
ouvertes et fermées dans X .

Démonstration. Il est clair que ~ est une relation d’équivalence dans X. Soient a € X
et A, = {x € X ; a ~ z} laclasse é’équivalence de a. Soit x € A,, pour tout y € B'(z,¢),
onad(z,y) <e. Dorfc onaacy. Par conséquent, on a B'(z,e) C A., donc A, est ouvert
dans X. Soit z € A., alors il existe x € A, tel que d(z, z) < e. Comme on a a ~ z, alors
onaan~z, donc z € A.. Par conséquent, A, est aussi fermé dans X. ) [ |

Définition 4.1.6. Soit (X, d) un espace métrique. On dit que (X, d) est bien enchainé
si pour tout € > 0, X possede une unique classe d’équivalence pour ~. Autrement dit,
€

pour tout € > 0 et pour tous x,y € X, il existe une suite finie (ag, ..., a,) de X telle que
ag =z, ap, =y et d(a;—1,a;) < e pour tout i € {1,...,n}.

Le théoreme ci-dessous donne un critere de connexité en termes de la distance d.
Théoréme 4.1.6. Soit (X, d) un espace métrique.
1. 8i (X, d) est connexe, alors (X, d) est bien enchainé.

2. Si (X, d) est compact, alors (X, d) est connezxe si et seulement si (X, d) est bien
enchainé.

Démonstration. 1. Soiente > 0,a € X et A, = {x € X ; a ~ zx} la classe d’équivalence
€

de a. D’apres le lemme précédent, A. est une partie non vide ouverte et fermée dans X.
Comme X est connexe, alors on a A, = X. Ceci étant vrai pour tout € > 0, donc X est
bien enchainé.

2. Il reste a montrer que si (X, d) est compact et bien enchainé, alors X est connexe.
Soit f: X — {0, 1} une application continue. Alors f est uniformément continue, donc
il existe € > 0 tel que pour tous x,y € X vérifiant d(x,y) < e, on ait |f(x) — f(y)| < 1, et
par suite f(x) = f(y). Soient x,y € X. Comme X est bien enchainé, il existe une suite

finie (ag, ..., a,) de X telle que ag = x, a, = y et d(a;—1,a;) < e pour tout i € {1,...,n}.
Dot on a f(a;—1) = f(a;) pour tout ¢ € {1,...,n}. Par conséquent, on a f(z) = f(y).
Donc f est constante. Il résulte de la proposition 4.1.1 que X est connexe. |

Remarque 4.1.3. L’espace métrique Q est bien enchainé, mais Q n’est pas connexe.
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4.2 Composantes connexes d’un espace topologique

On va maintenant étudier la structure des espaces topologiques qui ne sont pas connexes,
en précisant la notion vague de « morceau» d’un tel espace. On définit sur un espace
topologique X la relation de connexité suivante : pour x,y € X, x Ry si et seulement s’il
existe un ensemble connexe A de X tel que {z,y} C A. Il est clair que R est réflexive et
symétrique. Pour montrer la transitivité de R, on utilise le théoreme 4.1.1. Donc R est
une relation d’équivalence dans X.

Définition 4.2.1. Une classe d’équivalence de I'espace topologique X par rapport a la
relation d’équivalence ci-dessus est appelée une composante connexe de X. On appelle
composante connexe d’un point z de X, la composante connexe de X qui le contient, et
on note celle-la par C,.

Notez que 'espace topologique X est alors la réunion de ses composantes connexes qui
sont deux a deux disjoints.

Théoréme 4.2.1. Soit X un espace topologique. On a les propriétés suivantes :

1. La composante connexe d’un point x de X est la réunion des ensembles connexes
de X contenant x. C’est aussi la plus grande, pour l'inclusion, partie conneze de
X contenant x.

2. Les composantes connexes de X sont connexes et fermées dans X.

3. Si X posséde un nombre fini de composantes connexes, alors chacune de ces compo-
santes est ouverte dans X .

4. St U est un ensemble a la fois ouvert et fermé dans X, alors pour tout x € U, on
aC,CU.

5. Tout ensemble connexe de X est contenu dans une composante connexe. Autrement
dit, si A est un ensemble connexe de X et si C est une composante connexe de X
tels que ANC # 0, alors on a A C C. En particulier, pour tout v € A, on a
AcCC,.

6. Tout ensemble connexe non vide qui est a la fois ouvert et fermé dans X, est une
composante conneze.

7.5 X = 'UJXi tel que pour tout i € I, X; est connexe et ouvert mon vide dans
1€

X, et tels que les X; sont deur a deux disjoints, alors les X; sont les composantes
connezes de X.

Démonstration. 1. Soient + € X et D, la réunion des ensembles connexes de X
contenant x. D’apres le théoreme 4.1.1, D, est une partie connexe de X contenant x.
Donc, pour tout y € D, on a xRy, dou y € C,. Par conséquent, on a D, C C,.
Réciproquement, soit y € Cy, il existe un ensemble connexe A de X tel que {z,y} C A,
d’ouonay€ AC D,. Par conséquent, on a C,, C D,, donc D, = C,,.

Puisque C, est connexe et c’est la réunion des ensembles connexes de X contenant x,
alors C, est la plus grande, pour l'inclusion, partie connexe de X contenant .

2. Soit € X. D’apres le corollaire 4.1.1, C,, est une partie connexe de X contenant z,
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donc on a C C C,. Par conséquent, C,, est fermé dans X.
3. Si (Cy,)1<i<n sont les composantes connexes de X, alors pour tout k € {1,...,n},
Cy, est le complémentaire du fermé _gkOri, donc Cy, est ouvert dans X.

K3

4. Pour tout « € U, on a C,, NU # (. Il résulte de la proposition 4.1.2 que I'on a C,, C U.
5. Soient A un ensemble connexe de X et C' une composante connexe de X tels que
ANC # 0. Soit x € AN C. D’apres le théoreme 4.1.1, AU C est un connexe de X
contenant z, doncona AUC C C, =C,dou ACC.

6. Soit U un ensemble connexe non vide de X et on suppose que U est a la fois ouvert
et fermé dans X. Soit € U, d’apres 4, on a C,, C U. D’apres 5, on a U C C,. Donc on
a U = C,. Autrement dit, U est une composante connexe.

7. Puisque les X; sont deux a deux disjoints, alors pour tout j € I, X; est le complémen-
taire de 'ouvert ‘;&J.Xi, donc pour tout j € I, X; est aussi fermé dans X. Il résulte de 6,

]

que les X; sont les composantes connexes de X. |

Remarque 4.2.1. Les composantes connexes d’un espace topologique ne sont pas en
général des ouverts. En effet, considérons 'espace Q muni de la topologie induite par R.
Soit A un sous-ensemble non vide et non réduit a un point de Q. Soient x, z € Q tels que
z < zetsoity € R\Qtel quex <y < z. Alorsona A = (]—o0, y[NA) U (Jy, +oo[NA) et
| — o0, y[N A, Jy, +oo[N A sont des ouverts non vides et disjoints de A. Donc si A est non
vide et non réduit & un point de Q, alors A n’est pas connexe. Donc chaque composante
connexe de Q est réduit & un point de Q. Par conséquent, les composante connexes de Q
sont des fermés, mais ne sont pas des ouverts dans Q.

Définition 4.2.2. On dit qu'un espace topologique X est totalement discontinu si la
composante connexe de tout point de X est réduit a ce point. Autrement dit, pour tout
x € X,onaC, ={zx}.

Un espace discret est totalement discontinu, mais il faut prendre garde de ne pas confondre
ces deux notions. On a vu, remarque précédente, que I'espace métrique Q est totalement
discontinu, mais Q n’est pas discret.

Proposition 4.2.1. Soit X un espace compact. Pour tout x € X, la composante conneze
de x est l'intersection des voisinages de x a la fois ouverts et fermés dans X.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 4 du supplément.

Proposition 4.2.2. Soient X un espace topologique et R la relation d’équivalence dans
X dont les classes d’équivalence sont les composantes connexes de X .

1. L’espace topologique quotient X/R est totalement discontinu.
2. Si X est compact, alors l'espace topologique quotient X /R est compact.

Démonstration. 1. Soit ¢ : X — X /R lapplication quotient. Notons d’abord que
chaque classe d’équivalence suivant R est connexe. Soit D une composante connexe de
X/R. Alors D est connexe et fermé dans X/R. D’apres le théoreme 4.1.3, ¢~ (D) est
une partie connexe de X. Soit y € D, alors ¢~ *({y}) est une composante connexe de
X etonaq'({y}) Cc ¢'(D), dotton a ¢~ ({y}) = ¢ (D). Par conséquent, on a
D =q(q (D)) =q(¢7*({y})) = {y}- Donc X/R est totalement discontinu.

2. Pour montrer que l'espace topologique quotient X /R est compact, il suffit de montrer
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que X /R est séparé. Soient a,b € X/R tels que a # b. Soient x, 2z € X tels que g(x) = a
et g(z) = b. Alors ¢~ ({a}) = C; est la composante connexe de x et ¢~ ({b}) = C. est la
composante connexe de z et on a C, NC, = (. Comme C, et C, sont compacts, d’apres
la proposition 3.1.2, il existe deux ouverts disjoints U et V dans X tels que C, C U
et C, C V. D’apres la proposition précédente et I'exercice 3.2, il existe deux parties A
et B a la fois ouvertes et fermées dans X telles que C, C A Cc Uet C, C B C V.
D’apres le théoreme 4.2.1, pour tout aw € A, on a q_l({a}) C A et pour tout 8 € B, on
a ¢ '({B}) € B, donc on a ¢~ *(q(A)) = A et ¢~*(¢(B)) = B. Par conséquent, q(A) et
q(B) sont des ouverts disjoints de X/R contenant respectivement a et b. Donc X/R est
séparé. |

Remarque 4.2.2. Soit X un espace topologique. On déduit des propositions 1.1.1 et
1.1.3 que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Tout point de X possede un systéme fondamental de voisinages formé d’ensembles
a la fois ouverts et fermés.

(ii) X admet une base d’ouverts formée d’ensembles fermés.

Définition 4.2.3. Un espace topologique séparé vérifiant I'une des propriétés ci-dessus
est appelé espace éparpillé .

Théoréme 4.2.2. Soit X un espace topologique. Alors on a :
1. Si X est éparpillé, alors X est totalement discontinu.
2. Si X est localement compact et totalement discontinu, alors X est éparpillé.

Démonstration. 1. Supposons X éparpillé. Soient x € X et C, la composante connexe
de z. Soit y € X tel que y # x. Comme X \ {y} est un ouvert de X contenant z, alors il
existe une partie U & la fois ouverte et fermée dans X contenant x telle que U C X \ {y}.
D’apres le théoreme 4.2.1, on a C,, C U, d’ou y ¢ C,. Par conséquent, on a C,, = {z}.
Donc X est totalement discontinu.

2. Soient x € X et W un voisinage de x dans X. D’apres le théoreme 3.4.1, il existe un
ouvert V de X tel que z € V.C V C W et V soit compact. Comme toute partie fermée
(resp. ouverte) d’un espace totalement discontinu est un espace totalement discontinu,
alors le compact V est totalement discontinu. D’apres la proposition 4.2.1 et I’exercice
3.2, il existe une partie A & la fois ouverte et fermée dans V telle que z € A C V C V.
Comme V est fermé dans X, alors A est fermé dans X. Soit U un ouvert de X tel que
A=UNV,alorsona A=ANV =UNVNV =UNYV, donc A est aussi ouvert dans
X. On vient de montrer qu’il existe une partie A a la fois ouverte et fermée dans X telle
que x € A C W. Donc X est un espace éparpillé. [ |

Pour un exemple d'un espace métrisable totalement discontinu non éparpillé, voir ([3],
IX, p. 119).

Proposition 4.2.3. Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) Pour tout ensemble ouvert U de X, U est ouvert dans X .
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(ii) Pour tout ensemble fermé F de X, P est fermé dans X.
(iii) Pour tous ouverts U et V de X tels que UNV =10, on ait UNV = 0.

Démonstration. L’équivalence (i) <= (ii) s’obtient par passage aux complémentaires,
et de la proposition 1.2.2.

Preuve de (1) = (iii). Soient U et V deux ouverts de X tels que U NV ={. D’oli on a
UcC X\ Vet X\V est fermé dans X. Doncona U C X\ V,dou UNV = (). Comme
X\ U est fermé dans X etona VC X\ U, alors V C X \U. DonconaUNV = 0.
Preuve de (iii) = (i). Soit U un ouvert de X. Soit F' = X \ U, d’apres la proposition

1.2.2, on a 1?": X\ U. Soit V :12, alors V est un ouvert de X et ona U NV =, d’olt
UNV = (. Dapres la proposition 1.2.2, on a V = X\ U, donc X\ UC X \ U. Par

conséquent, on a U C U. Autrement dit, U est ouvert dans X. [ ]

Définition 4.2.4. Un espace topologique séparé vérifiant I'une des propriétés ci-dessus
est appelé extrémement discontinu.

Il est clair que tout espace discret est extrémement discontinu et que tout espace extréme-
ment discontinu est totalement discontinu. En effet, soient X un espace extrémement
discontinu et x,y € X tels que x # y. Comme X est séparé, il existe deux ouverts
disjoints U et V dans X tels que 2 € U et y € V. Alors U est ouvert et fermé dans
X contenant x. Si C,, est la composante connexe de x, d’apres le théoreme 4.2.1, on a
C, CU.Oronay¢U,doncy¢ C,, dott C, = {z}. Par conséquent, X est totalement
discontinu. Notons aussi que d’apres le théoreme 4.2.2; tout espace localement compact
extrémement discontinu est éparpillé.

On a vu, remarque 4.2.1, que 'espace Q est totalement discontinu. En fait, I’espace Q est
méme éparpillé et n’est pas extrémement discontinu, voir exercice 4.41 du supplément.
Notons aussi que 5(N), la compactification de Stone-Cech de N, est un espace compact
séparable extrémement discontinu non discret, voir exercice 4.45 du supplément.

4.3 Espaces localement connexes

Définition 4.3.1. On dit qu’un espace topologique X est localement connexe si tout
point de X possede un systeme fondamental de voisinages connexes.

Comme l'indique son nom, le fait pour un espace d’étre localement connexe, est une
propriété locale, alors que le fait d’étre connexe est une propriété globale. Ces deux
propriétés n’ont donc aucun rapport 'une avec I'autre f. Notons enfin, que tout espace
topologique discret est localement connexe.

Exemple 4.3.1. Pour tout n > 1, 'espace R™ muni de la topologie usuelle est localement
connexe.

Exemple 4.3.2. Considérons dans R?, ’espace X = {(x, 0); z€ R} U{(ac7 1);z¢€ R}.
Alors X est localement connexe, mais il n’est pas connexe.

TCe n’est pas la méme chose pour la compacité : tout espace compact est localement compact (la
réciproque n’étant pas vraie), alors qu'un espace connexe n’est pas nécessairement localement connexe.
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Exemple 4.3.3. Considérons dans R?, I'espace X = {(2,0) ; 2 € R} U ( U@ D), on
qe
D, = {(q, Yy); Yy € R}. Alors X est connexe, mais il n’est pas localement connexe.

Théoréme 4.3.1. Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) X est localement conneze.

(ii) Pour tout owvert U dans X, les composantes connexes de U sont des ouverts dans

X.
(iii) L’espace X admet une base d’ouverts formée d’ensembles connezes.

Démonstration. Montrons 'implication (i) = (ii). Soit U un ouvert de X. Soient
x € U et C, la composante connexe de x dans U. Pour tout y € C,, il existe un voisinage
connexe V; de y dans X tel que V,, C U. Comme C, NV, # 0, alors C; UV, est un
connexe de U contenant x, d’ou C, UV, C C,. Par conséquent, on a V, C C,. Donc C,
est un ouvert de X.

Preuve de (ii) = (iii). Soit U un ouvert non vide de X. Soit z € U, alors C; la
composante connexe de x dans U est un ouvert connexe de X tel que z € C, C U. Donc
les ouverts connexes de X forment une base d’ouverts de X, voir proposition 1.1.1.
L’implication (iii) = (i) résulte de la proposition 1.1.3. |

Corollaire 4.3.1. Les composantes connezes d’un espace topologique localement connexe
X sont des ouverts de X.

Corollaire 4.3.2. Tout ouvert de R est réunion d’une famille au plus dénombrable
d’intervalles ouverts deuz a deux disjoints.

Démonstration. Soit U un ouvert de R. Puisque R est localement connexe, les compo-
santes connexes de U sont des intervalles ouverts deux a deux disjoints et dont la réunion
est U. Comme R est séparable, il résulte de la proposition 1.2.5 que toute famille d’ouverts
de R deux a deux disjoints est au plus dénombrable, d’ou le résultat. |

Proposition 4.3.1. Soient X un espace topologique localement connexe et R une relation
d’équivalence dans X. Alors Uespace topologique quotient X /R est localement conneze.

Démonstration. Soit ¢ : X — X /R Dlapplication quotient. Soient U un ouvert de
X/R et C une composante connexe de U. Soient x € ¢~ 1(C) C ¢ }(U) et D, la
composante connexe de z dans 'ouvert ¢~ 1(U). D’apres le théoréme précédent, D, est
un ouvert de X. Or on a ¢(z) € ¢(D,)JUC C U et g(D,)UC est un connexe de U, d’out
q(D;) C ¢(D;)UC = C.Doncon ax e D, Cq '(C). Par conséquent, g~1(C) est un
ouvert de X. Donc C' est un ouvert de X/R. En appliquant une fois de plus le théoréme
précédent, on déduit que X/R est localement connexe. |

Remarque 4.3.1. L’image par une application continue d’un espace localement connexe
n’est pas forcément localement connexe. En effet, soient X =N, Y = {O} U {% ;n > 1}
et f: X — Y définie par f(0) = 0 et f(n) = % pour n > 1. Alors f est continue
bijective, X est localement connexe et Y n’est pas localement connexe.

Proposition 4.3.2. Soit (X, d) un espace métrique compact. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.
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(i) X est localement conneze.
(i) Pour tout e >0, X est réunion finie de connexes de diamétre < €.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 4 du supplément.

4.4 Espaces connexes par arcs

Dans de nombreuses branches des mathématiques, on n’utilise que des espaces connexes
d’un type tres régulier ; par exemple en géométrie différentielle, les espaces utilisés sont
en général localement homéomorphes a R™ ou a un demi-espace fermé de R™. En plus,
il est toujours commode d’avoir des criteres pour reconnaitre qu’un espace est connexe.
C’est pourquoi, on introduit la notion d’espaces connexes par arcs.

Définition 4.4.1. Soient X un espace topologique et z, y € X. On appelle chemin ou
arc dans X reliant z & y toute application continue ¢ : [0, 1] — X telle que ¢(0) = x
et (1) = y. Le point z est alors appelé 'origine du chemin et y son extrémité.

Il ne faut pas confondre un chemin qui est une application avec son image qui est une
partie de X. Deux chemins différents peuvent avoir la méme image.

Lemme 4.4.1. Soit X un espace topologique. On définit dans X la relation suivante :
x ~y <= il existe un chemin dans X reliantx ay.

Alors ~ est une relation d’équivalence dans X .

Démonstration. Pour tout 2 € X et pour tout ¢ € [0, 1], soit vo(t) = z, alors g est
un chemin dans X reliant # a x. Donc ~ est réflexive.

Soient x,y € X tels que & ~ y, et soit v un chemin dans X reliant x a y. Pour tout
t €10, 1], soit n(t) = v(1 —t), alors n est application continue de [0, 1] dans X telle que
n(0) =y et n(1) = z, d’olt y ~ x. Donc ~ est symétrique.

Soient z,y,z € X tels que . ~ y et y ~ z.

Soient v et n deux applications continues de

[0, 1] dans X telles que v(0) = =, y(1) =y

et n(0) =y, n(1) = z. Soit :

y(2t) si 0<t<i,

£(t) =
n2t—1) si $<t<1.
D’aprés la proposition 1.4.5, £ est une application continue de [0, 1] dans X. Or on a
£(0) =x et £(1) = z, donc = ~ z. Donc ~ est transitive. Par conséquent, ~ est bien une

relation d’équivalence dans X. |
Définition 4.4.2. Soit X un espace topologique.

1. On dit que X est connexe par arcs si X possede une unique classe d’équivalence
pour la relation d’équivalence ~. Autrement dit, pour tout z,y € X, il existe une
application continue ¢ : [0, 1] — X telle que ¢(0) =z et p(1) = y.
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2. On dit que X est localement connexe par arcs si tout point de X possede un
systeme fondamental de voisinages connexes par arcs.

Proposition 4.4.1. Soit X un espace topologique.
1. St X est connexe par arcs, alors X est connexe.
2. Si X est localement connexe par arcs, alors X est localement conneze.

Démonstration. 1. Soit a € X. Pour tout x € X, il existe une application continue

@z 1 0, 1] — X telle que ¢,(0) = a et ¢, (1) = 2. Soit A, = ¢, ([0, 1]), alors A, est une

partie connexe de X contenant a et x. Comme on a X = UXAI, il résulte du théoreme
TE

4.1.1 que X est connexe.
2. Ceci résulte immédiatement de 1. |

Remarque 4.4.1. La réciproque de la proposition précédente est en général fausse. En
effet, considérons dans R? I'espace X = {(O, y); —1<y< 1}U{(:c,sin (%)) ; x €]0, 1]}

Montrons que X est connexe, mais qu’il n’est Y
pas connexe par arcs. Puisque l'application 1
z — (z,sin (L)) est continue de ]0, 1]

dans R et ]0, 1] est connexe, alors A =

{(z,sin(2)) ; = €]0, 1]} est connexe. Soit X
y € [—1, 1], alors il existe 6 € [— 5 %}
tel que sin(f) = y. Pour tout n > 1, soit

f(z) =sin (1)

1 1 0, 1] et 0 L
n = o5 n €19
i 1 2rn 40 por el o
sin (1) =, donc_nll}lilm@nasm (z.) =
0,9), d’OiL(O, y) € A. Par conséquent, on a 1

A C X C A. Il résulte de la proposition 4.1.3
que X est une partie connexe de R2.

Soient a = (0,y) € X et b= (a,sin (1)), avec a €]0, 1]. Montrons que I'on ne peut pas
relier a et b par un chemin dans X. Supposons le contraire, et soit ¢ : [0, 1] — X
une application continue telle que ¢(0) = a et (1) = b. Comme F = {0} x [—1, 1]
est fermé dans X, alors ¢ (F) est une partie fermée de [0, 1] contenant 0, donc s =
sup(p N (F)) € o ' (F) et ona 0 < s < 1. On a ¢(t) = (p1(t),v2(t)), alors pour tout
t €]s, 1], on a 1(t) > 0 et pa(t) = sin (%L(t)) Comme ¢y est continue en s, alors il
existe 7 > 0 tel que s +n < 1 et pour tout t € [s, s + 1], on ait |pa(s) — p2(t)] < 1.
Comme ¢; est continue, alors on a [0, ¢1(s +n)] C ¢1([s, s +n]). Soient p,q € N* tels

1 1

que )
2rp+ 5 2mq — 3

€10, ¢1(s+n)], alors il existe tp,t, €]s, s + 1] tels que @1 (t,) =

1
= ettty =—"0 —a(t,)] < 1et —a(ty)] < 1, dot
mp 17 O 1lla) = 5 Oronalieals) — palty)] < Lot als) — palty)] < 1, o

on a |pa(s) — 1] < 1 et |p2(s)+ 1] < 1, ce qui est impossible. Par conséquent, on ne peut
pas relier a et b par un chemin dans X. Donc X n’est pas connexe par arcs.

Remarque 4.4.2. Soit X un espace topologique. Les classes d’équivalence pour la
relation d’équivalence ~ ne sont pas toujours fermées dans X. En effet, si
X ={0y; -1<y<1}u{(zsin(l)); 2 €]0,1]}. Alors X a deux classes

x
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d’équivalence pour ~ ; d’une part A = { 0,9); —1 <y <1} quiest fermée non ouverte

dans X et d’autre part B={(zsin(i));x 6 ]0, 1]} qui est ouverte non fermée dans
X.

Théoréme 4.4.1. Soit X un espace topologique localement connexe par arcs. On a :
1. Les classes d’équivalence pour ~ sont ouvertes et fermées dans X.
2. Si X est connexe, alors il est connexe par arcs.

8. Si X n’est pas connexe, alors chacune de ses composantes connexes est ouverte,
fermée et connexe par arcs.

Démonstration. 1. Soient a € X et D, = {x € X ; a ~ z} la classe d’équivalence de a
pour ~. L’ensemble D, est non vide car a € D,. Soit x € D,, il existe un voisinage V. de
x dans X tel que V, soit connexe par arcs. Donc, pour tout y € V,, on a x ~ y, d’ou1 on
a a ~ y. Par conséquent, on a V,, C D,. Donc D, est ouvert dans X. Soit z € D,. Soit
V. un voisinage de z dans X tel que V, soit connexe par arcs. Comme V, N D, # ), il
existe € V,ND,.Onaa~xetx~z douan~z Donconaze D,. Par conséquent,
D, est aussi fermé dans X.

2. Soient a € X et D, = {z € X ; a ~ x} la classe d’équivalence de a pour ~. D’apres ce
qui précede, D, est une partie non vide et ouverte et fermée dans X. Comme X connexe,
alors on a D, = X. Ceci étant vrai pour tout a € X, donc X est connexe par arcs.

3. Soit C' une composante connexe de X. D’apres le théoreme 4.2.1, C' est fermée dans
X. Comme X est localement connexe, d’apres le corollaire 4.3.1, C' est ouverte dans X.
Or tout ouvert d’un espace localement connexe par arcs est localement connexe par arcs,
donc C est localement connexe par arcs. Comme C' est aussi connexe, il résulte de 2 que
C' est connexe par arcs. |

Il y a un corollaire tres important de ce théoreme dans le cadre des « espaces normés »,
voir proposition 6.1.5.

La notion de connexité peut étre utilisée pour prouver que deux espaces topologiques
ne sont pas homéomorphes : si I'un de ces espaces est connexe et l'autre pas, les deux
espaces ne sont évidemment pas homéomorphes.

Proposition 4.4.2. Soient n > 2 et B une partie au plus dénombrable de R™, alors
R™\ B est conneze par arcs.

Démonstration. Soient a,z € R™\ B tels que a # x.
Soit z € R™ tel que a + = et a + z ne soient pas
colinéaires, un tel z existe car n > 2. Pour tout y €
I = [“2 2], soit L, = [a, y] U [y, 2], alors on a
L,NL, =0siy+#y. Comme le segment I n’est ata |
pas dénombrable, si pour tout y € I, on a L, N B # z
(), alors B serait infini non dénombrable, ce qui est

impossible. Par conséquent, il existe y € I tel que

L, C R™\ B. Donc R™\ B est connexe par arcs. W z

Corollaire 4.4.1. Pour tout n > 2, les espaces R™ et R ne sont pas homéomorphes.
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Démonstration. S’il existe un homéomorphisme f de R" sur R, alors pour tout x € R”,
R™\ {z} et R\ {f(x)} seront homéomorphes. Or R™\ {z} est connexe et R\ {f(x)} n’est
pas connexe, donc R™\ {z} et R\ {f(x)} ne sont homéomorphes. Par conséquent, R" et
R ne sont pas homéomorphes. |

Remarque 4.4.3. On peut montrer, mais c’est nettement plus difficile, que si p # g,
alors les espaces RP et RY ne sont pas homéomorphes.

4.5 Ensemble de Cantor

Définition 4.5.1. L’espace topologique produit C = {0,1}N", ol chaque facteur {0,1}
est muni de la topologie discrete, est appelé '’ensemble de Cantor abstrait.

Proposition 4.5.1. L’espace de Cantor C est compact et métrisable, infini non dénom-
brable, sans points isolés et totalement discontinu.

Démonstration. Notons d’abord qu'un élément de C est une suite (z,),>1 olU pour
tout n > 1, 2, € {0,1}. D’apres le théoreme 3.3.2 et la proposition 2.4.3, ’espace de
Cantor C est compact et métrisable, et une distance définissant sa topologie est définie
par :

d((xn)nZIa (yn)nZI) = Z M .

n=1

Il est clair que C est infini. Supposons que C est dénombrable. Alors C = {ﬁp ip > 1}
ol & = (Tp.n)n>1, avec Tp n € {0,1}. Soit & : N* — {0, 1} définie par £(n) =1 — &, (n).
Alors ¢ € C et pour tout n > 1, on a £(n) # £,(n), donc £ # &,, ce qui est impossible.
Donc ’ensemble C n’est pas dénombrable.

Soit = (n)n>1 € C. Solent N € N* et Viy = {y = (yn)n>1 € C; yn = xn}, alors Vy
est un ouvert élémentaire de C contenant z. Soit y = (yn)n>1 € C tel que yn+1 # Tn41
et ¥y, = x, pour tout n # N + 1. Alors y € Vy et y # z. Comme tout ouvert de C
contenant x contient un ouvert de la forme Vj, on en déduit que x n’est pas un point
isolé de C.

Il reste & montrer que C est totalement discontinu. Soient z = (z,)n>1 € C et C; sa
composante connexe. Soit y = (yn)n>1 € C tel que y # z. Alors il existe p > 1 tel que
yp # 2p. Pour tout z = (z,)n>1 € C, on pose P(z) = z,, alors P est une projection
canonique de C sur {0,1}, donc P est continue. Comme {x,} est ouvert et fermé dans
{0,1}, alors U, = P~ ({z,}) = {z = (2n)n>1 € C; 2, = x,,} est ouvert et fermé dans C
contenant x. Il résulte du théoreme 4.2.1 que I'on a C, C Up. Or y € Uy, donc y ¢ C,.
Par conséquent, on a C,, = {z}. Donc C est totalement discontinu. [ |

Ensemble triadique de Cantor. Si I = [a, a 4 h| est un segment de R, on pose :
T(I)=[a,a+%]Ua+22 a+h]=I\]a+ 2 a+22].
L’opération T sur I consiste a enlever le « tiers médian » ouvert }a + %, a+ 2% [ de I. Si

Y est une union finie de segments disjoints I, ..., I, on pose T(Y) = .L{)JlT(Ij). Soient :
j=

K, = T([O, 1]) , Kny1 =T(K,) pour tout n > let K = nglKn.
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Alors K est une partie compacte de [0, 1] appelée 'ensemble triadique de Cantor.
On a la propriété suivante :

Pour tout n > 1, on a K, = Ul,(a), ou I,(a) = {Z -, Z—Z +

[e3

(a1,...,an) parcourt Iensemble {0,2}". En effet, pour n =1, ona K1 = [0, ] U[2
Supposons la propriété vraie a 'ordre n. Alors on a K1 = T(Kn) =UT (I, () et

o
T(I(a)) = Iy1(a®) U L, 11(a?), avec a® = (aq,...,an,0) et o = (aq,...,a,,2), dolt
onakK, = %In+1(ﬂ), avec 8= (B1,...,Bns1) parcourt 'ensemble {0,2}" 1.

—+oo

2y,
Proposition 4.5.2. Pour tout © = (,)n>1 € C, on pose f(z) = Z ; Alors f est
n=1

un homéomorphisme de C sur K.

00 1
Démonstration. Pour tous = (2)n>1,¥ = (Yn)n>1 €C,ona 0 < f(z) <2 a0 =

n=1
Let [f(z) — f(y)] < QZ |xn Yol Z |xn yn = 2d(x,y). Donc f est une

application hpschltmenne de C dans [0, 1] donc f est continue.
Montrons que f est injective. Soient © = (p)n>1,¥ = (Yn)n>1 € C tels que = # y.
Soit N = inf{n > 1; x, # yn}, alors N € N* et on a yy # xy. Supposons yy = 1

“+o0
et zy = 0. Alors on a f(y) — f(z) = 33N + > W dou f(y) — f(z) >

n=N+1
-2 Z _ b = L Donc f est injective. Par conséquent, f est un
3N it 3n 3N 3N 3N ’
homéomorphisme de C sur son image f(C). Il reste & montrer que 'on a f(C) = K. Soit
= (xp)n>1 € C. Soit n fixé dans N* et soit a = (2;v1, .y 2my,), alors ao € {0,2}™ et on a
n +oo —+oo
0< f(z) — ; 2;1- _ i:;rl 2?? < Z_n+1; 3 d’ott f(x) € I,,(a) C K,,. Donc, pour

tout n > 1, on a f(x) € K,,, d’ou f(z) € ﬂKn:K Donc on a f(C) C K.

Réciproquement, soit y € K, alors pour tout n > 1 il existe & = (o, ..., a,) € {0,2}"
tel € In(a), & 0<y— e M), ol 1y =
el que y (a), dotona0 <y ilz_ ronazgz , ol 7)

1
(% ..., %50,...) € C, donc pour tout n > 1, il existe n,, € C tel que 0 < y— f(n,) < 30
on en déduit que y € f(C). Comme f(C) est compact, alors on a f(C) = f(C), d’oir
y € f(C). Donc on a K C f(C). Par conséquent, on a f(C) = K. [ |

Remarque 4.5.1. L’application

c — [0, 1]
“+o0
n

2n

n=1

(xn)n21 —

est continue et surjective, voir exercice 2.44 du supplément.
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N

Courbe de Peano. Pour tout z = (x,),>1 € C, on pose p(z) = (g(z), h(z)), ou g(x) =
+0o too

Z Tantl o h(z) = Z 20 Alors p est continue et surjective de C dans [0, 1] x [0, 1].

2n 2n
n=1 n=1
En effet, pour tous z = (2n)n>1,Y = (Yn)n>1 € C, 0n a:
< Z |$2n+1 — y2n+1| < Z |$2n+1 — y2n+1| < +ZOO |$n - yn| —d
| ( | 2271-‘1-1 on - (x7y) .

Donc g est continue. De mémc h est continuc Soit (a,b) € [0, 1] x [0, 1], alors il existe

an, Br € {0, 1} tels que a = Z on et b= Z . Pour tout n > 0, on pose Ta,11 = ap

et pour tout n > 1, on pose xgn Bns alors z = (Tn)n>1 € Cet onap(z) = (a,b). Donc p
est une application surjective de C sur [0, 1] x [0, 1]. En composant avec Papplication f~1,
on obtient une application continue surjective de K sur [0, 1] x [0, 1]. On prolonge cette
application en une application continue & [0, 1], voir théoréme 1.9.4, on obtient finalement
une application continue surjective de [0, 1] sur [0, 1] x [0, 1]. Une telle application est
appelée une courbe de Peano.

Théoreme 4.5.1. Si (X, d) est un espace métrique compact, alors il existe une applica-
tion continue surjective de C sur X. Autrement dit, tout espace métriqgue compact est
image continue de C.

Théoréme 4.5.2. Si (X, d) est un espace métrique compact totalement discontinu et
sans aucun point isolé, alors X est homéomorphe a C.

Pour une preuve des théoremes précédents, voir ([2], chapitre 24).

4.6 Exercices

Exercice 4.1. Soit d la distance euclidienne sur R (resp. C). On consideére les sous-
ensembles A = {z € R; d(2,Z) <r} et B={z€ C; d(z,Z) <r}. A quelle condition
sur 7 a-t-on A connexe puis B connexe ?

Solution. Soit x € R, alors x € A si et seulement s’il existe n € Z tel que d(z,n) < r.
Donc on a A = nLeJZB(n,T) dans R. Si r < 1, alors B(n,7) N B(m,r) =0 sin,m € Z tels

que n # m. Donc A n’est pas connexe. Si > £, alors B(n,r)NB(n+1,7) # 0 pour tout

n € Z. 1l résulte du théoréme 4.1.1 que A est connexe. De méme, on a B = U B(n r)
neZ

dans C et B est connexe si et seulement si r» > 5.

Exercice 4.2. Montrer que si X est un espace topologique connexe et s’il existe f :
X — R une application continue non constante, alors X est infini non dénombrable.
Solution. Puisque X est connexe et f est continue non constante, alors f(X) est un
intervalle de R non vide et non réduit & un point, donc f(X) est infini non dénombrable.
Par conséquent, X est infini non dénombrable.

Exercice 4.3. Montrer que si (X, d) est un espace métrique connexe qui contient deux
points distincts, alors X est infini non dénombrable.
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Solution. Soit a € X et pour tout € X, soit f(x) = d(a,x). Alors f est continue non
constante de X dans R. D’apres I'exercice précédent, X est infini non dénombrable.

Exercice 4.4. Soit (X, d) un espace métrique connexe. On suppose que d n’est pas
bornée. Montrer que toute sphere dans (X, d) est non vide.

Solution. Soient a € X et r > 0. Comme d n’est pas bornée, alors il existe x € X tel
que d(a,x) > r, donc X \ B’(a,r) est un ouvert non vide de X. On a X = B(a,r) U
S(a,r)U(X\B'(a,r)).SiS(a,r) = 0,alorsona X = B(a,r)U(X\B'(a,r)), donc X n’est
pas connexe, ce qui est impossible. Par conséquent, toute sphére dans (X, d) est non vide.

Exercice 4.5. Soient A et B deux parties non vides connexes d’un espace topologique
X telles que AN B # (). Montrer que A U B est connexe.

Solution. Supposons que AU B n’est pas connexe. Alors il existe deux ouverts non vides
et disjoints U et V dans AU B tels que AUB =U UV. Comme A et B sont connexes,
d’apres la proposition 4.1.2, on peut supposer A C U et B C V. Soit V/ un ouvert dans
X tel que V'N(AUB) =V,alorsona V' NA =10, dout ANV’ = (). Comme on a
B C V', on en déduit que AN B = (), ce qui est contraire & I’hypothese. Donc AU B est
bien connexe.

Exercice 4.6. Soient A et B deux sous-ensembles non vides d’un espace topologique X
tels que AU B et AN B soient connexes.

1. Montrer que si A et B sont fermés dans X, alors A et B sont connexes.
2. Montrer que si A et B sont ouverts dans X, alors A et B sont connexes.
3. L’hypothese de fermeture ou d’ouverture dans 1 et 2 est-elle essentielle ?

Solution. 1. Supposons que A n’est pas connexe. Alors il existe deux fermés non vides
et disjoints F et F' dans X tels que A = FU F. Comme AN B est connexe, d’apres la
proposition 4.1.2, ou bien AN B C E ou bien ANB C F. Supposons AN B C E. Alors F
et E'U B sont deux fermés non vides et disjoints dans X tels que AUB = F'U (E U B),
d’ou AU B n’est pas connexe, ce qui est impossible, donc A est bien connexe. On fait le
meéme raisonnement pour montrer que B est aussi connexe.

2. Si A et B sont ouverts dans X, on fait le méme raisonnement comme ci-dessus, mais
en utilisant des ouverts de X.

3. Soient A = [—1,0[U[L, 3] et B = [0, 1{U]2, 3] dans R, alors A et B ne sont pas
connexes et pourtant AU B = [—1, 3] et AN B = [2, 3] sont connexes.

Exercice 4.7. Soit 0 < r < R. Montrer que la couronne C' = {z € C; r < |z| < R}
est un ouvert connexe de C. Montrer que B = {z € C ; |Re(z)| < r} est aussi un
ouvert connexe de C. En déduire que l'intersection de deux ouverts connexes n’est pas
nécessairement connexe.

Solution. Soit X =]|r, R[x[0, 2x], Papplication

I X — C
(t,0) —— (tcos(0),tsin(d))

est continue et on a f(X) = C. Comme X est connexe, alors C' est connexe. Comme
Papplication z — |z| est continue de C dans R, alors C' est un ouvert de C. Comme
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z — |Re(z)| est continue de C dans R, alors B est un ouvert de C. Il est clair que B est
connexe par arcs, donc B est connexe. Ona BNC =UUV,ouU={z€C; r<|z| <
R, [Re(z)| <retIm(z) >0} et V={2€C;r<|z] <R, |Re(z)] <retlIm(z)<O0}.
Alors U et V sont des ouverts disjoints non vides de C. Donc B N C n’est pas connexe.

Exercice 4.8. Montrer que 'intérieur et la frontiere d’un ensemble connexe d’un espace
topologique ne sont pas toujours connexes.
Solution. Soit X = B'(=2,1) U ([-1, 1] x {0}) U B’(2,1) dans R? muni de la distance

euclidienne. Alors X est connexe, mais X= B(—2,1) U B(2,1) n’est pas connexe.
Soient 7, R > 0 tels que r < Ret X = {2z € C; r < |z| < R}, alors X est connexe, mais

Fr(X) =X\ X= {ze€C; |z|=r}U{z € C; |z] = R} n’est pas connexe.

Exercice 4.9. Soit X = R? \ Q2 muni de la topologie induite par R?. Montrer que X
est connexe par arcs.

Solution. Ceci résulte de la proposition 4.4.2, mais donnons une preuve directe. Soit
(z,y) € X. Si z € Q, alors la réunion de deux segments

[(z,9), (z,v2)] U [(z,v2), (V2,v2)] est un chemin dans X reliant (z,y) & (V2,Vv2).
Si y ¢ Q, alors la réunion de deux segments [(z,y), (V2,%)] U [(V2),), (V2,V2)] est

un chemin dans X reliant (z,y) & (\/5, \/5) Par conséquent, X est connexe par arcs.

Exercice 4.10. Soit X un espace topologique séparé.

1. Soit K une partie compacte et non connexe de X. Montrer qu’il existe deux ouverts
disjoints U et V dans X telsque K CUUV, KNU #0et KNV #0.

2. Soit (K,)n>0 une suite décroissante de parties compactes non vides et connexes de
X. On pose K = QOK"' Montrer que K est compact et connexe.
n_

3. Trouver une suite décroissante de parties fermées non vides et connexes de R? dont
I'intersection n’est pas connexe.

Solution. 1. Puisque K est fermé dans X et non connexe, alors il existe deux fermés
non vides et disjoints E et F' dans X tels que K = F U F. Donc E et F' sont compacts.
D’apres la proposition 3.1.2, il existe deux ouverts disjoints U et V dans X tels que
EcUet FCU.Doncona KCUUV, KNU #Qet KNV # 0.

2. K est une partie fermée du compact K, donc K est compacte. Si K n’est pas connexe,
d’apres 1, il existe deux ouverts disjoints U et V' dans X tels que K C UUV, KNU # ()
et KNV # (). D’apres lexercice 3.2., il existe n > 0 tel que K, c UUV, d’ou K,,NU # ()
et K, NV # (. Donc K,, n’est pas connexe, ce qui est impossible. Par conséquent, K est
bien connexe.

3. Pour tout n > 1, soit F,, = ([1, +o00[x{0}) U ({0} x [1, +o0]) U {(z,y) € R? ; = >
0,y > 0et 22 +y? > n?}. Alors (F,)n>1 est une suite décroissante de parties fermées
non vides et connexes de R%2. On a F = 0 F, = ([1, +00[x{0}) U ({0} x [1, +o0]),

donc F' n’est pas connexe.

Exercice 4.11. Soit (X, d) un espace métrique compact tel que pour tout z € X et
pour tout r > 0, on ait B'(x,r) = B(x,r).
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1. Montrer que toute boule de X est connexe.
2. Montrer que X est connexe et localement connexe.

Solution. 1. Puisque ’adhérence de toute partie connexe est connexe, corollaire 4.1.1,
il suffit de montrer que toute boule ouverte est connexe. Soient ¢ € X et r > 0.
Supposons que B(a,r) n’est pas connexe, alors il existe deux ouverts non vides et
disjoints U et V dans X tels que B(a,7) = UUV.OnUNV =0 ,don UNV =0 et
UNV = 0. Quitte & échanger les roles de U et V, on peut supposer a € U, alors on a
0<d(a,V)=d(aV)=s<r Ona B'(a,r) = Bla,r) =UUV =UUV, donc V est
compact. Comme 'application z — d(a, ) est continue sur V, alors il existe xg € V
tel que d(a, 7o) = d(a,V) = d(a,V) < 7. Donc on a zg € B(a,r) = U UV, dott 29 € V.
D’autre part, pour tout z € V, on a s = d(a, V) < d(a, z), dout B(a,s)NV = . Comme
V est un ouvert, alors B(a,s)NV = . Or on a B’(a, s) = B(a, s), donc pour tout x € V,
on a s < d(a,x), dout d(a,zo) < d(a, o), ce qui est impossible. Donc B(a,r) est bien
connexe.

2. Soit @ € X, alorson a X = nng(a, n). Comme pour tout n > 1, B(a,n) est connexe,

alors X est connexe. Pour tout € X, les boules ouvertes B(z, 1), avec n > 1, forment
un systeme fondamental de voisinages connexes de X, donc X est localement connexe.

Exercice 4.12. Pour tout a € Q, on pose D, = {a}x]0, 1], et pour tout b € R\ Q, on
pose Dy = {b} x [—1, 0]. Soient X = URD”C muni de la topologie induite par R? et U
xTE

une partie a la fois ouverte et fermée de X.
1. Montrer que si z € R tel que D, NU # @, alors on a D, C U.

2. Soit s € R\ Q tel que (s,0) € U. Montrer qu’il existe £ > 0 tel que pour tout
x€ls—e¢, s+¢ef,onait D, CU.

3. Soient r € Q et t €]0, 1] tels que (r,t) € U. Montrer qu’il existe n > 0 tel que pour
tout x € Jr —n, r + [, on ait D, C U.

4. Soit f: X — {0,1} une application continue. Montrer que f est constante. En
déduire que X est connexe.

Solution. 1. Soit x € R. Comme D, est connexe, il résulte de la proposition 4.1.2 que si
D,.NU #(,alorson a D, CU.

2. Soit s € R\ Q tel que (s,0) € U. Comme U est ouvert dans X, il existe € > 0 tel que
(Js—e, s+e[x]—¢e,e)NX CU.Siz€ls—e¢, s+el, alorson a D, NU # 0. 11 résulte
de 1 que’'ona D, C U.

3. Soient r € Q et t €]0, 1] tels que (r,t) € U. Comme U est ouvert dans X, il existe
n >0 tel que (Jr—n, r+n[x]t—n, t+n[)NX C U. Alors pour tout ¢ €]r—n, r+n[NQ,
onaD,NU #0, dott Dy C U. Soit s €]r —n, r+n[N(R\ Q), alors il existe une suite
(gn)n>1 dans Jr —n, r +n[NQ telle que nEr-sI-loo qn = 8, d’otl on a ngrfw(qn, 1y = (s,0).

Or, pour tout n > 1, on a (qn, %) € U et U est fermé dans X, alors on a (s,0) € U. Par
conséquent, on a Dy C U.

4. Soit f : X — {0,1} une application continue. Comme pour tout x € R, D, est
connexe, alors pour tout z € R, f|,, est constante. Soient U = f~1({0}) et V = f~({1}),
alors U et V sont des parties disjointes a la fois ouvertes et fermées dans X telles que
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X=UuUV.80it C ={x €eR; f|, =0} AlorsonaR\C ={z €R; f, =1}
Soit x € C. Si x € R\ Q, alors on a (x,0) € U. Il résulte de 2 qu’il existe € > 0 tel que
lx—¢e, x+e[C C.Siz € Q,alorson a (z,1) € U. Il résulte de 3 qu’il existe n > 0 tel que
Jx —n, x +n[C C. Par conséquent, C' est un ouvert de R. De méme, R\ C est un ouvert
de R. Par conséquent, C est a la fois ouvert et fermé dans R. Or R est connexe, alors ou
bien C = () ou bien C = R. Donc f est constante. Il résulte de la proposition 4.1.1 que
X est connexe.

Exercice 4.13. Soit F' un fermé de R tel que pour tout x,z € F avec x < z, il existe
y € F tel que x < y < z. Montrer que F' est un intervalle de R.

Solution. Soient x, z € F' tels que & < z. Supposons qu’il existe y € R tel que y € F et
x<y<z Solent A={teF;t<y}let B={se€F;y<s} Alors A est une partie
fermée non vide de R et majorée par y, donc sup(A) =ty € A C F et on a tyg < y. De
méme, B est une partie fermée non vide de R et minorée par y, donc inf(B) = s € A C F
et on a y < sp. Par conséquent, on a |tg, so[NEF = 0, ce qui contredit 'hypotheése. Donc
F' est bien un intervalle de R.

Exercice 4.14. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Montrer que (X, d) est bien enchainé si et seulement si pour toute partie A de X,
non vide et distincte de X, on a d(A4,X \ 4) = 0.

2. Soient A et B deux parties non vides bien enchainées de X. Montrer que AU B est
bien enchainé si et seulement si d(A, B) = 0.

3. Montrer qu'une partie bien enchainée et fermée de R est connexe.
4. Est-ce que toute partie bien enchainée et fermée de R? est connexe ?

Solution. 1. Supposons que (X, d) est bien enchainé. Soit A une partie non vide et
distincte de X. Soient a € A et b € X\ A. Soit e > 0, il existe n € Net (ag, . ..,a,) € X"
telle que ag = a, a, = b et d(a;—1,a;) < e pour tout ¢ € {1,...,n}. Alors il existe
ie{l,...,n} tel que a;—1 € Aeta; € X\ A, dottonadAX\A) <daj_1,a;) <e.
Ceci étant vrai pour tout &€ > 0, donc on a d(A, X \ A) = 0.

Réciproquement, supposons que pour toute partie A de X, non vide et distincte de
X, on ad(A4, X\ A) = 0. Soient € > 0 et A. une classe d’équivalence de X pour la
relation d’équivalence ~, voir lemme 4.1.1. Alors A. est non vide. Si A. # X, alors on

€
a d(As, X\ A.) = 0. Donc il existe a € A. et b € X \ Ac tels que d(a,b) < e, d’oli on a
a~b, donc b € A., ce qui est impossible. Par conséquent, on a A. = X. Ceci étant vrai
g
pour tout € > 0, donc X est bien enchainé.
2. Supposons que A U B est bien enchainé. On peut supposer A ¢ B. Alors on a
0<d(A,B) <dA,(AUB)\ A) =0, dou d(A, B) =0.
Réciproquement, supposons que d(A4, B) = 0. Soit ¢ > 0, il existe a € A et b € B tels
que d(a,b) < e, d’ott @ ~ b. Or, pour tout = € A, on a & ~ a, et pour tout y € B, on a
g g
b ~ 1y, donc on a x ~ y. Par conséquent, A U B est bien enchainé.

g €
3. Soit F' une partie bien enchainée et fermée de R. Il s’agit de montrer que F est un
intervalle. D’apres 'exercice précédent, il suffit de montrer que pour tous z,z € F tels

que r < z, il existe a € F tel que z < a < 2. Soit € = *5*. Comme F' est bien enchainée,




4.6. Exercices 191

il existe n € N et (ag,...,a,) € F"! telle que ag = z, a, = z et d(a;_1,a;) < € pour
tout i € {1,...,n}. Sion a {ag,...,an}N]z, 2[= 0, alors il existe : € {1,...,n — 1} tel
que a;—1 <z et z<ay, dottonaz—x <d(ai—1,a;) < *5%, ce qui est impossible. Par
conséquent, il existe i € {1,...,n — 1} tel que a; €]z, z[.

4. Soient A = {(z,y) € R? ; 2 > 0et xzy =1} et B = {(2,0) € R? ; z € R}. Alors 4
et B sont des parties fermées connexes disjointes de R?, donc X = AU B est une partie
fermée non connexe de R2. Or on a d(A4,B) = 0 et A et B sont bien enchainées car ils
sont connexes, voir théoreme 4.1.6, alors on déduit de 2 que X est bien enchainée.

Exercice 4.15. Soient (X, d) et (Y, d’) deux espaces métriques et f : X — Y une
application uniformément continue surjective. Montrer que si X est bien enchainé, alors
Y est bien enchainé.

Solution. Soient € > 0 et a,b € Y. Comme f est surjective, il existe a, 5 € X tels que
f(a) =aet f(B) =b. Comme f est uniformément continue, il existe 1 > 0 tel que pour
tous t,s € X vérifiant d(t,s) < n, on ait d'(f(t), f(s)) <e. Comme X est bien enchainé,
il existe n € N et zg,...,2, € X tels que 29 = a, 2,, = § et pour tout ¢ € {1,...,n}, on
ait d(x;—1,x;) < n. Soit y; = f(x;), alors on a yo = a, y, = b et pour tout i € {1,...,n},
on a d'(yi—1,y;) < e. Par conséquent, Y est bien enchainé.

Exercice 4.16. Soit f : [0, 1] — R une application dérivable telle que f = ff’. Soit
~1({0}). Montrer que G est un intervalle. En déduire que f =0 ou f’ = 1.
Solution. Comme f est continue, alors G est une partie fermée de R. Pour montrer que G
est un intervalle, il suffit de montrer que pour tous x, z € G tels que x < z, il existey € G
tel que x < y < z, voir exercice 4.13. Soient z, z € G tels que x < z. D’apres le théoreme
des accroissements finis, il existe y € R tel que x <y < z et f(2) — f(z) = f'(y)(z — z).
Ona f(z) = f(z) =0et z—x #0, alors f'(y) =0. Or on a f(y)(1— f'(y)) =0, don

f(y) =0. Donc on a y € G. Par conséquent, G est un intervalle.

Si G =0,alorsona f' =1.Si G # 0, alorson a G = [a, b] C [0, 1]. Si a = b, alors
f(x) =2 — a pour tout z € [0, 1], d’ott f/ = 1. Supposons maintenant a < b.

Si 0 < a, alors pour tout = € [0, a], on a f(x) =  — a, donc f n’est pas dérivable en
a, ce qui est impossible. Donc on a 0 = a. Si b < 1, alors pour tout x € [b, 1], on a
f(z) = 2 —b, donc f n’est pas dérivable en b, ce qui est impossible. Donc on a b = 1. Par
conséquent, on a G = [0, 1]. Autrement dit, on a f = 0.

Exercice 4.17. Soient [a, b] un intervalle borné fermé de R et f : [a, b] — [a, b] une
application continue. Montrer qu’elle admet un point fixe. Autrement dit, qu’il existe
x € [a, b] tel que f(x) = x.

Solution. Pour tout = € [a, b], soit g(z) = f(z) — =, alors g est une application continue
sur [a,b] et on a g(a) = f(a) —a > 0et g(1) = f(b ) — b < 0. D’apres le corollaire 4.1.6,
il existe x € [a,b] tel que g(z) =0, d’ou f(z) = x.

Exercice 4.18. Soit X un espace topologique. On dit que X a la propriété du point fixe
si toute application continue de X dans X a au moins un point fixe.

1. Montrer que si X a la propriété du point fixe, alors X est connexe.
2. Montrer par un exemple que la réciproque dans 1 est fausse.

Solution. 1. Si X n’est pas connexe, alors il existe deux ouverts non vides et disjoints U
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et V dans X tels que X = U UV. Soient a € U et b € V. Pour tout « € U, soit f(z) =b
et pour tout y € V, soit f(y) = a. Alors f est une application continue de X dans X qui
n’admet aucun point fixe, ce qui contredit I’hypothese. Donc X est bien connexe.

2. L’espace R est connexe et pourtant I’application z — x + 1 est un homéomorphisme
de R qui n’admet pas de point fixe.

Exercice 4.19. Soient X Y des espaces topologiques et f : X — Y une application
continue. Montrer que si X est connexe, alors le graphe de f est une partie connexe de
X xY.

Solution. Comme f est continue, l'application  — (x, f(x)) est continue de X dans
X XY, et son image est le graphe de f. Comme X est connexe, alors le graphe de f est
une partie connexe de X x Y.

Exercice 4.20. Montrer que le graphe de la fonction f : R — R définie par f(z) =
sin (%) siz # 0 et f(0) =0 est connexe bien qu’elle ne soit pas continue.
Solution. Comme lapplication 2 — sin (1) est continue de ]0, +oo[ dans R, alors

A= {(z,sin (L)) ; > 0} est une partie connexe de R%. De méme,

B = {(z,sin (1)) ; # < 0} est une partie connexe de R?. Soit #, = -, on a
(0,0) = lim (xn,sin (i)), d’ou (0,0) € A. De méme, si z, = %, on a (0,0) =

n—-+oo

lim (2,,sin(-)), d’ott (0,0) € B. Comme on a A C AU {(0,0)} C Aet B C

n——+00 Tn
BU{(0,0)} c B, il résulte de la proposition 4.1.3 que AU {(0,0)} et B U {(0,0)} sont
connexes. Comme le graphe de f est 'ensemble AU{(0,0)}UB, d’apres le théoreme 4.1.1,

le graphe de f est connexe. Notons enfin, que si a,, = alorsona lim «, =0

_ 1
243 n—-+oo

et lirJIrl f(an) =14 f(0), donc f n’est pas continue en 0.
n—-+0oo

Exercice 4.21. Soient X un espace compact, Y un espace topologique séparé connexe
et f: X — Y une application continue et ouverte. Montrer que f est surjective.

Solution. Comme f est continue, alors f(X) est une partie compacte de Y, donc f(X)
est fermée dans Y. Puisque f est une application ouverte, alors f(X) est aussi une partie
ouverte de Y. Or Y est connexe, donc on a f(X) =Y. Autrement dit, f est surjective.

Exercice 4.22. Soit S={z € C; |z| =1} = {(z,y) e R? ; 22 +¢y*> = 1}.

1. Montrer qu’il existe une application continue surjective de R sur S. En déduire que
S est connexe.

2. Montrer qu’il n’existe pas d’application continue injective du cercle S dans R.
3. En déduire que R? n’est pas homéomorphe & R.

Solution. 1. L’application ¢ — (cos(t),sin(t)) est continue et surjective de R sur S.
Donc S est connexe.

2. Soit f : S — R une application continue et posons h(z) = f(z) — f(—z), alors
h 'S — R est aussi continue, donc h(S) est connexe dans R, i.e. un intervalle. Soit
h2)+ M=2) _ ) pay

conséquent, il existe w € S tel que h(w) =0, i.e. f(w) = f(—w). Cela montre que f n’est

z € S, l'intervalle h(S) contient h(z) et h(—z), donc il contient
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pas injective.
3. Si R? était homéomorphe a R, il existerait une application continue injective de S dans
R, ce qui est impossible, donc R? n’est pas homéomorphe & R.

Exercice 4.23. Soit f : R — R une application continue. Montrer que f est monotone
si et seulement si pour tout # € R, f~!({z}) est connexe.

Solution. Supposons que f est monotone. Soient # € R et a,b € f~'({z}) tels que
a < b. Alors on a f(a) = f(b) = x. Si f est croissante, alors pour tout ¢ € [a, b, on a
fla) < f(t) < f(b), dou f(t) =z, donc on a t € f~'({z}). Si f est décroissante, alors
pour tout ¢ € [a, b], on a f(b) < f(t) < f(a), dou f(t) ==, donconat e f~'({z}). Par
conséquent, f~!({z}) est un intervalle. Donc f~!({z}) est connexe.

Réciproquement, supposons que pour tout z € R, f _1({96}) est un intervalle de R.
Si f n’est pas monotone, alors il existe a,b,c € R tels que a < b < ¢ et vérifiant
f(b) < f(a) = f(c), ou f(a) = f(c) < f(b). Par conséquent, f~*({f(a)}) n’est pas un

intervalle de R, ce qui est contraire a I’hypothese. Donc f est bien monotone.

Exercice 4.24. Soient n > 2 et f : R — R une application continue surjective.
Montrer que pour tout z € R, f~! ({x}) n’est pas borné dans R™.

Solution. Supposons qu’il existe z € R tel que f‘l({x}) soit borné dans R™. Alors
il existe r > 0 tel que f~*({z}) C B’(0,7). Comme R™ \ B'(0,r) est connexe, méme
connexe par arcs, alors f(R™\ B’(0,7)) est une partie connexe de R ne contenant pas
. Donc, soit on a f(R™\ B'(0,7)) C ]z, 4o0[, soit on a f(R™\ B'(0,r)) C]— oo, af.
Comme B'(0,7) est une partie compacte de R™, alors f(B’(0,7)) est borné dans R. Par
conséquent, f n’est pas surjective, ce qui contredit ’hypothese. Donc pour tout = € R,
f71({z}) n’est pas borné dans R™.

Exercice 4.25. Quelles sont les composantes connexes de A = {(z,y) e R*; z £y} ?
Solution. Soient Ut = {(z,y) e R? ; > 0ety >0}, U~ = {(z,y) e R*; z > 0ety <
0}, Vi ={(z,y) eR*; 2 <0ety>0} et V- ={(z,y) €eR?*; 2 <0ety <0}. Alors
Ut,U~, VT et V= sont des ouverts connexes non vides et deux a deux disjoints dans
R2 tels que A=Ut U U~ UVt U V.1l résulte du théoreme 4.2.1 que UT, U~, VT
et V'~ sont les composantes connexes de A.

On déduira de I'exercice 6.20 que ensemble {(z,2') € C?; z # 2’} est connexe.

Exercice 4.26. Soit f : R — R une application continue de graphe G. Montrer
que les composantes connexes de R? \ G sont G~ = {(z,y) € R? ; y < f(z2)} et
Gt ={(z,y) €R?; f(z) <y}

Solution. Comme f est continue, alors G~ et G* sont des ouverts disjoints de R? tels
que R?2\G = GTUG~. Soient (z,y), (2',3') € G, on peut supposer 2’ < x. Comme f est
continue, alors f([2/, 2]) est une partie bornée dans R. Soit z € R tel que z < f(t) pour
tout ¢ € [2/, z]. Alors A = ({a’}x] — o0, ¥/]) U ([, ] x {z}) U ({2} x] — 00, y]) est une
partie connexe de G~ contenant (z,y) et (z/,y’), donc G~ est connexe. De méme, G
est connexe. Il résulte du théoreme 4.2.1 que G~ et G sont les composantes connexes
de R?\ G.

Exercice 4.27. Soient X un espace topologique non connexe et A, B deux parties non
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vides connexes et disjointes de X telles que X = A U B. Montrer que A et B sont les
composantes connexes de X.

Solution. Comme X n’est pas connexe, il existe deux ouverts non vides et disjoints U
et V dans X tels que X = U U V. D’apres la proposition 4.1.2,ona A=U et B=V.1l
résulte du théoréeme 4.2.1 que A et B sont les composantes connexes de X.

Exercice 4.28. Soit X un espace compact localement connexe. Montrer que X possede
un nombre fini de composantes connexes.

Solution. Puisque X est localement connexe, d’apres le corollaire 4.3.1, toute compo-
sante connexe de X est un ouvert de X. Donc les composantes connexes de X forment
un recouvrement ouvert de X. Comme X est compact, alors X possede un nombre fini
de composantes connexes.

Exercice 4.29. Soit (X, d) un espace ultramétrique. Montrer que X est totalement
discontinu.

Solution. Soient x,y € X tels que z # y. Alors on a r = d(z,y) > 0. Comme (X, d)
est ultramétrique, toute boule ouverte de X est aussi fermée, voir exercice 2.18. Donc
U = B(xz,r) est a la fois ouvert et fermé dans X tel que y ¢ U. D’apres le théoreme
4.2.1,onaC, CU,douy ¢ C,. Par conséquent, on a C,, = {z}. Donc X est totalement
discontinu.

Exercice 4.30. Soient U un ouvert d’un espace localement connexe X et V une compo-
sante connexe de U. Montrer que la frontiere de V relativement a X est contenue dans
la frontiere de U.

Solution. On a Fr(U) = U \ U. D’apres le corollaire 4.3.1, V est un ouvert de X, d’ot
on a Fr(V) =V \ V. Comme V est aussi fermé dans U et ’'adhérence de V dans U est
VNU,alorsonaV =VNU.OronaV CcU,douV = (VQU) U (Vﬂ (U\U)) =
V U (VN (U\U)). Par conséquent, ona V\V C U\U.

Exercice 4.31. Soit X un espace topologique completement régulier. Montrer que X
est connexe si et seulement si sa compactification de Stone-Cech 8(X) est connexe.
Solution. Supposons que X est connexe. Comme X est dense dans S(X), il résulte du
corollaire 4.1.1 que 8(X) est connexe. Réciproquement, supposons que 3(X) est connexe.
Soit f : X — {0,1} une application continue. Comme {0, 1} est compact, d’aprés le
théoréme 3.5.2, il existe une application continue S(f) : 5(X) — {0, 1} prolongeant f.
Or B(X) est connexe, donc B(f) est constante, d’ou f est constante. Par conséquent, X
est connexe.

Exercice 4.32. Montrer que tout espace éparpillé est completement régulier.
Solution. Soit X un espace éparpillé. Notons d’abord que par définition, X est séparé.
Soient F' un fermé de X et x € X tel que z ¢ F. Alors U = X \ F est un ouvert de
X contenant z. Donc il existe une partie A a la fois ouverte et fermée dans X telle que
x € ACU. Pour tout a € A, on pose f(a) =1 et pour tout y € X \ A, on pose f(y) = 0.
Alors f est une application continue de X dans [0, 1] telle que f(z) = 1 et pour tout
y € F, on ait f(y) = 0. Par conséquent, X est complétement régulier.

Pour plus d’exercices, voir le supplément associé a ce livre.



Chapitre 5

ESPACES FONCTIONNELS

NE motivation essentielle de I’étude générale des espaces topologiques et des espaces
métriques est de fournir un cadre adapté a la théorie des espaces fonctionnels,
c’est-a-dire des espaces dont les éléments représentent eux-mémes des applications d’un
ensemble dans un autre. On peut, dans un tel espace, parler de la convergence d’applica-
tions vers une autre application, en un sens défini par la topologie de ’espace. Inversement,
lorsque I'on désire étudier certains caracteres donnés d’un ensemble de fonctions données,
il est souvent commode de mettre sur cet ensemble une topologie adaptée a I’étude de
ces caracteres. Dans ce chapitre, on étudie plusieurs notions de convergence d’une suite
d’applications et on démontre trois théoréemes importants d’analyse ; & savoir le théoreme
de Dini, le théoreme d’Ascoli, et le théoréme de Stone-Weierstrass.
Notation. Soient X et Y des ensembles. L’ensemble des applications de X dans Y est
noté Y. Si H est une partie de YX et si z € X, on note H(z) = {f(z) ; f € H}.Si
X et Y sont des espaces topologiques, on notera C(X, Y) la partie de Y formée des
applications continues de X dans Y.

5.1 Topologie de la convergence simple

Définition 5.1.1. Soient X un ensemble, muni ou non d’une topologie, et Y un espace
topologique. On dit qu’une suite (f,,)n>0 d’applications de X dans Y converge simple-
ment vers une application f : X — Y si pour tout x € X, la suite (fn(x))n>0 converge
vers f(z) dans Y.

Remarquons que si (f)n>0 est une suite dans V¥ telle que pour tout z € X, la suite
(frn(x))n>0 soit convergente dans Y et si Y est séparé, alors (fy, ), >0 converge simplement
vers f € YX définie par f(z) = hl—? fn(z) pour tout z € X.

n—-+00

Notons aussi que si (Y, d) est un espace métrique, une suite (f,,)n>0 dans YX converge
simplement vers f si et seulement si pour tout x € X et pour tout € > 0, il existe N € N
tel que pour tout n > N, on ait d(f,(z), f(z)) <e. (N dépend de z et de ¢).

On a défini la convergence simple sans utiliser de topologie sur Y X ; en fait il y a bien
une topologie sous-jacente sur cet ensemble, que I'on va définir toute de suite.

Soient X un ensemble et Y un espace topologique. Pour tout = € X, considérons
I'application d’évaluation en z de Y dans Y définie par ev,(f) = f(z). On appelle

195
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topologie de la convergence simple sur Y la topologie initiale associée & la famille
(evs)zex. On note une telle topologie Te.s. C’est aussi la topologie la moins fine sur Y
rendant continues toutes les applications d’évaluations ev,, voir paragraphe 1.4.

Notons que méme si X est un espace topologique, la topologie de la convergence simple
sur YX ne fait pas intervenir la topologie de X.

Proposition 5.1.1. Soient X un ensemble et Y un espace topologique.

1. Pour tout x € X et pour tout ouvert U de 'Y, on pose :
Qv = {f cey”™, flx) e U} = ev;l(U).

Alors les intersections finies de parties de la forme Qg y, ot x et U arbitraires,
forment une base pour la topologie de la convergence simple Tes sur Y X,

2. Si'Y est séparé, alors lespace topologique (Y X, Tos) est séparée.

3. Supposons que (Y, d) est un espace métrique. Soit f € YX. Pour tous x1,...,2,
€ X ete >0, on pose :

V(fie,x1, .. xn) = {g e Y™ d(f(xi),g(x:)) < e pour touti € {1,...,n}}.

Alors les V(f,e,x1,...,x,), ou &, n et les x; arbitraires, forment un systéme
fondamental de voisinages ouverts de f dans (Y, Tes).

Démonstration. 1. Ceci résulte de la définition de la topologie de la convergence simple,
voir paragraphe 1.4.

2. Ceci résulte du lemme 1.5.1, mais donnons une preuve directe. Soient f,g € YX tels
que f # g, alors il existe un point z € X tel que f(x) # g(x). Or lespace topologique
Y est séparé, donc il existe deux ouverts disjoints U et V dans Y tels que f(x) € U et
g(z) € V. Alors Q, 1 et Qv sont deux ouverts disjoints dans (YX, Tes) et ona f € Q,
et g € Quv. Done (YX, Tos) est séparée.

3. Ceci résulte du lemme 1.4.1, mais donnons une preuve directe. On a :

n
V(f,E,ZCl, ceey Q?n) = iglgri’Ui ,

ou U; = B(f(x;),e) est la boule ouverte de centre f(x;) et de rayon € dans Y. Donc
V(f,e,x1,...,2,) est un voisinage ouvert de f.

Réciproquement, soit W un ouvert de (Y, T.s) contenant f, alors il existe 21, ..., 7,
€ X et il existe des ouverts Uy,...,U, dans Y tels que f € _r%lQIi,U. Cc W. On a
1=

7

f(z;) € Uy, donc il existe g; > 0 tel que B(f(z;),e;) C U;. Soit € = 1in£ €;, alors € > 0

etona feV(f,e,x1,...,2,) C .%1inqUi C W. Par conséquent, les V(f,e,21,...,2,),
i

ou g, n et les x; arbitraires, forment un systeme fondamental de voisinages ouverts de f
dans (YX, To,). |

On déduit de la proposition 1.7.3 le résultat suivant :
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Proposition 5.1.2. Une suite (fn)n>0 d’applications de X dansY converge simplement
vers une application f : X — Y si et seulement si la suite (fn)n>0 converge vers f
dans Uespace topologique (Y, Tes)

Remarque 5.1.1. Soient X un ensemble, Y un espace topologique et pour tout = € X,

soit Y; =Y. Considérons 'espace topologique produit [] Y,. Alors Papplication
rzeX

(YX’ 723) — H Yw
reX

f — (f(@))zex
est un homéomorphisme. On en déduit, voir théoreme 3.3.3, le résultat suivant :

Théoréme 5.1.1. Soient X un ensemble, Y un espace topologique séparé et H une partie
de YX. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) H est relativement compact pour la topologie de la convergence simple.
(ii) Pour tout x € X, ’ensemble H(x) est relativement compact dans 'Y .
La topologie de la convergence simple souffre de nombreuses lacunes que ’on va énumérer :

— 81 X et Y sont des espaces topologiques et si (fn)n>0 est une suite d’applications
continues de X dans Y qui converge simplement vers une application f de X dans
Y, alors f n’est pas forcément continue. Autrement dit, ’ensemble C(X, Y') n’est
pas toujours fermé dans (YX, T.s). En effet, si X =Y = [0, 1] et f,(z) = 2™, alors
(frn)n>0 est une suite de fonctions continues sur [0, 1] qui converge simplement vers
la fonction f définie par f(1) = 1 et f(x) = 0 si z € [0, 1[. Donc f n’est pas
continue sur [0, 1]. Autrement dit, en général, on a :

lim ( lim fo(x )) # lim (hm fn(a:))

TrT—To n——+o0o n—-+o0o r—x0

— Si (fn)n>0 est une suite de fonctions continues sur un segment [a, b] qui converge
simplement sur [a, b] vers une fonction continue f, alors, en général, on a :

HEI}EOO/ fule d:mé/ AT

En effet, pour tout € [0, 1] et pour tout n > 0, soit f,(x) = n(z" — 2*"), alors
(frn)n>0 est une suite de fonctions continues sur [0, 1] qui converge simplement vers

7’L2

1 1
la nulle 0. Or on a /0 fo(x)dx = /0 n(z" —2*)dx = Tl Donc on

1 1
a lim / fa(x)dz = L. Alors que/ lim fp(x)dz = 0.
0

n—-+oo 0 n—-+o0o
— Si (fn)n>1 est une suite de fonctions dérivables sur un intervalle ouvert I C R
qui converge simplement sur I vers une fonction f, alors f n’est pas, en général,
dérivable sur I. En effet, pour tout 2 € R et pour tout n > 1, soit f,(z) = /2% + %,
alors (fy)n>1 est une suite de fonctions dérivables sur R qui converge simplement
vers la fonction f(x) = |z| qui n’est pas dérivable en z = 0.

Pour remédier a tous ces défauts, on introduit la topologie de la convergence uniforme.
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5.2 Topologie de la convergence uniforme

Définition 5.2.1. Soient X un ensemble et (Y, d) un espace métrique. On dit qu’une
suite (fn)n>0 d’applications de X dans Y converge uniformément vers une applica-
tion f: X — Y si pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N et pour
tout x € X, on ait d(f,(z), f(z)) <e.

Pour un £ > 0 donné, I'entier naturel N qui figure dans 1’énoncé est indépendant de x.
C’est toute la différence avec la notion de convergence simple.

Interprétation graphique de la convergence uniforme.

Soit T'(f,e) l'ensemble des points de X x Y tels que d(y, f(z)) < e. Cet ensemble
représente une sorte de « tube » de rayon € autour du graphe de f. Dire que

d(fn(z), f(x)) < e, pour tout = € X, est équivaut & dire que le graphe de f,, est contenu
dans T'(f,€). Donc dire que la suite (f,,)n>0 converge uniformément vers f, cela signifie
que pour tout € > 0, il existe un entier naturel N a partir duquel le graphe de f, est
contenu dans T'(f, ¢).

Y
/\_/ f

T(f,e) ——/\_//

X

Remarque 5.2.1. Si (fn)n>0 converge uniformément vers f, alors pour toute suite
(zn)n>0 dans X, la suite de réels (d(f,(zn), f(xn)))n>0 converge vers 0.

Remarque 5.2.2. Il résulte de la définition précédente que si la suite (fy)n>0 converge
uniformément vers f, elle converge aussi simplement vers f, mais la réciproque est en
général inexacte. En voici quelques exemples :

1. Soit fn(z) = exp (£), la suite (f,)n>1 converge simplement, sur R, vers la fonction
constante et égale a 1, mais la convergence n’est pas uniforme car pour tout n > 0,
ona fp(n)—1l=e—1#0.

2. Soit fp(z) = %, la suite (fy)n>0 converge simplement, sur R, vers la fonction
nx =
définie par :
-1 si <0,
flx) = 0 si z=0,
1 si >0.

Mais la convergence n’est pas uniforme car pour tout n > 0, on a fn(%) —1=
1

s—1+#0.

2
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3. Soit fp(z) = nz(l —z)", la suite (f,)n>0 converge simplement, sur [0, 1], vers
la fonction nulle, mais la convergence n’est pas uniforme, car on a fn(%—l—l) =
( n )1+n %7& 0.

14+n n—-+oo

Lemme 5.2.1. Soient X un ensemble, (Y, d) un espace métrique, f € Y et (frn)n>o0
une suite dans YX. Soit d' une distance sur' Y uniformément équivalente ¢ d. Alors la
suite (fn)n>0 converge uniformément vers f pour la distance d si et seulement si elle
converge uniformément vers f pour d'.

Pour une preuve du lemme précédent, voir chapitre 5 du supplément.

On va construire une topologie sur Y qui rend compte de la convergence uniforme des
suites d’applications.

Soient X un ensemble, (Y, d) un espace métrique et d’ une distance bornée sur Y
uniformément équivalente & d, par exemple d’'(z,y) = inf{d(x,y), 1}, voir proposition
2.3.5. Pour f, g € YX, on pose :

D'(f.g) =sup{d'(f(x).9(x)): = € X}.

Alors D’ est une distance sur YX, appelée distance de la convergence uniforme
associée a d’. Soient d” une autre distance bornée sur Y et uniformément équivalente
a d, donc & d’, et D” la distance de la convergence uniforme associée & d”. Alors les
distances D’ et D" sont uniformément équivalentes sur YX. Notons aussi que si d; est
une distance sur Y uniformément équivalente a d et si d}] est une distance bornée sur Y
uniformément équivalente & dy, alors D) la distance de la convergence uniforme associée
A d} est uniformément équivalente & D’. Donc la topologie T, sur YX définie par D’
ne dépend que de la classe d’équivalence de la distance d. La topologie 7., est appelée
topologie de la convergence uniforme sur Y associée a d.

Il y a aussi une autre maniere de définir la topologie de la convergence uniforme sur Y ;
pour f, g € Y™, on pose e(f,g) = sup {d(f(z),g(z)) ; x € X} € [0, +00]. Alors e est
un écart séparé sur YX. On pose D(f,g) = min(e(f, g), 1), alors D est une distance sur
Y X uniformément équivalente & D', voir propositions 2.3.5 et 2.9.4. Donc la topologie
induite par D sur Y est la topologie de la convergence uniforme 7e,,.

On appelle aussi topologie de la convergence uniforme sur B(X, Y) (resp. C(X,Y), si
X est un espace topologique) associée & d, et on note aussi 7., la topologie induite par
Tew sur B(X, Y) (resp. C(X,Y)).

Pour f,g € B(X,Y), on pose :

Deo(f.g) =sup {d(f(z),9(z)) ; v € X} .

Alors D est une distance sur B(X, Y) uniformément équivalente a la distance induite
par D' sur B(X, Y). En fait, si d'(z,y) = inf{d(z,y), 1}, alors on a :

D'(f,g) = inf {Doo(f, g),1}. Donc la topologie sur B(X, Y) définie par Do est égale &
la topologie de la convergence uniforme 7, sur B(X, Y'). Si X est un espace compact, on
aC(X,Y) C B(X,Y), et donc la topologie de la convergence uniforme 7, sur C(X, Y)
est définie par la distance Do,. Quand on considere 'espace B(X, Y') oul'espace C(X, Y)
si X est compact, muni de la topologie de la convergence uniforme 7, il est plus naturel
de travailler avec la distance D, qu’avec la distance D’.
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Proposition 5.2.1. Soient X un ensemble quelconque et (Y, d) un espace métrique. Une
suite (fn)n>o0 d’applications de X dans Y converge uniformément vers une application
f: X —Y siet seulement si la suite (fn)n>0 converge vers f dans espace topologique

(Y, Tew)-

Démonstration. Supposons d’abord que la suite (f)n>0 converge uniformément vers
f pour la distance d. Pour tous a,b € X, soit d'(a,b) = inf(d(a,b),1). D’apres le lemme
5.2.1, lasuite (fy, )n>0 converge uniformément vers f pour la distance d’. Soit £ > 0, alors il
existe N € N tel que pour tout n > N et pour tout x € X, on ait d'(f,,(z), f(z)) < e. D’ou
on a D'(fy, f) <e.Donc (fn)n>0 converge vers f dans l'espace topologique (YX, Tew).

Réciproquement, supposons que la suite (f,)n>0 converge vers f dans l'espace topolo-
gique (Y, Teu). Soit € > 0, alors il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait
D'(fn, f) < e. Donc pour tout n > N et pour tout z € X, on a d'(f,(z), f(z)) <e. Par
conséquent, la suite (fy,)n>0 converge uniformément vers f pour la distance d'. |

Remarque 5.2.3. Soient X un ensemble quelconque et (Y, d) un espace métrique.
La topologie de la convergence uniforme sur YX est plus fine que la topologie de la
convergence simple. Autrement dit, on a l'inclusion T¢s C Tey.

Théoréme 5.2.1. Soient X un espace topologique, (Y, d) un espace métrique et (fn)n>0
une suite d’applications de X dans Y qui converge uniformément vers une application
f+X—Y. Ona:

1. Sitoutes les fn, sont continues en a € X, alors f est aussi continue en a. Autrement
dit, Iensemble des applications continues en a € X est fermé dans (Y, Tew).

2. Si toutes les f,, sont continues, alors [ est aussi continue. Autrement dit, C(X,Y)
est fermé dans (Y, Tew).

Démonstration. 1. Soit € > 0, alors il existe N € N tel que pour tout n > N et pour
tout z € X, on ait d(f, (), f(z)) < 5. Pour tout » € X, on a :

d(f(z), fla)) < d(f(2), fn(2)) +d(fn(z), fn(a)) +d(fn(a), f(a))

< F+d(fn(@), fn(a).

Comme fy est continue en a, alors il existe un voisinage V' de a dans X tel que pour tout
x €V, onait d(fn(z), fv(a)) < 5. Par conséquent, pour tout » € V, on a d(f(z), f(a)) <
€. Donc f est continue en a. La deuxieme partie de I’assertion résulte du fait que I’espace
topologique (Y, Te,,) est métrisable, voir proposition 2.2.3.

2. Ceci résulte de 1. |

Proposition 5.2.2. Soient (X, d1), (Y, d) des espaces métriques et (fn)n>0 une suite
d’applications uniformément continues de X dans Y. Si la suite (fn)n>0 converge unifor-
mément vers une application f: X — Y, alors f est uniformément continue.

Démonstration. Puisque (f,)n>0 converge uniformément vers f, alors pour tout ¢ > 0,
il existe N € N tel que pour tout n > N et pour tout € X, on ait d(f.(z), f(z)) < 5.
Pour tous x,z € X, on a :

d(f(z), f(2)) < d(f(2), fn (@) +d(fn(2), [n(2) + d(fn(2), f(2))

< Z4d(fn(x), fn(2).
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Comme fy est uniformément continue, alors il existe n > 0 tel que pour tous z,z € X
vérifiant dy(z,2) < 7, on ait d(fx (), fn(2)) < 5. Par conséquent, pour tous z,z € X
vérifiant dy (z,z) < n, on a d(f(x), f(2)) < e. Donc f est uniformément continue. [ |

Proposition 5.2.3. Soient X un espace topologique et (Y, d) un espace métrique. On
munit C(X,Y) de la topologie de la convergence uniforme. Alors lapplication suivante
est continue.
CX, V)xX — Y
(f2)  — f@)

Démonstration. Puisque la distance d est uniformément équivalente a une distance
bornée sur Y, alors on peut supposer que la distance d est bornée et que la distance sur
C(X,Y) induisant la topologie de la convergence uniforme est donnée par Do (f,g) =
sup d(f(z), g(x)). Soient (fo,x0) € C(X, Y)x X et € > 0. Puisque fj est continue en xy, il
reX

existe un voisinage V' de xo dans X tel que pour tout € V', on ait d(fo(z), fo(wo)) < 5.
Soit B = B(fo, 5) la boule ouverte de centre fo et de rayon § dans (C(X,Y), Do)
Alors pour tout f € B et pour tout x € X, on a d(f(x), fo(z)) < 5. Donc B x V est un
voisinage de (fo, o) dans C'(X, Y)x X et pour tout (f,z) € BxV,onad(f(x), fo(zo)) <
d(f(x), fo(x)) + d(fo(x), fo(zo)) < e. Par conséquent, I'application (f,x) — f(x) est
continue en (fo,xo). |

Théoréme 5.2.2 (Dini). Soient X un espace compact et (fn)n>0 une suite d’applica-
tions continues de X dans R. On suppose que :

1. La suite (fy)n>0 est croissante, i.e. pour tout x € X, la suite de réels (fn(z))n>0
est crotssante.

2. La suite (fn)n>0 converge simplement vers une application continue f de X dans
R.

Alors la suite (fn)n>0 converge uniformément vers f.

Démonstration. Notons d’abord que pour tousz € X et n > 0,ona f,(z) < f(z) carla
suite (fy,())n>0 est croissante et on a f(z) = lirJrrl fn(z). Soit € > 0 et pour tout n > 0,
- n—-+00

soit F, = {z € X ; |f(z) — fulz)| > e} = {2 € X ; f(z) — fulz) >¢c}. Comme [ et f,
sont continues, alors F,, est une partie fermée de X. On a f(z)— fn(z) > f(z)— fot1 (),
donc (F),)n>0 est une suite décroissante. Soit = € QOF"’ alors pour tout n > 0, on a
n_
f(x) — fu(x) > e. Comme on a f(x) = hg_l fn(x), alors 0 > ¢, ce qui est impossible.
n—-+0oo
Donc on a QOFn = (). Comme X est compact et (F,),>0 est une suite décroissante de
nz
parties fermées de X d’intersection vide, il résulte de la proposition 3.1.5 qu’il existe
N € N tel que pour tout n > N, on ait F,, = (). Autrement dit, il existe N € N tel que

pour tout n > N et pour tout « € X, on ait |f(x) — f,(z)| < e. Par conséquent, la suite
(fn)n>0 converge uniformément vers f. |

Dans le théoreme précédent, on peut remplacer I’hypothese « croissante » par « décrois-
sante », quitte a remplacer f, par —f,.
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L’hypothese « f continue » dans le théoreme précédent est essentielle. En effet, soit f,, :
[0, 1] — R définie par :

nr si OSIS%

)

fn(x) =

—_

1 si <z <

1
n
Alors (fn)n>1 est une suite croissante de fonctions continues qui converge simplement
vers f définie par f(0) = 0 et f(xz) = 1 si z €]0, 1], donc f n’est pas continue, et la

convergence n’est pas uniforme, car on a sup |f,(z) — f(z)] = 1.
0<a<1

Proposition 5.2.4. Soient [a, b] un intervalle fermé borné de R et (fn)n>0 une suite
d’applications continues de [a, b] dans R. On suppose que :

1. Pour tout n > 0, Uapplication f, est croissante, i.e. pour tous x,y € [a, b] tels que
z <y, on ait fo(z) < fuly).

2. La suite (fn)n>0 converge simplement vers une application continue f de [a, b] dans
R.

Alors la suite (frn)n>0 converge uniformément vers f.
Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 5 du supplément.

Lemme 5.2.2. Soient X un ensemble, (Y, d) un espace métrique et (fn)n>0 une suite de
Cauchy dans (Y, Tew), i.e. pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tous p,q > N
et pour tout x € X, on ait d(f,(x), f4(z)) < e. Si pour tout x € X, la suite (fr(x))n>0
converge vers un élément f(x) de (Y, d). Alors la suite (fn)n>0 converge uniformément
vers f.

Démonstration. D’apres le lemme 5.2.1 et le corollaire 2.6.1, on peut supposer que la

distance d est majorée par 1 et que la distance induisant la topologie 7., est donnée par

Do (f,9) = sup d(f(x), g(z)). Soit ¢ > 0. Comme (fy,)n>0 est de Cauchy, alors il existe
zeX

N € N tel que pour tous p,q > N, on ait Do (fp, fq) < €. Donc, pour tous p,q > N

et pour tout = € X, on a d(fp(z), f(x)) < e. Pour z fixé dans X, la suite (fy(z))q>0

converge vers f(x) dans (Y, d), donc pour tout p > N, on a EIJP d(fp(z), fo(x)) =
q 00

d(fp(x), f(x)). Par conséquent, pour tout p > N et pour tout z € X, ona d(fp(z), f(z)) <
. Autrement dit, la suite (f,),>0 converge uniformément vers f. [ |

Théoréme 5.2.3. Soient X un ensemble et (Y, d) un espace métrique complet. Alors
les espaces métriques (Y, To) et (B(X,Y), Tew) sont complets.

Démonstration. D’apres le corollaire 2.6.1 et la proposition 2.3.5, on peut supposer

que la distance d est majorée par 1, et que la distance sur Y~ induisant la topologie

Tew est donnée par Doo(f,g) = sup d(f(z),g(x)). Soit (fn)n>0 une suite de Cauchy
zeX

dans (Y, T.,). Alors pour tout € X et pour tout n,m € N, on a d(f,(z), fm(z)) <
Doo(fny fm)- Done pour tout « € X, la suite (f,,(2))n>0 est de Cauchy dans (Y, d) qui est
complet, donc la suite (f,,(x))n>0 converge vers un élément f(x) dans (Y, d). Il résulte du
lemme précédent que (f,,)n>0 converge vers f dans (Y, T.,). Par conséquent, (YX, Te,,)
est complet. On a démontré, proposition 2.6.8, que (B(X, Y), Teu) est complet. [ |
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Corollaire 5.2.1. Soient X un espace topologique et (Y, d) un espace métrique complet.
Alors Uespace métrique (C(X,Y), Tew) est complet. Si de plus X est compact, alors
Uespace métrique (C(X,Y), Do) est complet.

Démonstration. Ceci résulte du théoreme précédent et du théoreme 5.2.1. |

Proposition 5.2.5. Soient [a, b] un intervalle fermé borné de R et (fn)n>0 une suite
dans C(la, b], R) convergeant uniformément vers une fonction f : [a, b] R.
Alors on a :

lim /abfn(t) dt:/abf(t) dt.

n—-+oo

Démonstration. Notons d’abord que f est continue, voir théoreme 5.2.1 ou corollaire
précédent. Pour tout n > 0, on a :

/ab Fult) di — /abf(t) dt

b
/ [fult) — F(0)] dt

IN
=
—~
=

|

~
—~~
=

U

=

b
/ Doo(fu, ) dt = (b—a)Doo(f, f)

IN

b b
oronangglwpoo(fn,f)zo,doungrfoo/a fn(t)dtzfa (1) dt. -

Théoréme 5.2.4 (théoréme d’interversion des limites). Soient X un espace topolo-
gique, A une partie de X, o € A, (Y, d) un espace métrique complet et (f,)n>0 une suite
dans Y4 convergeant uniformément vers f € Y. Si pour tout n, Uapplication f, admet
en xg une limite £, €Y, alors il existe £ € Y tel que :

1. La suite ({n)n>0 converge vers {.
2. L’application f admet en xg la limite £.

Autrement dit, on a la formule suivante :

Jim, f@) = Jim (B fule)) = fm (Jim fula).
Démonstration. Soit € > 0. Comme la suite (fy)n>0 est uniformément convergente
vers f, alors il existe N € N tel que pour tous n,m > N et pour tout z € A, on ait
d(fn(), fm(z)) < 5. Soient n,m € N tels que n,m > N. Comme l'application f, admet
en xg la limite ¢,, et f,, admet en x( la limite ¢,,, il existe un voisinage V' de xy dans
X tel que pour tout x € ANV, on ait d(ly, fn(z)) < 5 et d(ly, fm(r)) < 5. Comme
xo € A, alors il existe a € ANV, d’ot :

d(ln, bm) < d(ly, fn(a)) +d(fn(a), fm(a)) + d(fm(a), lm) < % + % + % =&
Par conséquent, la suite (¢,,),>0 est de Cauchy dans (Y, d), donc convergente dans (Y, d),

car (Y, d) est complet. Soit £ = 11133 £,,. Montrons que f admet en xq la limite £. Soit
n—-+0oo
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e > 0. Comme la suite (f,,)n>0 converge uniformément vers f et la suite (¢,,),>¢ converge
vers £, alors il existe N € N tel que pour tout z € A, on ait d(fny(z), f(z)) < 5 et
d({n,?) < 5. Comme fy admet en z¢ la limite £y, il existe un voisinage V' de x dans
X tel que pour tout 2 € ANV, on ait d(fy(x),fn) < 5. D’olt pour tout z € ANV, on
ad(f(x),l) <d(f(x), fn(x)) +d(fn(x),n) +d(ln, L) < §+ 5+ 5 = . Par conséquent,

I’application f admet en xg la limite £. |

Exemple 5.2.1. Soient f,, f € C(R, R). Si la suite (f,,)n>0 converge uniformément vers
f et sipour tout n >0, lim f,(x) =/, existe, alors lim f(x) = ¢ existe aussi et la
z— 400 r—+00

suite (¢,)n>0 converge vers .

Proposition 5.2.6. Soient I un intervalle de R et (fn)n>0 une suite de fonctions
dérivables de I dans R. On suppose que :

1. La suite (fn)n>0 converge simplement vers une fonction f : I — R.
2. La suite (f])n>0 est uniformément convergente vers une fonction g : I — R.
Alors la fonction f est dérivable sur I et sa dérivée est g.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 5 du supplément.

5.3 Théoréme d’Ascoli

Soient X un espace topologique et (Y, d) un espace métrique. Malgré lintérét que
présentent les espaces métriques complets mis en évidence par le théoreme 5.2.3 et
le corollaire 5.2.1, il est souvent précieux de pouvoir disposer d’espaces fonctionnels
compacts. Mais, méme en imposant a X et Y des hypotheses tres restrictives, ’espace
C(X,Y) muni de la topologie T, est loin d’étre compact ou localement compact. Par
exemple, si X =Y = [0, 1] muni de la topologie usuelle, alors (C(X, Y'), Tey) est complet,
mais n'est pas localement compact ; en effet, pour tout A > 0, la suite (f,).>0 dans
(C(X,Y), Tew) définie par f,(z) = Asin®(nz) n’admet aucune sous-suite convergente.
Donc la fonction nulle n’admet aucun voisinage compact. On va voir dans ce paragraphe,
théoreme d’Ascoli, des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’'une partie A de
(C(X,Y), Te) soit relativement compacte. C'est la notion d’équicontinuité qui va nous
en fournir une classe importante.

Définition 5.3.1. Soient X un espace topologique, (Y, d) un espace métrique et H une
partie de YX.

1. On dit que H est équicontinue en un point zy € X si pour tout £ > 0, il existe
un voisinage V;,, de z¢ dans X tel que pour tout x € V,, et pour tout f € H, on

ait d(f(zo), f(x)) <e.
2. On dit que H est équicontinue s’elle est équicontinue en tout point de X.

Remarque 5.3.1. Si d’ est une distance sur Y uniformément équivalente a d, alors
H est équicontinue en x (resp. équicontinue) par rapport a d si et seulement si H est
équicontinue en xy (resp. équicontinue) par rapport & d’.
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Remarque 5.3.2. Il est clair que si H est équicontinue en un point g € X, alors tout
f € H est continue en z(. La réciproque est en général fausse. En effet, pour tout n > 0,
la fonction f,, : * — sin(nx) est continue sur R, mais la famille de fonctions { f,, ; n > 0}
n’est pas équicontinue en 0.

Remarque 5.3.3. 1. Toute partie finie de C(X, Y') est équicontinue.

2. La reunion de deux parties équicontinue en xq (resp. équicontinue) est équiconti-
nue en zo (resp. équicontinue). On peut donc ajouter & une partie équicontinue,
un nombre fini d’applications continues ; la nouvelle partie ainsi obtenue est encore
équicontinue.

3. Toute partie d’une partie équicontinue en zq (resp. équicontinue) est équicontinue
en g (resp. équicontinue).

Exemple 5.3.1. 1. Si k > 0, alors I’ensembles des applications k-lipschitziennes d’un
espace métrique dans un autre est une partie équicontinue.

2. Soient X =[a, b], Y =R, k>0 et
H ={f:[a, ] — R, dérivable telle que | f’(t)| < k pour tout ¢ €]a, b[}.
Alors H est une partie équicontinue de C([a, b], R).

Exemple 5.3.2. Soient X un espace topologique, Z un espace topologique compact,
(Y, d) un espace métrique et f : X x Z — Y une application continue. Pour tout z € Z,
on note f, : X — Y lapplication x — f(x,z). Alors H = {f, ; 2 € Z} est une partie
équicontinue de C'(X,Y). En effet, soient 2o € X et € > 0. Pour tout a € Z, f est
continue en (zg,a), donc il existe un voisinage Vy, o de zo dans X et un voisinage W,
de a dans Z tels que pour tout (x,z) € Vig.a X Wy, on ait d(f(zo,a), f(z,2)) < 5 et
d(f(xo,a), f(x0,2)) < 5, dowd(f(x0,2), f(x,2)) < e. Comme Z est compact et (W )acz
forment un recouvrement ouvert de Z, alors il existe une partie finie {a1,...,a,} de Z
telle que .leai = Z. Soit Vg, = ﬁleo,a“ alors V,, est un voisinage de zo dans X.
1= i=

Soient = € V,, et z € Z, alors il existe i tel que z € W,,, d’ou (x,2) € Vyy.a; X Wa,.
Donc on a d(f(xo, 2), f(x,2)) < e. Par conséquent, on a d(f.(xo), f-(z)) < € pour tout
x € Vy, et pour tout z € Z. Autrement dit, H est équicontinue en .

Proposition 5.3.1. Soient X un espace topologique et (Y, d) un espace métrique.
1. Si H est une partie précompacte dans (C(X,Y), Tew), alors H est équicontinue.

2. Si (fn)n>o0 est une suite dans C(X, Y') qui converge uniformément vers une applica-
tion f, alors {fn ;nE N} est équicontinue.

Démonstration. Notons d’abord que I'on peut supposer que la distance d est majorée
par 1, voir remarque 5.3.1 et proposition 2.3.5, et dans ce cas la topologie de la convergence
uniforme est donnée par la distance Do (f, g) = sup d(f(z), g(z)).
zeX
1. Soit € > 0. Comme H est précompacte, il existe un sous-ensemble fini {f1,..., fy} de
H tel que H C ‘GlB ( fi %) Soit zg € X. Comme les f; sont continues en xq, alors il existe
=

un voisinage V' de xg dans X tel que pour tout € V et pour tout i € {1,..., N}, on
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ait d(fi(x), fi(zo)) < 5. Soit f € H, alors il existe i € {1,..., N} tel que Doo(f, fi) < 5.
Pour tout x € V, on a:

d(f(x), f(x0)) < d(f(z), fi(z)) +d(fi(x), fi(x0)) + d(fi(zo), f(z0)) < 5+ 5+ 5 =¢.

Par conséquent, H est équicontinue en xg.
2. Puisque {f, ; n € N} est précompacte, il résulte de 1 que {fn ; n € N} est
équicontinue. [ |

Proposition 5.3.2. Soient X un espace topologique, (Y, d) un espace métrique et H une
partie de YX. Alors H est équicontinue si et seulement si pour tout € > 0, il existe un
ouwvert U de X x X contenant la diagonale A = {(x,z) ; x € X} et telle que, pour tout
(x,2') € U et pour tout f € H, on ait d(f(z), f(z')) <e.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 5 du supplément.

Proposition 5.3.3. Soient X un espace topologique, (Y, d) un espace métrique, rog € X
et H une partie de YX équicontinue en xqg (resp. équicontinue).

1. Soit H™ l'adhérence de H pour la topologie de la convergence simple. Alors H est
équicontinue en xo (resp. équicontinue).

2. Soit H™ Uadhérence de H pour la topologie de la convergence uniforme. Alors H'
est équicontinue en o (resp. équicontinue).

Démonstration. 1. Supposons que H est équicontinue en zy. Soit € > 0, alors il existe
un voisinage V' de zy dans X tel que pour tout x € V et pour tout f € H, on ait
d(f(z), f(z0)) < €. Soit & € V. Alors 'ensemble F, = {f € Y™ ; d(f(z), f(z0)) < €}
est une partie fermée de YX pour la topologie de la convergence simple et on a H C F,
d'ot H” C F,. Ceci étant vrai pour tout z € V. Donc, pour tout x € V et pour tout
feH?”, onad(f(x),f(xzo)) <e. Par conséquent, H = est équicontinue en zg.

2. Comme on a Tes C Tey, on en déduit HY 1 T résulte de 1 que H™ est équicontinue
en o (resp. équicontinue). [ |

Proposition 5.3.4. Soient X un espace topologique, (Y, d) un espace métrique et (fn)n>o0
une suite dans YX.

1. Supposons que (fn)n>0 converge simplement vers une application f: X — Y. Si
{fn; n >0} est équicontinue en xo (resp. équicontinue), alors f est continue en
xo (resp. continue).

2. Si (Y, d) est complet et si {f,; n >0} est équicontinue telle que pour tout point x
d’un sous-ensemble dense D de X, la suite (f,(x)) soit convergente dansY . Alors
la suite (fn)n>0 converge simplement vers une application continue f.

Démonstration. 1. Ceci résulte immédiatement de la proposition précédente, mais on
va donner une preuve directe. Soit € > 0, alors il existe un voisinage V' de xy dans X
tel que pour tout € V et pour tout n > 0, on ait d(f(x), fn(zo)) < e. Or on a
d(f(z), f(z0)) = lim d(fn(x), fu(xo)), dout d(f(z), f(xo)) < e. Ainsi, f est continue
en xo. e

2. Pour avoir le résultat, il suffit, d’apres 1, de montrer que pour tout x € X, la suite
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(fr(x))n>0 est convergente dans (Y, d). Soient z € X et ¢ > 0. Comme {f,, ; n > 0} est
équicontinue en z, alors il existe un voisinage U de x dans X tel que pour tout z € U et
pour tout n > 0, on ait d(f,(2), fn(z)) < 5. Comme D est dense, alors il existe 2 € DNU,
d’ou1 pour tout n,m >0, on a :

d(fn(@), fm () < d(fn(2), fu(2) + d(fn(2), fn(2)) + d(fm(2), fm(2))
< F 4 d(fal2), fn(2)).

Comme la suite (f,,(2))n>0 est convergente dans Y, donc de Cauchy, alors il existe N €
N tel que pour tout n,m > N, on ait d(f.(2), fm(2)) < §. Par conséquent, la suite
(fr(x))n>0 est de Cauchy, donc convergente car (Y, d) est complet. [ |

Théoréme 5.3.1. Soient X un espace compact, (Y, d) un espace métrique et (fn)n>0
une suite dans YX. Si {fn ; n > 0} est équicontinue et si (fr)n>o converge simplement
vers une fonction f, alors elle converge uniformément vers f. De plus f est continue.

Démonstration. Il résulte de la proposition précédente que f est continue. Il reste a
montrer que (f,,)n>0 converge uniformément vers f. Soit € > 0. Comme {f,, ; n > 0} est
équicontinue et f est continue, alors pour tout z € X, il existe un voisinage ouvert U,
de x dans X tel que pour tout z € U, et pour tout n > 0, on ait d(f.(7), fn(2)) < § et
d(f(x), f(z)) < §.comme X est compact, alors il existe un sous-ensemble fini {x1, ..., z,}

P

de X tel que X = -UlUf“' Comme pour tout i, la suite (fy(2;))n>0 converge vers f(z;),
=

alors il existe N € N tel que pour tout n > N et pour tout ¢ € {1,...,p}, on ait

d(fn(xi), f(2:)) < §. Soit n > N. Soit # € X, alors il existe z; tel que z € Uy,.
Donc on a :

d(fn(@), f(2)) < d(ful(2), fa(@i) + d(flzi), f(2i) + d(f(2:), f(2) <5+ 5+ 5 =¢.
Par conséquent, la suite (f,,)n>0 converge uniformément vers f. [ |

Remarque 5.3.4. L’hypothese X compact dans le théoreme précédent n’est pas super-

flue. En effet, la suite (fn)n>0, OU frn(z) = converge simplement vers la

1+ (z—n)*
fonction nulle sur R et {f,, ; n > 0} est équicontinue, mais ne converge pas uniformément
vers la fonction nulle sur R.

Théoréme 5.3.2 (Ascoli). Soient X un espace topologique, (Y, d) un espace métrique
et H une partie de C(X,Y). On a :

1. Si H est relativement compacte dans (C(X,Y), Tew), alors H est équicontinue et
pour tout x € X, H(x) est relativement compact dans Y .

2. Supposons de plus que X est compact. Si H est équicontinue et si pour tout x € X,
H(z) est relativement compact dans Y, alors H est relativement compacte dans

(C(X, Y), Tew)-

Démonstration. 1. Comme toute partie relativement compacte dans un espace métri-
que est précompacte, voir remarque 3.1.7, il résulte de la proposition 5.3.1 que H est
équicontinue. D’autre part, pour tout € X, 'application f —— f(x) est continue de
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(C(X,Y), Tew) dans (Y, d), voir proposition 5.2.3, donc {f(z) ; f € H } est une partie

compacte de (Y, d) contenant H(x). Par conséquent, H(x) est relativement compact dans

Y.

2. Puisque X est compact, la topologie 7., est donnée par la distance D, ou pour tout

f,9€C(X,Y),onaDux(f,g) = supd(f(z),g(z)). Pour montrer que H est relativement
rzeX

compact, d’apres le théoreme 3.1.3 et la proposition 3.1.6, il suffit de montrer que H est
précompacte et H est complete. Montrons d’abord que H est précompacte. Soit € > 0.
Comme H est équicontinue, alors pour tout z € X, il existe un voisinage V, de z dans
X tel que pour tout = € V,, et pour tout f € H, on ait d(f(z), f(z)) < §. Comme X est
compact, alors il existe une partie finie A de X telle que X = ZLEJAVZ. Comme A est finie

et pour tout z € A, Pensemble H(z) = { f(z) ; f € H} est relativement compact dans Y,
alors K = UAH(z) est relativement compact dans (Y, d), donc K est précompact. Par
ze

P

conséquent, il existe une partie finie B = {y1,...,y,} de Y telle que K C ‘UlB(yj, i)
j=

Pour toute application ¢ : A — B, on pose :

Co={f:X —Y;d(f(x),e(z) <5, pour tout z€ A et pour tout = € V. }.

Montrons que pour tout ¢ € B4, le diametre de Cpoest <eetquellonaHC U ACw .
p€eB

Soient f,g € C,. Alors, pour tout x € X, il existe z € A tel que x € V, d’ott on a
d(f(z),g(x)) < d(f(x),e(2)) +d(p(2),9(x)) < §+ 5 = e Donc on a Dy(f,g9) < e.
Autrement dit, le diametre de C, est < e. Soit f € H. Pour tout z € A, il existe
j € {l,...,p} tel que f(z) € B(y;,%). Soit j. = inf{j ; f(z) € B(y;,5)}, alors
¢ : z —> y;, est une application de A dans B, et pour tout z € A et pour tout z € V;,
on a d(f(z),¢(2)) < { et d(f(z), f(z)) < 7, donc on a d(f(x),p(2)) < d(f(x), f(z)) +

d(f(2),p(z)) < {+ 7 = §. Par conséquent, on a f € C,,, d'ou H C UBAC*"' Donc H est
pe

bien précompacte car 'ensemble B4 est fini. Montrons maintenant que #H est complete.
Soit (fn)n>0 une suite de Cauchy dans H. Pour tout n > 0, il existe g, € H tel que
Doo(frnygn) < 27", donc (gn)n>0 une suite de Cauchy dans H. Or pour tous n,m > 0
et pour tout z € X, on a d(gn(z),gm(x)) < Doo(gn,gm), donc la suite (g,(x))n>0 est
de Cauchy dans le compact H(z), donc (gn(x))n>0 converge vers un élément g(z) € Y.
D’apres le lemme 5.2.2, la suite (gn)n>0 converge uniformément vers lapplication g.
D’apres le théoreme 5.2.1, on a g € C(X,Y). Or on a Doo(fn,9) < Doo(fr,gn) +
Doo(gn,g9) < 27"+ Doo(gn, g), donc la suite (fn)n>0 converge uniformément vers g. Par
conséquent, H est complete. Donc H est compacte. |

Remarque 5.3.5. 1. Le théoreme précédent ne s’étend pas au cas ot X est locale-
ment compact. En effet, soient X = R, Y = [0, 1] et considérons la suite de fonctions

fn: R — [0, 1]
o
1+ (x—n)?

Soit H = {fn; n>0}, alorson a :

(a) H est équicontinue, car on a |f,(z) — fn(y)] < 2]z —y|.
(b) Pour tout z € R, H(x) est relativement compact dans [0, 1].
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(c) Pour tout n > 0, on a fp(n) = 1 et (fn)n>0 converge simplement vers 0,
donc (fn)n>0 n'admet aucune sous-suite convergente pour la topologie de
la convergence uniforme, et donc H n’est pas relativement compacte dans
(C(R, [0, 1]), Tew). Notons aussi que H est fermé pour Te,,.

2. Soient X =Y = [0, 1] et pour tous = € [0, 1] et n > 0, soit f,(z) = z™. Soit
H = {fn; n>0}, H est une partie de C(X, V). Alors on a :

(a) H est équicontinue en tout point de [0, 1[, mais H n’est pas équicontinue en
1.
(b) Pour tout x € X, H(z) est relativement compact dans Y.

(c) Chacune des f,, est uniformément continue et la suite (f,,),>0 converge sim-
plement vers la fonction f définie par f(1) = 1 et f(z) = 0si € [0, 1],
mais (fn)n>0 n'admet aucune sous-suite convergente pour la topologie de la
convergence uniforme, donc H n’est pas relativement compacte dans

(C(X, Y), Tew)-

3. 51 X =10,1], Y = R et H I'ensemble des fonctions constantes de [0, 1] dans R,
alors H est une partie équicontinue ; cependant elle n’est pas relativement compacte
dans (C([0, 1], R), Tcy). En fait, H est homéomorphe & R et pour tout = € [0, 1],
on a H(z) =R.

Corollaire 5.3.1. Soient X un espace compact et (Y, d) un espace métrique compact.
Les parties relativement compactes dans (C(X,Y), Tew) sont les parties équicontinues.

Corollaire 5.3.2. Soient X un espace compact et H une partie de C(X, R™). L’espace
R"™ est muni de la distance euclidienne. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) H est relativement compacte dans (C(X, R™), Tey).
(i) H est équicontinue et pour tout x € X, H(x) est borné dans R™.

Corollaire 5.3.3. Soient X un espace compact et H une partie de C(X, R™). L’espace
R"™ est muni de la distance euclidienne. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) H est compacte dans (C(X, R"), Duo).
(i) H est fermée, bornée et équicontinue.

Corollaire 5.3.4. Soient X un espace compact et (fn)n>0 une suite d’applications
continues de X dans RP, muni de la distance euclidienne, telle que :

1. Pour tout x € X, la suite (f,,(x))n>0 est bornée dans RP.
2. La famille {f, ; n > 0} est équicontinue.

Alors la suite (fn)n>0 posséde une sous-suite convergente pour la topologie de la conver-
gence uniforme.
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5.4 Théoreme de Stone-Weierstrass

Rappelons que si X est un espace compact, alors la topologie de la convergence uniforme
Tew sur C(X) est définie par la distance Do, ot Do (f, g) = sup |f(z) — g(x)|, pour tout
rzeX

fr9 € (X).
Définition 5.4.1. Soient X un espace topologique et A un sous-ensemble non vide de
C(X). On dit que :
1. A sépare les points de X si pour tout z,y € X, avec x # vy, il existe f € A telle
que f(x) # f(y). Autrement dit, A est une famille séparante.

2. A est une sous-algébre de C(X) si pour tout f,g € A et pour tout A € K, on a
f+2Xg, fge A

Lemme 5.4.1. Il existe une suite (P,)n>0 de fonctions polynémiales o une variable,
a coefficients réels convergeant uniformément sur [0, 1] vers la fonction racine carrée
t — \/t. De plus, pour tout n >0, on a P,(0) = 0.

Pour une preuve du lemme précédent, voir chapitre 5 du supplément.

Lemme 5.4.2. Soient X un espace compact et A une sous-algébre de (C(X, R), D).
Alors on a :

1. A est une sous-algebre de C(X, R).
2. Pour tout f,g € A, on asup(f,g),inf(f,g) € A.
Pour une preuve du lemme précédent, voir chapitre 5 du supplément.
Lemme 5.4.3. Soient X un espace compact et A une partie de C(X, R) telle que :
1. Pour tout f,g € A, on ait sup(f, g),inf(f,g) € A.
2. Pour tout x € X et pour tout A € R, il existe f € A telle que f(z) = A.

3. Pour tous x,y € X tels que x # y et pour tout A\, € R, il existe f € A telle que
f@)=Xet f(y)=p.
Alors A est dense dans (C(X, R), D).

Démonstration. Soient f € C(X, R) et € > 0. Soit € X. Par hypothese, pour tout
y € X, il existe g, € A telle que g, 4 (x) = f(x) et gz y(y) = f(y). Comme f et g, , sont
continues, alors Uy, = {2z € X ; gz.4(2) < f(2) + €} est un ouvert de X contenant x et

y. En faisant parcourir X par le point y, on obtient un recouvrement ouvert (Uw7y)y X

de X. Comme X est compact, alors il existe une partie finie {y1,...,y,} de X telle que

P
‘UlUwﬁlJi = X. Chaque ouvert U, ,, est défini par une fonction continue g, ,, € A. Soit
i=

9o =10f (Goyrs- -1 Gay,), alorson a g, € A, go(z) = f(x) et go(z) < f(z) + & pour tout
z € X. Considérons & présent 'ouvert W, = {z € X ; ¢.(2) > f(z2) — €}, alorson a x €
W,. En faisant parcourir X par le point x, on obtient un recouvrement ouvert (Wm)m X
de X. Comme X est compact, alors il existe une partie finie {x1,...,2,} de X telle que

n
‘UlWM = X. Comme chaque ouvert W,, est défini par une fonction continue g,, € A,
=

alors g = sup (gay,-..,92,) € A et pour tout 2 € X, on a f(z) —e < g(z) < f(z) +e.
Donc on a D (f, g) < €. Par conséquent, A est dense dans (C(X, R), D). [ |
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Remarque 5.4.1. Dans le lemme précédent, en supprimant I’hypothese 2 et en ajoutant
I’hypothese que X contient au moins deux points, on obtient toujours le méme résultat.
Par contre, si X contient un seul point, I’hypothese 2 n’est pas superflue. En effet, si X
est réduit & un point, alors on a C(X, R) =R, et si A = Z, alors A vérifie les hypotheses
1 et 3, mais A n’est pas dense dans C(X, R).

Théoréme 5.4.1 (Stone-Weierstrass). Soient X un espace compact et A une sous-
algébre de C(X, R) telle que :

1. Pour tout x € X, il existe f € A telle que f(x) # 0.

2. A sépare les points de X, i.e. pour tous x,y € X tels que x # y, il existe f € A
telle que f(z) # F(y).

Alors A est dense dans (C(X, R), Duo).

Démonstration. Pour montrer que A est dense dans (C(X, R), Do), d’apres les lem-
mes précédents, il suffit de montrer que A vérifie les propriétés suivantes :

(a) Pour tout € X et pour tout A € R, il existe f € A telle que f(z) = A.

(b) Pour tous x,y € X tels que & # y et pour tous A\, 4 € R, il existe f € A telle que
flx) =Xet fy) = p.

f

Soient x € X et A € R. Par hypothese, il existe f € A telle que f(z) # 0. Soit g = )\m7
x
alors g € A et on a g(x) = A. Ainsi, A vérifie la propriété (a).

Soient x,y € X tels que = # y, et considérons 'application linéaire suivante :

p: A — R?
[ (f(2), f(y))

Montrons d’abord qu'’il existe f € A telle que f(z) # 0, f(y) # 0 et f(x) # f(y). Par
hypothese, il existe f1 € A telle que f1(z) # fi(y). Si fi(x) # 0 et fi(y) # 0, on prend
f = f1. Si, par exemple, f1(z) = 0, il existe, par hypothese, fo € A telle que fao(z) # 0.
On pose alors f = f1 + efa, avec € > 0 assez petit, on obtient que f € A, f(z) # 0,
fy) #0et f(x) # f(y). On a f, f2 € A et le déterminant

‘f (z) [*(x)

) )
Ainsi, les deux vecteurs o(f) et ¢(f?) sont linéairement indépendants dans R?. Donc ¢

est surjective. Par conséquent, on a ¢(A) = R?, d’out pour tous \, u € R, il existe f € A
telle que f(x) = X et f(y) = p. D’ou le résultat. [ |

= f(@)f*(y) = FW)f*(2) = f@) fW)f(y) = f(@)] # 0.

Remarque 5.4.2. Dans le théoréme précédent, pour avoir I'hypothese 1, il suffit que A
contient une fonction constante non nulle.

11 est commode dans les applications de formuler ainsi ce théoréme : si une famille (f;);er
d’éléments de C'(X, R) sépare les points de X, et si les f; ne s’annulent pas toutes en
un méme point de X, alors toute f € C(X, R) est limite uniforme de polynémes, sans
terme constant, par rapport aux f;.
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Théoréeme 5.4.2 (Stone-Weierstrass). Soient X un espace compact et A une sous-
algebre de C(X, C) telle que :

1. Pour tout x € X, il existe f € A telle que f(x) # 0.

2. A sépare les points de X, i.e. pour tous x,y € X tels que x # vy, il existe f € A
telle que f(z) # F(y).

3. Pour tout f € A, le conjugué f de f appartient a A.
Alors A est dense dans (C(X, C), Du).

|

Démonstration. Soit Ag = AN C(X, R). Pour tout f € A, on a Re(f) = It et

2
Im(f) = %, donc on a Re(f),Im(f) € Ag. On en déduit que Ag vérifie les hypotheses
du théoréme précédent, donc Ag est dense dans (C(X, R), Do). Soit f € C(X, C), alors
il existe deux suites (hy)n>0 €t (gn)n>0 dans Agr convergeant respectivement vers Re(f)
et Im(f) dans (C(X, R), Do). Pour tout n > 0, soit f, = hy, + ign, alors f, € A et la
suite (fn)n>0 converge vers f dans (C'(X, C), D). Par conséquent, A est dense dans
(C(X, C), Do). |

La condition 3 du théoreme précédent n’est pas superflue. En effet, soient X = D le
disque unité fermé dans C, i.e. D = {z € C; [z] < 1} et A I'ensemble des restrictions sur
X des polynomes par rapport a la variable z. Alors A est une sous-algebre de C(X, C)
qui vérifie les conditions 1 et 2, mais pas la condition 3. On vérifie également que A n’est
pas dense dans (C(X, C), D), par exemple en remarquant que pour toute f € A, £(0)
est la moyenne de f sur le cercle unité, ce qui n’est pas vrai de toute f € C(X, C).

Corollaire 5.4.1. Soit X une partie compacte de R™. La famille des n fonctions coordon-
nées, (x1,...,on) — x;, pour i = 1,...,n, sépare les points de X. Donc l’ensemble
des fonctions polynomiales a n variables et a coefficients dans K, avec terme constant
st 0 € X ; sans terme constant, si on le désire, si 0 ¢ X est une sous-algébre de C(X)
vérifiant les hypothéses du théoréme de Stone- Weierstrass, donc dense dans (C(X), Doo).
Autrement dit, pour toute f € C(X), et pour toute > 0, il existe une fonction polynémiale
de n variables p(xy,...,2,) = Z agr{trs? - xon, avec aq €K, o= (aq,...,ap) €
|| <m

N et |a| = an+- - -+ay, telle que pour tout © = (x1,...,2,) € X, on ait |f(x)—p(z)| < e.
De plus, si 0 & X, on peut considérer ag = 0.

Soit S le cercle unité de C; la fonction z — z sépare les points de S et ne s’annule pas
sur S; donc ’ensemble des polynomes en z et Z et a coefficients complexes est dense dans
C(S, C). Soit ¢ lapplication t — e de R dans C. Pour toute f € C(S, C), f o ¢ est
une fonction continue sur R, périodique de période 27, et réciproquement toute fonction
continue périodique de période 27 sur R est de cette forme, voir exemples 1.4.3 et 3.2.1.
Puisque f est limite uniforme de polyndémes en z et Z, f o ¢ est limite uniforme de
polyndémes en e* et e,

On appelle polynome trigonométrique une fonction définie sur R et a valeurs dans C de

N

la forme ¢ — Z cne'™ . avec ¢, € C. On en déduit le corollaire suivant :
n=—N
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Corollaire 5.4.2. Toute fonction f définie sur R a wvaleurs complexes, continue et
périodique de période 27 est limite uniforme de polyndémes trigonométriques. Autrement

N
dit, pour tout € > 0, il existe un polynéme trigonométrique p(t) = Z cne™ tel que
n=—N
pour tout t € R, on ait |f(t) — p(t)| < e.

Rappelons que si X est un espace localement compact, On désigne par Cy(X ) I'ensemble

des applications de X dans K continues et tendant vers 0 a Uinfini. Alors Co(X) C Cy(X)

et la distance Do, ot Do (f, g) = sup |f(z) — g(z)|, pour tout f,g € Co(X), induit sur
reX

Co(X) la topologie de la convergence uniforme 7.

Théoréme 5.4.3. Soient X un espace localement compact et A une sous-algébre de
Co(X) telle que :

1. Pour tout x € X, il existe f € A telle que f(x) # 0.

2. A sépare les points de X, i.e. pour tous x,y € X tels que v # y, il existe f € A
telle que f(x) # f(y)-

3. Pour tout f € A, le conjugué f de f appartient a A.
Alors A est dense dans (Co(X), Doo).

Pour une preuve du théoreme précédent, voir chapitre 5 du supplément.

5.5 Exercices

Exercice 5.1. Soit £ = R% 1 T’ensemble des fonctions réelles sur [0, 1], muni de la
topologie de la convergence simple 7.s. On note par F l’ensemble des fonctions dans E
qui sont nulles partout sauf en un nombre fini de points.

1. Montrer que F est dense dans F.

2. Montrer que si f est limite d’'une suite dans F, alors f est nulle partout sauf
peut-étre sur un ensemble au plus dénombrable de [0, 1].

3. En déduire que E n’est pas métrisable.

4. Montrer que toute fonction de F est limite d’une suite de fonctions continues sur
[0, 1]. En déduire que C([0, 1], R) est dense dans E.

5. Soit g la fonction dans E, qui vaut 1 sur les rationnels et 0 ailleurs. Montrer que g
est limite d’une suite de fonctions dans F.

6. Montrer que g n’est pas limite d’une suite dans C([0, 1], R).

Solution. 1. Soient f € E et U un ouvert de E contenant f. Alors il existe ¢ > 0
et il existe x1,...,z, € [0, 1] tels que V(f,e,21,...,2,) C U, ou V(f,e,21,...,2,) =
{g € RO | f(zi) — g(xs)| < e, pour tout i € {1,...,n}}. Soit g € F définie par
g(xz;) = f(x;) pour tout i € {1,...,n} et g(x) =0six €0, 1]\ {z1,...,2,}, alors on a
geV(f,e,x1,...,2,). Donc F est bien dense dans F.
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2. Soit (fn)n>0 une suite dans F convergeant vers f € E. Pour tout n > 0, soit A,, une
partie finie de [0, 1] telle que pour tout = € [0, 1]\ A,,, on ait f,,(z) = 0. Soit A = goAn,

alors A est au plus dénombrable et pour tout x € [0, 1] \ A et pour tout n > 0, on a
fn(z) =0. Or pour tout z € [0, 1], ona f(x) = lil_{l fn(z), donc pour tout = € [0, 1]\ A,
n—-—+0oQ

on a f(x) =0.

3. Si E était métrisable, alors tout élément de E serait la limite d’une suite dans F.

D’apres 2, la fonction constante 1 n’est pas limite d’une suite dans F, donc E n’est pas

métrisable.

4. Soit f € F, alors il existe 21,. ..,z € [0, 1] tels que pour tout = € [0, 1]\ {z1,...,zx},

k

on ait f(z) =0.Dottona f = Z f(xi)xi, ol x; est la fonction caractéristique au point
i=1

x;. Pour avoir le résultat, il suffit donc de montrer que toute fonction caractéristique

en un point est la limite d’une suite de fonctions continues sur [0, 1]. Soit = € [0, 1].

Pour tout n > 1, soit g, la fonction affine sur R telle que g, (z) = 1 et pour tout

teR\ [z — 1,2+ 1] on ait g,(t) = 0. Soit f,, = Yn. 4> Alors fp est continue sur [0, 1]

et la suite (f,)n>1 converge dans E vers la fonction caractéristique au point z. On en

déduit que C([0, 1], R) est dense dans F. D’apres 1, F est dense dans E. Par conséquent,

C([0, 1], R) est dense dans F, voir exercice 1.25.

5.0na [0, 1]NQ = {z, ; n > 0}. Pour tout n > 0, soit h,, € F définie par h,(zx) = 1 si

0<k<neth,(z)=0size]0,1]\{zo,...,zx}. Alors la suite (h,),>0 converge dans

E vers g.

6. La fonction g n’est continue en aucun point de [0, 1]. Comme [0, 1] est un espace de

Baire, il résulte du théoreme 2.8.2 que g n’est pas limite d’une suite de fonctions continues

sur [0, 1].

Exercice 5.2. Soit (fn)n>1 la suite de fonctions définies sur R par f,(t) = (1 + %)n

1. Etablir, pour tout u > 0, l'inégalité In(1 + u) > 1 _t )
U

2. En déduire que, quel que soit le réel ¢ > 0, la suite (f,(t))n>1 est croissante.

1
3. Démontrer que lim (1 + %)n dt =e—1.

n—00 0

Solution. 1. Pour tout v > 0, soit g(u) = In(1 + u) — %, alors g est dérivable sur
u

1 1
= — ———— > 0. Donc g est une fonction croissante. Or on
1+u  (14u)?
a g(0) =0, d’on, pour tout u > 0, on a g(u) > 0, donc In(1 4 u) > . _1: .
u
2. Soit ¢t > 0. Pour tout s > 1, soit h(s) = sIn(1+ %), h est dérivable sur [1, +oo] et
t

[0, +oo[ et on a ¢’ (u)

onah/(s)=In(1+1)— 1i ~ > 0. Donc h est croissante. Par conséquent, pour tous
S

n,m € N tels que n > m, on a nln (1 + %) >mln (1 + %), d’ou (1 + %)n > (1 + %)m

Donc la suite (fy(t))n>1 est croissante.

3. Comme la suite (f,)n,>1 converge simplement vers la fonction f : ¢ — e’ sur

I'intervalle [0, 1], on déduit de 2 et du théoreme de Dini que la suite (f,)n>1 converge
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également uniformément vers f sur 'intervalle [0, 1]. D’apres la proposition 5.2.5, on a
1

1
lim (1+%)ndt:/ eldt =e— 1.
Exercice 5.3. Soit (f,),>1 la suite de fonctions définies sur [0, +oo[ par f,(t) =
ne' 4 te~*

P Montrer que pour tout réel ¢t > 0, la suite (f,,(t))n>1 est croissante.
" >

1
En déduire que lim (t? + 1) fu(t)dt = 2e— 3.
n—00 0
t(et —et)

n+t)n+1+1)

Solution. 1. Soit ¢ > 0. On a fu,+1(t) — fu(t) = > 0, donc la suite

(frn(t))n>1 est croissante.

Pour tout t > 0, soit g, (t) = (£ + 1) f,,(t). Alors la suite (g,,(t))n>1 converge simplement
sur [0, +oo[ vers la fonction g : t — (2 + 1)e’. D’apres le théoréme de Dini, la suite
(gn)n>1 converge uniformément vers g sur l'intervalle [0, 1]. D’apres la proposition 5.2.5,

1 1
on a lim / (12 + 1) fu(t)dt = / (t* 4+ 1)e’ dt. On fait une intégration par partie, on
1
obtient que / (t* +1)etdt = 2e — 3.
0

Exercice 5.4. Soient X un espace topologique et (Y, dy ), (Z, dz) des espaces métriques.

1. Soit g : (Y, dy) — (Z, dz) une application uniformément continue. Montrer que
I’application suivante est continue.

T(g): (CX)Y), Tew) — (C(X,2), Tew)
f — gof

2. Soit f : X — Y une application continue. Montrer que ’application suivante est
continue.
T(f): (CY,2), Tew) — (C(X,2), Teu)
g — gof

Solution. 1. Puisque toute distance est uniformément équivalente a une distance bornée,
donc on peut supposer que les distances dy et dz sont bornées et que la distance induisant
la topologie de la convergence uniforme 7T, est D,. Puisque g est uniformément continue,
alors pour tout € > 0, il existe > 0 tel que pour tous y,y’ € Y vérifiant dy (y,y’) < 7,
on ait dz(g(y),g(y’) < e. Soient f,h € C(X,Y) tels que Do (f,h) < n, alors pour tout
x € X, on ady(f(x),h(x)) <n, dou pour tout x € X, on a dz(g(f(z)),g(h(z)) < e.
Donc on a Dy(go f,goh) < e. Ainsi, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour
tous f,h € C(X,Y) vérifiant Do (f, h) < n, on ait Dy (go f,go h) < e. Par conséquent,
Papplication T'(g) est continue.

2. Soient g,h € C(Y,Z), on a :

Doo(go f,ho f)= sup dz(g9(f(x)), h(f(z))) < sup dz(9(y), h(y)) = Deo(g, 1) .

Donc T'(f) est continue.
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Remarque 5.5.1. Soient X =Y = Z = R muni de la distance usuelle. Pour tout
t € R, soit g(t) = t2, alors g est une application continue de R dans R, mais n’est pas
uniformément continue. Alors 'application

T(g): (CR,R), Tew) — (C(R,R), Teu)
f — gof

n’est pas continue. En effet, pour tout ¢ € R et pour tout n > 1, soient f(t) = t et
fa(t) =t+ L. Une distance sur C(R, R) induisant la topologie Te, est donnée par :

D(f,h) = ilel]gmin (|f(t) — h(t)], 1) .

On a D(fn, f) = 1 et min (|go fu(n) —go f(n)|,1) = min (2 + .;,1) = 1, donc on a

n

D(g o fn,g0 f) = 1. Par conséquent, 'application T'(g) n’est pas continue.

Exercice 5.5. Soit (f,,)n>0 une suite de fonctions réelles continues sur l'intervalle [a, b]
et dérivables sur ]a, b[ telle que pour tout n > 0 et pour tout x € |a, b[, on ait | f},(z)| < K.
On suppose que la suite (fy,)n>0 converge simplement vers une fonction réelle f sur [a, b].

1. Montrer que la suite (f,)n>0 converge uniformément vers f sur [a, b].

2. Soit A > 0. Etudier la convergence uniforme de la suite (f,)n>0 définie sur [~ A, A]
par fn(z) =n(ewn —1).

Solution. 1. D’apres le théoréme des accroissements finis, pour tout x,y € [a, b] et pour
tout n > 0, ona |f,(z)— fu(y)| < K|z—y|, donc la famille { f,, ; n > 0} est équicontinue.
Il résulte du théoreme 5.3.1 que la suite (fy,)n>0 converge uniformément vers f sur [a, b].
2. La suite (fn)n>0 converge simplement sur [—A, A] vers f, ou f(xz) = x pour tout
x € [—A, A]. Pour tout n > 0, f, est continue sur [—A, A] et dérivable sur | — A, AJ,
2
n
(x +n)?
Alors pour tout n > N et pour tout z €] — A, A[, on a |f,(x)] <

et pour tout x €] — A, A[, on a f}(z) = e+n. Soit N € N tel que N > A.

e
————-Orona
(1-4)
1

lim ————— =1, donc il existe p € N tel que p > N et pour tout n > p, on ait

n— 400 (1 _ A)
1 n

— < 2. Il résulte de 1 que la suite (f,),>0 converge uniformément vers f sur
1-%)
[—A, A].
Définition 5.5.1. Soient (X, dy) et (Y, d) des espaces métriques et H une partie de Y.
On dit que H est uniformément équicontinue si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel
que pour tous z,y € X vérifiant di(x,y) <, on ait d(f(z), f(y)) < €, pour tout f € H.

Exercice 5.6. Soient (X, di) un espace métrique compact, (Y, d) un espace métrique et
‘H une partie équicontinue de C'(X, Y'). Montrer que H est uniformément équicontinue.
Solution. Soit € > 0. Puisque H est une partie équicontinue, alors pour tout x € X,
il existe 7, > 0 tel que pour tout z € B(wz,n,), on ait d(f(x), f(z)) < 35, pour tout
f € H. D’apres la proposition 3.1.5 et le lemme 3.1.1, il existe r > 0 tel que toute boule
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ouverte de rayon r dans X soit contenue dans au moins B(z,7,). Soient z,z € X tels
que dy(x,z) < r. Alors il existe a € X tel que z,2 € B(a,1,). D’ou pour tout f € H, on

ad(f(a), f(x)) < 5 et d(f(a), f(2)) < 5, donc d(f(x), f(2)) < e. Ainsi, pour tout £ > 0,
il existe r > 0 tel que pour tout z,z € X vérifiant d; (x, z) < r, on ait d(f(z), f(z)) < e,

pour tout f € H. Autrement dit, H est uniformément équicontinue.

Exercice 5.7. Soit f: R — R définie par :

0 si <0,
flz)=< x si 0<a<1,
1 si r>1.

Considérons la suite définie par f,(z) = f(nz — n?). Montrer que la famille {f, ; n >
0} est équicontinue mais non uniformément équicontinue dans R, bien que formée de
fonctions uniformément continues.

Solution. Soient € R et € > 0. Alors il existe N € N tel que x < N. Alors pour tout
n > N et pour tout y € R tel que |z —y| < N —x, on aon a f,(z)— fr(y) =0. Comme
la famille {f,, ; 0 < n < N} est équicontinue en z, car finie, alors la famille {f, ; n > 0}
est équicontinue en x. Par conséquent, la famille {f, ; n > 0} est équicontinue.

La famille {f,, ; n > 0} est uniformément équicontinue si pour tout 5 > 0, il existe
n > 0 tel que pour tous x,y € R vérifiant | — y| < n, on ait |f,(x) — fn(y)| < &, pour
tout n > 0. Soit € = 2, alors pour tout n > 0, il existe n > 1 tel que % < mnetona
fn(n) — fn (n + %) =1 > ¢. Donc la famille n’est pas uniformément équicontinue.

Soit n > 1. La fonction f, est uniformément continue sur les intervalles | — oo, nj,
[n—1,n+<+1] et [n+ L, 4o0[, donc f, est uniformément continue sur R.

Exercice 5.8. Soient X un espace topologique et (Y, d), (Z, d') des espaces métriques.
Soient A C C(X,Y) et B C C(Y, Z). Montrer que si A est équicontinue et B est
uniformément équicontinue, alors Bo A = { gof;, feA geB } est équicontinue. Ce
résultat reste-t-il vrai si on suppose seulement que B est équicontinue.

Solution. Soient zg € X et ¢ > 0. Comme B est uniformément équicontinue, il existe
n > 0 tel que pour tous y,y’ € Y vérifiant d(y,y’) < n, on ait d’'(g(y),g(y’)) < €, pour
tout ¢ € B. Comme A est équicontinue en x, il existe un voisinage V., de xo dans X
tel que pour tout « € V4, et pour tout f € A, on ait d(f(z), f(zo)) < n. Par conséquent,
pour tout x € V,, et pour tous f € A et g € B, on a d'(g9(f(z)),g(f(x0))) < e. Donc
B o A est équicontinue en xg. Par conséquent, B o A est équicontinue.

Ce résultat n’est plus vrai si on suppose seulement que B est équicontinue. En effet,
soient X =Y =Z =R, B={g}, ot g(z) =% et A={f,; a € R}, o fu(z) =a+uz,
pour tout € R. Alors A est uniformément équicontinue, B est équicontinue, mais Bo A
n’est pas équicontinue en 0.

Exercice 5.9. Soient X, Y des espaces topologiques, (Z, d) un espace métrique et f :
X XY — Z une application. Pour tout * € X, on note g, : Y — Z D'application
y — f(z,y) et pour tout y € Y, on note hy : X — Z l'application z — f(x,y). On
suppose que pour tout z € X, g, est continue et que la partie H = {hy ;Y € Y} czX
est équicontinue. Montrer que f est une application continue.

Solution. Soient € > 0 et (z9,y0) € X x Y. Comme H est équicontinue en xg, alors il
existe un voisinage V,, de zo dans X tel que pour tout € V,, et pour tout y € Y,
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on ait d(hy(x),hy(zo)) < §, dout d(f(x,y), f(wo,y)) < 5. Puisque g,, est continue
en o, alors il existe un voisinage Wy, de yo dans Y tel que pour tout y € W, on

ait d(gay(Y), 920 (W0)) < 5, dott d(f(z0,y), f(xo,y0)) < §. Par conséquent, pour tout
(x,y) € Vg X Wy,, on a:

d(f(amy), f(CEo,yo)) < d(f(;v,y)7f(xo,y)) + d(f(wo,y),f(xo,yo)) < % + % =¢c.

Donc f est bien continue en (xg, o).

Exercice 5.10. Soit L I’ensemble des fonctions lipschitzienne de rapport 1 de [0, 1] dans
[0, 1]. Autrement dit, L est 'ensemble des fonctions f de [0, 1] dans [0, 1] telles que pour
tous s, ¢ € [0, 1], on ait | f(¢)— f(s)] < |[t—s|. On munit L de la distance de la convergence
uniforme Do,. Montrer que (L, Do) est compact.

Solution. Il est clair que L est une partie équicontinue et fermée de C([0, 1], [0, 1]) muni
de la distance D,. En plus pour tout s € [0, 1], {f(s) i f € L} est une partie compacte
de [0, 1], il résulte du théoreme d’Ascoli que (L, Do) est compact.

Exercice 5.11. Considérons la suite de fonctions continues définies par :

x —  siny/z + 4(n7)?

1. Montrer que la famille {fn in > 1} est équicontinue sur I et que la suite (fy)n>1
converge simplement vers 0.

2. Montrer que (f,),>1 n’admet aucune sous-suite convergente pour la topologie de
la convergence uniforme dans C(I, R).

Solution. 1. Pour tout n > 1, f,, est dérivable sur [0, +oo[ et on a :

"(x :;cos x nm)?.
fa(@) 2\/m \ @+ 4(n)

Dot | f}(z)| < ;2 < 2. Il résulte du théoréme des accroissements finis que la famille
{fn ;o> 1} est équicontinue sur I, et que pour tout & > 0 et pour tout n > 1, on a
|fu(z) = fn(0)] < 7=|z|, donc la suite (f,)n>1 converge simplement vers 0.

2. Soit (fn,)k>1 une sous-suite de (fn)n>1. Notons que (fy,)r>1 converge simplement
vers 0. Dire que (fy, )x>1 converge uniformément sur I revient a dire que pour tout ¢ > 0,
il existe kg € N tel que pour tout k > kg et pour tout > 0, on ait |f,, (z)| < e. Or
en prenant z = (4(nym) + %)2 — 4(nym)?, alors 2 > 0 et on a f,, (xx) = 1. Donc la
sous-suite (fpn,)rk>1 ne converge pas uniformément sur I.

Exercice 5.12. Soient K : [a, b] X [a, b] — R une application continue et B une partie
bornée de E = (C([a, b], R), D). Pour tout f € E et pour tout s € [a, b], on pose :

b
K(f)(s) = / K(s,t)f(t)dt

1. Montrer que la partie H = {K(f) ; f € B} est uniformément équicontinue.
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2. Montrer que H est une partie relativement compacte de FE.

Solution. 1. Soit M > 0 tel que |f(t)] < M pour tout f € B et pour tout ¢ € [a, b].
Pour tous s, s’ € [a, b] et pour tout f € B, on a:

b
K(NE) - KN = [ (K0 - K(0) £ de, doi

[K(f)(s) = K(f)(s)]

IN

b
/|K(s,t)—K(s’,t)||f(t)|dt

IN

M/b‘K(sJ)—K(s’,t)‘dt.

Comme K est continue sur le compact [a, b] X [a, b], alors K est uniformément continue.
Donc, pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que pour tous s,s’,t,t' € [a, b] vérifiant

[s —s'| <met|t—t|<mn,onait |[K(s,t) — K(s',t')| < . Par conséquent, pour

Mb—a
tous s, s’ € [a, b] vérifiant |s — s'| <n, on a |K(f)(s) — K((f)(s'))| < g, pour tout f € B.
Donc H est uniformément équicontinue.

2. Comme K est continue et [a, b] X [a, b] est compact, il existe A > 0 tel que pour tout
(s,t) € [a, b] X [a, b], on ait |K(s,t)] < A. Soit s € [a, b]. Alors pour tout f € B, on a
|K(f)(s)] < MA(b— a), donc {K(f)(s); f € B} est une partie relativement compacte
dans R. D’apres le théoreme d’Ascoli, H est une partie relativement compacte de E.

Exercice 5.13. Soit (P,),>0 une suite de fonctions polynémiales qui converge unifor-
mément sur R vers une fonction f. Montrer que f est une fonction polynomiale.
Solution. Soit ¢ > 0, alors il existe N € N tel que pour tout n > N et pour tout
z € R, on ait |P,(z) — f(z)| < e. Alors pour tous n,m > N et pour tout z € R, on a
| P, (z) — Pp(x)] < 2¢. Dol pour tous n,m > N et pour tout z € R, on a :

|(Pn(z) = Pa(0)) — (Pr(z) — Pr(0))| <42. On a:

P, (x) — Py(0) = a1 + agx® + - - - +apa® et Po(x) — Pp(0) = by + boa® + - - - + b

S’il existe j € {1,...,k} tel que a; # b;, alors on a :
lim | (Pn(z) — Pa(0)) — (Pm(z) — Pm(0))| = +00, ce qui est impossible. Donc il existe

n—-+oo
k € N* et des constantes aq,...ar € R tels que pour tout n > N et pour tout x € R, on

ait Py (z) = Po(0)4+a12 +asx?® +- - -+ apz®. Oron a f(x) — £(0) = 2141_1 P, (x)— P,(0),

d’out pour tout z € R, on a f(z) = f(0)+aiz+asx®+---+arz®. Donc f est une fonction
polynomiale.

Exercice 5.14. Soient X et Y des espaces topologiques compacts et notons A le sous-
espace vectoriel de C'(X x Y) engendré par les applications (x,y) — f(z)g(y), pour
felC(X)etge C(Y). On munit C(X xY) de la topologie de la convergence uniforme.

1. Montrer que A est dense dans C(X x Y). Autrement dit, pour tout h € C(X xY)
et pour tout € > 0, il existe f1,...,fn € C(X) et g1,...,9n € C(Y) tels que pour

n

tout (z,y) € X x Y, on ait ‘h(x,y) — Zfl(x)gz(y)’ <e.
i=1
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2. Soient X =Y =1 = [0, 1]. Pour tout = € I on définit f, € C(I, R) par f,(y) =
| — y|. Montrer, en étudiant la dérivabilité, que la famille (f,).cs est libre dans
C(I, R), i.e. toute sous-famille finie est libre.

3. Montrer que la fonction h : (x,y) — |x — y| de I x I n’appartient pas & A. En
déduire que A n’est pas fermé dans C(I x I, R).

Solution. 1. Il est clair que A est une sous-algebre de C'(X xY") contenant les applications
constantes. En plus, d’apres le théoreme 3.6.1, A sépare les points de X x Y. Il résulte
alors du théoreme de Stone-Weierstrass que A est dense dans C(X x Y).

2. Soient x1,...,x,, n éléments distincts de |0, 1[ et \;, 0, 8 € K tels que afy + 5f1 +

n

E Aifz; = 0. S’il existe \;, # 0, alors on a Juiy = —afo — Bf1 — E )\—fzi. Or
i=1 i=1,iti 0

s

la fonction f;, n’est pas dérivable en z;,, par contre —afo — 8f1 — Z )\—waL est
i=1,iio

dérivable en z;,, d’ou la contradiction. Par conséquent, pour tout 7, on a A\; = 0. D’olt

afo+ Bf1 = 0. En prenant y = 0 et puis y = 1, on obtient 5 = « = 0. Donc la famille

(fz)zer est libre.

3. 51 h € A, alors il existe fl, ceis Iy g1,y g0 € C(I ) tels que pour tout (z,y) €

I x1I,onait |z —y| = Zfz x2)gi(y), Aot fu(y Zfl 9i(y), donc on a f, €

Vect{g1,...,9n}, I'espace Vectorlel engendré par les g;. Or la famille (f;)zer est libre
et infinie, d’ou la contradiction. Donc h ¢ A. Par conséquent, A n’est pas fermé dans
C(I x I, R).

Exercice 5.15. Soit f une fonction continue de [a, b] dans R et k un entier naturel
impair.

1. Montrer que pour tout € > 0, il existe une fonction polynémiale P telle que pour
tout = € [a, b], on ait ‘f(:c) — P(:ck)‘ <e.

2. Montrer que si k est pair, le résultat ci-dessus n’est plus vrai.

Solution. 1. Pour tout = € [a, b], soit ¢(z) = z¥, alors ¢ est une fonction continue
sur [a, b], d’ott ¢([a, b]) = [c, d]. Comme k est impair, alors ¢ est injective, donc ¢~!
est continue de [c, d] dans [a, b]. Pour tout y € [c, d], soit g(y) = f(¢™'(y)), alors g
est une fonction continue sur [c, d]. D’apres le théoréme de Stone—Weierstrass, il existe
une fonction polynémiale P telle que pour tout y € [c, d], on ait |g(y) — P(y)| < &. Soit
x € [a, b], alors on a zF € [c, d], don |g(a*) — P(2*)| < e. Or on a g(z*) = f(z), donc
|f(z) — P(z%)| <e.

2. Supposons k pair. Soient f(z) =, ¢ = % et [a, b] = [—1, 1]. Comme k est pair, pour
toute fonction polynémiale P et pour tout = € [—1, 1], on a P(2*) = P((—2)*), d’'ou
pour tout z € [—1, 1], on a 2z = |z — P(a*) — (— 2 — P((—2)"))| < |z — P(a")| +
| — 2 — P(2")]. S'il existe une fonction polynomiale P telle que pour tout z € [—1, 1],
on ait | f(z)—P(z*)| < 1, alors pour tout = € [~1, 1], on a |2z] < 2, ce qui est impossible.

Pour plus d’exercices, voir le supplément associé a ce livre.



Chapitre 6

ESPACES NORMES

ANS ce chapitre, le corps des scalaires K désigne soit R, soit C. Les espaces vectoriels
D seront des K-espaces vectoriels. Lorsque le corps des scalaires n’est pas précisé, il
est sous-entendu que les définitions et résultats sont valables dans les deux cas. Lorsque
plusieurs espaces vectoriels interviennent dans le méme énoncé, il est sous-entendu, a
moins que le contraire ne soit spécifié, qu’ils ont le méme corps des scalaires. Les espaces
normés sont extrémement utilisés dans de nombreuses branches des mathématiques. Les
espaces de Banach, i.e. les espaces normés complets se présentent naturellement dans
I’étude des espaces fonctionnels liés a la théorie de I'intégration « espaces LP ». En plus,
dans le cadre des espaces de Banach, on peut étendre le calcul différentiel a n variables.
On étudie dans ce chapitre les propriétés élémentaires des espaces normés. On poursuivra
leur étude dans le chapitre 7.

6.1 Espaces normés
Définition 6.1.1. Une norme sur un K-espace vectoriel E est une application :

- B — Ry

possédant les propriétés suivantes :
(N1) pour tout € E non nul, on a ||z| # 0;
(N2) pour tout z € E et tout A € K, on a ||[Az] = |A| [|z|;

(N3) pour tout z,y € E,on a ||z +y| < |lz| + |ly]] (inégalité de convexité).

L’espace E, muni de la norme || ||, est dit espace normé ou espace vectoriel normé
(ou K-espace vectoriel normé, si on veut préciser le corps K). On note souvent un tel
espace (E, | ]|). On déduit de la propriété (N2) que l'on a ||0]] = 0.

Proposition 6.1.1. Soit (E, || ||) un espace normé.

221
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1. La propriété (N2) ci-dessus est équivalente a la forme affaiblie suivante :
(N2') pour tout x € E et tout A € K, on a || Az|| < |A| ||z

2. On peut remplacer la propriété (N3) ci-dessus par la propriété swivante :
(N3') pour tout x,y € E et tout t € [0, 1], on a :

[tz + (1= )yl < tll] + (1 =)yl -

3. Pour tout xz,y € E, on a linégalité

ezl =yl < llz = yll-

4. L’inégalité (N3) se généralise a n points. Pour tout x1,xa,...,x, € E, on a :

n n
| S| < Xl
i=1 i=1

Démonstration. 1.1l est clair que (N2) = (IN2'). Réciproquement, supposons (N2’)
vérifiée. Soient € E et A € K. Si A =0, alors 0 < ||Az|| < |A| ||=]| = 0. Si XA # 0, alors
on a [Alz]l = [AHIATHA2)] < [A[IATH Az = [[Az]| < [A] [|l]]. On en déduit (N2).
2. Supposons (N3) vérifiée, alors pour tout z,y € F et tout ¢t € [0, 1], on a :

[tz + (1 = t)yl| < [ltzll + (1 = )yl = =]l + (1 = D]yl-
Réciproquement, supposons (N3') vérifiée. Soient x,y € F, en prenant t = %, on obtient :

lz+yll = [[322) + 32| < 31122l + 302yl = 5202l + 32[yll = ]l + Iyl -

3. Onallz] = ly+ (@ —y)ll < llyl + llz =y, ot [lz] — [ly[| < [l —y[|. De méme, on a

lyll = [lzll < lly = z[| = llz — y[|. Par conséquent, on a | [[z]| — [[y]| | < [z — yl.

La derniere propriété est triviale. On vérifie celle-ci par récurrence sur n. |
Distance associée & une norme. Soit (E, || ||) un espace normé. Pour tout z,y € E,
on pose d(z,y) = ||z — y||. On vérifie facilement que d est une distance sur E, appelée

distance associée a la norme. La topologie correspondante sera appelée topologie
normique. Sauf mention du contraire, on munit tous les espaces normés de la topologie
normique. La distance d associée a la norme possede les propriétés suivantes :

(a) d(x + z,y + z) = d(x,y) quels que soient z,y,z € E.
(b) d(Az, \y) = |Md(x,y) pour tout = € E et tout X € K.

Réciproquement, si E est un K-espace vectoriel muni d’une distance d possédant les deux
propriétés (a) et (b) ci-dessus, alors d est définie a partir d’'une norme; il suffit de poser
lz]| = d(0, z), pour tout = € E.

Proposition 6.1.2. Soit (E, || ||) un espace normé. Alors on a :

1. L’application
ExE — FE
(z,y) +— xz+y

est lipschitzienne, donc uniformément continue.
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2. L’application suivante est continue.

KxE — FE
Nz) —

3. L’application suivante est lipschitzienne, donc uniformément continue.

E — R4
z — |z

4. Les translations, et les homothéties de rapport non nul sont des homéomorphismes
de E. Autrement dit, pour tout a € E et tout A\ € K, non nul, les applications
sutvantes sont des homéomorphismes de E.

E — E F — F
et
r — xT+a T — Az

Démonstration. 1. On a :
lz+y— (@ +y)ll=lle—a"+y -y <lle—2"| + ly = 'l = Di((z,9), (2", ¢)) -

Comme la topologie produit sur E x E est définie par la distance D;, voir paragraphe

2.4, on en déduit que lapplication (x,y) — x + y est lipschitzienne, donc elle est

uniformément continue.

2. Rappelons que la topologie produit sur K x E est aussi définie par la distance D, ou

Do (A, @), (Ao, o)) = max {|X — Xo|, [|# — x| }. Soient (Ao, z0) € K x E et € > 0, alors
€

= > 0. Soit (A, z) € K x E tel Doo (N, 2), (N, <1, al
7= Tl + Pol +e+1 oft (A, z) el que Do (A, ), (Ao, 20)) < 7, alors

onal|X—X| <netl|z—xo| <n. Dotona:

||)\CL' — /\QZE()H = H)\LC — )\!Eo + /\!Eo — )\0(E0||

IN

(A2 = 2ol + A = Aol [0l

IN

n(IAl + [|zoll)
< (X + 1+ [|zol)

< (Aol +1+]zo]]) < €.

Il en résulte que 'application (A, 2) — Az est continue en (Ao, ), donc elle est continue.
3. Ceci résulte de la proposition précédente.
4. Cette propriété est triviale. |

Corollaire 6.1.1. Soient (E, || ||) un K-espace vectoriel normé, (n)n>0, (Yn)n>o deuz
suites convergentes dans E et (A,)n>0 une suite convergente dans K. Alors les suites
(;Cn + yn)ngo, ()\nxn)nzo et (||9Cn||)n>0 sont convergentes dans leurs espaces respectives,

lim y,, lim A,z, :( lim )\n)( lim xn)

etona lim z,+y, = lim z,+
n—-+o0o n——+o0o n——+o0o n——+o0o n—-+oo n——+o0o

et lim ol =| lim .
n—-4o0o n—-4o0o
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Définition 6.1.2. Deux normes || || et || ||’ sur un espace vectoriel E sont dites équiva-
lentes s’il existe «, 8 €]0, +o0o[ tels que pour tout = € E, on ait «||z| < [|z]|” < B |||

On va voir, exercice 6.6, que deux normes sur F sont équivalentes si et seulement si
elles définissent des distances équivalentes, ou encore si et seulement si elles définissent
la méme topologie sur E.

Remarque 6.1.1. Soient F un espace vectoriel et || ||, || || deux normes sur E. S’il existe
une suite (z,)n>0 dans E telle que la suite (||zy||)n>0 soit bornée et la suite (|2, ] )n>0
ne soit pas bornée, alors les deux normes || || et || ||’ ne sont pas équivalentes. On va

beaucoup utiliser cette remarque dans les exercices.

Définition 6.1.3. Un espace de Banach est un espace normé (E, || ||) qui est complet
pour la distance associée a la norme.

Remarque 6.1.2. Soient E un espace vectoriel et || ||, || ||’ deux normes équivalentes

sur E. Alors (E, || ||) est un espace de Banach si et seulement si (E, || ||’) est un espace

de Banach.

Exemple 6.1.1. 1. La valeur absolue est une norme sur R, le module est une norme
sur C.

2. Les normes sur C considéré comme un C-espace vectoriel sont de la forme : a|z|,
avec a > 0. En effet, soit || || une norme sur C, alors pour tout z € C, ona z = z.1
d’ou ||z]] = |z]||11]|. On pose alors a = ||1]].

3. Sur le K-espace vectoriel K™, on peut définir les trois normes suivantes :

pour tout x = (x1,...,2,) € K", on a:
n n 1
2
ol =Y Jil s Mol = (Y Jil?)” s lelleo = sup fail.
i=1 i=1 ==

La norme || |2 est appelée la norme euclidienne sur K", voir proposition 2.1.2.

4. Soient (E, || ||) un espace normé et F' un sous-espace vectoriel de F. La restriction
de la norme || || sur F est une norme, appelée norme induite.

5. Soient X un ensemble non vide et B(X, K) le K-espace vectoriel des applications
bornées définies sur X et & valeurs dans K. Pour tout f € B(X, K), on pose
lfllcc = sup |f(x)]. Alors || || est une norme sur B(X, K). Notons que cette

reX

norme est associée a la distance dn ; définie par doo(f, g) = sup | f(z) — g(z)|, voir
zeX

proposition 2.6.8.

6. Soient X un espace compact et C'(X) Uespace vectoriel des applications continues
de X dans K, on a C(X) C B(X, K). Donc (C(X), || ||cc) est un espace normé.

7. Soient X un espace localement compact et Cy(X ) 'espace vectoriel des applications
de X dans K continues et tendant vers 0 & l'infini, on a Cy(X) C B(X, K). Donc
(Co(X), || ||oo) est un espace normé.



6.1. Espaces normés 225

8. Sur le K-espace vectoriel C'([0, 1]) des applications continues de [0, 1] dans K, on
1
a la norme suivante : pour tout f € C([0, 1]), ||f|1 = / |f(®)] dt.
0
Les exemples ci-dessus sont des espaces de Banach sauf l'espace C([0, 1]) muni de la

norme || ||1, voir exercice 2.32. On verra d’autres exemples d’espaces normés dans le
paragraphe 6.2.

Remarque 6.1.3. Sur un espace vectoriel admettant plusieurs normes, le choix d’une
norme donnée dépend de ce que l'on veut étudier exactement. Par exemple, sur £ =
C1([0, 1], R), Pespace vectoriel des fonctions réelles de classe C! définies sur [0, 1], on a
plusieurs normes.

— Si on désire exprimer qu’une fonction f € E est voisine de 0 lorsqu’elle est petite
pour tout x, on choisira la norme || f|| = sup |f(x)].
0<z<1
— Si par contre on veut seulement exprimer qu’'une fonction f € FE est petite en

1
moyenne, on choisira la norme | f|| = / |f(z)|dx.
0

— Si on souhaite exprimer qu’une fonction f € F, non seulement est petite partout,
mais aussi n’oscille pas trop, on choisira la norme || f|| = |f(0)| + sup |f'(z)|.
0<z<1

Notations. Soient £ un K-espace vectoriel, A, B deux sous-ensembles de E, x € E et
A € K, on définit :
A+B={a+b;acAbeB} , z+A={ax}+A={x+a; ac A}
AM={Xa;ac A} , -A=(-1)A={-a;ac A}.
Notez que avec ces conventions, il est possible que 24 # A 4+ A.
Définition 6.1.4. Soient E un K-espace vectoriel et A un sous-ensemble de E.
1. Soient z,y € E. On appelle segment de E d’extrémités x et y ’ensemble :

[,y ={(1—t)z+ty; 0 <t <1}

2. On dit que A est convexe si pour tout z,y € A, le segment de E d’extrémités x
et y est contenu dans A. Autrement dit, A est convexe si pour tout ¢ € [0, 1], on a
tA+ (1 —-t)A C A.

T
Y Y
ensemble convexe ensemble non convexe

Dans un espace normé, tout ensemble convexe est connexe par arcs, mais la réciproque
est en général fausse. En effet, soit £ = R? muni de la norme euclidienne. Si A = {(z,y) €
R2; xy > 0}, alors A est connexe par arcs et non convexe.
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Exemple 6.1.2. 1. Soient F un espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de F.
Alors pour tout a € E, a + F' est un sous-ensemble convexe de E.

2. Les sous-ensembles convexes de ’espace vectoriel R sont les intervalles.
Proposition 6.1.3. Soit E un K-espace vectoriel.

1. Si A est un sous-ensemble convexe de E, alors pour tout n € N*, pour toute suite
finie x1, ..., x, d’éléments de A et pour toute suite finie t;1 > 0,...,t, > 0 tels que
n n

Zti =1, ona Ztixi € A.
i=1 i=1

2. Si A est un sous-ensemble convere de E, alors pour tout n > 1, on a nA =
At 4 A
—_—

n fois

3. 51 A est un sous-ensemble convexe de E tel que O € A, alors on a tA C A pour
tout 0 <t <1.

4. Si A et B sont des sous-ensembles convezes de E et A € K, alors AA et A+ B sont
des ensembles convezes.

5. Une intersection de sous-ensembles convexes de E est conveze.

6. Soient F est un K-espace vectoriel et f : E — F une application affine.
Autrement dit, il existe b € F et g : E — F wune application linéaire tels que
f = g+b. Alors image par f (resp. limage réciproque) d’un sous-ensemble convexe
de E (resp. F') est un sous-ensemble convexe de F (resp. E).

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 6 du supplément.
Proposition 6.1.4. Soit (E, || ||) un espace normé. Alors on a :
1. Pour tout a € E et pour tout v > 0, les boules B(a,r) et B'(a,r) sont convezes.
2. Tout ouvert de (E, || ||) est localement connexe par arcs.
Démonstration. 1. Soient z,y € F et t € [0,1], on a :
a—(te+(1—-ty)=ta+ (1 —t)ha—(ta+ 1 —-t)y)=tla—z)+ (1 —t)(a—1y).

Dotona |la—(tz+ (1—2t)y)|| <tlla—z||+ (1 —1t)]la—yl|. Siz,y € B(a,r), alors on a
tlla—z||+(1—¢t)|la—y| < tr+(1—t)r = r. Par conséquent, on a ||la— (tx+(1—t)y)|| < r,
d'ou tz + (1 — t)y € B(a,r). Si x,y € B'(a,r), alorson a tla—z|| + (1 — ) ]la —y|| <
tr+(1—t)r = r. Par conséquent, on a ||a— (tz+(1—t)y)|| < r, doutx+(1—t)y € B'(a,r).
Donc B(a,r) et B'(a,r) sont des sous-ensembles convexes de F.

2. Ceci résulte de 1. |

On déduit du théoreme 4.4.1 et de la proposition précédente le résultat suivant.
Proposition 6.1.5. Soient (E, || ||) un espace normé et U un ouvert dans E. On a :
1. U est connexe si et seulement si U est connexe par arcs.

2. Les composantes connexes de U sont ouvertes, fermées dans U, et connezxes par
arcs.
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6.2 Deux inégalités fondamentales et espaces (?

Soit p €]1, 400, il existe un unique ¢ €11, +00[ tel que ;17 + % = 1. En effet, il suffit de
prendre g = ﬁ. Notons que 'on a (p—1)g=pet (¢ —1)(p— 1) = 1. Notons aussi que
sip=2,alorsonaq=2.

Lemme 6.2.1. Soient p,q €]1,400] tels que % + % = 1. Pour tout s,t >0, on a :
1ep g 149
st < 55 + qt

st = %s”—i—%tq — P =11,

Démonstration. Soit s > 0 fixé et pour

tout ¢ > 0, soit ¢(t) = 5 87 + 19— st, alors t 10 sP~ +00
¢ est dérivable sur |0, +oo[ et on a ¢'(t) = o (1) — 0 =+
t?7~1 —5. On en déduit le tableau de variation o) I oo
ci-contre de . Donc pour tout ¢ > 0, on a P \ 0 /
e(t) > 0,et o(t) =0 < sP =14, |
Notations.
— Pour tout n € N* et pour tout = (x1,...,2,) € K", on pose :
1
P

(|z1]” + -+ 4 |zn|”)? si 1< p< oo,
lzllp =

max (|z1], ..., |@a]) si p=o0.

— On désigne par £*° le K-espace vectoriel des suites de scalaires bornées en module.
Autrement dit, on a ¢ = B(N, K) = C,(N). Pour tout © = (z,,)n>0 € ¢, on
pose :

[2]loo = sup |zn].
n>0

— On désigne par ¢y le sous-espace vectoriel de ¢*° formé des suites qui convergent
vers 0. On désigne par c. le sous-espace vectoriel de ¢ formé des suites dont tous les
termes sont nuls sauf un nombre fini. En fait, N est un espace métrique localement
compact et on a ¢y = Cy(N) et ¢, = C.(N), voir définition 3.6.2.

— Pour tout entier n > 0, soit €, = (dn,k)k>0 € Cc, OU Iy 1 €st le symbole de Kronecker

défini par :
5= 1 si k=n,
PN 0 s k#n.
Autrement dit, e, est la suite dont le terme d’indice n vaut 1 et tous les autres

sont nuls.

— Pour tout p € [1,4+00], on désigne par ¢? l'ensemble des suites de scalaires z =

(n)n>0 pour lesquelles la série Z |z, |” est convergente. Pour tout z = (x,,)n>0 €
n>0

SN
ol = (32 leal”)
n=0

fP, on pose :
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Théoréme 6.2.1. Soient p,q €1, 4+00[ tels que 1—1) + % = 1. Pour tous x = (x1,...,%y),
y= (yla'“uyn) e K™ on a:
1 n 1
‘ Z% yg\ < ( I:vjlp) ’ (Z |yj|q) " (inégalité de Holder).
1 j=1

<
n 1 n 1 n 1
2(2]@+%@Pg(z]@ﬂp+(23mﬂp(m@mwdemmmmwu
J=1 j=1 j=1

Démonstration. 1. Si ||z|, = 0 ou ||yl = 0, I'inégalité est triviale, donc on suppose
llz||, # 0 et ||y|lq # 0. D’apres le lemme précédent, pour tout j € {1,...,n}, ona:

gl Ll Lyl
lzllp llylle ~ 2 ll=llz  q llylld

donc on a :

IN

Z ||x3| |y;] Z| J|P Z |yj|q

2llp yllq pll [t qllyllq
1
= )b+ lyllg
EI allyld
11
- Sy —1,
P q

n
Par conséquent, on a ‘ E 5 Y;
Jj=1

n
<3 | < el ol -
j=1
2.0n a:

n
D7 Jag sl a4y

n
> lw+yl
j=1

j=1
n
1
< 3 (gl +1ysl) |z + sl
Jj=1
n n
-1 —1
= > allag + P il g 4y
j=1 j=1

D’autre part, d’apres 'inégalité de Holder, on a :

>l ey + 9,7t < (Z w) (Z -+, ”q)
j=1

-1 -1
Dyl +y P < (Z |yj|p) (Z Jaj + 5] )q)
j=1 j=1

j=1
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Par conséquent, on a :

1

I+l < (lally + lgly) (3 2 +5507) = (lally + lyly) (e + 1)
j=1

p
q

y p—=
Dotona ([ +yl,)" @ <llzl, + [yl done ||z +yll, <llzll, + llyll,- L

Remarque 6.2.1. Notons que I'inégalité de Cauchy—Schwarz, voir proposition 2.1.2, est
un cas particulier de I'inégalité de Holder.

Proposition 6.2.1. Soit n € N*, on a les propriétés suivantes :
1. Pour tout p € [1, +00], Uapplication x — ||z||, est une norme sur K.
2. Pour tous p,q € [1, +o00[ tels que p < q et pour tout x € K", on a :
1
[2lloo < llzllq < ll2llp < n7|[2floo -

3. Ona pEI-POO 2], = l|2lo-

Démonstration. 1. Il est clair que z — ||2]o est une norme sur K”. On déduit de
I'inégalité de Minkowski que pour tout p € [1, +oo[,  — ||z||, est une norme sur K".

Notons aussi que pour tout z = (x1,...,2,), ¥ = (Y1,...,Yn) € K*, on a:
n n n
> wsu| < leillwil <3 kel lglloe = 2l ylc
j=1 i=1 i=1
2. Soit = (z1,...,2,) € K. Pour tout i € {1,...,n},ona |z;|? < |z1|T+ - +|2,]? =

z||Z, ot |z;| < ||z|| . Par conséquent, on a ||z||cc < ||z]| . Siz = 0, alors les inégalités &
q q q g

montrer sont triviales, donc on peut supposer x # 0. On a ||z||; < |z]|, <=

’”pr
1, d’ou1 I'idée de poser y; = H ” On a |yi| < 1et g > p, on en déduit que l'on

P
ozl Jxal” [Edls

jzil _ - Jwl
a |yi]? < |yil?, dou < Donc on a Z < Z =1
' ' =]} = Tallp [EIH lzlly — < llll; ’

d’out [|z|? < [|#[|1. Par conséquent, on a [lzll, < [[z]|,. Dautre part, on a [jz|, =
1

(Dxm) < (anng’o)p = o] .

3. Commeona lim n# =1, alors hm lz]lp = %] co- |
p—+oo

Remarque 6.2.2. Sip €10, 1], on vérifie facilement que pour tous s > 0et ¢ >0, 0on a :

1 1,1 1
(s+t)P <sP+tP et (s+t)r <2p (sl’ —i—tl’).

1
On en déduit que pour tout z,y € K", on a ||z +yl|, < 27 (||z, + |ly[l,). D autre part,
siz=(1,0,---,0) et y =(0,1,0,---,0), alors on a :

1
zllp =llyll, =1 et |lz+yllp, =27 > 2=zl + [y,
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Donc lapplication  — ||z||, n’est pas une norme sur K”. On reviendra sur ce cas,
p €]0, 1], dans le chapitre 9, voir exercice 9.6.

Remarque 6.2.3. Pour tout p € [1, +c0], soit B, = B,(0, 1) la boule ouverte de centre
0 et de rayon 1 pour la norme || ||, dans K”. Alors B, est convexe et symétrique par
rapport a 0. Comme on a [|z]o < [|lz]ls < [lz]2 < |23 < [lz]|1, alors on a les inclusions
suivantes By C B% C By C B3 C Byo.

Pour n = 2, on a les trois boules ouvertes de centre 0 et de rayon 1 correspondantes dans
R? :

Y Y
1| Bi(0,1) 1| Bx(0,1)
/// \\\\ /// \\\
,’/ A 1 1’ \\1
- 0 y x ‘\ 0 /‘ x
N 7 \ 7
Y
1| B(0,1)
[ ]
1 I
1 I
| 1
t 0 : T
1 I
I 1
AR

Proposition 6.2.2. On a les propriétés suivantes :

1. Pour tout p € [1,+0o0], P est un K-espace vectoriel et Uapplication x — ||z||, est
une norme sur 7.

2. L’espace (£7, || ||p) est de Banach.
L’espace (co, || [|oo) est de Banach.

Pour tout p € [1, +00[, on a ¢, C P C ¢y C £°.

AR

Pour tous p,q € [1,+00[, on a £P C £ si et seulement si p < q
6. Si1<p<gq<+oo, alors pour tout x € l7, on a ||z]|e < ||z|lq < |l2|lp-

Démonstration. 1. Si p = 400, c’est clair. On suppose p € [1,4o00[. Il est clair que
lz][, =0 <= =z = 0. Pour tout £ = (z,)n>0 € £F et tout A € K, on a || Az|, =
Al |z]l, < 400, donc Az € ¢P. Soient x = (xp)n>0 €t ¥ = (Yn)n>o € €F. D’apres
I'inégalité de Minkowski, pour tout n > 0, on a :

n 1 n 1 n 1
(Xt +ul’)” < (X heal”)” + (X lusl”) " < el + gl < oo
j=0 j=0 Jj=0
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s 1
On fait tendre n vers 'infini, on obtient (Z |z; + yj|p) " < |\zllp+]lyll, - Donc z+y € ¢»

n=0
etona|z+yl, < |lz|l,+lyllp. Par conséquent, 7 est un K-espace vectoriel et z — ||z,
est bien une norme sur /7.
2. Le fait que (£*°, || |lo) est un espace de Banach résulte de la proposition 2.6.8.
Montrons que (€7, || ||,) est un espace de Banach pour tout p € [1, +o0[. Soit (& )k>0 une
suite de Cauchy dans (€7, || ||,). Pour tout k£ > 0, on a §k = (kn)n>0, avec x, € K.
Soit € > 0, alors il existe kg € N tel que pour tout k, k' > kg, on ait :

[e'e] 1
(D lokn = awnl”)” = N6 = &wllp <.
n=0

Soit n > 0. Pour tout k, k', on a |xgn — i n| < |6k — &k |lp, donc la suite (zg,n)r>0 est

de Cauchy dans K qui est de Banach, donc il existe z,, € K tel que klim Thn = Tn-
—+o00

Pour tout N > 0 et pour tout k,k’ > kg, on a :

N 1

(Z |Zkn — :Bk/,n|p) <=l <e.

n=0
On fait tendre k' vers 'infini, on obtient que :

N

(Z|$k,n_$n|p) S €.

n=0

=

Ceci étant vrai pour tout N > 0, d’'otion a :

[eS)
(Z |xk7n - xnlp)
n=0

Soit & = (n)n>0, alors on a x — & € £P. Comme (P(N) est un espace vectoriel, alors
r =z — & + & € 7. De plus l'inégalité précédente montre que (§;)r>0 converge vers
dans (&2, | ).

3. Quand on munit N de la topologie discrete, alors N est un espace localement compact et
on a ¢y = Cy(N), et la norme || || est la norme associée a la distance de la convergence
uniforme. Il résulte de la proposition 3.6.5 que (cp, || [|s) est de Banach. Mais on va
donner une preuve directe de ce résultat. Il suffit de montrer que ¢y est fermé dans
(€%, || loo)- Soit ({k)r>0 une suite dans ¢y convergente vers = (2, )n>0 € £°°. Pour tout
k>0, onaf; = (Tkn)n>o0, avec Tx, € K. Soit € > 0, alors il existe kg € N tel que pour
tout k, k" > ko, on ait || — z||ec < &, d’o0t pour tout k > k¢ et pour tout n > 0 on a
|€k.n — xn| < e. Done, pour tout n > 0, on a |z,| < |Tkyn — Tn| + |Tko,n| < € + |Tho.nl-
Comme &, € cp, il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait |zk, »| < &, d’olt pour
tout n > N, on a |z,| < 2¢. Donc on a = € ¢y. Par conséquent, (co, || |lo) est un espace
de Banach.

4. Les inclusions ¢, C P et ¢y C £ sont claires. Vérifions que 'on a /P C c¢y. Soit
—+o0

x = (Tn)n>0 € (P, alors on a Z|xn|p < 400, donc lim |z,|" = 0 et alors on a
- n—-+oo

n=0

3 =

<e.
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lim |z,| = 0. Autrement dit, on a = € co.
n—-+o0o

5. Supposons d’abord que p < gq. Soit © = (z,)n>0 € €, alors € cy. Donc il existe
N € N tel que pour tout n > N, on ait |z,| < 1. Par conséquent, pour tout n > N, on a
o0

|7,]9 < |2,|P, Aot Z |7,]? < 400, donc x € £P. Ainsi, on a (P C 4.
n=0

Réciproquement, supposons que 'on a ¢/ C (9. Si p > q, pour tout n > 1, soit x,, =

)

3
P

alors = (zn)n>1 € P, mais x & {9, ce qui contredit I’hypothese. Donc on a bien p < g.
6. Soit © = (xn)n>0 € €F. Pour tout n > 0, on a |x,| < ||z|lq, d'o ||z|lec < ||z]|4. D’apres
la proposition précédente, pour tout n > 0, on a :

n 1 n 1
(S lil)* < (X lal”)” < Nl
i= i=
On fait tendre n vers U'infini, on obtient ||z||; < ||z,. |

Remarque 6.2.4. On verra, exercice 6.34, que si 1 < p < ¢ < 400, alors /P est dense
dans (€4, | {|q)-

6.3 Applications linéaires continues

Théoréme 6.3.1. Soient (En, || ||1), (E2, || ||2) deuz espaces normés et f : Ey — Ea
une application linéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe un nombre M > 0 tel que pour tout x € Eq, on ait || f(z)|2 < M|z|; .
(ii) [ est bornée sur la sphére S = {x € Ey ; ||z||1 = 1}.
(i11) f est lipschitzienne.

(iv) f est uniformément continue.

(v) [ est continue.

(vi) f est continue en 0.

Démonstration. Il est clair que (i)==(ii). Montrons que (ii)==-(iii). Par hypothese,
il existe une constante A > 0 telle que pour tout = € S, on ait ||f(z)||2 < A. Soient

x,y € F1 tels que x # vy, alorsonaHf(ﬁ)H <A Orona:
$—y 1

(=20, = s @ - 1), = @) - s

dou ||f(x) = f(y)|l2 < A|lx — y||1- Donc f est lipschitzienne. Les implications (iii) =
(iv) = (v) = (vi) sont claires. Il reste & montrer que (vi) = (i). Par hypothese,
Papplication f est continue en 0, et on a f(0) = 0 car f est linéaire, donc pour tout
e > 0, il existe n > 0 tel que pour tout z € E; vérifiant ch||1 <, on ait ||f(x)]2 < e.

x
Soit « € F1, avec x # 0, alors Hn—H =17, donc on a Hf( )H
[E4IFt [E4IP
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Orona [7(7-)], = | ap /@], = o M@ dob £ @)l < el 1 sufit

€
maintenant de prendre M = — pour avoir (i). [ |
n

Définition 6.3.1. Soient (E1, || ||l1), (E2, || ||2) deux espaces normés et f : By — FEs
une application linéaire continue. La meilleure constante apparaissant dans la condition
(i) du théoreéme précédent s’appelle la norme de f et se note || f||. Autrement dit, on a
| £l =inf {M >0; [ f(z)|2 < M ||z|1 pour tout = € E1}.

Proposition 6.3.1. Soient (E1, || ||1), (B2, || ||l2) deux espaces normés et f : By — Ea
une application linéaire continue. Alors on a :

L= swp I @e= swp [f@)lz= sup [|f(@)]2=sup L@z

2], <1 ol <1 2l =1 w20 |lzl
2. Pour tout x € E1, on a ||f(z)|l2 < | fIllzl1-

Démonstration. 1. Puisque f est continue, alors I’ensemble
B={M>0;|f(z)]2 <M |z pour tout x € E1}

est non vide (et minoré dans R 1), donc ||f|| = inf {M ; M € B} existe dans R . Soit
M € B, alors pour tout € Eq, on a | f(z)]l2 < M ||z]|1, donc sup || f(z)|2 < M.
[zl <1

Par conséquent, on a sup ||f(z)||2 <inf {M ; M € B} = | f||. Pour tout = # 0, on a
[lzfl<1

MG < sup ||f(95)||2’ donc pour tout x € Eq, on a ||f(z)|2 < <sup /(= )||2) 1]
z#0

lzlle = az0 Nzl ]|

d’ou || f|| < sup ||J|c|( ||)||2 Soit « € E tel que x # 0, alors on a :
z;ﬁO
1/ ()2 1
— @], =l (o)), < s 1@l < sw 5@ < 171
[[[]1 ||9C||1 [l 2/l =1 lzlh <1
Donc on a sup I7 @)l < sup [[f(@)]l2 £ sup [[f(2)]l2 < ||f]]. Par conséquent,
20 [l = jaju= llafl1 <1
I1f(@)ll2
ona [[f] = sup |[f(z)z = sup [f(z)ll2 = sup - Ona sup [|f(z)]l2 <
el <1 ol =1 w0 ol lefla<1
sup || f(@)]l2 = |If]]. Il reste & montrer I'inégalité inverse. Soit x € E tel que ||z|[; <1,
llzlli<1
alors pour tout n > 1, on a ||(1 — %)x“l = (1=Y)fzl <1, don (1 - 1) f(@)]2 =
[£((1 = 1)z)]|, < sup [[f(x)]l2. On fait tendre n vers +oo, on obtient ||f(z)[]2 <
[lfla <1
sup || f(z)|l2. Par conséquent, on a || f|| < sup || f(2)]2-
lz]l1<1 |l <1
2. Pour tout x # 0, on a % < su ||J|c|( ||)||2 = ||f]|, donc pour tout = € F7, on a
Til1 1750

1f @2 < 11 1]l |
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Exemple 6.3.1. 1. On munit K™ de I'une des normes définies dans l’exemple 6.1.1,
alors les projections canoniques

ol K" — K
(T1,...,Tn) —>

sont linéaires continues et on a ||m;|| = 1.
2. Soit C(]0, 1]) l'espace vectoriel des applications continues de [0, 1] dans K muni de
la norme ||z]|s = Orgta%(l |z(t)] et soit tg € [0, 1]. Alors 'application
f: c(o,1]) — K
x —  x(to)
est linéaire continue et on a || f|| = 1.
3. On prend le méme espace comme ci-dessus, et considérons I’application suivante.
f: cqo, 1) — K
x — / 1 x(t)dt
0

Alors f est linéaire continue et on a || f|| = 1.

Proposition 6.3.2. Soient (E, || ||), (F, || ||') des espaces normés et f : E — F une
application linéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) [ est un homéomorphisme.

(ii) [ est surjective et il existe « > 0 et 8 > 0 tels que pour tout x € E, on ait :
alzl < If@)) < Bl

Si (E, || ||) est un espace de Banach, alors (i) et (ii) sont équivalentes a :

(iii) f(E) est dense dans F' et il existe o > 0 et 8 > 0 tels que pour tout x € E, on ait :
allz| <[l f @) < Bl=|.
Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 6 du supplément.

Soient (E1q, || |l1) et (Fa, || ||2) deux espaces normés. Il résulte du théoréme 6.3.1 que si
f et g sont des applications linéaires continues de F; dans Es et si A € K, alors f + g et
Af sont des applications linéaires continues de E; dans FEs, ou pour tout x € E1, on a

(f +9)(@) : = f(z) +g(x) et (A\f)(2) : = Af().

Notation. On note .Z(E;; E2) lespace vectoriel des applications linéaires continues de
E, dans FEs. Lorsque Ey = E5 = E, on note simplement £ (Ey; E2) = Z(F).

Proposition 6.3.3. Soient (E1, || ||1) et (Ea, || ||2) deux espaces normés.
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1. L’application f —— | f|| est une norme sur Uespace vectoriel £ (E1; Es). Sauf
mention du contraire, Uespace vectoriel £ (Ey; Es) sera toujours muni de cetle
norme.

2. Si (Ea, | ||2) est un espace de Banach. Alors (£(E1; Ea2), || ||) est un espace de
Banach.

Démonstration. 1. Supposons || f|| = 0. Comme pour tout x € Ey, on a 0 < || f(z)|2 <
If 1 |zllh, alors ||f(z)|l2 = 0, Aot f(x) = 0, et donc on a f = 0. Réciproquement,

si f = 0, alors pour tout z € Fy, on a f(z) = 0, donc ||f|| = sup | f(z)||2 = 0.
llzll <1

Soient f,g € Z(E1; E2) et A € K. Pour tout € Eq, on a ||[(Af)(z)]l2 = [N (2)]2 =
AL (@)fl2 < JATAI lz]lr- On en déduit que [[Af]| < A[[f]]. Pour tout z € Ey, ona ||(f+

9) @)z = [1f (@) +g(@)ll2 < I f(@)ll2+[lg@)l2 < Izl + gl Izl = LI+ gDzl
On en déduit que | f +g|| < |/ f||+ |/g]]- Donc application f — || f|| est bien une norme

sur ’espace vectoriel Z(Eq; E2).
2. Soit (fn)n>0 une suite de Cauchy dans .Z(E; E2), || ||). Donc, pour tout £ > 0, il
existe N € N tel que pour tout n,m > N, on ait ||f, — fi|| < . Comme pour tout
n,m > N et tout x € F1, on a :

[fn(@) = fm(@)ll2 < ([ fr = frmll [l (6.1)

donc la suite (fy,(x))n>0 est de Cauchy dans (Es, || ||2). Elle est convergente, puisque Es
est de Banach. Notons f(z) sa limite. Autrement dit, on a f(z) = li_>m fn(x).

Pour tout x,y € E7 et tout A € K, on a:

fatdy) = lm fale+Ay)
= lim fu(2) + Afuly)

= D fo(2) +A I fu(y) = f(2) +Af(y).
Donc f est linéaire. La fonction norme étant continue sur Es, on fixe n > N et on
fait tendre m vers U'infini, ’équation (6.1) implique que pour tout n > N et pour tout
x € By, ona ||fn(z) — f(x)]]2 < e|lz]]1. Donc f, — f est continue et on a ||f, — f]| < e.
L’application f,, étant continue, on en déduit que f = f,, — (f,, — f) est continue et que
la suite (fn)n>0 converge vers f dans (L (E1; E2), || ||). Donc (Z(Ev; Es), || ||) est un
espace de Banach. [ |

Proposition 6.3.4. Soient (E1, || ||1), (E2, || ll2) et (Es, || ||3) trois espaces normés.
Soient f : By — Es et g : Es — E3 deux applications linéaires continues. Alors
go f: Ey — E3 est une application linéaire continue et on a |[go f|| < |f1] llgll-

Démonstration. Il est clair que g o f est linéaire. Pour tout x € E7, on a :

lg o f(@)lls = llg(f@)lls < gl 1/ (@) ll2 < gl 1A -

Donc g o f est continue et on a ||go fI| < || f]l llg]l- u
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Proposition 6.3.5 (théoréme de prolongement). Soient (E, || ||) un espace normé,
(F, || ||") un espace de Banach, H un sous-espace vectoriel dense dans E et f € L (H; F).
Alors il existe une unique g € L (E; F) prolongeant f. De plus, on a ||g|| = ||f||-

Démonstration. Puisque f est uniformément continue, d’apres le théoreme 2.6.2, il
existe une unique application continue g : E — F prolongeant f. Soient =,z € E et
A € K. Comme H est dense dans E, il existe des suites (z,,)n>0 €t (2,)n>0 dans H telles

que x = lim =z, et z= lim z,, dollona:
n—-+oo n—-+oo
glx+Az) = lim g(x, + Az,)
n— oo

= lim f(z, + Azp)
n—oo

= lm f(z,) + A lim f(zn) = g(2) + Ag(2).
Donc g est aussi linéaire. On a :

[fl= suw [f@)'= suwp Jfg@)|' < sup g =lgl-
2€H, ||| <1 € H,||z]1 <1 2€E,||z]|1 <1

D’autre part, pour tout n > 0, on a [[g(z,)||" = [If(zn)[" < [f[|[lznll, dou [lg(x)]|" <
/1] |z|l- Donc on a ||g|]| < ||f]]- Par conséquent, on a bien ||g|| = || f]|- [ |

On va revenir au probleme de prolongement des applications linéaires continues au
chapitre 7.

Définition 6.3.2. Soit F un K-espace vectoriel.

1. On appelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel H de E de codimension 1 :
il existe a € E non nul tel que F = H + Ka et HNKa = {0}.

2. On dit qu'un sous-ensemble H, de E est un hyperplan affine s’il existe un
hyperplan H de E et un élément z € E tels que H, = H + z. Autrement dit,
un hyperplan affine est le translaté d’un hyperplan.

Lemme 6.3.1. Soit E un K -espace vectoriel.

1. Soit H un hyperplan de E. Alors il existe une forme linéaire non nulle f sur E
telle que H = ker(f).

2. Inversement, soit f une forme linéaire non nulle sur E. Alors H = ker(f) est un
hyperplan de E.

3. Soient f et g des formes linéaires sur E. Alors ker(f) = ker(g) si et seulement si
il existe A € K tel que A # 0 et g = \f.

Pour une preuve du lemme précédent, voir chapitre 6 du supplément.

Remarque 6.3.1. Soit H, un sous-ensemble d’un K-espace vectoriel . On déduit du
lemme précédent que H, est un hyperplan affine de F si et seulement si il existe une
forme linéaire non nulle f sur E et un scalaire o € K tels que H, = {x € E'; f(z) = a}.
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Proposition 6.3.6. Soit (E, || ||) un espace normé.
1. Tout hyperplan de E est ou bien fermé ou bien dense dans (E, || ||)-

2. Une forme linéaire sur E est continue si et seulement si son noyau est fermé dans

E.

Démonstration. 1. Soient H un hyperplan de E et a € E tel que E = H + Ka et
HnNKa = {0}. Supposons H non fermé dans E et montrons qu’alors H est dense dans
E. Puisque H n’est pas fermé, il existe x € H tel que x ¢ H. Alors il existe h € H et

- h  — _
/\EKtelsquex:h+/\aet)\7é0.Onendéduitquea:xTEHcarHestun

sous-espace vectoriel de FE, voir exercice 6.9. Par conséquent, on a £ = H. Donc H est
dense dans F.

2. Soient f une forme linéaire sur E et H = ker(f). Si f = 0, alors f est continue et
on a H = F, dou H est fermé dans E. Donc on peut supposer f non nulle. Si f est
continue, alors H = ker(f) = f~1({0}) est fermé dans E. Réciproquement, on suppose
H = ker(f) fermé dans E. Soit a € E tel que f(a) = 1. Puisque 'application z — a+x
est un homéomorphisme de FE, alors a + H est un fermé dans E ne contenant pas 0,
donc il existe r > 0 tel que B(0,7) N (a + H) = 0. Soit x € B(0,r). Si |f(z)| > 1, alors
||33||

<|lz|| <retona f( = 1. Comme il existe h € H et A € K tels

)

= h + Aa, on en déduit que A = 1, donc

76l =1
que L o

f(z) f(z)
impossible. Donc on a |f(z)| < 1. Soit # un élément non nul de E, alors on a

3 < don grnlf@) = |1 (5

est continue. |

=a+h € a+ H, ce qui est

Frlk
2

) < 1. Par conséquent, on a |f(z)| < 2|z||. Donc f

Proposition 6.3.7. Soient (E, || ||) et (F, || ||') deuz R-espaces normés et f : E — F
une application bornée sur B(0,1) = {z € E ; ||z| < 1}, et elle vérifie f(x +y) =
f(x) + f(y) pour tout x,y € E. Alors f est linéaire et continue.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 6 du supplément.

Théoréme 6.3.2 (Mazur-Ulam). Soient (E, || ||) et (F, || ||") deuz R-espaces normés
et f: E — F une application isométrique surjective. Alors il existe une application
linéaire surjective et isométrique g : E — F et il existe un élément ¢ € F tels que
f(x) =g(x) + ¢, pour tout x € E.

Pour une preuve du théoreme précédent, voir exercice 6.78 du supplément.

Proposition 6.3.8. Soient (E, || ||) un espace normé de dimension finie et f : E — E
une application isométrique, i.e. pour tout x,y € E, on a ||f(z) — f(y)|| = ||z —y]|. Alors
on a:

1. f est surjective.

2. Si E est un R-espace normé, alors il existe une application linéaire surjective et
isométrique g : E — E et il existe un élément ¢ € E tels que f(x) = g(x) + ¢,
pour tout x € E.
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Démonstration. 1. Soit B’(0,7) la boule fermée de centre 0 et de rayon r dans E.
Comme E est de dimension finie, alors B’(0,r) est compacte. Soit g = f — f(0), alors g
est une application isométrique de E telle que g(0) = 0, donc on a g(B’(0,7)) C B'(0,r).
D’apres 'exercice 3.28, on a g(B’(0,7)) = B’(0, ). Ceci étant vrai pour tout r > 0, alors g
est surjective. Donc, pour tout z € E, il existe x € E tel que f(z)—f(0) = g(z) = 2— f(0),
d’ou f(x) = z, donc f est surjective.

2. Ceci résulte de 1 et du théoreme précédent. |

Remarque 6.3.2. Une isométrie R-linéaire d’'un C-espace normé dans lui-méme, n’est
pas forcément C-linéaire. En effet, si f(z) = Zz, alors f est une isométrie R-linéaire de C
dans C, mais f n’est pas C-linéaire.

6.4 Quelques constructions d’espaces normés

I. Sous-espaces normés

Si (E, || ||) est un espace normé et F' est un sous-espace vectoriel de F, on note encore
Il | la norme induite sur F; muni de cette norme, (F, || ||) est dit un sous-espace
normé de (E, || ||). Notez que la norme induite sur F est associée a la distance induite
sur F' par la distance sur E associée a la || || sur E. On déduit de la proposition 2.6.5 le
résultat suivant :

Proposition 6.4.1. Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace normé (E, || ||)-
1. Si F est un espace de Banach pour la norme induite, alors F' est fermé dans E.

2. Si E est un espace de Banach et F est fermé dans E, alors F est un espace de
Banach pour la norme induite.

I1. Produit fini d’espaces normés

Soient (E1, || [|1),---, (En, || lln) des espaces normés. L’ensemble produit £ = Fy X - - - X
E,, a une structure naturelle d’espace vectoriel, et pour = = (x1,...,x,) € F, on pose :

sup ||z
1<i<n

Ni(e) = 3 il Noe) = (X llill)  Neo() =

Alors N1, Ns et N, définissent trois normes équivalentes sur ’espace vectoriel produit
E. Muni de I'une des ces normes, F est dit espace normé produit des espaces donnés.
Notez que ces trois normes sont associées respectivement aux trois distances D1, Dy et
D, définies dans le chapitre 2, paragraphe 2.4. On en déduit que la topologie d’un produit
fini d’espaces normés coincide avec la topologie produit. On déduit de la proposition 2.6.6
le résultat suivant :

Proposition 6.4.2. Soient (Ev, || ||1),---,(En, || ||n) des espaces normés et E = Ey X
-+ X By, Pespace normé produit. Les conditions suitvantes sont équivalentes.

(i) E est un espace de Banach.

(11) Pour tout j € {1,...,n}, E; est un espace de Banach.
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III. Norme quotient

Soient E un K-espace vectoriel et H un sous-espace vectoriel de F. On définit sur E la
relation d’équivalence suivante : pour z, y € F,

TRy <= z—yc H.

On note 7 : E — E/R 'application quotient. Soient z1, 2, y1, y2 € E et A € K tels
que x1 Ry1 et x2 Ryo, alors on a :

(1 4+22) — (Y1 +y2) = (1 —31) + (22 —y2) € H,

Ax1 —/\y1 :)\(1'1 _yl) € H.

Donc on a (x1 + x2) R (y1 + y2) et Ax1 R Ayr. Autrement dit, si on a 7w(z1) = 7(y1) et
m(x2) = 7(y2), alors on a 7(x1 + 22) = w(y1 + y2) et 7(Ax1) = w(Ay1). Par conséquent,
lespace quotient E/R posseéde une structure naturelle de K-espace vectoriel définie par :

m(x)+7(y):=7n(z+y) et Mr(z):=7n(A\x).

Dans ce cas, I'espace quotient F /R est noté E/H et appelé ’espace vectoriel quotient,
et 'application quotient 7 est linéaire.

Supposons & présent que (F, || ||) est un espace normé, et il s’agit de mettre une norme
sur P’espace vectoriel quotient E/H de telle sorte que la topologie associée & cette norme
soit la topologie quotient. On souhaite que I'application quotient = : E — E/H soit
continue, et donc on va forcer la norme || ||’ sur E/H de vérifier 'inégalité ||7(z)|" < ||z]|
pour tout € E. Or on a m(x) = w(x — h) pour tout h € H, ainsi on a besoin que
la norme || ||" satisfait ||7(z)]|" < || — k| pour tout h € H. Ceci nous conduit & poser
| (z)|] = hlg}fq |z — h|| = d(z, H). Donc on a ||7(z)||' = 0 si et seulement si z € H. D’ott

la nécessité de supposer H fermé pour avoir une norme sur £/H.

Proposition 6.4.3. Soient (E, || ||) un espace normé, d la distance associée a la norme
Il || sur E, H un sous-espace vectoriel fermé de E, et 7 : E — E/H lapplication
quotient. Pour tout x € E, on pose :

/A . _
(@)l = ot llz — b = d(w, H) .

Alors on a :
1. || I est une norme sur l’espace vectoriel quotient E/H , appelée la norme quotient
sur E/H.
2. 7 est une application linéaire continue et ||| < 1. On a méme 7| =1 si H # E.

3. Pour tout a € E et tout p > 0, on a w(B(a,p)) = B(w(a),p). Donc w est une

application ouverte. Autrement dit, l’image par ™ de tout ouvert de E est ouverte
de E/H.

4. La topologie associée a cette norme || ||' coincide avec la topologie quotient sur
E/H.
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Démonstration. 1. Siz € H, alorson a 0 < ||7(z)|" < || — z|| = 0. Donc ||7(z)|" = 0.
Autrement dit, on a ||0]]" = 0. Soit = € E tel que ||x(z)||' = 0, d’ott d(z, H) = 0, donc on
ax € H. Comme H est fermé dans F, alors H = H. Donc on a x € H, d’ou 7(z) = 0.
Soient x € E et A € K. Si A = 0, alors on a |[An(z)]|” = [|0]] = 0 = |A]||x(z)|'. On
suppose A # 0, alors on a :

()l = Ol = inf [Ixe —
- il
- gl
= Aot o=kl = N =@

Soient x,y € E. Pour tout € > 0, il existe h,k € H tels que :
lz =Rl < |7(@)" +e et ly—kll < [r@)] +e.

Onah+keHet|rt+y—(h+k)| <l[z—nl+y—k|<|r@)] + x| + 2.
Donc on a [|w(x) + 7(y)|| = |I7(z + »)||" < |[7(@)]|" + [|7(v)]|" + 2¢. On en déduit que
lm(x) + 7(W)|" < ||7(2)|| + ||7(y)||'. Par conséquent, || || est une norme sur E/H.

2. L application 7 est linéaire par définition de la structure vectoriel sur E/H. Pour tout
zr,y € E,on a ||n(z) —n(y)||" = [|[7(x —y)||" < || — y|. Donc 7 est continue et on a
Il < 1.

3. Pour tout a € E et tout p > 0, on a ||7(a) — m(x))|| = ||7(a — z)||/ < |la — z||, donc
w(B(a,p)) C B(w(a), p). Réciproquement, soit 7(z) € B(n(a), p), alorson a |7(a—z)|" =
|7(a) — m(x))||" < p. Or on a ||7(a — 2)|" = hlgg la —x — hl|, donc il existe h € H tel
que |la — (z + h)|| < p. Soit y = x + h, alorson a y € B(a,p) et n(y) = n(z + h) =
m(z)+n(h) = 7(x)+0 = (), doncon a 7(x) € w(B(a, p)), ot B(n(a), p) C n(Bl(a,p)).
Par conséquent on a w(B(a, p)) = B(w(a), p). On en déduit que 'application 7 est ouverte
et que ||| =1si H # E.

4. Puisque 7 est une application continue et ouverte, on en déduit que la topologie
associée & la norme ||||" sur E/H coincide avec la topologie quotient sur F/H, voir
corollaire 1.4.2. ]

Remarque 6.4.1. Notons que si d’ est la distance associée & la norme || || sur E/H et
d est la distance associée & la norme || || sur E, alors on a :

d(n(z),m(y)) =dx+H,y+ H).

Autrement dit, la distance d’'(£,7) de deux classes de E/H est simplement la distance
des sous-ensembles & et np de E, i.e. inf{d(a,b) ; a € £ et b€ n}.

Exemple 6.4.1. On munit I’espace vectoriel E = R? de I'une des trois normes suivantes :

1
1@l =zl +lyl, @yl = (2®+9%)*,  ll(z,9)]le = max{lz], |yl}.
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Soit H = {(z,y) € R? ; & = 0}. Alors H est un sous-espace vectoriel fermé de E et les
trois normes ci-dessus engendrent la méme norme quotient sur E/H. En fait, on a :

7 ((z, )l = ll7((@,9)ll2 = [I7((@,9) |l = [
De plus, 'application suivante est un homéomorphisme linéaire.

E/H — R
m((z,y) — @

Exemple 6.4.2. Considérons 'espace de Banach (£°°, || ||). Alors la norme quotient
sur £°°/cg est définie par ||7(z)||" = limsup |z,|, pour tout = (z,,)n>0 € £°°. En effet,
n—-+oo

soit @ = (@n)n>0 € €, alors on a ||7(2)||" = inf {||z — ks ; h € co}. Pour tout
n—1

n > 1, soit h,, = Zxk ey, alors h,, € ¢ C ¢ et on a ||z — hljs = sup |z,|. Donc on a
k=0 pzn

|7 (z)|" < limsup | ]. Soit € > 0, alors il existe h € ¢g tel que ||z —h|oo < ||7(z)|’+e. On
a hmsup|:z:n| = hmsup|xn—h | car hm hn, =0, et imsup |z, —hy| < sup |y — hy| =
n—-4o0o —400 n—-4o0o
|z — R0, d’olt hmsup |zn| < |7 (x )|| + e. Ceci étant vrai pour tout & > 0, on en déduit
n—-4o0o
que lon a limsup |z, | < ||7(2)|. Par conséquent, on a ||7(x)||" = limsup |z,]|.
n——+oo n—+00
Proposition 6.4.4. Soient (E, || ||), (F, || ||') deuz espaces normés et f : E — F une

application linéaire. Soient H un sous-espace vectoriel fermé de E tel que H C ker(f) et
7w : E — E/H lapplication quotient. Alors on a :

1. Il existe une unique application linéaire ]?: E/H — F telle que fo T = f.
Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif.

E ! F
N
E/H

2. Si f est continue, alors [ est continue et on a || f| = ||f] .

Démonstration. 1. Pour tout z € E, on pose f(m(z)) = f(z). Vérifions que f est bien
définie et qu’elle est linéaire. Soient a, b € E tels que 7(a) = w(b), alorsa—b € H C ker(f),
donc on a f(a)—f(b) = f(a—b) = 0, d’ou f(a) = f(b). Par conséquent, f est bien définie.
Pour tout z,y € E et tout A € K, on a :

Fr(z) + An(y) = fr(e +Xy) = flz +Ay) = f(z) + A (y) = F(n(@)) + Af(n(y)).

Donc fest linéaire. Par construction, on a fo m = f. Puisque 7 est surjective, alors f
est unique.

2. On suppose de plus f continue. Soit a € E/H tel que |la|]| < 1, d’aprés la proposition
précédente, il existe z € E tel que ||z < 1 et 7(z) =a. D'olt on a IF (@) = ||f)| <
£zl < [If]l- Par conséquent, f est continue et on a || f]| < ||f]. On a aussi || f|| =
|Forll < IF]l =l < 7] car x| < 1. Donc on a || = [I/].
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Proposition 6.4.5. Soient (E, || ||) un espace normé et H un sous-espace vectoriel
fermé de E. Soit m : E — E/H application quotient. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) E est un espace de Banach.
(1) H et E/H sont des espaces de Banach.

Démonstration. Montrons d’abord l'implication (i7) = (4). Soit (z,)n>1 une suite
de Cauchy dans E. Pour tout z,y € E, on a ||n(z) — n(y)||' = |7z — )| < |z — y]|,
donc (m(xy,))n>1 est une suite de Cauchy dans E/H, donc elle converge vers un élément
m(z) € E/H. Pour tout n > 1, il existe y,, € F tel que ||z, —z—yy|| < L +|7(z, —2)| =
L 4 || (zn) — m(z)], doli on a nll)rfoo Tn —(x+yn) =0.0na:

lyn —ymll = llyn = (@n —2) + (Tn —2) = (T — ) + (Tm — T — yn)||

IN

lyn — (#n — 2)|| + (|20 — | + |20 — T — Y ||

IN

5 (@) = w@)) + 20 — @mll + 5 + |7 (@m) — ()]

Donc la suite (y,)n>1 est de Cauchy dans F, donc elle converge vers un élément y € F,
dou lim z+vy, =x+y. Pourtout n >1,ona x, =z, — (¢ +yn) + (z + yn), donc

n—-+oo
la suite (xy,)n>1 converge vers  +y € E. Par conséquent, E est un espace de Banach.

Montrons l'implication (i) = (ii). Puisque F est fermé dans F qui est un espace de
Banach, on en déduit que F' est de Banach. Il reste & montrer que E/H est de Banach.
Soit (zpn)n>0 une suite de Cauchy dans E/H. D’apres la proposition 2.6.2, il existe une
sous-suite (2, (n))n>0 de (2, )n>0 telle que pour tout n > 0, on ait ||z, (n41) =2l < 27"
En plus, la suite (2,),>0 est convergente si et seulement si la sous-suite (z,(n))n>0 est
convergente. On montre facilement par récurrence qu’il existe une suite (z,),>0 dans
E telle que pour tout n > 0, on ait m(z,) = zym) et [|Tpr1 — z,l < 277 Alors la
suite (zy,)n>0 est de Cauchy dans E, donc elle converge vers un élément « € E. Or &
est continue, on en déduit que (2,(,))n>0 converge vers m(z). Par conséquent, la suite
(2n)n>0 converge vers 7(z), donc E/H est un espace de Banach . |

IV. Complété d’un espace normé

On a vu, chapitre 2, théoreme 2.7.1, que & tout espace métrique (X, d) on associe un
espace métrique complet ()A( , d ) tel que X soit isométrique & un sous-ensemble dense de
X et le couple (X, d) est unique a isométrie pres. Etant donné un espace normé (E, || ),
alors il existe un espace de Banach (E, || ||') tel que E soit linéairement isométrique & un
sous-espace normé dense de E, et que le couple (E, || ||') est unique & isométrie linéaire
pres. Autrement dit, si (F, || ||”) est un espace de Banach tel que F soit linéairement
isométrique a un sous-espace normé dense de F', alors il existe une application linéaire
isométrique de E sur F' dont la restriction a E soit 'application identité. Un tel espace
(E, || |I") est appelé I'espace de Banach complété de 'espace normé (E, || ||). I y a

tOn verra, remarque 6.7.6, une autre preuve plus facile de I'implication (i) = (i7) en utilisant le
théoréme 6.7.1
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plusieurs maniéres pour construire ’espace de Banach (E, || ||). Ici, on va donner une
idée de la construction de tel espace, mais on verra au chapitre 7 une autre construction
plus élégante, utilisant la notion de « bidual ».

Soient (E, || ||) un espace normé et d la distance associée a la norme || |. Pour tout
z,y € E, on a d(x y) = ||z — y|. Soit (E, d) le complété de espace métrique (B, d).
Autrement dit, (E d) est un espace métrique complet, F est un sous-ensemble dense

dans E et pour tout z,y € E, on a d(z,y) = d(z y) = |l — y||. On montre facilement

qu’il existe une structure d’espace vectoriel sur Eet qu’il existe egalement une norme sur
E dont la distance associée est d. On résume cette construction par le théoreme suivant :

Théoreme 6.4.1. Soit (E, || ||) un espace normé. Alors il existe un espace de Banach
(B, 1) tel que -

1. Il ezistev: (E, || ||) — (E, || |I') une application linéaire et isométrique telle que
1(E) soit dense dans E, et ainsi, on peut identifier E 4 W E), et considérer E comme
un sous-espace vectoriel dense de E.

2. Pour tout espace de Banach G et toute f € Z(F; G), il existe une unique f €
Z(E; G) telle que for= f et ||fll =|fl

3.8 (F, || ||I") est un espace de Banach et s’il existe une application linéaire et
isométrique j: E — F telle que 3(E) est dense dans F, alors il existe une unique
P : E—F application linéaire bijective et isométrique telle que le diagramme
sutvant soit commutatif.
J

E F
NS
E

Ainsi, on peut identifier les deuz espaces de Banach (E, || ||') et (F, || ||").

Remarque 6.4.2. Soient (E1, || ||1) et (Ea, || ||2) deux espaces norrnes Donnons-nous
un complété (Eq, || |I}) de (Ey, || |l1) et un complété (Eg, I Il ) de (Ea, || ||l2)- Soit
f € Z(Ey; Es), alors il existe une unique application f S (El, Eg) qui prolonge f et
on a || f|| = || f]l. Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif.

Ey L. E;

B, — B,

L’application f — f est clairement linéaire. Ainsi, £(FE1; E») se plonge linéairement
et isométriquement dans Z(F1; Es).
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6.5 Applications multilinéaires continues

Définition 6.5.1. Soient Ey, ..., E,, F des K-espaces vectoriels. Une application
f:Ei1x---xE, — F
(X1, .., xn) — f(x1,...,20)

est dite multilinéaire (bilinéaire si n = 2) du produit des E; dans F si pour tout j,
1 < j <n,ettout a; € F;, avec i # j, I'application

Ej — F
Tj f(a,l,...,aj_l,xj,aj_,_l,...,an)

est linéaire. Autrement dit, f est multilinéaire si elle est linéaire par rapport a chacune
des variables.

Notons que si f est multilinéaire, alors on a f(z1,...,z,) = 0 si I'une des variables est
nulle. D’autre part, pour tout (z1,...,x,) € F1 X --- X E, et pour tout \; € K, on a

f(/\lilil,... nxn)—(H/\) (a:l,...,xn).

Lemme 6.5.1. Soient F1, ..., E,, F des K-espaces vectoriels et f : E = E; X -+ X
E, — F une application multilinéaire. Pour tous x = (z1,...,x,),a = (a1,...,a,) €
n

E, ona f(x1,...,2n) — fla1,...,an) :Zf(al,...,ai_l,xi—ai,le,...,xn).

Pour une preuve du lemme précédent, voir chapitre 6 du supplément.

Proposition 6.5.1. Soient (E1, || [[1);---, (En, || In), (F, || |I') des espaces normés et
f:E=EFE x---xE, — F une application multilinéaire. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) [ est continue.
(ii) [ est continue en 0.

141 existe > 0 tel que pour tout (x1,...,2,) € B4 X --- X Ey,, on ait :
ii1) Il existe M > 0 tel tout E E it
If (@1, ) < M|zl [l

Démonstration. L’implication (i) = (ii) est triviale. Montrons I'implication (ii) =

(iii). Considérons la norme |[(x1,...,2Zn)|lcc = max |z;|l; sur E. Comme f est continue
<i<n

en 0, il existe n > 0 tel que pour tout z € E vérifiant ||z||o < 7, on ait ||f( )< 1.

[l sz
I

< 1. D’autre part, on

Soit @ = (x1,...,2,) € E, on peut supposer tous les z; # 0. Soit z; = ——ua;, alors

n
on a ||(z1,-.+,2n)]lec < n, dolt Hf( Tl x1 ,Wxn)
lnl nlln

a f(|L$1,,L$n) = n—f(ZEl,...,Q?n), d’ou ||f($177xn)||/ <

Mzl [0l [zl Nzl
sl llzalln.
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Preuve de (iii) = (i). On fixe a = (a1, ..., a,) € E. On veut montrer que f est continue
en a. D’apres le lemme précédent, pour tout (x1,...,2,) € E, on a :
n
flx,. .. xn) — flag, ... an) :Zf(al,...,ai_l,xi — iy Tig1y ey Tp) -
i=1
Dotion a:
n
1f (@1 mn) = flan,. o an)ll <D F(ar, s tin, @i — ag @i, )| <
" i=1
> Mz — ailli laally -+ llai-alli-1 [|zipalliva - |znlln - On en déduit que si
=1
x=(x1,...,2,) € B(a,1),0on a:

S" M|z~ al|oo (1 + [lallo)"

=1

[f(x1,... zn) — fla1,...,an)|

IN

-1
= nMl|z— a||00(1 + HaHOO)n .

Donc la restriction de f & B(a, 1) est continue en a. Par conséquent, f est continue en
a. |

Remarque 6.5.1. Une application multilinéaire continue n’est pas toujours uniformément
continue. En effet, 'application

RxR — R
(z,y) > xy

est bilinéaire continue, mais n’est pas uniformément continue.

Soient (E1, || 11)s- -+, (En, || lIn), (F, |l ]l") des espaces normés. Il résulte de la proposition
précédente que si f et g sont des applications multilinéaires continues de Fy X ... X E,
dans F et si A € K, alors f + g et Af sont des applications multilinéaires continues de
E; X ...x E, dans F, ou pour tout (1,...,2,) € By X -+ X E,, on a:

(F+g)(@r,...,zn) = fz1, .. xn) +g(@1, .o, Tn)

AN (1, yxn) = Af (21,0 2)

On note Z(En, ..., E,; F) Despace vectoriel des applications multilinéaires continues
de B4 X ... x E,, dans F.

On démontre, comme dans les propositions 6.3.1 et 6.3.3, le résultat suivant :

Proposition 6.5.2. Soient (E1, || [|1),..., (En, || [|n) et (F, || ||') des espaces normés.
Pour tout f € L(F1, ..., En; F), on pose :

£l =sup {|If (@1, .25 lzall < 1,0, amln < 1}

1. L’application f v+ ||f|| est une norme sur £L(E1, ..., Ey; F).
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2. On a :
1A = sup{llf(zr,. . za)ll's flzall =1, lonln = 1}
= inf{M>0; |[f(x1,...,20)|" < M|l [|znlln}
= sup{w : xl#O,...,xn;«éO}.
1]y llznlln
3. Pour tout (x1,...,2,) € By X ... X E,, on a linégalité fondamental
1f @1zl < WA 2l lznlla-

4. Si (F, || |I') est un espace de Banach, £(E1, ..., E,; F) muni de la norme ci-

dessus est un espace de Banach.

6.6 Espaces normés de dimension finie

Lemme 6.6.1. Soit E un K-espace vectoriel non nul de dimension finie. Alors il existe
une infinité de normes sur E.

Démonstration. Soient n la dimension de F et (ey,...,e,) une base de E. Donc pour

n
tout z € E, il existe un unique (A1,...,A,) € K" tel que z = Z Aie;. Alors 'application
i=1

K" — E
n
A yoeydn) — Z)\iei
i=1
est linéaire bijective. Comme il y a une infinité de normes sur K", voir proposition 6.2.1,
on en déduit le résultat. n

Théoréme 6.6.1. Soit (E, || ||) un K-espace vectoriel normé. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) E est de dimension finie.
(ii) Toutes les normes sur E sont équivalentes.

(i11) Toutes les formes linéaires sur E sont continues.

Démonstration. Montrons d’abord l'implication (i)= (ii). Soit (eq, ..., ey) une base
n

de E, o n est la dimension de E. Pour tout z = Z Aie; € E, on pose ||z]|, = max |\,
— 1<i<n

alors || ||, est une norme sur E. On va montrer que les deux normes | || et || |lo sont

n n
équivalentes. On a [|z]| = [|Ae1 + -+ + Mpen|| < ZlAlH'elH < (ZHQH)Hme Soit
=1 i=1
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n

a = e;ll, alors a > 0, et pour tout x € E, on a ||z|| < al|z|| ... Comme "'ensemble
> ledll, et p ; -~
i=1

K3
{0 ) e K max |A\i| = 1} est compact dans (K", || ||s), voir corollaire 3.3.2,
<i<n
alors la sphere S(0,1) = {z € E ; |z|, = 1} est compact dans (E, || [|). On a
[z] = llyll| < llz —yll < allz—yl|,, donc I'application x —— ||z|| est continue de
(E, || I|,) dans R ;. Par conséquent, il existe g € S(0,1) tel que | |i|nf lz]| = [Jzol| >
|| =1

0. Autrement dit, il existe b > 0 tel que b < |[jz| si ||z]loc = 1. Soit x € E tel que
ezl = vaov o< i orona il =
el e fall falloo |~ Tl
donc bljz| < ||z|. Par conséquent, il existe b > 0 tel que pour tout z € E, on ait
bz < [lz]|. Donc les deux normes || || et || ||, sont équivalentes. On en déduit (ii).
Montrons I'implication (ii) = (iii). Soit f : E — K une forme linéaire quelconque sur
E. Pour tout « € E, on pose |z||" = [f(z)| + ||z|. Alors || || est une norme sur E. Par
hypothese toutes les normes sur E sont équivalentes, donc il existe a > 0 tel que pour
tout € E, on ait ||z||’ < alz|, dou |f(x)] < a|x|. Par conséquent, f est continue.
Pour montrer I'implication (iii) = (i), il suffit de montrer que si E est de dimension
infinie, alors il existe une forme linéaire non continue sur E. On suppose donc dim(FE) =
+00, et solent (e, ),>1 une suite infinie de vecteurs de E linéairement indépendants et V' le
sous-espace vectoriel de E engendré par (e, ),>1. Soient W un supplémentaire algébrique
de V dans F et p la projection sur V parallelement & W. On définit une forme linéaire

n n
p sur V par : p(e,) = nlle,||, donc on a @(Z&ei) = Z)\leelH Soit f = pop, alors
i=1 i=1

x # 0, alors on a =],

f est une forme linéaire sur E, et on a f(e,) = ¢(e,) = n|le,||, d’ont |]|”|(en|)| = n. Donc
€n
[f (@) _ . , .
on a sup = +o00. Par conséquent, f n’est pas continue. |
a0 ]
Corollaire 6.6.1. Soit (E, || ||) un K-espace vectoriel normé de dimension finie. On a :
1. Si(e1,...,en) est une base de E, alors Uapplication linéaire

o: K™ — FE

M,y eesdn) — Z/\iei
i=1

est un homéomorphisme.
2. (E, || ||) est un espace de Banach.
3. Toute application linéaire de E dans un espace normé est continue.

Démonstration. 1. Puisque la continuité de I’application o ne change pas si on remplace

les normes sur K" et E par des normes équivalentes, alors on choisit la norme || ||, sur
n

K™ et pour tout z = E Aie; € E, on prend la norme ||z|| = max [A;]. Dans ce cas,
1<i<n
i=1 ==
I’application o est une isométrie et bijective, donc c¢’est un homéomorphisme de K™ dans
E.
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2. Puisque (K", || ||oo) est un espace de Banach, voir proposition 2.6.6, on en déduit que

(E, || |so) est un espace de Banach. Par conséquent, (F, || ||) est un espace de Banach
car les deux normes || ||« et || || sont équivalentes sur E.

3. Soient (F, || ||') un espace normé et f : E — F une application linéaire. Il s’agit de
montrer que f est continue. Pour tout = € E, on pose ||z||” = || f(z)||" + [|=|]. Alors || ||”

est une norme sur F. Puisque toutes les normes sur E sont équivalentes, alors il existe
a > 0 tel que pour tout € E, on ait ||z||” < a||z|, donc on a ||f(x)|" < a||z|. Par
conséquent, f est continue. [ |

Corollaire 6.6.2. Dans un espace normé (E, || ||) tout sous-espace vectoriel de dimension
finie est fermé dans E.

Démonstration. Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. D’apres le
corollaire précédent, (F, || ||) est un espace de Banach. On déduit de la proposition 6.4.1
que F est fermé dans F. |

Proposition 6.6.1. Soient (E, || ||) et (F, || ||') deuz espaces normés et f : E — F
une application linéaire de rang fini. Autrement dit, on a dim(f(F)) < +oo. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) [ est continue.
(i1) ker(f) est fermé dans E.

Démonstration. On a ker(f) = f~1({0}) et {0} est fermé dans F, donc si f est
continue, alors ker(f) est fermé dans E. Montrons maintenant l'implication (ii) = (i).
Par hypothese, ker(f) est un sous-espace vectoriel fermé dans E. D’apres la proposition

6.4.4, il existe une application linéaire ]7: E/ker(f) — F telle que ]?ow = f. Autrement
dit, le diagramme suivant est commutatif.

E/ ker(f)

Comme [ est injective, alors on a dim(E/ker(f)) = dim(f(E)) < +oo. Il résulte du
corollaire 6.6.1 que f est continue. Par conséquent, f est continue. |

On démontre comme dans le corollaire 6.6.1 le résultat suivant :

Proposition 6.6.2. Soient E1, ..., E, des espaces normés de dimension finie et F' un
espace normé. Toute application multilinéaire f : Ey X --+ X B, — F est continue.

Exemple 6.6.1. Soit M,,(K) le K-espace vectoriel des matrices carrées a n lignes et
n colonnes et & coefficients dans K. On identifie canoniquement M, (K) & Z(K™) grace
a la base canonique de K". Ainsi, le choix d’une norme sur K" définit une norme sur
M,,(K). Notons aussi que toutes les normes sur M, (K) sont équivalentes car M,,(K) est
de dimension finie. Donc, on peut choisir n’importe quelle norme sur M,, (K) ; cela dépend
de la propriété que 'on cherche & montrer. Notons aussi que I'on peut identifier M, (K)
AKY =K' x - x K", par exemple au moyen de l'isomorphisme linéaire v, qui a la

n fois
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matrice [a;;] € M, (K) associe I'élément (rx)1<p<n2 de K"z, défini par z(;_1yn4; = iy,

pour tout 4,5 € {1,...,n}. On déduit de la proposition précédente que l'application
déterminant,
det : M, (K) — K
A= [a,ij] —  det(4) = Z €0ls(1)180(2)2 ** * Ao(n)n
oc€ESy

est continue car c’est une forme multilinéaire et I’espace normé K" est de dimension finie.

Théoreme 6.6.2 (F. Riesz). Soit (E, | ||) un espace normé. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) E est de dimension finie.
(ii) E est un espace localement compact.
(i1i) La boule unité fermé B'(0,1) dans (E, || ||) est compacte.

Démonstration. Montrons 'implication (i) = (ii). D’apres le corollaire 6.6.1,

(E, || ||) est homéomorphe & (K™, || ||oc) qui est localement compact. Donc (E, || ||) est
localement compact.
Montrons l'implication (ii) = (iii). Si (E, || ||) est un espace localement compact, alors

il existe r > 0 tel que la boule fermé B’(0,r) soit compacte. Comme la multiplication
par % est un homéomorphisme, alors B’(0,1) = %B’ (0,7) est compact.

On va donner deux démonstrations de I'implication (iii) = (i).

Premiére démonstration. Par hypothése la boule unité fermé B’(0, 1) est compacte, donc

il existe une suite finie ay,...,a, € E telle que B'(0,1) C _GlB(ai, 3). Soit F le sous-
1=

espace vectoriel de dimension finie engendré par les a;. Prouvons par ’absurde que F' = F.

Supposons qu’il existe un x € F qui ne soit pas dans F. Comme F' est fermé dans F,

voir corollaire 6.6.2, alors on a d(z, F) = d > 0. Par conséquent, il existe y € F tel que

d <d(z,y) = ||z —y| < 2d. Soit z = —— Y ,alorson a ||z]] = 1, donc z € B’(0,1), d’ou

x
lz =yl

il existe i tel que ||z — ;|| < 3. On a:
r=y+r—y=ytlz—yllz=y+lr—yll (ei+2—a) =y+|lz—yllait ||z -yl (z —a:) .

Comme y + ||z —y[|a; € F, alorson a d < d(z, F) < ||lz — y|| |z — as]| < 3|lz — yl|, dotr
2d < ||z — y||. Ce qui contraire au choix de y. Donc on a bien £ = F.

Deuzxieme démonstration. On suppose que E est de dimension infinie, et on montre
qu’alors la boule unité fermé B’(0,1) dans E n’est pas compacte. On va montrer, exercice
6.42, que si F' est un sous-espace vectoriel fermé dans F tel que E # F', alors pour tout
e > 0, il existe a € E tel que |ja]| =1 et d(a, F') > 1 —¢. Si E est de dimension infinie, en
prenant £ = %, on trouve une suite infinie (a, ),>1 dans B’(0, 1) telle que pour tout n > 2,
on ait d(an, Vect({a1,...,an—1})) > 3. Par conséquent, si n # m, on a d(a,,an) > 3.
Donc la suite (an),>1 n’admet aucune sous-suite convergente. Donc la boule unité fermé
B’(0,1) n’est pas compacte. [ |

Corollaire 6.6.3. Soient (E, || ||) un espace normé de dimension finie et A est un
sous-ensemble de E. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.
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1. A est compact.

2. A est borné et fermé dans E.

6.7 Séries convergentes et familles sommables dans
les espaces normés

On définit comme dans le cas des scalaires la notion de série dans les espaces normés.

Définition 6.7.1. Soit (F, || ||) un espace normé. Une série dans F est un couple

constitué de deux suites (zy,)n>0 €t (Sp)n>0 dans E tel que pour tout n > 0, on ait S,, =
n

Z x) . On dit que z,, est le terme général de la série, et que S, est sa somme partielle
k=0
d’ordre n . Pour simplifier I’écriture on symbolisera ce couple par la notation Z T, Ou

Z Zn. On dit que la série Za:n converge (ou est convergente) si la suite (Sy)n>0
n>0

—+oo n
des sommes partielles converge dans E. Dans ce cas, on notera E T, = lim E T, et
n—-+oo
n=0 k=0

il est appelé la somme de la série Z Ty Sila série Z x, converge, son reste partiel
+oo
de rang n est R, = Z Ty — Sp. Une série non convergente est dite divergente.
n=0
Notez qu'une série an est entierement définie par la donnée de la suite (xy,)n>0 ou
la suite (Sy)n>0 des sommes partielles, puisque les S, se calculent & partir des z,, et
réciproquement, on a rg = Sp et ., = S, — S,,_1 pour tout n > 1. En résumé, une série
est une suite dont on étudie les sommes partielles. La notion de série dans E se rameéne
donc a celle de suite ; réciproquement d’ailleurs la notion de suite se ramene a celle de
série. En effet, une suite (a,)n>0 dans E est convergente, et de limite a si et seulement
si la série Z Ty, OU Ty = ag et pour tout n > 1, x,, = a,, — a,—1, est convergente et de
somme a.

Soit (2n)n>n, une suite dans E, définie & partir du rang no € N*. La série E x,, ol
(z7,)n>0 est définie par x5 =z} = ... =2, = 0 et x;, = x,, pour n > ny, est encore
appelée série de terme général x,, et notée E Zn. Pour la suite (S],)n>0 des sommes

n>ngo
n

partielles, on a alors S/, = Z x) pour tout n > ng. Si la série Z T, est convergente,

k=ng n>ng
E ) —+o00 n
sa somme est notée E Ty, €t on a donc E r, = lim E Tk.
n—-+oo
n=ng n=ng k=ng

Remarque 6.7.1. Soient (E, || ||) un espace normé, on a :

1. La convergence ou la divergence d’une série subsiste si on remplace la norme de F
par une norme équivalente ; car la convergence est une propriété topologique.
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2. Si Z T, et Zyn sont deux séries convergentes dans F et A\ € K, alors les séries
Z Ay, et Z(xn + yn) sont convergentes dans E et on a :

+oo +oo +oo
Zx\xn=Aan et Za:n+yn an—FZyn
n=0 n=0 n=0

3. La nature d’une série (le fait d’étre convergente ou divergente) n’est pas modifiée si
I'on supprime un nombre fini de termes. Autrement dit, si (x,,),>0 est une suite dans

FE, alors les séries E T, et E Zy sont de méme nature, et, si elles convergent,

n>0 n>ngo

on a:
%) no—1 e’
E Ty = E Ty + E Ty .
n=0 n=0 n=ngo

4. Si E Ty est une série convergente dans F, son reste partiel de rang n est donné
—+oo

par R, = E T et on a hm R,=0, lim z,=0.

n—-+oo n—-+o0o
k=n-+1

Si E est un espace vectoriel et si (x;);e; est une famille finie d’éléments de E, par
les propriétés de commutativité et d’associativité de I'addition dans FE, la somme des
éléments de cette famille est bien définie et ne dépend pas de l'ordre dans lequel les z;
sont pris, et sera notée Z:z:l Si (E, || |I) est un espace normé et si on considére une
icl

famille quelconque (z;);c; d’éléments de E, Pensemble I des indices n’est pas ordonné en
général, d’ou la nécessité de définir la sommabilité des x; indépendamment d’un ordre
sur I (voir proposition 6.7.4).

Définition 6.7.2. Soient (E, || ||) un espace normé et (z;);c; une famille d’éléments de
E. On dit que la famille (z;);c; est sommable s’il existe un élément & € E possédant
la propriété suivante :

Pour tout € > 0, il existe une partie finie J. C I telle que pour toute partie finie J C I
contenant .J., on ait Hx — Z T;

=
de la famille (x;);er et on notera x = sz .
icl

Montrons 'unicité de I’élément x vérifiant la définition ci-dessus. Soient x,y € F satisfais-
ant aux conditions précédentes, alors pour tout € > 0, il existe des parties finies .J. et
J! de I telles que pour toutes parties finies J et J' de I contenant respectivement .J.

et J., on ait Hx—sz < 5 et Hy— Z:z:l 5. Soit K = J. U J., alors on a
icJ =

3
[z —yll < Hx—zxz +Hy—
ieK

que T = y.
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Remarque 6.7.2. Soient (E, || ||) un espace normé et (z;);c; une famille d’éléments de

E. Onnote A = Py(I) 'ensemble des parties finies de I. Alors A est un ensemble ordonné

filtrant croissant, voir chapitre 1, paragraphe 1.8. Pour J € A, on pose S; = le , si
ieJ

J =0, on pose Sy = 0. Alors la famille (x;);c1 est sommable de somme S si et seulement

si la famille filtrante croissante (S;) ep converge vers S.

Remarque 6.7.3. Soit (E, || ||) un espace normé.

1. Si (;)ier est une famille sommable d’éléments de E, alors la famille (x;);c; est
bornée.

2. La sommabilité d’une famille d’éléments de F est inchangée si la norme || || est
remplacée par une autre norme équivalente.

3. Si(x;)ier et (y:)icr sont deux familles, avec le méme ensemble d’indices, sommables
d’éléments de F et X\ € K. Alors les familles (Ax;);ecr et (z; +y;)icr sont sommables

dans F et onaZ)\xi :)\in et Z)\(xi+yi) =in+2yi.

il i€l i€l i€l i€l
4. La nature d’une famille (le fait d’étre, ou non, sommable) ne change pas si I'on
supprime un nombre fini de termes. Autrement dit, si (z;);c; est une famille
d’éléments de E et si J est une partie finie de I, alors la famille (z;);er est
sommable si et seulement si la famille (z;);c\; est sommable, et dans ce cas,

onain:in—i— Z X

icl icJ i€I\J

5. Soient (x;);er une famille d’éléments de E et J une partie de I telle que pour
tout i € J, on ait x; = 0, alors les deux familles (z;);cs et (x;);cs sont de méme
nature. Si elles sont sommables, alors elles ont des sommes égales ; autrement dit,

in zzgci.

iel ieJ
Proposition 6.7.1. Une famille (\;);er d’éléments de R est sommable dans R si et

seulement st l’ensemble {Z)‘i ; J fini C I} est magjoré. Dans ce cas, on a :

icJ
Z)\i:sup{Z/\i; J fini CI}.
il =

Démonstration. Supposons d’abord que la famille (););c; est sommable de somme p
et soit J une partie finie de I. Soit € > 0, alors il existe une partie finie J. de I telle

< ¢. En particulier,

que pour toute partie finie K de I contenant J., on ait ‘u — Z i

i€k
ona)u— Z Ni| < e dou Z Ai < e+ p. Oronaz/\ig Z i, donc
ieJuJ. ieJuJ. ieJ ieJuJ.
Z/\i < € 4 p. Cela étant vrai pour tout € > 0, on en déduit que Z)‘i < u. Par
icJ ieJ

conséquent, l’ensemble {Z/\l ; J fini C T } est majoré. Réciproquement, supposons
icJ
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que A = sup { Z Ai 3 J fini C I} < 4o00. D’apres la définition de la borne supérieure,

ieJ
pour tout € > 0, il existe une partie finie J. de I telle que A —e¢ < Z Ai < . Alors pour
i€Je
toute partie finie J de I contenant J., on a Z i < Z Ai <A dou A—e < Z i <A
icJ. icJ icJ

Donc on a ’/\ — Z/\i < e. Par conséquent, la famille (\;);c; est sommable et on a

icJ
Zx\i:)\:sup{Z)\i;JﬁniCI}. N
icl icJ
Remarque 6.7.4. Soient (E, || ||) un espace normé et (z,,),>0 une suite dans E. Il est
évident que si la famille (x,,),en est sommable, alors la série Z xn, est convergente dans
+oo
FE, et dans ce cas, on a Z Ty = Z Zp. La réciproque est en générale fausse : il suffit
n=0 neN

(—1)" y
——— alors la série an est

convergente, mais la famille (z,,),en n’est pas sommable. Toutefois, dans le cas des séries
de nombres réels positifs, les deux notions coincident. Le corollaire suivant résulte de la
proposition précédente.

de prendre £ = R, g = 0 et pour tout n > 1, x,, =

Corollaire 6.7.1. Soit (z,)n>0 une suite d’éléments de R. Les conditions suivantes
sont équivalentes.

(a) La famille (x,)nen est sommable.
(b) La série an est convergente.
(¢) La suite des sommes partielles (Sp)n>0 est majorée.

(d) L’ensemble {Zwl ; J fint C N} est magjoré.
ieJ
Si ces conditions sont vérifiées, on a I’égalité :
—+oo
an = sup{in ; J fini CN} =sup S, = an
neN icJ n20 n=0

L’intéret des espaces de Banach est que, dans de tels espaces, on peut reconnaitre qu’une
série (resp. une famille) est convergente (resp. est sommable) sans connaitre & I’avance
la somme de la série (resp. de la famille).

Définition 6.7.3. Soient (F, || ||) un espace normé.

1. On dit qu'une série Z xy, d’éléments de E vérifie le critére de Cauchy si la suite
des sommes partielles (S, )n>0 est une suite de Cauchy dans E. Autrement dit, pour

n
tout € > 0, il existe N € N tel que pour tous n > m > N, on ait H Z ka <e.
k=m
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2. On dit qu’une famille (z;);c; d’éléments de E vérifie le critére de Cauchy si pour
tout € > 0, il existe une partie finie J. C I telle que pour toute partie finie J C I
disjointe de J., on ait H sz <e.

icJ

Notons que si la famille (z;);ec; vérifie le critere de Cauchy, alors pour toute partie J C I,
la famille (x;);cs vérifie aussi le critere de Cauchy.

Proposition 6.7.2. Soient (E, || ||) un espace normé, an une série d’éléments de E
et (x;)ier une famille d’éléments de E .

1. Sila série an est convergente, alors elle vérifie le critere de Cauchy.
2. Sila famille (z;);c; est sommable, alors elle vérifie le critére de Cauchy.

3. Si(E, || ||) est un espace de Banach et si la série Z Xy, vérifie le critére de Cauchy,
alors elle est convergente.

4. 81 (E, || ||) est un espace de Banach et si la famille (x;)icr vérifie le critére de
Cauchy, alors elle est sommable.

Démonstration. Les propriétés 1, 2 et 3 sont faciles a vérifier. Montrons la propriété
4. Soit (x;)icr une famille de (E, || ||) vérifiant le critere de Cauchy. Donc, pour tout
e > 0, il existe une partie finie J. de I telle que pour toute partie finie J de I vérifiant
JNJ. =0, on ait H le
icJ

< €. Par conséquent, pour tout n > 1, il existe une partie finie

J,, de I telle que pour toute partie finie .J de I vérifiant JN.J,, = ), on ait H Z T;
icJ
On peut aussi supposer J,, C Jy,+1. On pose 5, = Z x;, alors pour tout p,n > 1, on a
=
|Sntp—Snll = H Z ;|| < +. Donc la suite (Sy), ., est de Cauchy. Or (E, || [|) est
1€ Jntp\JIn

un espace de Banach, donc la suite (Sn)

1
<L

> converge vers un élément S € E. Montrons
que (z;);es est sommable et de somme S. Soit € > 0, il existe n > 1 tel que ||Sn - SH <35

et % < 5. Soit J une partie finie de I contenant .J,,, on a :

Hle—SH = ‘Sn—S—i— Z T;
ieJ

i€\ Jn
< sa=sll+]| X =
i€I\Jn,
< $+ic<e.
Par conséquent, la famille (z;);c; est sommable et de somme S. |
Corollaire 6.7.2. Soient (E, || ||) un espace de Banach et (x;);c; une famille sommable

d’éléments de E. Alors toute sous-famille (x;);er, ou I' C I, est sommable dans E.
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On a un autre critere suffisant de convergence et de sommabilité dans les espaces de
Banach ; un tel critere est fourni par la notion suivante :

Définition 6.7.4. Soit (E, || ||) un espace normé.

1. On dit qu’une série Z x, d’éléments de E est normalement convergente si la

série & termes positifs g |z est convergente dans R .

2. On dit qu’une famille (x;);c; d’éléments de E est normalement sommable si la
famille & termes positifs (||a;||);cr est sommable dans R .

Si F = K, une série an d’éléments de K normalement convergente est dite absolu-

ment convergente et une famille (z;);e; d’éléments de K normalement sommable est
dite absolument sommable.
On déduit du corollaire 6.7.1 le corollaire suivant :

Corollaire 6.7.3. Soient (E, || ||) un espace normé et (x,)n>0 une suite d’éléments de
FE . Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) La série E x, est normalement convergente.

(ii) La famille (x,)nen est normalement sommable.

Théoréme 6.7.1. Soit (E, || ||) un espace normé. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) (E,||||) est un espace de Banach.

(ii) Toute série an d’éléments de E normalement convergente est convergente dans

“+o0
<3 llanll:

n=0
(i11) Toute famille (x;)ic; d’éléments de E normalement sommable est sommable dans

L.
D il <D Jlill
i€l

Dans ce cas, on a l'inégalité
i€l
Démonstration. Montrons d’abord l'implication (i) = (i4). Soit (z,)n>0 une suite
+oo
dans E telle que Z [lzn|| < 4o00. Alors pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour

n=0

—+o0
E. Dans ce cas, on a l'inégalité H E Tn
n=0

q n
tout ¢ > p > N, on ait Z lzn|l < €. Soit Sy, = Zxk, alors pour tout ¢ > p, on a

n=p+1 k=0
q

q
Sqg—Sp = Z Tn, ot on a ||Sg — S| < Z lzn |l < €. Donc la suite (Sy,)n>0 est de
n=p+1 n=p+1

n n
Cauchy dans £, donc convergente. Comme pour tout n > 0, on a H Z ka < Z lze |l <
k=0 k=0
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+o00 +o0 +o0
Z |z ]||. On en déduit que 1'on a H an < Z |-
n=0 n=0 n=0

Montrons I'implication (i) = (4). Soit (@n)n>0 “une suite de Cauchy dans E. D’apres la

proposition 2.6.2, il existe une sous-suite (2, k>0 de (@ )n>0 telle que pour tout k > 0,
+oo

on ait ||y, ,, — Zn, || <27%, d'otton a Z |Znysr — Ty || < +00. Par hypothese, la série

k=0
—+oo

Z(gcn,c+1 — Tp,) est convergente. Or la somme partielle d’ordre &k de cette série n’est
k=0

autre que Iy, ,, — Tn,. Ainsi la suite (z,, )r>0 est convergente, et il en est de méme de
la suite (xn)nzo, voir proposition 2.6.2.

L’implication (i) = (i4) résulte du corollaire précédent et de la remarque 6.7.4. Il
reste & montrer implication (i) = (ii¢). Soit (x;);c; une famille d’éléments de F
normalement sommable. Alors la famille (|lz;]),_, d’éléments de R vérifie le critere
de Cauchy, donc la famille (z;);c; vérifie le critere de Cauchy. D’apres la proposition
précédente, la famille (x;);c; est sommable dans E. Soit S = in. Alors, pour tout

iel

e > 0, il existe une partie finie J. de I telle que HS - Z zi|| < €. Donc on a ||S|| <

i€Je
e+ H Z xi|| < e+ Z ||;||. D’apres la proposition 6.7.1, on a Z ||| < Z ||z:]|. Donc
i€J. i€Je i€J. i€l
on a ||S' | <e+ Z [lz;]]. Comme ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit que I'on
il
NEE L o
il
Remarque 6.7.5. 1. Dans un espace de Banach une famille peut étre sommable

sans étre normalement sommable. En effet, il suffit de prendre E = £2, et pour tout

n >0, soit a, = (0,---,0, 35,0, --), alors la famille (a,)nen est sommable et de
somme a = (1,3,%,---). On a [lay[2 = W%H, donc la famille (||ay,||)nen n’est pas

sommable.

2. Dans un espace normé une famille normalement sommable n’est pas nécessairement
sommable. En effet, soit £ le R-espace vectoriel des fonctions polynémiales muni
n

de la norme ||P|lcc = max |P(z)|. Pour tout n > 0, soit P,(z) = “_. Alors on
0<z<1 n!

1
a ||Pallec = —, donc la famille (||Py[/o)nen est sommable de somme e, mais la
n!

série Z P, n’est méme pas convergente dans E. Donc la famille (P, )nen n’est pas
sommable dans F.

Remarque 6.7.6. Soient (E, || ||) un espace normé, H un sous-espace vectoriel fermé
de F et m: E — E/H Dapplication quotient. On a vu, proposition 6.4.5, que si F est
un espace de Banach, alors E/H muni de la norme quotient || ||’ est aussi un espace
de Banach. On va donner ci-dessous une autre preuve plus simple de ce résultat en
utilisant le théoreme précédent. Supposons donc que (E, || ||) est un espace de Banach.
Pour montrer que E/H est de Banach, on montre que toute série d’éléments de E/H
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normalement convergente est convergente dans E/H. Soit Z Y, une série d’éléments de
n>0

E/H normalement convergente. Pour tout n > 0, il existe z,, € E tel que w(xy,) = y,, et

20|l < [|yn]l’+ 5= On en déduit que la série Z Z, est normalement convergente dans FE.

n>0

n

Comme (E, || ||) est un espace de Banach, alors il existe x € E tel que lim Z Tp = .
n—-+oo
k=0
n n
C t linéai ti 1 = i = 1l .D
omme 7 est linéaire continue, alors on a m(x) Jm kz_o m(xg) Jdm kz_o yx. Donc
la série Z yn est convergente dans E/H. Par conséquent, F/H est un espace de Banach.
n>0

Remarque 6.7.7. Soient X un ensemble quelconque, (F, || ||) un espace de Banach

et B(X, E) l'ensemble des applications de X dans E bornées en normes. On le munit
de sa structure naturelle d’espace vectoriel et de la norme | flloc = sup {||f(z)|| ; = €
X } Muni de cette norme, B(X, E) est un espace de Banach, voir théoreme 5.2.3 ou

proposition 2.6.8. Une série E fn dans B(X, F) est dite uniformément convergente
si elle est convergente pour la norme définie ci-dessus, normalement convergente
si E [ fr]loo est convergente. La convergence normale entraine le convergence uniforme.

n
Notons également que si X est un espace topologique, la somme d’une série uniformément
convergente d’applications continues est continue, voir théoreme 5.2.1 et corollaire 5.2.1.

Le résultat suivant montre que la différence entre la théorie des familles sommables et
celle des séries ne tient pas a la cardinalité de I’ensemble des indices.

Proposition 6.7.3. Soient (E, || ||) un espace normé et (x;);c; une famille sommable
d’éléments de E . Alors on a :

1. L’ensemble I' = {i € I ; x; # 0} est au plus dénombrable. Plus précisément, il

+
existe une suite croissante (I,)n>1 de parties finies de I telles que I' = Lij[n
n—=

+
2. Soit (Jn)n>1 une suite croissante de parties finies de I telles que I' C ijJn,
n=

alors la suite (Sp)p>1, 0ou Sy = Z x;, est convergente dans (E, || ||) et on a
i€Jn
i Sn = D i
iel
Démonstration. 1. Pour tout n > 1, soit I, = {i € I ; [z > 1}. Comme la

famille (x;);c; est sommable, alors elle vérifie le critere de Cauchy. Donc il existe une
partie finie J de I telle que pour toute partie finie K de I ne rencontrant pas J, on ait

I3

ie K

< 1 et en particulier ||z;|| < X sii ¢ J. D'otona I, C J,et donc I, est finie.

+
Oronal' = ij]n, donc I’ est au plus dénombrable.
n=

+oo
2. Soit J = gljn. D’apres la remarque 6.7.3, la famille (z;);c; est sommable et on a
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in = le Soit ¢ > 0, il existe une partie finie K de .J telle que pour toute partie
ieJ il
finie L de J contenant K, on ait H Z:z:l - Z:z:l
ieJ i€l
de J, il existe N > 1 tel que K C Jy. Alors, pour tout n > N, on a K C J,, dou
s
=

in. |

iel

< . Comme K est une partie finie

< e. Par conséquent, la suite (Sy,),>1 est convergente et on a lirJrrl S, =
- n—+00

N

La proposition précédente nous dit que 'on peut toujours se ramener au cas I = N a
I’aide de la remarque 6.7.3.

Rappelons qu’une permutation d’un ensemble I est une bijection de I sur I. La proposition
suivante montre que la notion de sommabilité d’une famille est indépendante de toute
notion d’ordre sur les indices.

Proposition 6.7.4. Soient (E, || ||) un espace normé et (x;);c; une famille sommable
d’éléments de E. Alors pour toute permutation @ de I, la famille (x,;))icr est sommable

et on a wa(i) = Za:l

i€l i€l

Démonstration. Soient S = in et ¢ une permutation de I. Soit ¢ > 0, alors il
iel
existe une partie finie J. de I tel que pour toute partie finie J de I contenant J., on
ait HS - in
=
partie finie J' de I contenant J., on a J. C ¢(J') et ¢(J') est une partie finie de I.
Donc on a HS — Z T (4)
ieJ’
awa(i):in. |

icl el

< e. Soit J. = ¢~ 1(J.), alors J. est une partie finie de I. Pour toute

< e. Par conséquent, la famille (z(;))icr est sommable et on

La définition suivante est donc naturelle.

Définition 6.7.5. Soient (F, || ||) un espace normé et an une série d’éléments de
FE . On dit que la série Z T, est commutativement convergente lorsque pour toute

permutation o de N, la série Z Tg(n) €St convergente.

Remarquons que cette définition n’impose pas a priori que les séries E Ty, et g To(n)
aient méme somme.

Pour toute partie finie non vide B de N, on note ¢p 'unique bijection croissante de B
sur I'ensemble {1,...,Card(B)}.

Lemme 6.7.1. Soit (A,)n>0 une suite de parties finies non vides de N, deuz ¢ deux
disjointes. Alors il existe une permutation o de N telle que si R, = 0(A,), la suite des
parties R, vérifie max(R,) < min(R,t1) pour tout n > 0, et les éléments de R,, sont
consécutifs dans N.

Pour une preuve du lemme précédent, voir chapitre 6 du supplément.
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Théoréme 6.7.2. Soient (E, || ||) un espace de Banach et (zy)n>0 une suite d’éléments
de E . Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) La série g Ty, est commutativement convergente.

(ii) La famille (x,)nen est sommable.

400 +o0
Dans ce cas, pour toute permutation o de N, on a E To(n) = E Ty = g Ty .
n=0 n=0 neN

Démonstration. L’implication (ii) = (i) résulte de la proposition précédente et de la
remarque 6.7.4.

Preuve de (i) = (ii). Supposons que la famille (x,),en n’est pas sommable. Puisque
(E, || ||) est de Banach, on déduit de la proposition 6.7.2 que la famille (2, )nen ne vérifie
pas le critere de Cauchy, donc il existe € > 0 tel que pour toute partie finie J de N,

il existe une partie finie non vide K de N telle que JN K = 0 et H Z Tp ’ > ¢e. On

J4S
va construire par récurrence une suite (Ay),>o de parties finies non vides de N, deux &

deux disjointes, telles que H Z Zp|| > €. Soit Ay une partie finie non vide de N telle

PEA,
que“ E Tp

pPEAo

> e. Supposons construites les n premieres parties vérifiant les propriétés

-1
cherchées. On pose J = :UOAk, alors J est une partie finie de N, et donc il existe une

partie finie non vide A,, de N telle que JNA4,, = () et H Z Zp|| > €. Ainsi, la récurrence

PEAL,
est construite. Soit o une permutation de N comme dans le lemme précédent. Pour tout
n > 0, soit y, = ,-1(y), alors on a H Z ypH = H Z yg(j)H = ’ Z a:JH > e. On
pER, JEA, JEA,

en déduit que la série ZZEU—I(H) ne vérifie pas le critere de Cauchy, donc ZIEU—I(”)
n’est pas convergente. C’est une contradiction. Par conséquent, la famille (z,,),en est
bien sommable.

Supposons a présent que la série Z T, est commutativement convergente et soit o une
permutation de N. On déduit de la remarque 6.7.4 et de la proposition 6.7.4 que I'on a

+0o too
Z Lo(n) = Z Lo(n) = Z Tn = Z L. |
n=0 n=0

neN neN

Il est bien connu qu’une série a termes réels peut étre convergente sans étre absolument

(=D"

convergente, par exemple Z , on dit alors qu’elle est semi—convergente. Un théo-

reme célebre, di a Riemann, affirme que si an est une série a termes réels semi—
convergente, alors pour tout a € R, il existe une permutation o, de N telle que la série
Zxoa(n) converge vers a. Pour une preuve de tel théoreme le lecteur peut consulter
([27], p. 76).

Le théoreme suivant montre une différence importante entre la théorie des séries et celles
des familles sommables.
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Théoréme 6.7.3. Dans un espace normé de dimension finie, une famille est sommable
st et seulement si elle est normalement sommable.

Pour une preuve du théoreme précédent, voir chapitre 6 du supplément.

On déduit de tout ce qui précede le corollaire suivant :

Corollaire 6.7.4. Soient (E, || ||) un espace de Banach et (xy,)n>0 une suite dans E.

1. Si la série E T, est normalement convergente, alors elle est commutativement

+oo “+o0
convergente et pour toute permutation o de N, on a Z To(n) = Z Ty
n=0 n=0

2. Si E est de dimension finie, alors les propriétés suivantes sont équivalentes.
(a) La série E Tn est commutativement convergente.

(b) La série Z Ty, est normalement convergente.

(¢) La famille (x)nen est sommable.

(d) La famille (xz,)nen est normalement sommable.

Remarque 6.7.8. Soient (E, || ||) un espace normé, (z,,)n>0 une suite dans E et (ky,)n>0
ko
une suite strictement croissante d’entiers positifs. On pose yy = Z xp et pour tout n > 1,
p=0
kn
soit y, = Z zp. Ona:
p=kn—1+1

1. Si la série Z x, vérifie le critere de Cauchy, il en est de méme de la série Z Un.-

2. Si la série E T, est convergente, alors la série E Yn est convergente et on a :
+oo +oo
E Ty = E Yn -
n=0 n=0

n n
En fait, si pour tout n > 0, on pose T}, = Zyk et S, = Z:z:k, alors pour tout n > 0,
k=0 k=0
on a T, = S, . Autrement dit, (Tn)n>0 est une sous-suite de la suite (S")n>o'
Remarquons qu’il peut arriver que la série Z Yn converge et que la série Z x, diverge :

par exemple si E =R, z, = (—1)" et k, = 2n + 1, alors y, = a2, + T2,+1 = 0.

Théoréme 6.7.4 (sommation par paquets). Soient (E, || ||) un espace de Banach,
(x;)icr une famille sommable d’éléments de E et (In)aca une partition de I. On a :

1. Pour tout a € A, la famille (x;)icr, est sommable.
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2. La famille (Z xi)ae/\ est sommable et on a Z (Z xi) = Zezlxl

i€ly acN  i€l,

Démonstration. 1. Comme (z;);e; est une famille sommable et (E, || ||) est un espace
de Banach, d’apres le corollaire 6.7.2, pour tout « € A, la famille (x;);es, est sommable.
2. On note S, = Z r; et S = in. Soit € > 0, il existe une partie finie J de [
icl, i€l
telle que pour toute partie finie K de I contenant J, on ait H Z x; — SH < 5. Soit
i€K

3
I ={a € A; I,NJ # 0}, alors T est une partie finie de A et on va montrer que

pour toute partie finie B de A contenant I', on a H Z Se — SH < €. Soient B une telle
a€EB
partie et d = Card(B). Pour tout « € B, la sous-famille (x;);cr, est sommable de somme

S«, donc il existe une partie finie J, de I, telle que pour toute partie finie K, de I,
€
’ E T —Sa|| < 2 Pour tout « € B, on pose K, = J,U(JNI,),
€K,
alorsona J, C K, C I, et K = UBKQ est une partie finie de I contenant .J. Comme
(1S

contenant .J,, on ait

les I, sont deux a deux disjoints, alors les K, sont disjoints deux a deux, et donc on a

Za:i:Z(Za:i).Ona:

€K acB €K,
5= 8| = [s-Xw+>z-3 5

acB i€ K €K acB

< fs-Xa|+| X (X =) -2 s
€K aEB €K, aeB
< S—Zl‘i +ZHin_Sa
ieK aeB

€Ky

< %4—2%:5.

aeB
Par conséquent, la famille ( Z xi)aeA est sommable et de somme Z ;. |
1€la iel
Corollaire 6.7.5. Soient (E, || ||) un espace de Banach et (z; )i jyerxs une famille

sommable d’éléments de E. Alors on a :

1. Pour tout i € I, la famille (x; ;)jes est sommable.

2. I il ( . ) ¢ ble.
a famille jGZJxJ oo, €5t sommable

3. Pour tout j € I, la famille (z; ;)icr est sommable.

. La famille ( T; ) est sommable.
4. La f ; )il
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5. OnaZ(Zwi,j) = Z(Zx”) = Z Tij-

i€l jeJ jeJ el (i,)€IxT

6. SiIxJ=N2 on a de plus :

n
Z Tpym = Z (Z ka_k) (sommation par diagonale).

(n,m)eN? neN k=0

Remarque 6.7.9. Soient (E, || ||) un espace normé et (z;);cr une famille d’éléments de
E . Soit (I)aea une partition finie de I, 4.e. A est un ensemble fini, alors on a :

1. Si pour tout o € A, la famille (z;);er., est de Cauchy, alors la famille (x;);cs est de
Cauchy.

2. Si pour tout a € A, la famille (x;);er, est sommable, alors la famille (x;);ecs est

sommable et dans ce cas, on a Z T; = Z ( Z xi).

icl acN i€l

Notez que 'hypothese A est fini est essentielle.

Remarque 6.7.10. Soient (a;);c; une famille dans R 4 et (I))xeca une partition de I.
Alors la famille (a;);c; est sommable si, et seulement si :

1. Pour tout A € A, la famille (a;);er, est sommable.

2. La famille ( Z ai) est sommable.

iely AEA
Dans ce cas, on a E a; = E ( E ai) )
il AEA i€y

Proposition 6.7.5. 1. Soient (a;)icr et (bj);jcs deux familles sommables d’éléments
du corps K. Alors la famille (a;b;) jyerxs est sommable dans K et on a :

Z ab; = (Zai) (JEZJbJ)

(i,4)eIxJ iel

2. §1 Z a, et Z by, sont deuz séries dans K absolument convergentes. Alors la série

n
Z (Zakbn_k) est absolument convergente et on a :
k=0

S (Sete) = (Z o) (1)

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 6 du supplément.

Proposition 6.7.6. Soient (E, || ||), (F, || ||") deuz espaces normés et f : E — F une
application linéaire continue. Alors on a :
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1. Si an est une série convergente de somme x dans E, alors la série Zf(xn)
est convergente dans F' et de somme f(x).

2. Si(x;)icr est une famille sommable de somme S dans E, alors la famille (f(x;))ier
est sommable dans F et de somme f(.S).

+oo
Démonstration. 1. Soit x = Z%xn, alors on a =z = nETmZxk Comme f est
" n n
linéaire et continue, al _ ( ):1' . Donc 1
inéaire et continue, alors on a f(x) n_l)I_{loof kzo n_l)rfoo]cz_%f(xk) onc la

série Z f(zn) est convergente dans F' et de somme f(x).
2. Soit € > 0, il existe une partie finie J. C I tel que pour toute partie finie J C [
contenant .J, on ait HS’ - sz

icJ
|£(9) R )| = (s - xz)H <|s-a|1rn<enrn.
icJ
Donc la famille (f(x;));cs est sommable dans F' et de somme f(S). |
Proposition 6.7.7. Soient (E, || ||), (F, || ||') deuzx espaces normés, (G, || ||") un espace

de Banach et f : E x F — B une application bilinéaire continue. Soit (x;)icr (resp.
(yj)jes) une famille sommable d’éléments de E (resp. F') de somme a (resp. b). Si
les deux familles sont normalement sommables, alors la famille (f(xi,y;)) ¢ jyerxs est
normalement sommable et aussi sommable et de somme f(a,b). Autrement dit, dans ce

o > )= (S Xu).

(i,4)eIxJ iel JjeJ

Démonstration. Comme f est bilinéaire continue, il existe M > 0 tel que pour tout
(x,y) € EXx F,onait ||f(x,y)]” <M ||z||ly|]|/, voir proposition 6.5.1. Soit K une partie
finie de I x J, alors il existe une partie finie I; de I et une partie finie J; de J telles que
Kcli xJ;..Ona:

Yo W@yl < X Iyl

(i,j)eK (i,)el x J1

A

< MY el
(1,7)€lL x Jy

= MY ) (3wl
i€ly JjeEJ1

< MY lill) (X wl) -

iel jeJ

D’apres la proposition 6.7.1, la famille (f(x,¥;))(,j)erx.s est alors normalement som-
mable. Comme (G, || ||"") est un espace de Banach, d’apres le théoreme 6.7.1, la famille
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(f(wi,95)) (i, jyerx est sommable dans (G, || [|"”). Soit i € I, d’apres le corollaire 6.7.5
et la proposition précédente, la famille (f(x;,y;))jes est sommable dans (G, || ||”) et
de somme f(z;,b). Une fois de plus, on applique le corollaire 6.7.5 et la proposition
précédente, on obtient que la famille (f(x;,b));cr est sommable et de somme f(a,b), et

que l'on a Z f(zi,y5) = f(a,b). [ |
(i,j)eIxJ
6.8 Parties totales et séparabilité

Proposition 6.8.1. Tout K-espace normé de dimension finie est séparable.
Démonstration. Si F est un K-espace normé de dimension finie, alors E est un R-espace
n
normé de dimension finie. Soient x1,--- ,x, une base de F et D = { Z i 3 N\ € Q}.
i=1

Alors D est dénombrable et dense dans E. En effet, ’ensemble Q™ est dénombrable et
D est 'image de I'application

Q™ — FE

A1,y ) — Zx\ixi
i=1

donc D est dénombrable. Montrons que D est dense dans E. Soient z € E et € > 0. Alors
n

il existe ag, -+ ,a, € R tels que x = Z a;x;. Comme Q est dense dans R, il existe des
i=1
n
i € Q tels que oy — A\j| < = on 8 = max ||z;||. Alors on a Hx - Z)\-x» < e. Par
3 q K3 3 n/BJ - 1§15n 21N — 1M M
1=
conséquent, D est dense dans F. |

Définition 6.8.1. Soient E un espace normé et A une partie de E. On dit que A est
totale dans F si le sous-espace vectoriel (algébrique) engendré par A est dense dans E.
Une famille libre et totale d’un espace normé E est appelée base topologique de E.

Notons qu’'une partie génératrice est totale; la réciproque est en général fausse : un sous-
espace vectoriel dense d’un espace normé E distinct de F est total et non générateur.

Proposition 6.8.2. Soit (E, || ||) un espace normé. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

(i) E est séparable.
(ii) E posséde une partie totale et au plus dénombrable.

(i) Il existe une suite croissante (Fy,)n>0 de sous-espaces vectoriels de dimension finie
de F telle que gOFn soit dense dans E.
nz

Démonstration. L’implication (i) = (ii) est triviale. Montrons I'implication (ii) =
(iii). Soit A = {ag,a1, - ,an, -} une partie totale et au plus dénombrable dans E.
Pour tout n > 0, soit F,, = Vect{ag,a1, - ,an}. Alors on a 0 < dim(F,,) < n+1 et



6.8. Parties totales et séparabilité 265

U F,, est dense dans E.
n>0

Preuve de (iii) = (i). Soit D,, une partie au plus dénombrable et dense dans F,. Alors

D= goD" est au plus dénombrable et dense dans E. Donc FE est séparable. |
nz

Proposition 6.8.3. Soit (E, || ||) un espace normé. Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes.

(i) L’espace E est séparable.

(i1) La boule unité fermée B'(0,1) est séparable.
(iii) La boule unité ouverte B(0,1) est séparable.
(i) La sphére unité S(0,1) est séparable.

Démonstration. Puisque tout sous-espace d’un espace métrique séparable est sépa-
rable, voir théoréme 2.2.1, les implications (i) = (ii) = (ili) = (iv) sont triviales.

Preuwve de (iv) = (i). Soit D = {x,, ; n > 0} une partie au plus dénombrable et dense
dans S(0,1). Montrons que D est une partie totale de E, i.e. Vect(D) est dense dans E.
Comme on a 0 = lim % et L= ¢ Vect(D), alors 0 € Vect(D). Soient ¢ >0 et z € E

n—-+oo

tel que x # 0. Alors on a —— € 5(0,1). Comme D est dense dans S(0,1), il existe x,, tel

Hm —x, ” H d’olt on a ||z — ||z||zn|| < €. Donc x € Vect(D). Par conséquent,
Vect(D) est dense dans FE. [ |
Proposition 6.8.4. Soient (E, || ||) un espace normé et F' un sous-espace vectoriel fermé

de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) L’espace E est séparable.
(ii) Les espaces F et E/F sont séparables.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 6 du supplément.
On a montré, corollaire 3.4.5 et proposition 3.6.1, le résultat suivant :

Proposition 6.8.5. Soient (X, T) un espace compact et C(X) lespace vectoriel des
applications continues de X dans K muni de la norme || || Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) Lespace (X, T) posséde une base dénombrable d’ouverts.
(ii) L’espace (X, T) est métrisable.
(iii) L’espace de Banach (C(X), || l|so) est séparable.

Remarque 6.8.1. On va voir, exercices 6.34 et 6.35, que pour tout p € [1, +00], 'espace
de Banach (P est séparable. Par contre, I’espace de Banach £°° n’est pas séparable.
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6.9 Exercices

Exercice 6.1. Soient (E, || ||) un espace normé, a € E et r > 0. Montrer que l’'on a :

/—/OH
B(a,r) = B'(a,r) et B'(a,7)= B(a,r).

En déduire que l'on a Fr(B’(a,r)) = Fr(B(a,r)) ={z€E; ||v—a|l =1}

Solution. On a déja vu, exercice 2.1, que 'on a B(a,r) C
/—/OH
B'(a,r) et B(a,7) C B'(a,r). Pour montrer les inclusions
réciproques, il faut exploiter la structure d’espace vectoriel B'(a,r)
de E. Soit # € B'(a,r), on va construire une suite ()n>1
appartenant au segment [a, [C B(a,r) et convergeant vers
x. Un élément de [a, z[ est de la forme (1 — t)z + ta, avec
0 <t<1.0Onposex, = (1 - %):zH— %a, alors la suite (21, )n>1
converge vers z. D’autre part, on a 2, —a = (1—1)(z—a), d'olt
|2 —al| = (1=L1)||z—al < (1-2)r <r, donc z, € B(a,r).

Par conséquent, on a « € B(a,r), d’ou B(a,r) = B'(a,r).
[e]

c Y Yn
i

On va donner deux preuves de l'inclusion B'(a,r) C B(a,r).
o

Premiére preuve : on montre que £\ B(a,r) C E\ B'(a,r). Soit y € E'\ B(a,r), alors
[e]
on a |ly —al| > r. On va construire une suite (y,),>2 dans le fermé F\ B'(a,r) qui
o]

!
converge vers y, ceci impliquera que y € E\ B'(a,r). Soit y, tel que y = (1 — %)yn + %a;
autrement dit, on a y, = 5y — ﬁa, donc la suite (y,)n>2 converge vers y, et on a

Yo —a = 21 (y—a), o llgn —all = 22 lly —all > =ur > 1. donc g, € B\ B(a,r) C
/—/OH
E\ B'(a,r).

o o

— —
Deuziéme preuve : on montre directement l'inclusion B’(a,7) C B(a,r) . Soit z € B(a, ),
z

avec z # a, alors il existe € > 0 tel que B(z,2¢) C B'(a,r). Soit t = z+aﬁ, alors on
z—a
— - €
alt—z||=e<2donct e B'(a,r).Onat—a=z—a+e == Iz = afl + (z—a),
Iz —all Iz — all

—
d’ou ||z —al| < |]z—al]|+e=|t—al| < r. Donc on a z € B(a,r), dot B'(a,r) C B(a,r).

Pour toute partie A d’un espace topologique X, on a Fr(4) = A\ ;1, voir exercice 1.10.
On en déduit que 'on a :

Fr(B’(a,r)) = Fr(B(a,r)) = B'(a,r)\ B(a,r) ={z € E; |z —al| =r}.
Exercice 6.2. Soient (E, || ||) un espace normé, a,b € E et > 0, A > 0.

1. Montrer que l'on a B(a,r) +b=B(a+b,r) et B'(a,r)+b=DB'(a+b,r).
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2. Montrer que 'on a A B(a,r) = B(Aa, Ar) et AB’(a,r) = B'(\a, Ar).
Solution. 1. Soit x € FE, on a :
x€Ba+br) <= J|a+b—z|<r
— Jla—(z=b)| <r
<~ x—be B(a,r)
<= =z € B(a,r)+b.

Donc on a B(a+b,r) = B(a,r) +b. De méme, on a B'(a + b,r) = B'(a,r) + b.
2. Soit x € E, on a :

x € B(Aa, Ar) [[Aa — x| < Ar
o gl <

% € B(a,r)

[ A

x € AB(a,r).
Donc on a B(Aa, Ar) = A B(a,r). De méme, on a B'(Aa, \r) = A B'(a,r).

Exercice 6.3. Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé, a,b € E et r > 0,5 > 0.
1. Montrer que B(a,r) C B(b,s) <= B’'(a,7) C B'(b,s) <= |la—0b|| <s—r.
2. En déduire que B(a,r) = B(b,s) <= B'(a,r) = B'(b,s) <= a=bets=r.

3. Montrer que si F est un espace de Banach, alors toute intersection d’une suite
décroissante de boules fermées dans E est une boule fermée dans E.

Solution. 1. La premiere équivalence résulte de ’exercice 6.1. Montrons la deuxieme
équivalence. Supposons d’abord que |la — b|| < s — 7. Soit & € B’(a,r), alors on a :

Io—z|| <|b—a|]|+|la—z| <s—r+r=s.

Donc on a x € B'(b,s), d’ou B'(a,r) C B'(b, s).

Réciproquement, supposons que B’(a,r) C B'(b,s). Si a = b, on pose x = a + rﬁ
a
si a # 0, et si non, on pose x = r”—y”, avec y # 0. Alors on a |la — z|| = r, dou
)
x € B'(a,r) C B'(a,s), donc on a |la — z|| < s. Par conséquent, on a r < s et
Ib —al]] = 0 < s —r. On suppose maintenant a # b, donc on a ||b — a|| > 0. Soit
—-b
r=a+ Th, alors on a ||a — z|| = r, donc x € B'(a,r) C B'(b,s). D’autre part, on
a4 —

a—b  |la—b]+r
lla — bl lla— bl
conséquent, on a |la —b|| < s —1r.

ar—b=a—-b+r (a—0b), dou |la —b||+7r = ||z —b|| <s.Par
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2. Cela résulte immédiatement de 1.
3. On suppose que (E, | ||) est un espace de Banach. Soit (B'(an, 7)), -, une suite de

boules fermées dans E telle que pour tout n > 0, on ait B'(ant1,7nt+1) C B (an, ).
Donc pour tout m > n, on a ||am — @yl < 7 — 7. On en déduit que la suite (ry,)n>0
est décroissante et minorée par 0, et que la suite (an)n>0 est de Cauchy dans E. Soient

r= lim r, et a= lim a, Montrons que 'on a B'(a,7) = N B'(an,r,). On fait
n—-+oo n—-+oo n>0

tendre m vers +oo dans 'inégalité précédente, on obtient ||a, — aﬂ < r, —r pour tout
n > 0, donc on a B'(a,r) C QOB’(an,rn). Réciproquement, soit z € QOB’(an,rn),
n n

alors pour tout > 0, on a ||an_— z|| < r,. On fait tendre n vers +oo_, on obtient
la —z|| < r, donc z € B'(a,r), d’olt on a QOB’(an,rn) C B'(a,r). Par conséquent,
nz

! _ !
on a B'(a,r) = nQOB (N

Exercice 6.4. Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé et r > 0.
1. Montrer que B(0, ) est homéomorphe & E.
2. En déduire que pour tout a € E, B(a,r) est homéomorphe a E.
3. En déduire que U, = {z € E; ||z|| > r} est homéomorphe & E \ {0}.

Solution. 1. Soit x € E, alors on a € B(0,7) < |z|| <r <= r —|z| > 0. Dou
I’idée de considérer I'application suivante :

f:B0O,r) — E
x

T

r— |l

Soient x € B(0,7) et y € E, alors on a y Donc f est

ry
r=—
1+ lyll
. Comme f et f~! sont des composées d’applications

r— [l
ry
r+ [yl

continues, alors f et f~! sont continues. Par conséquent, f est un homéomorphisme.
2. Pour tout a € E, 'application x — x + a est un homéomorphisme de E et on a
B(a,r) = B(0,7) + a, on en déduit que B(a,r) est homéomorphe & E.
1
(]

bijective et on a f~1(y) =

1 1
3. Soit x € E, alors on a ||z|| > r <= < - = H—” IH2H < —. Considérons
r €T r

I’application
g: U — B(O,%)\{O}

x
2
[l ]
alors g est un homéomorphisme. Donc U, est homéomorphe & B(0,21) \ {0} qui est
homéomorphe & E\ {0}.
Remarque 6.9.1. Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé et r > 0. Alors les applica-
tions suivantes
f: BO,r) — E g: B0O,r) — E

T

2
2 — |||
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sont des homéomorphismes et on a :

- Ty - "y
s —— i) =
L+y/1+ [yl L+ ol

L’intéret des ces applications ce qu’elles sont de classe « C° ».
Remarque 6.9.2. Pour tout n > 1, Soit || || la norme euclidienne sur R™ et soient :
L’application suivante
g: B" — R™
v
1= [|[]?

vy
V1t |yll?
Soit N = (0,...,0,1) le pole nord de S™ = {(z,t) € R" x R ; ||(z,t)|]| = 1}. Alors
I’application suivante

est un homéomorphisme et on a g~ 1(y) = , pour tout y € R"™.

p: S"\N — R”
(x,t) +— —

1-1¢

est un homéomorphisme, appelée la projection stéréographique du pole nord, et on
a:

et R* — S*\ N
( 20 |lz]* - 1)
xr ,
T+ flzf?” 1+ [l
Soit p =g~ o ¢, alors :
p: S"\N — B

(I,t) — L

2(1 —1t)

est un homéomorphisme. Considérons 'application

T: B" — S

r  — (2\/1 — ch||2x, 2||z]|? — 1)

alors 7 est une application continue surjective et fermée car B™ est compact. De plus,
pour z € B", on a w(x) = N si et seulement si z € S"~!. Notons aussi que la restriction
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[e]
de ™ & B™ est égale & p~!. On déduit du corollaire 1.4.1 qu’il existe un homéomorphisme
7 de B"/S"! sur S" tel que le diagramme suivant soit commutatif.

B" ul S™
S~ A7

Bn/Sn—l

Autrement dit, S est obtenue de B™ en identifiant sa frontiere S”~! & un point.

Exercice 6.5. Soient F un K-espace vectoriel et || |1, || [|2 deux normes équivalentes

sur E. Soient B; et By les boules unités fermées de (E, || ||1) et (E, || ||2) respective-

ment. Considérons Papplication ® : (E, || ||1) — (E, || ||2) définie par ®(0) = 0 et

O(z) = I'xlllx si ¢ # 0. Montrer que ® est un homéomorphisme. En déduire que By et
e

Bs sont homéomorphes.

[[z]]2
[[]]1

x # 0. Pour tout « € E, on a || ®(z)||2 = ||x|/1, donc @ est continue en 0. Soit ¢ un élément
non nul de E. D’apres la proposition 2.2.3, & est continue en a si et seulement si pour
toute suite (#,)n>0 convergeant vers a dans (E, || [|1), alors la suite (®(zy,)) _ converge

Solution. Il est clair que ® est bijective et que 'on a ®71(0) =0 et d~1(x) =

n>0
vers ®(a) dans (F, || ||2). Soit (zy)n>0 une telle suite, alors on a HI_P |zt = llal1 -
- n—-—+0oQ

Comme || ||1 et || ||2 sont équivalentes, alors (z,,),>0 converge aussi vers a dans (E, || ||2)-

Donc on a lim z, = a dans (B, || [|2) et lim |lzp|l2 = ||all2 . Puisque application
n—-+o0o n—+00

K> (B, [[l2) — (B, [ ll2)
(\, ) — Az
est continue, voir proposition 6.1.2, on en déduit que liIJIrl D(x,) = ®(a) dans (E, || [|2),
n—-+oo

donc @ est continue en a. Par conséquent, ® est continue. On démontre de méme que
@1 est continue, donc ® est homéomorphisme. Pour tout = € E, on a ||®(x)||2 = |21,
donc ®(B;) = Bsy. Par conséquent, B et By sont homéomorphes.

Exercice 6.6. Soient E un espace vectoriel et || ||1, || ||2 deux normes sur E. Montrer
que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Les deux normes sont équivalentes.
(ii) Les distances associées aux normes sont équivalentes.
(iii) Les deux normes définissent la méme topologie sur E.

Solution. Il résulte des définitions 6.1.2 et 2.3.2 que P'on a les implications (i) = (ii) =
(iii). Montrons I'implication (iii) = (i). Les deux normes définissent la méme topologie
sur F si et seulement si 'application identité

idg = (E, |Ih) — (E,|I2)
€T — x
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est un homéomorphisme. Or idg est de plus linéaire, alors il résulte du théoreme 6.3.1
que idg est un homéomorphisme s’il existe « > 0 et 8 > 0 tels que pour tout x € E,
on ait al|zll; < ||zl < B|z]1. Par conséquent, les deux normes définissent la méme
topologie sur E si et seulement si les deux normes sont équivalentes.

Exercice 6.7. Soient E un K-espace vectoriel, et || ||1, || ||z deux normes sur E. Montrer
que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) I [l =1l |2 Autrement dit, pour tout € E, on a ||z||; = ||z]|2.
(ii) Les deux normes ont la méme sphere unité.
(iii) Les deux normes ont la méme boule unité ouverte (ou fermée).

Solution. L’implication (i) = (ii) est claire. Montrons 'implication (ii) = (i). Soit

H =1, donc —— 1, d’ou
1

1

2 un élément non nul de E. On a H lz||2 = H H
(B4Rt Tali (B4Rt

[zflx = l[]l2-
L’implication (i) = (iii) est claire. Montrons I’ implication réciproque Soit « un élément

1

— = < 1, donc

Il =

(1- )” B |zl = H ” B H <1, don (1 —1)[z|2 < |lz[l;. On fait tendre n

non nul de E. Alors, pour tout n > 1, on a H 1 - =

vers + linfini, on obtient ||z||2 < [|z]|1. De méme, on montre que l'on a ||z||1 < [|z]2.
Donc, pour tout = € E, on a ||z|; = ||z]|2.

Exercice 6.8. Soient (E, || ||) un espace normé et A, D deux sous-ensembles de E tels
que A C D. Montrer que pour tout € > 0, on a A C D + B(0,¢).

Solution. Soient a € A et € > 0, alors a — B(0,¢) est un ouvert de E contenant a. Par
conséquent, on a (a — B(0,¢)) N D # 0, donc il existe x € B(0,£) et d € D tels que
a—z=d,dova=d+xz €D+ B(0,e). Doncona AC D+ B(0,¢).

Exercice 6.9. Soit F' un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel normé (E, || ||).
1. Montrer que F est aussi un sous-espace vectoriel de F.
2. Montrer que si F' est distinct de E, alors F' est d’intérieur vide.

3. Déterminer le sous-espace vectoriel de E/ engendré par la boule ouverte de centre 0
et de rayon 1.

Solution. 1. Soient z,y € F et A € K. Alors il existe deux suites (@n)n>0 €t (Yn)n>0
dans F telles que z = lim z, et y = lim v,. Comme on a :
n—-+00 n——+oo

12+ Ay = (@n + Ayn)l| < |z = 20 + My = yn)ll < llz = 2nl + [A[ly — oul

alors la suite (2, + A\yn)n>0 converge vers x + Ay. Puisque F est sous-espace vectoriel de
E, alors la suite (z,, + Ayn)n>0 est dans F, donc on a z + Ay € F. Par conséquent, F
est un sous-espace vectoriel de F.

2. On suppose F' # E. Si Fo‘sé (0, alors il existe x € F et r > 0 tels que B(z,r) C F.



272 Chapitre 6. ESPACES NORMES

Alors on a B(0,7) = B(z,r) —x C F. Soit y un élément non nul de E, alors z = ZT\yH
Y

||y||

B(0,7) C F. Donc y = z € F,douonaE = F ce qui contredit I'hypothese, donc

on a bien F = ().
3. Le sous-espace vectoriel de F engendré par la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1
est d’intérieur non vide, donc il est égal a F.

Exercice 6.10. Soient (F, || ||) un espace vectoriel normé et A un sous-ensemble convexe

o J—
de E. Montrer que A et A sont des sous-ensembles convexes de E.
Solution. Soient z,y € A et t € [0, 1], alors il existe deux suites (zn)n>0 €t (Yn)n>0
dans A telles que x = lim z, et y = lim y,. On déduit du corollaire 6.1.1 que I'on a
n—+o0o n—+o0o

tr+(1—1t)y = nEI-iI-loo te, + (1 —t)y, . Comme A est convexe, alors tx,, + (1 —t)y, € A,
pour tout n > 0. Par conséquent, on a tx + (1 — t)y € A, donc A est convexe.

Pour montrer que ;1 est un ouvert, on va donner deux preuves.

Premiére preuve. Pour tout ¢ € [0, 1], t A +(1 —t) A est un ouvert de (E, || |) et contenu
dans tA+ (1 —t)A C A, donc on a tA +(1-1) A C A. Autrement dit, A est convexe.

Deuziéme preuve. Soient a,b € A et t € [0, 1]. Alors il existe € > 0 tel que B(a,e) C A
et B(b,e) C A. Montrons que 'on a B(ta + (1 —t)b,e) C A. Soit z € B(ta+ (1 —t)b,¢).
Onata+(1—t)h—z=b—(z—tla—b))etta+(1-t)b—z=a—(z+ (1 —t)(a—0)),
on en déduit z — t(a — b) € B(b,e) C Aet z+ (1 —t)(a —b) € B(a,e) C A. Comme A
est convexe, alors z = (1 —t)[z —t(a —b)] +t[z+ (1 —t)(a — b)] € A. Par conséquent, on

a B(ta+ (1 —1t)b,e) C A, dou ta+ (1 —t)b € 4. Donc A est convexe.

A

ta+ (1 —t)b &

Exercice 6.11. Soient F un espace normé et A un sous-ensemble convexe de F.

1. Soient u € A et v € A. Montrer que lintervalle Ju, v[={(1 —t)u+tv; 0 <t < 1}

o
est contenu dans A.

2. Soient xp € Aetz e A Onse propose de montrer que l'intervalle ]zg, z[= {(1 —

t)zo +tx; 0 <t <1} est contenu dans A. Soit y €|xo, x], alors il existe t €]0, 1]
tel que y = (1 —t)xg + ta.

(i) Montrer qu'il existe u € A et v € A tels que y € u, v[. (Considérer ’homo-
thétie de centre y transformant x en ).



6.9. Exercices 273

(ii) En déduire que y € A.

o

=

[e] N
3. Montrer que si A est non vide, alors on a A =

[e] [e] i [e] i
4. Montrer que si A est non vide, alors on a A= A. (Si 29 € 4 et z € A, montrer qu’il
existe z1 € A tel que x € Jxo, x1]).

Solution. 1. Soit y € ]u, v[, alors il existe t €]0, 1] tel que y = (1 — t)u + tv. Comme

u Ejl, il existe € > 0 tel que B(u,c) C A. En considérant le cone de base B(u,¢) et
de sommet v, on a l'idée de poser z = (1 — t)u’ + tv, ou v’ € B(u,e) et z € B(y,«) &
déterminer. On a z —y = (1 — t)(v' — u), donc v’ € B(u,e) <= 2z € By, (1 —t)e).

1 (2 —y), dott

Soit z € B(y, (1 —t)e) et posons u' = ;= (z —tv), alors on a v’ —u = 1=

u' € B(u,e) C A. Comme A est convexe, alors z € A, d’ou B(y, (1 —t)e) C A. Donc on
aycA.

2(i). Soient y € |xo, x| et t €]0, 1] tels que y = (1 — t)zo + tx. Une homothétie de E de
centre y est de la forme h(z) = y+ A\(y — z), pour tout z € E, ou X € K, fixé. On veut de
plus que xp = h(x) =y+ ANy —=z), dolly = 1_%\960 + 1%\:10 Oronay=(1—t)xg+tz,il

suffit de prendre A = 5. Donc on a h(z) =y + 15 (y — 2), pour tout z € E. Soit £ > 0
tel que B(zo, 1¢) C A. Comme on a B(x,e) N A # (), alors il existe v € B(z,¢) N A.
Soit u = h(v) =y + 15 (y — 2), alors on a xg — u = 1 (v — ), dont |lzg — ul| < THe.
Donc on a u € A. Or onau=y+ 5y —v), douy=(1—1t)u+tv €u, v], avec u €A
et v € A.

2(ii). I résulte de 1 et de 2(i) que y € 4, donc on a |zg, z[C A.

3. Supposons ;)174 (. On a toujours AcC A Réciproquement, soient = € A et zo € A.

(o) [e]
D’apres 2, on a Jzg, 2 C A. Comme on az = lim Lz + (1— 1)z, alors 2 € A, donc
n——+oo ™ n

o o
A C A. Par conséquent, on a A = A.

o o i i o
4. Supposons A# (. On a toujours A C A. Réciproquement, soient x € A et zg € A.

Soit £ > 0 tel que B(z,e) C A. Pour tout n > 2, soit z, = ST = ﬁxo, alors

on a 1iIJIrl z, = z, donc il existe p > 2 tel que z, € B(z,e) C A. Comme on a
n——+00

z=(1- %):z:p + 1—17330 €z0, xp], il résulte de 2 que z € A. Donc on a ZC;L ot A=4.

Remarque 6.9.3. Dans le chapitre 9, on généralisera les résultats obtenus dans les
exercices 6.9, 6.10 et 6.11, voir propositions 9.1.3 et 9.1.4.

Exercice 6.12. Soient (F, || ||) un espace normé et x,y € E tels que |z +y|| = ||| +]|y]|-
Montrer que pour tout @ > 0,8 > 0, on a ||ax + By|| = o||z| + 5y]-
Solution. On peut supposer a > 3. On a ax + fy = a(z +y) — (a — B)y, d’ou :

allz +yl = (a = B)llyll < lle(x +y) — (a = Byl = llaz + Byll < allzl| + Byl

Orona [z +y|| = [[zf| + [ly]l, on en déduit [z + By = allz| + Blyl|.

Exercice 6.13. Soient (E, || ||) un espace normé.
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1. Montrer que pour tout x,y,z € F, on a :
[zl + 11z = zl| < [lyll + Iz — yll + 2|z = y]|.

2. Montrer que si 2,y € F tels que ||z =1 et 0 < |ly]| < 1, alors on a :

1 Y
o =yl = 3o - 2|
217 iyl

3. Soient z et y deux éléments non nuls de E. Montrer que 1’on a :

(*) Iz = yll = 3 max (|||, [lyll)

H Il Iyl H

(%) lz—yll > 3 (llzll + lyll) H iz~ Tyl H

Solution. 1. Soient x,y,z € E, on a :

el +lz =2zl = lle—y+yl+lz-y+y—a

IN

|z =yl + llyll + 1z = yll + [ly — =]

1yl + 11z =yl + 2l =yl

2. Soient z,y € E tels que ||z|| =1 et 0 < |ly|] < 1. On pose z = — dans 1, on obtient

1+ Hx — —H <yl + H - yH + 2|z — y||. Puisque 'on a :
[yl [yl

Y 1
ol + || 2 = ]| = ol + == (1 = gy = Dl + 1 = iyl =1,
Tl ol
on en déduit l'inégalité cherchée.

3. Soient z et y deux éléments non nuls de E. On a max (|||, [[y[|) = 3 (=]l + [[v]]).
donc il suffit de démontrer I'inégalité (x). Si ||z|| = 1 et ||y|| < 1, I'inégalité (x) est réduite
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1
a linégalité ||z —y|| > §HSE - H—yHH, et ceci a été fait dans 2. Si ||z|| = ||y, I'inégalité (x)

est triviale. Donc on peut supposer ||z|| > ||y, d’ou H B ’ < 1. On déduit de 2 que 'on

> Donc on a ||z — y|| > L ||| H H Or on
H [T H 2 H ET Els ””” ’ 2 ET

a max (|||, |yll) = [|z]|, on en dedu1t I'inégalité (x).

Exercice 6.14. Soient (E, || ||) un R-espace normé et x,y, z trois vecteurs non linéaire-

ment indépendants dans E. Il s’agit de Montrer I'inégalité suivante :
() e +yll+ lly + 2l + [z + 2l <zl + Nyl + 120 + 1= +y + =] -

1. Vérifier que l'inégalité () est inchangée en faisant le changement de variables
suivant :

Y=z, y =yet=—x—y—2z.

2. Montrer que 'on peut se ramener au cas ou z + Sy + vz =0, avec 0 < < 1 et
0<~y <L

3. Montrer I'inégalité (x) .

Solution. 1. On a ||/ +y/|| = [z+yll, [ly'+2'| = [lx+z[, ="+l = lly+=], || = [|=]],
W= lyll, |12 = llz +y+ 2| et ||&' +v" + 2| = ||z]|- Donc I'inégalité (x) est inchangée
en faisant un tel changement de variables.

2. Puisque l'inégalité (x) est symétrique en x, y et z, on peut considérer que 'on a la
relation z+sy+tz = 0, avec s,t € R. Sit & [0, 1], on pose 2’ =z, 3y’ = y et z’ =—z—y—z,

et on obtient (1 —¢)a’ + (s —t)y’ —tz’ = 0, ot on a 2’ + (i ?y' =% =0, avec
Og—mgl.Donconax +by +cz' =0,avec0<c<1.Sib g0, 1],onposex =,
y' = —x —y' — 2 et 2/ =2/ et on obtient (1 —b)a” —by” + (¢ —b)z"" =0, d’olt on a
z = by +§ ll;Z//

con81derer que l'on a la relation x_+ [3y_+ 7_z =0, avec 0 §_[3 <let0<~y<I1.
3.0naz+y=(1-Bly—vyzet —(2+2) = By—(1-7)z,dottona [lz+y|| < (1-5)[ly[|+
Azl et flz-+ 21l < Bllyll+ (1 —llzl. On a llg-+ 2l = [(@+y-+2)— ol < l+y+2]+]al.
Par conséquent, on a bien l'inégalité ().

Exercice 6.15. Soit A un sous-ensemble d’un espace normé (E, || ||). Montrer que A est
précompact si, et seulement si, A est borné et pour tout € > 0, il existe un sous-espace
vectoriel F. de E de dimension finie tel que pour tout « € A, on ait d(z, F.) < &

Solution. Supposons d’abord que A est précompact. Soit € > 0, il existe z1,...,x, € F

tels que A C _QlB(zi,a). Donc A est borné. Soit F. = Vect({z1,...,2,}), alors F. est

un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et pour tout € A, on a d(z, F;) < e

Réciproquement, supposons que A est borné et que pour tout € > 0, il existe un sous-
espace vectoriel F. de E de dimension finie tel que pour tout x € A, on ait d(z, F.) < &
Soit r > 0 tel que A C B(0,7). Soient € > 0 et F. un sous-espace vectoriel de E de
dimension finie tel que pour tout = € A, on ait d(z, F.) < e. L’ensemble F. N B’ (0,7 +¢)

est compact, donc il existe z1,...,2, € E tels que F. N B'(0,r +¢) C ‘Lrle(xi,a).
i=
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Montrons qu’alors A C U B(x1,25) Soit © € A, il existe y € F; tel que ||z —y|| < e.

Donconay € F. N B’ (O r 4 €). Par conséquent, il existe ¢ tel que ||z; — y|| < &, d’out

|lx — 2;]] < 2¢. Donc on a bien A C _GlB(xl, 2¢). On en déduit que A est précompact.
1=

Exercice 6.16. Soient A et B deux parties non vides d’un espace normé (E, || ||). Etablir
les résultats suivants :

1. Si A est ouvert, A + B est ouvert.

2. Si A et B sont compacts, A + B est compact.

3. Si A est compact et B fermé, A + B est fermé.

4. Si A et B sont fermés, A + B n’est pas nécessairement fermé.

Solution. On donne deux preuves de 1.

Premiére preuve : soit b € B. Comme 'application  — x + b est un homéomorphisme

de E, on en déduit que A + b est un ouvert de £. Comme on a A + B = bUBA + b, alors
€

A+ B est ouvert dans F.
Deuziéme preuve : soient a +b € A + B, alors il existe € > 0 tel que B(a,e) C A, d’ou
B(a,e)+bC A+ B.Oron a B(a,e)+b= B(a+b,e), donc B(a+b,e) C A+ B. Ainsi,
pour tout a +b € A+ B, il existe € > 0 tel que B(a+b,e) C A+ B, donc A + B est un
ouvert de F.
2. L’application

AxB — E

(a,b) +—— a+b

est continue et A X B est compact, on en déduit que A + B est compact.

3. L’ensemble A + B est fermé si et seulement si A+ B = A 4+ B. On a toujours A+ B C
A+ B, il reste & montrer I'inclusion réciproque. Soit € A + B, alors il existe deux suites
(an)n>0 dans A et (by)n>0 dans B telles que = = nEI—POO apn, + by . Or A est compact,

donc (an)n>0 admet une sous-suite convergente (an, )rx>o0. Soit a = . lim a,, € A.Ona
= = —400

aussi z = i lim an, + by, , on en déduit que la suite (b, k>0 est convergente. Comme
—400

B est fermé, alors lim b,, = b € B. Par conséquent,on a z =a+b ¢ A+ B, donc

k— o0
A+BC A+ B.
4. Solent E =R? A= {(2,0); 2 € R} et B = {(z,y) € R?; 2y = 1}. Alors A et B sont
fermés dans E, mais A+ B n’est pas fermé car (0,0) = EIEOO (—n,0)+ (n, L) € A+ B,

mais (0,0) € A+ B.

Exercice 6.17. Soient (E, || ||) un espace normé et F', G deux sous-espaces vectoriels
de E. Montrer que si F est fermé dans E et G est de dimension finie, alors F 4 G est
fermé dans E.

Solution. Considérons 'espace normé quotient E/F et soit 7 : E — E/F V’application
quotient. Alors 7(G) est sous-espace de dimension finie de E/F, donc m(G) est fermé.
Comme on a F + G = 1~ 1(7(G)) et 7 est continue, alors F + G est fermé dans E'.
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Exercice 6.18. Soient M et N les sous-espaces vectoriels fermés de ¢y définis par :
M = {a: = (Tn)n>0 € Co ; Ton = 2N T2,—1 pour tout n > 1} ,

N = {x = (@n)n>0 € €0 ; Tant1 = 0 pour tout n > 0} )

Montrer que M + N est un sous-espace vectoriel propre et dense dans cy. En particulier,
M + N n’est pas fermé dans cg.

Solution. Pour tout n > 0, soit a,, = n%rl, alors on a a = (an)n>0 € ¢o et on vérifie
facilement que a € M 4+ N. Donc M + N est un sous-espace vectoriel propre de ¢q. Pour
tout n > 0, on a ey, € N. Soit p > 1. On pose 29,1 = 1, 2, = 2p et z, = 0 si
n ¢ {2p—1,2p}. On pose yap, = —2p et y, = 0 si n # 2p. Alors on a x = (z,,)n>0 € M,
Y = (Yn)n>0 € N et © 4+ y = eyp_1. Par conséquent, pour tout n >0, on a e, € M + N.
Comme Vect({e, ; n > 0}) = ¢, est dense dans ¢, alors M + N est dense dans ¢g. On
en déduit que M + N n’est pas fermé dans cg.

Exercice 6.19. Soient E un espace vectoriel normé, K et L deux parties compactes non
vides de E. Montrer que la réunion des segments joignant un point de K a un point de
L est un compact de FE.

Solution. Soit C' la réunion des segments joignant un point de K a un point de L, alors
onaC={tr+(1—t)y; x€K,yecLet0<t<1}. Lapplication

KxLx][0,1] — E
(z,y,t) — tx+ (1—1t)y

est continue et K x L x [0, 1] est compact, on en déduit que C' est compact.

Exercice 6.20. Soient (E, ||||) espace normé et F' un sous-espace vectoriel de E.
1. Montrer que si F est de codimension > 2, alors E \ F est connexe.

2. On suppose que F est un R-espace normé et que F' est un hyperplan fermé de E.
Montrer que E \ F a deux composantes connexes.

3. On suppose que F est un C-espace normé et que F' est un hyperplan de E. Montrer
que E'\ F est connexe.

Solution. 1. Soit G un supplémentaire algébrique de F. Comme dim(G) > 2, alors
G \ {0} est connexe. L application

f: FxG — E

(r,y) = x+y

est continue et bijective et on a f(F x (G\{0})) = E\ F. Or F x (G \ {0}) est connexe,
donc E \ F est connexe.

2. Soit ¢ : E — R une forme linéaire continue non nulle telle que F = ker(y). Soient
C_={zeE; px)<0}et Cy ={x € E; ¢ox) >0}, alors C_ et Cy sont des ouverts
non vides disjoints de E tels que E\ F = C_ U C. Pour tout z,y € C_ et pour tout
t €0, 1],on ap(tr+ (1—1t)y) = tp(z) + (1 —t)p(y) <0, donc C_ est convexe, d’ott C_
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est connexe. De méme, C; est connexe. Par conséquent, C_ et C'y sont les composantes
connexes de E \ F, voir théoreme 4.2.1.
3. Soit a € E tel que E =F +Caet FNCa = {0}. L’application

f: FxCa — E
(hy,Aa) +— h+AXa

est continue et bijective et on a f(F x (Ca\{0})) = E\F. Or F x (Ca\{0}) est connexe,
donc E'\ F est connexe.

Exercice 6.21. Soient (F, || ||) espace normé et H un sous-espace vectoriel dense de E.
Montrer que F \ H est connexe.
Solution. Si H est de codimension > 2, il résulte de l’exercice précédent que E \ H est
connexe. Supposons maintenant que H est un hyperplan. On distingue deux cas.
Premier cas : E est un C-espace vectoriel normé. Il résulte de I'exercice précédent que
E\ H est connexe.
Deuzieme cas : E est un R-espace vectoriel normé. Soit a € E tel que E = H + Ra et
HNRa = {0}. Soient C_ = {h+Xa; he€ Het A <0} et Cy ={h+Aa; X >0},
alors C_ et C sont des ensembles connexes et on a £\ H = C_ U (C4. Comme H est
dense, alors H n’est pas fermé dans F, donc il existe une suite (hy,,)n>0 dans H telle que
lim h, =h+ Aa, avec h € H et A\ # 0. Quitte & prendre la suite (—hy)n>0, On peut

n—-4o0o
supposer A > 0. Alors la suite (h, — La),>0 est dans C_ et converge vers h + Aa € C4,
donc C_ N Cy # 0. Il résulte de I'exercice 4.5 que E \ H est connexe.

Exercice 6.22. Soient (F, || ||) un R-espace normé et H un hyperplan de E. Montrer
que E \ H est connexe si et seulement si H n’est pas fermé dans E.

Solution. 11 suffit de combiner le deux exercices précédents, car un hyperplan est ou
bien fermé ou bien dense dans F, voir proposition 6.3.6.

Exercice 6.23. Soient E = C([0, 1]) le K-espace vectoriel des applications continues de
[0, 1] dans K et g un élément fixé dans E. Pour tout f € E, on pose :

Ng(f) = sup [f(t)g(t)] = [[f9lloo -

p
0<t<1
1. Montrer que N, est une norme sur E si et seulement si g=!(0) est d’intérieur vide.
2. Montrer que N, et || ||o sont équivalentes si et seulement si g=*(0) = 0.

Solution. 1. Pour tout f,h € E et pour tout A € K, on a :
Ng(Af) = IAfgllce = Al fglloc = [AINg(f),

No(f + 1) =[fg+hglle < [1f9llcc + 1hgllcc = Ny(f) + Ng(h).
On a Ny(0) =0, donc N, est une norme sur F si et seulement si pour tout f € E, on a
I’implication
Ny(f)=0= f=0.



6.9. Exercices 279

Supposons d’abord que g~!(0) est d’intérieur vide. Soit f € E tel que N,(f) = 0, alors
pour tout t € [0, 1], on a f(t)g(t) = 0. Soit U = f~1(K\ {0}), alors U est un ouvert de
[0, 1] et pour tout ¢ € U, on a g(t) = 0, d’ott U C g~1(0). Comme g~1(0) est d’intérieur
vide, alors U = (), donc pour tout ¢ € [0, 1], on a f(t) =0, d’out f = 0. Donc Ny est bien
une norme sur E.

Réciproquement, supposons que N, est une norme sur E. Si g71(0) est d’intérieur non
vide, alors il existe un intervalle non vide I de [0, 1] tel que pour tout ¢ € I, on ait
g(t) = 0. Soit f € F tel que f # 0 et pour tout ¢t € [0, 1] \ I, on ait f(t) = 0. Une telle
fonction existe, il suffit de prendre une fonction affine. Alors on a Ny(f) =0, ce qui est
impossible. Donc g~1(0) est d’intérieur vide.

2. Supposons d’abord que g~1(0) = (). Comme [0, 1] est compact et g est continue, alors
il existe a > 0 et 8 > 0 tel que pour tout ¢ € [0, 1], on ait o < |g(t)] < S. D’ol pour tout
feFE, onaalflle < Ng(f) <B|fllec- Donc Ny et || [loo sont équivalentes.

1
Supposons maintenant que g~ (0) # (. Pour tout n > 1, soit f,(t) = —————, alors
© o) © 1+ nlg(t)|
gt 1 9 N 1
nE€ FEetonalfullee=10na|f.(t)g(t)=-—""- <=, dou N,(fn) < =, donc
f £l a0 )] = 5o < & Cou Nolh) < 3

Ny et || || ne sont pas équivalentes, voir remarque 6.1.1. Par conséquent, si Ny et || ||
sont équivalentes, alors g=1(0) = .

Exercice 6.24. Soit E = C([0, 1], R) le R-espace vectoriel des applications continues de
[0, 1] dans R. Pour tout f € E, on pose :

1
N = [ tlfld et 1fle= sup 17O,
0 0<t<1
1. Montrer que N est une norme sur F.
2. Pour tout n > 1, on pose :

1—nt si 0<t<
f"(t):{ 0 si l<t<

1
n?
si 1

Calculer || fp]|oo €t N(f). En déduire que les deux normes ne sont pas équivalentes.
Solution. 1. Il est clair que N est une norme sur E.
1
n 1
2.0na || fullc =1et N(fn) = / t —nt*dt = —. Donc les deux normes ne sont pas

0 6n?’
équivalentes, voir remarque 6.1.1.

Exercice 6.25. Soit E = C*([0, 1], R) le R-espace vectoriel des applications de classe
C' de [0, 1] dans R. On considere sur E les normes suivantes :

No(f) = Ifllse + 1 Nloe 5 Na(f) =1+ 1 Tlloe » Na(f) = [£O) + [1f'll

Na(f) = [ lloo + / FOldt . Ne(f) = / PO+ (1o -

Montrer que :
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1. Les normes Ny, N3, Ny et Ng sont équivalentes.
2. Les normes N> et N5 ne sont pas équivalentes.
3. L’espace (E, N3) est de Banach.

4. Trouver une suite de Cauchy dans (E, N5) non convergente. En déduire que (E, N5)
n’est pas de Banach.

Solution. 1. Pour tout = € [0, 1], on a |f(x)| + |f'(z)] < || flleo + |/ |lcc, on en déduit
que N3(f) < Na(f). On a [f(0)] < N3(f) et [|f'[loc < N3(f), on en déduit que Ny(f) <
2 N5(f). D’apres le théoréme des accroissements finis, pour tout x € [0, 1], il existe ¢, €

10, o{tel que £(2)—1(0) = af'(c2). o ona [(@)] < fO)+1(c2)] < [f O+ |oe =
Na(f), donc on a [|flloe < Na(f) et / (@) de s/o 1floodz = | flloe < Na(f). On
a 17 < Na(F), on en décuit que Na(f) < 2N4(F) et No(f) < 2N(f). On a aussi

IFO) < [f'(ea)l + [f(@)] < [ lloe + [f(2)]- On en déduit que |f(0)] —/ [£(0)] dz <

[ 080t 17 e = 151+ [ 17Dz = Mot On a1 < No(1),on en
déduit que N4(f) < 2 Ng(f). Ainsi, on a montré que pour tout f € F, on a :

TN2(f) < 5 Na(f) < N3(f) < Na(f) et § Na(f) < No(f) <2Na(f).

Par conséquent, les normes Ny, N3, Ny et Ng sont équivalentes.
2. Pour tout f € E,on a :

1 1
Ns(f) = ||f||oo+/0 |f'(B)ldt < ||f||oo+/0 1 oo dt = 1 flloo + [/ oo = Na(f)-

Montrons qu’il n’existe aucune constante A > 0 telle que pour tout f € FE, on ait
Ny(f) < ANs(f).

Pour tout n > 1, soit h,, la fonction continue sur [0, 1] définie
par h,,(0) = n, h, est affine sur [0, 1] et h,(t) = 0sit € [, 1]. Yy

Pour tout = € [0,1], soit f,(z) = / hn(t) dt, alors f, € E n
0
eton a fi = fn. Ona Ni(fu) = lIfalle =7 [ fallo = 3

hy
et/ IfL(@)]dt = / 7 (t) dt—/h t)dt = 27doncon
a N5(fn,) = 1. Par conséquent, il n’existe aucune constante |
A > 0 telle que pour tout f € E, on ait Ns(f) < ANs(f). opL 1 =

Donc Ny et N5 ne sont pas équivalentes.
3. Soit (fn)n>0 une suite de Cauchy dans (E, N3). Alors pour tout ¢ > 0, il existe

N € N tel que pour tout n,m > N, on ait ||fn — fimlleo + IIfh — filloe < €. Par
conséquent, les deux suites ( fn)n>0 et ( 1 )n>0 sont de Cauchy dans l'espace de Banach
(C([0, 1], R), || |lco)- Donc il existe deux fonctions continues f et g sur [0, 1] telles que
nllgloo [fn = flloo = 0 et ngrilw £l — gllo = 0. Montrons que l'on a f' = g. Soit

h(z) = / g(t) dt, pour tout = € [0, 1], alors h € F et on a b/ = g. Pour tout z € [0, 1],
0
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on a f,(x / fL(t)dt, dou :

Ful) — £ul0) — |</ TG |dt</ 4t — g(®)]dt < 1 — gl

On fait tendre n vers +oo, on obtient que pour tout z € [0, 1], on a f(z) = h(z) + f(0).
Par conséquent, f € F et on a f' = g. Comme on a :

No(fn = f) = lfn = fllso + I1fn = F'llco = Il = flloo + 12 = gll »

on en déduit que la suite (f,)n>0 converge vers f dans (E, N3), donc (E, N2) est un
espace de Banach.

4. Pour tout n > 2, soit h, la fonction continue sur [0, 1] Y
définie par hy,(t) = 0sit € [0, 3 — 1], hy, est affine sur [§ —
Lol et hyo(t)=1site [2, 1]. Alors la suite (hy)n>2 est de O

Cauchy dans lespace normé (C([0, 1], R), || [1), ot ||f]: = B,
1
/ |f(®)]| dt, pour tout f € C([0, 1], R). Pour tout = € [0, 1],

N= F=m—m - ==

soit fp(x / hy(t)dt, alors f, € E et on a f, = hy,. ol . T =
2 n
On a: .
100~ 2@ = [ 100 = @ = 0
0
et
Ifn(:r)—fm(x)lﬁ/o o (£) — |dt</ o (£) — o (8)] = ([ — P -

D’ou N5(fn — fm) < 2||hn — hil1. Donc la suite (f,,)n>2 est de Cauchy dans (E, Ns).
Montrons que (f)n>2 ne converge pas dans (E, N5). Supposons le contraire, alors il
existerait f € E telle que ligl Ns(fn—f)=0.Dotona:

n—-+0o0

Jim / hn(t) — F/(O)|dt = Tim / F1(t) = f(8)]dt = 0.
n—-+oo n—-+oo
Soit = € |0, 5[, alors on a hm / |hn(t) — f/(t)] dt = 0. Comme il existe N € N tel

que pour tout n > N, on alt h ( ) = 0 sur lintervalle [0, 2], on en déduit que f'(t) =0
sur I'intervalle [0, z]. Par conséquent, pour tout ¢ € [0, 3[, on a f’(t) = 0. On a aussi :

1
/|1— )] dt = /|h Wdt et lim / h(t) — F/(O)|dt = 0
1 n——+o00

d’out |1 — f'(t)|dt = 0. Par conséquent, pour tout ¢ € [%, 1], on a f'(t) = 1. Donc
1
2

f' nest pas continue en 3, ce qui contredit I'hypotheése sur f. Par conséquent, (E, N5)
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n’est pas un espace de Banach.

Exercice 6.26. Soit C([0, 1]) le K-espace vectoriel des applications continues de [0, 1]
dans K. Pour tout f € C([0, 1]), on pose :

1 1 1
= [ irwtae o iste= ([ @R a) e ifle= s 110

Pour tout n > 1, on pose :

2nt sio0<t< L,

2n
falt) =9 —2nt+2 si L <t<li
0 sio L<e<l.
En calculant les normes de f, et v/n f,, montrer que les normes || ||1, || |2 et || ||oo sOnt

deux a deux non équivalentes.
Solution. On a :

Ifalle =1, Ml =57 Ifalle= g5/ %

Wit =V o IVafulli= g5+ IVafalla = /3.

Donc les normes || ||1, || ||2 et || ||oo sont deux & deux non équivalentes, voir remarque 6.1.1.

Exercice 6.27. Soit E = R,[X] le R-espace vectoriel des polynomes réels de degré
inférieur ou égal a n. Soient a,b € R tels que a < b. Pour tout P € E, on pose :

b
1Pl = [ 1Patode et [Pl = sup |P(0)].
a a<t<b
1. Vérifier que || |1 et || ||oo sont des normes sur E.

2. Soit (Py)k>0 une suite bornée dans (E, || ||1). Montrer que l'on peut en extraire
une sous-suite convergente dans (F, || |/co)-

Solution. 1. C’est clair.
2. Comme E est un espace vectoriel de dimension finie, alors les deux normes || ||; et
Il [lco sont équivalentes et toute boule fermée pour chacune de deux normes est compacte

dans E, voir théorémes 6.6.1 et 6.6.2. Si (Px)x>0 est une suite bornée dans (E, || ||1),
alors (Pg)r>0 est une suite bornée dans (E, || ||oc). Donc la suite (Pg)r>0 admet une
sous-suite convergente dans (E, || ||oo)-

Exercice 6.28. On consideére l'espace normé F = (¢, || ||co). Calculer |€, — e ||oo €t
llen]|oo- En déduire que E est de dimension infinie.

Solution. On a |le,|lcc = 1 et [en — emlloo = 1, si n # m. On en déduit que la

suite (ey)n>0 est dans la boule unité fermée B’(0,1) de E et n’admet aucune sous-suite
convergente, donc B’(0,1) n’est pas compacte. Il résulte du théoréeme 6.6.2 que E est de
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dimension infinie.

Exercice 6.29. Soient E = C([0, 1]) l'espace de Banach des applications continues de
[0, 1] dans K, muni de la norme || [o, et F = {f € E; f(0) = 0}. Alors F est un sous-
espace vectoriel de F. Trouver une expression simple de la norme quotient sur I’espace
vectoriel quotient E/F.

Solution. Soient 7 : E — E/F Vapplication quotient et || || la norme quotient sur
E/F. Soit g € E définie par g(t) = 1 pour tout ¢ € [0, 1]. Pour tout f € E, on a
f=10)g € F, dou 7(f) = w(f(0)g) = f(0)w(g). Donc on a ||x(f)[" = |f(0)|[|7(g)l.
Diaitre part, on a ()| = inf g~ All et lg—hllc = max [1-A(5)] > [1-h(0)| = 1,

d’ott ||7(g)]|’ = 1. Or on a ||7(g)| < ||gllee = 1, donc ||7(g)||" = 1. Par conséquent, pour
tout f € E, ona [[x(f)|" = |f(0)].

Exercice 6.30. Soient M et N les sous-espaces vectoriels fermés de ¢y définis par :
M:{x:(wn)nZQECO; xozo} et N:{x:(xn)nZQECO; x0:x1:O}.
1. Montrer que M est isométriquement isomorphe a V.
2. Montrer que ¢o/M n’est pas isomorphe & co/N

Solution. 1. Pour tout = = (2,,)n>0 € ¢o, on pose T'(x) = (0, g, z1,...) € co, alors T est
une application linéaire continue et isométrique de ¢y dans ¢y et on a T'(M) = N. Donc
M est isométriquement isomorphe a N.

2. Puisque l'on a dim(co/M) = 1 et dim(co/N) = 2, alors ¢o/M n’est pas isomorphe &
C()/N.

Exercice 6.31. Soient (E, || ||) et (F, || ||') deux espaces normés et f : £ — F une
application linéaire. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est continue.
(ii) Pour toute suite (z,,)n>0 dans E convergeant vers 0, la suite (f(z,,))n>0 est bornée.

Solution. L’implication (i) = (ii) résulte clairement du théoréme 6.3.1.

Montrons 'implication (ii) = (i). Si f n’est pas continue, alors f ne serait pas bornée
sur la sphere S = {z € E ; |z|| = 1}. Par conséquent, il existe une suite (a)n>1 dans
S telle que pour tout n € N*, on ait || f(a,)|’ > n? Dotton a ||f(2=)| > n. Donc la
suite (“7")”21 converge vers 0 dans F, mais la suite (f(%))
F' ce qui contredit I’hypothese. Donc f est bien continue.

b 4 o
ps1 I est pas bornée dans

Exercice 6.32. Soient F, F' deux espaces normés et f : E — F une application
linéaire telle que pour toute série absolument convergente Z x, dans I, la série Z fxn)
converge dans F'. Montrer que f est continue.

Solution. Supposons que f n’est pas continue. D’apres 'exercice précédent, il existe une

suite (zy,)n>1 dans F telle que liI_P x, = 0, mais la suite (f(z,))n>1 n’est pas bornée
- n—-+0oo -

dans F. Par récurrence, on construit une sous-suite (x,, )x>1 telle que pour tout k > 1,

x
on ait || f(zy, )| > k2. Alors la série Z ]:; est absolument convergente dans E, mais la
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série E "’“ n’est pas convergente dans F'. D’ou la contradiction.

Exercice 6.33. On considere I’espace de Banach F = C(]0, 1]) muni de la norme || ||co-
Montrer que les applications linéaires T' suivantes sont continues. Calculer leur norme
d’opérateur ||T|| et voir si elle est atteinte sur la sphere unité {f € E ; || f|lcc = 1}.

1.
T: E — E
fo— T()

ouT(f)(z) = /Or f(t) dt, pour tout x € [0, 1].

2.
T: E — K
1
d
o= [ s
3.
T: E — K
fo— f(1)-f)
4.
T: E — K
1 1
dy — d
fo— /0 f(y)dy /%f(y)y
Solution. 1. On a |T'(f)(x)| = ’/ dt‘ / (t)|dt§/m [ fllodt=2] fllo <
0
| fllos done [ T(f) || = sup IT(f)()] < || - Donc T est continue et ona || T'|| < 1.

Pour tout ¢ € [0, 1], soit g( ) =1, alorson a || g| =1 et T(g)(x) = =, donc on a
IT(9) loo = 1. Par conséquent, on a | T'| =1 =T(g) ll¢

1
2. On a |T(f ‘/ F(eydi| < / |dt</ I fllwdt = || ]I, done T est
0

continue de E dans K et on a || T'|| < 1. On prend g comme ci-dessus, alors on a T'(g) = 1.
Par conséquent, on a | T'|| =1 = |T(g)|.

3. On a |[T(f)] = |f(1) = fFO)] < [f()] + [f(0)] < 2 f |, donc T est continue de E
dans K et on a ||T|| < 2. Pour tout t € [0, 1], soit g(t) =2t — 1, alorson a || g ||, =1 et

T(g)=9g(1)— —2 Par conséquent, ona||T||—2—|T | .
40na|T |_\/ F(t) dt— /f dt‘ ‘/ It dtM/ (t)dt‘g/o ()] dit+

|f( )| dt :/ |f(t)]dt g/ | fllodt = | fll.., donc T est continue et on a
1 0

1T <1.
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Pour tout n > 2, soit f,, € E dont le graphe est ci-
1 1

n

contre. On a || fu | = 1 et T(fu) = / £ty dt +

2 3ta 1 0
/ f(t) dt—/ f(®) dt—/ ftydt=1-14

i } 3+3 .
5+ o+1—(3+2%)=1-21 doncona |T(f,)| =
1— 2. Or pour tout n > 2, on a ||T|| > |T(fn)|, dott

1T = 1.

Montrons qu’il n’existe aucune f € E telle que || f | =1 et | T|| = |T(f)|. Supposons
le contraire, et soit f € E telle que || f ||, = 1 et || T|| = |T(f)|- Quitte & remplacer f par
|f|, on peut supposer T(f) € R. On a |T(f)| = 1, donc on peut supposer T(f) = 1, quitte

3 1 3
aremplacer f par —f. D’oli on a/ f@) dt—/ f(t)dt = 1. Comme on a ‘ / f@) dt‘ <
0 1 0

1

[Fronas [ (£t = | [ sty < [l < [ 171 =g on

1 % %
en déduit que 0 < %—l—/ f(t)dt:—%—i—/ f(t)dt <0, donc ona/ ft)dt = 5 et
1 0 0

1
2

1 1
/ f(t)dt = —1. Dot on a / (1= f(t))dt = 0 et / (14 (1)) dt = 0. Comme pour
) 0 )

1

2
tout t € [0, 1], on a —1 < f(t) < 1, on en déduit que f(t) =1 sur [0, 1] et f(t) = —1 sur

[%, 1], donc f n’est pas continue, ce qui contredit I’hypothese sur f. Par conséquent, la
norme de T n’est pas atteinte sur la sphere unité.

Exercice 6.34. Rappelons, proposition 6.2.2, que pour tout p € [1, +oof, on a les
inclusions suivantes : ¢, C P C ¢ C £°°.

1. Vérifier que I’adhérence de ¢, dans £ est ¢y. En déduire que ¢y est séparable.

2. Montrer que pour tout ¢ € [1, +o0[, I'espace ¢, est dense dans (€9, || ||4). En déduire
que £? est séparable.

3. En déduire que si 1 < p < ¢ < 400, alors ¥ est dense dans (49, || ||4)-

Solution. 1. Pour tout n > 0, soit €, = (dn.k)k>0 € Cc. Soit F,, = Vect({eo, . ,en})7
alors on a dim(F,) =n+1et c. = gOFn. Soit & = (xn)n>0 € co, alors, pour tout & > 0,
nz
N
il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait |x,| < . Soit Yy = anen, alors
n=0

Yy € Fn Cceet ||[Yv — 2o = sup |z,| < e. Donce on a & = ¢y. Par conséquent, ¢ est
n>N

séparable, voir proposition 6.8.2.



286 Chapitre 6. ESPACES NORMES

—+o0
2. Soit & = (xp)n>0 € (7, alors on a Z|xn|q < +o00. Alors pour tout ¢ > 0, il
+o0 e N
existe N € N tel que Z |z, |7 < €9. Soit Yy = anen, alors Yy € Fy C ¢, et
n=N+1 n=0
—+oo %
IYn —z|q = ( Z |xn|q) < e. Donc ¢, est dense dans (¢7, || ||4). On en déduit que
n=N+1

(€9, || |l4) est séparable.
3.511<p<g<+oo,alorsonac. C P Cl1CcyC L. Orc. est dense dans (9, || |I4),
on en déduit que ¢? est dense dans (9, || ||4)-

Exercice 6.35. Montrer que I'ensemble {0, 1} n’est pas dénombrable. En déduire que
I’espace de Banach £ n’est pas séparable.

Solution. Pour montrer que I’ensemble {0, 1} n’est pas dénombrable, on raisonne par
I'absurde. Supposons donc que I'ensemble {0,1}Y est dénombrable. Alors {0,1} =
{fn; n >0} ou f, est une application de N dans {0,1}. Soit f : N — {0,1} définie
par f(n) = 1 — fn(n), pour tout n > 0. Alors f € {0,1}" et pour tout n > 0, on a
f(n) # fu(n), donc f # fn, ce qui est impossible. Par conséquent, 'ensemble {0, 1}
n’est pas dénombrable. On a {0, 1} C £ et pour tout f,g € {0, 1} tels que f # g, on
a | f—glls = 1. Donc (B(f, %))fe{o,l}l\‘ est une famille non dénombrable d’ouverts non

vides deux a deux disjoints. Il résulte de la proposition 1.2.5 que £°° n’est pas séparable.

Exercice 6.36. Montrer que I’espace de Banach (£ (£2), || ||) n’est pas séparable.
Solution. 11 suffit de montrer que .#(¢2) contient une copie de ¢*°. Pour tout a =
(an)n>0 € £ et pour tout z = (z,)n>0 € 2, soit L,(z) = (an®y)n>0, alors L,(z) € £2
et L, € Z(¢£?). Considérons I’application suivante.

L: (>~ — 27
a +— L,

Alors L est linéaire. Montrons que L est aussi une application isométrique. On a :

1 1
2 2

“+o0 “+o0
2 2
1Ea@)llz = (- lanzal®) < (D0 lalZleal®) = llallo llo]l2
n=0 n=0

donc on a ||Ly|| < ||allco- Réciproquement, soit € > 0, il existe N € N tel que ||aljcc — & <
lan].- Ona |len]loc = 1 et Lo(en) = |lan| > |lalloo —&, Aot || La|| > ||a]|co—e. On en déduit
que ||Lq|| > [|a|loo, donc on a ||Lg|| = ||a|loc. Ainsi, L est une application isométrique
linéaire. Par conséquent, on peut considérer /> C Z(¢?). Or (> n’est pas séparable,
donc .Z(¢?) n’est pas séparable, voir proposition 2.4.1.

Exercice 6.37. Soit I un ensemble non vide quelconque.

— Pour p € [1, 400, on note ¢P(I) 'ensemble des familles (x;);e; dans K telles que la
famille de nombres réels positifs (|xi|p)iel soit sommable. Pour tout « = (;);er €
1

(1), on pose [all, = (Zie;lail”) "
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Notons que I'on a Z |z;[” = sup { Z |z;|” ; F est un sous-ensemble fini de I}.
icl i€k
— On note £°°(I) Pensemble des familles (z;);c; dans K telles que la famille de
nombres réels positifs (|z;])ies soit bornée. Pour tout © = (x;);er € £°°(I), on
pose [|z]lco = supje; |24l

— On note Cy(I) le sous-ensemble de ¢>°(T) formé des familles (z;);cs telles que pour
tout € > 0, I'ensemble {i € I ; |z;| > e} soit fini.

— On note C.(I) le sous-ensemble de Cy(I) formé des familles (z;);er telles que
Iensemble {i € I ; x; # 0} soit fini.

Notons que si I =N, on a P(N) = (P, (>°(N) = (>, Cy(N) = ¢y et C.(N) = c..
1. Montrer que les espaces ((P(I), || |p), (¢>°(I), || |loo) sont des espaces de Banach.

2. Montrer que (Co(I), || ||o) est un espace de Banach, et que (C.(I), | |loo) est
sous-espace vectoriel dense dans (Co(I), || |loo)-

3. Montrer que (¢ (I), || ||,) est séparable si et seulement si I est au plus dénombrable.

Solution. 1. Le fait que (£>°(I), || ||s) est un espace de Banach résulte de la proposition
2.6.8. En fait, on a £°(I) = B(I, K) et || ||c est la norme associée & la distance de la
convergence uniforme. Soit p € [1, +00[. Notons d’abord que ¢P(I) est un sous-ensemble
de I'espace vectoriel K!. Soient = = (2;)icr,y = (vi)ier € £P(I) et A € K. Il est clair que
llz|][, =0 <= x = 0. Soit F une partie finie de I, d’apres I'inégalité de Minkowski, on

a :
1 1 1
(Cleitwl)” < (Xl)” + (X)) < llell + il
el i€F i€l
1 1
(D i) = N Jil)
i€l i€F

Par conséquent, Az, @ + y € (1) et on a &+ yll, < all, + [yl et [Aall, = 2],
Donc ¢P(I) est un K-espace vectoriel et & — ||z||, est bien une norme sur [P(I).
Montrons que (I’(I), || ||,) est un espace de Banach pour tout p € [1, +oo[. Soit (&,)n>0
une suite de Cauchy dans (I?(I), || ||,). Pour tout n > 0, on a &, = (n)icr, avec
Zn,; € K. Soit € > 0, alors il existe N € N tel que pour tout n,m > N, on ait :

1
(X foni = amal”)” = e = &mlly <=

icl

Soit ¢ € I. Pour tout n,m, on a |zn,; — Tm,i| < [|€n — &ml|p, donce la suite (24,,5)n>0 est de
Cauchy dans K qui est de Banach, donc il existe x; € K tel que 1iIJIrl Tp,i = X Soit F
n—r+00

1
une partie finie de I. Pour tout n,m > N, on a (Z |20 i — xm)i|P) "< Nn = Emllp < e

iceF
1

On fait tendre m vers l'infini, on obtient que (Z |, — xi|p) " < e. Ceci étant vrai
ieF
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1
pour toute partie finie ' de I, donc on a (Z |, — xi|p) " <e. Soit z = (2;)icr, alors

iel
onax—¢&, € P(N). Comme [P(I) est un espace vectoriel, alors x = x—§, +&, € IP(I). De
plus l'inégalité précédente montre que (&,),>0 converge vers z dans (IP(I), || ||,). Donc

(IP(I), || |lp) est un espace de Banach.

2. Quand on munit I de la topologie discrete, alors I est un espace localement compact.
Il résulte de la proposition 3.6.5 que (Co(I), || [|s) est un de Banach et que C.(I) est un
sous-espace vectoriel dense dans Cy(I). Notons aussi que 'on peut donner une preuve
directe de ce résultat comme dans la proposition 6.2.2.

3. Si I est au plus dénombrable, il résulte du corollaire 6.7.1 et de I'exercice 6.34 que
(eP(I), || |lp) est séparable.

Réciproquement, supposons que (¢7(I), || ||,) est séparable. Pour tout ¢ € I, soit e; €
C.(I) C £P(I) défini par e; = (0i;)jecr, avec 0;; = 1 81 j =4, et d;; = 0 si j # 4. Alors
on a |le;l|, = 1 et pour tout ¢,j € I tels que j # ¢, on a |le; — ej||, = 25 . Pour tout
1€ 1, soit U; = B(ei, 2%_1), la boule ouverte de centre e; et de rayon 25~ dans P(T),
alors (U;)ier est une famille d’ouverts non vides deux & deux disjoints dans (¢7(I), || ||)-
Comme (¢(I), || ||p) est séparable, il résulte de la proposition 1.2.5 que I est au plus
dénombrable.

Exercice 6.38. On considére I’espace normé E = B([0, 2], R) muni de la norme || ||c.
Soient F' = C([0, 2], R) et g € E défini par :

Montrer qu'il existe h € F tel que d(g, F) = d(g,h) = 1.
Solution. Pour tout ¢ € [0, 2], soit h(t) = 3, alorsona h € F et d(g,h) = [|g—h||oc = 3.

Soit f € I, alors on a :

d(g, f) = llg = fllec = sup |g(t) — f(t)|.
0<t<2

Donc pour tout ¢ € [0,1], on a |1 — f(¢)| < d(g,f
[2—f(t)] < d(g, f). Or f est continue, donc on a |1— f( )
F)

Par conséquent, on a d(g, f) > & = d(g, h), d’ou d(g,

) et pour tout ¢ €]1,2], on a
| < ((g f))et|2 fI < d(g, f).

Exercice 6.39. Soient (FE, || ||) un espace vectoriel normé et B’ = B’(0, 1).

1. Montrer que pour tout z € F, il existe b € B’ tel que d(x, B") = d(z,b) = ||z — b|.

2. Donner un exemple montrant que le point b dans la question précédente n’est pas
unique.
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x
Solution. 1. Soit x € E. Si z € B’, alors on a
d(xz,x) = d(z,B’) = 0. On suppose donc = ¢ B’, B b
d’olt on a [jz|| > 1. Soit b = ﬁ, alors b € B’ et on
x
T 1
a d(@,b) = |l = bl = [ = || = (1= ) llell =
]| ]|
llz|| — 1. Soit z € B’, alors on a ||z|| <1 et d(z,2) =
o — 21 > ]l — 12l = J]oll - 1 = d(z,b). Donc on a
d(z,b) = inlg d(z,2) = d(xz, B). 5
z€B’
2. Soit £ = R? muni de la norme [|(,8)]|cc = B 1 (2,1)
max{[t|, [s|}. Soit z = (2,1) € R2 alors on a /
) . Qfb---=
|2]|coc = 2 et d(x, B") = ||2]|oc—1 = 1. Soit z = (1, @),
avec 0 < o < 1, alors z € B, et on a d(z,2) = 0 1 ¥
max{1l,1 — a} = 1 = d(z,B’). Donc b n’est pas
unique.
Exercice 6.40. Soient (F, | ||) un espace vectoriel normé de dimension finie, x un

élément de E et A un sous-ensemble fermé non vide de E. Montrer qu’il existe a € A tel
que d(z, A) = d(z,a) = ||z — al.

Solution. Pour tout n > 1, il existe a, € A tel que d(z,A) < d(z,a,) < d(z,A) + L,
d’olt on a a, € B'(z,d(x,A) + 1) qui est compact car E est de dimension finie. Donc
la suite (an)n>1 admet une sous-suite convergente (an, )r>1. Puisque A est fermé, alors
a= lim a,, € A Pour tout k > 1, on a d(z,4) < d(z,an,) < d(z,A) + nik et on a

k——+oo
lim d(z,a,,) =d(z,a) et lim -1 = 0. Par conséquent, on a d(z,a) = d(z, A).
k—4o0 k—+oo ™k
Exercice 6.41. Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel
de dimension finie de E.

1. Montrer que pour tout z € F, il existe y € F' tel que d(x, F) =d(x,y) = ||z — y||.

2. En déduire que, si F # F, pour tout y € F et tout A > 0; il existe x € F, tel que
d(x, F) = [lz =yl = A

Solution. 1. Pour tout n > 1, il existe y,, € F tel que d(z, F) < d(z,y,) < d(z, F) + *,
d'otton ay, € B'(x,d(z, F)+1)NF qui est compact car F est de dimension finie. Donc
la suite (yn)n>1 admet une sous-suite convergente (yy, )i>1. Puisque F est fermé, alors
y = kEI-Pooynk € F. Pour tout k > 1, on a d(z, F) < d(z,yn,) < d(z,F) + n%c et on a

lim d(z,yn,) = d(z,y) et lim -~ = 0. Par conséquent, on a d(z,y) = d(z, F).
k—+o00 k—+oo "k

2. Soit # : E — E/F lapplication quotient. Rappelons que pour tout € E, on a
|| (x)]]! = d(z, F), ot || || est la norme quotient. Comme E # F, alors pour tout A > 0,
il existe z € E tel que ||7(2)|' = A. On a aussi d(z — y, F) = ||[7(z —y)||' = ||7)|| = A
D’apres 1, il existe a € F tel que d(z —y, F) = ||z —y —al|. Soit £ = z — a, alors on a :

[z =yl =d(z =y, F) = |7z = y)|' = A = Ix(2)|I" = [|7(2)] = d(x, F) .

Exercice 6.42. Soient (E, || ||) un espace normé et F' un sous-espace vectoriel de E.



290 Chapitre 6. ESPACES NORMES

1. Montrer que pour tous x € E, y € F et A€ K\ {0},on a:

dAx, F) = |Md(z,F) et dx—y,F)=d(zF).

2. On suppose F' fermé et F' # E. Montrer que pour tout € > 0, il existe a € E tel
que |la|| =1et d(a,F) >1—ce¢.

3. On suppose F' de dimension finie et F' # E. Montrer qu’il existe x € E tel que
lz]| =1 et d(z, F) = 1.

Solution. 1. Soient z € E, y € F et A € K\ {0}. Soit F, l'adhérence de F dans E, alors
F est un sous-espace vectoriel de I, voir exercice 6.9. Soient 7 : £ — E/I' 'application
quotient et || ||’ la norme quotient sur E/F. D’aprés la proposition 6.4.3, on a :

d(\e, F) = d(xe, F) = [[r() | = [N [x(@)]) = [Nd(z, F) = |Nd(z, F).

d(z —y,F) =d(x —y, F) = [|n(z — y)|" = |7(2)|" = d(z,F) = d(x, F) .

2. Soient 7 : E — E/F V’application quotient et || || la norme quotient sur F/F. Alors
pour tout € E, on a ||7(z)||' = d(z, F). Comme E/F est non nul, alors pour tout
te]l—eg, 1], il existe z € E/F tel que 1 —¢ <t = ||z||' < 1. D’apres la proposition 6.4.3,
on a W(BE(O 1)) = Bgyr(0,1), donc il existe z € E tel que [[z]| < 1 et m(x) = 2. Soit

1 1
a= H Tk alors on a |lal| =1 et d(a, F) = Tl d(z,F) = e H Izl > ||z]|) > 1—e.
3. Ceci résulte de l’exercice précédent, en prenant y =0 et A = 1.
Exercice 6.43. Soient (F, || ||) un K-espace vectoriel normé et ¢ : E — K une

forme linéaire continue non nulle. Soit H = ker(p). Montrer que pour tout x € FE,

o ()]
onad(x,H) = ol

Solution. Pour tout h € H, on a |p(x)| = |¢o(z) — w(h)] < ¢l |l — A, dou |T((;|)| <

|lx — h||. Par conséquent, on a |(|p(7|)| < d(z, H). Il reste & montrer I'inégalité réciproque.
P
Remarquons d’abord que pour tout b € E\ H, on a E = H + Kb. En effet, on a

cp(b)#Oetpourtout:ceE,ona:c:Mb+:c—®b avccx—MbeH. On a

¢(b) @(b) 7 ©(b)

sup |p(z)| = ||l¢l| # 0, donc il existe N € N* tel que pour tout n > N, il existe x,, € F
llll=1

1
n

> 0. Donc x,, ¢ H, et on a x = h,, + t,x,, avec
I v C T

tel que ||z, || = 1 et [p(2,)] > [l —
h, € H et t, € K. On a ¢(x) = t,p(x,) et

plen)l el = &
T—hp = tpTp, Ao ||[x—hy,|| = [tn] < eI )| . Par conséquent, on a d(z, H) < le@)|
llell = lleoll =
on en déduit d(z, H) < |g|0(x||)| Donc on a bien d(z, H) = |9ﬁ( ”)| '
v @

Exercice 6.44. Soient (F, || ||) un K-espace vectoriel normé et ¢ : E — K une forme
linéaire continue non nulle. Soit H = ker(yp). Montrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes.
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(i) Nl existe a € E tel que ||a|| =1 et ||| = |p(a)].
(ii) Pour tout = € E, il existe h € H tel que d(z, H) = ||x — hl|.
(iii) Il existe x € E\ H et h € H tels que d(z, H) = ||z — h]|.

Solution. L’implication (ii) = (iii) est claire. Montrons 'implication (i) = (ii). Soit
x € E. D’apres l'exercice précédent, on a d(z, H) = M Par hypothese, il existe

Il

a € FE tel que |la|| =1 et ||p]| = |¢(a)], donc a & H et il existe t € K et h € H tels que

()]
lp(a)]

= |t| = || — h||. Par conséquent, on a d(x, H) = ||z — h||. Ainsi, pour tout

z =h+ta, dolion a ||z — h| = ||tal]| = |t|. On a ¢(z) = ty(a), d’on

| Lo(@)

Fal
x € E, il existe h € H tel que d(x, H) = ||z — h||.

Montrons implication (iii) = (i). Soient z € E\ H et h € H tels que d(x, H) = ||z —h]|.

= |t|. Donc

. z—h () N o ()]
Soit a = ———, alors on a |ja| = 1 et p(a) = , d’ott on a d(x, H) = .
d(z, H) d(x, H) lo(a)l
D’apres l'exercice précédent, on a d(z, H) = |<’ﬁ(x”)| , on en déduit ||¢]| = |p(a)]-
¥
Exercice 6.45. Soit espace de Banach F = (¢g, || ||oo). Considérons 'application

p: BF — K

s xX
(mn)nZO — Z 2_
n=0

1. Montrer que ¢ est une forme linéaire continue non nulle et calculer sa norme.

2. Soient H = ker(¢) et * € E\ H. Montrer qu’il n’existe aucun h € H tel que
d(z,H) = d(z,h) = ||z — h||oo-

Solution. 1. Il est clair que ¢ est linéaire. Pour tout « = (2,)n>0 € co, on a :

oo
2
) <Y T < 2lalleo
n=0

donc ¢ est continue et on a ||¢|| < 2. Pour tout n > 0, soit X,, = (zx)r>0 € co défini par
n

1
2 =181 0<k<neta,=0sinon, alors on a || X,|lc =1 et o(X,,) = Z ot donc on
k=0

n
1
allell > E ok Par conséquent, on a ||¢|| > 2, d’ou ||¢| = 2.
k=0

o0 hn o0
2. Soit h = (hp)n>0 € H, alors on a Z on = 0, d’ou Z = 0. Soit & = (Tpn)n>0 €
n=0 n=

n
2n+1
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E\ H, alorson a :

d(,’E,H) _ |30(‘T)| _ ‘ Z 2n+1

hn
= ‘ Z 2n+1 - 2n+1
=0

IN

Z |x2n+l

Hx Ao
N

hllso
Z ||x I . Or pour

Si d(z,H) = d(z,h) = ||z — h||sc, alors on a Z |20 — hal —

2n+1

tout n > 0, on a |z, — hy| < ||z — h|leo, on en déduit que pour tout n > 0, on a

|€n — hn| = | = Allso. On a lim 2, = lim h, = 0, on en déduit que z = h ce qui
n—-4o0o n—+o0o

est impossible. Donc il n’existe aucun h € H tel que d(z, H) = d(z,h) = ||z — h]|co-

Exercice 6.46. Soient (F, || ||) un espace normé et A une partie convexe non vide de
E. Soient © € E et a € A tels que d(x, A) = ||z — al|. Montrer que pour tout z € [, a],
onad(z,A)=lz—a.

Solution. Si z = x ou si z = a, ¢’est clair, donc on peut z €]z, a[. Soit ¢ €]0, 1] tel que
z=(1—-t)x+ta,dotonaz—a=(1l-t)(x—a). Pour tout b € A, on a :

Iz =all = 1=tz -ad

< (A =t)fz -0

(1 =)z — (1= 1)b]|

(1= t)z +ta — (1 — )b — tal|

|z — (1 —t)b—tal|
= [[(1—-t)z+tz—(1—1t)b—td|
< (@=tlz =0l +t]z—al.

Par conséquent, on a (1 —t)||z —a|| < (1 —t)||z = b, ot ||z — a]| < ||z — b]|. Donc on a
bien d(z, A) = ||z — al|.

Pour plus d’exercices, voir le supplément associé a ce livre.



Chapitre 7

THEOREMES
FONDAMENTAUX

N continue dans ce chapitre I’étude des espaces de Banach et on démontre plusieurs
théoremes fondamentaux ; a savoir le théoreme de I’application ouverte, le théoreme
du graphe fermé, le théoreme de Banach-Steinhaus, et les théoremes de Hahn-Banach
sur le prolongement des formes linéaires continues et sur la séparation des ensembles
convexes. Souvent dans ce chapitre, on manipule a la fois plusieurs espaces normés. Pour
éviter toute confusion, si (E, || ||) est un espace normé et si a € E et r > 0, on note
Bg(a,r) (resp. B(a,r)) la boule ouverte (resp. fermée) dans E de centre a et de rayon
r. On note aussi Bg = B(0,1) ={z € E; ||z| <1} et Sp={z € E; ||z|| = 1}.

7.1 Théoreme de Papplication ouverte

Proposition 7.1.1. Soient (E, || ||), (F, || ||') deux espaces normés et T : E — F une
application linéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T est une application ouverte.
(i) 1l existe v > 0 tel que Bp(0,r) C T(Bg(0,1)).

(111) 1l existe M > 0 tel que pour tout y € F, il existe v € FE tel que T'(x) = y et
]l < M [yll".

Démonstration. L’implication (i) = (ii) est claire. Montrons I'implication (ii) =
(i). Soient U un ouvert de F et y € T(U). Montrons qu’il existe s > 0 tel que Br(y, s) C
T(U). Soit « € U tel que T'(x) = y. Comme U est un ouvert de E, il existe ¢ > 0 tel
que Bg(z,t) C U. On a Bg(x,t) = 4+ Bg(0,t), d'ou T(z) + T(Bg(0,t)) C T'(U). Par
hypothese, on a Br(0,7) C T(Bg(0,1)), d’'ott Bp(0,tr) = t Bp(0,7) C tT(Bg(0,1))
T(Bg(0,t)). Par conséquent, on a Br(y,tr) =y + Br(0,tr) C y +T(Bg(0,t)) C T(U).
Donc T'(U) est un ouvert de F'.

Preuwve de (i1) = (ii1). Soit y € F \ {0}, alors € Br(0,7), donc il existe z €

Ty
S Syl
Bg(0,1) tel que 2lyl"

”

=T(z). Soit x = =z, alors on a T'(z) = y et ||z| < 2[|y|". 11

2H H’
293
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suffit de prendre M = 2.

Preuve de (iii) = (ii). Soient r = 4, > 0 et y € Bp(0,7), alors il existe z € E tel
que T'(z) = y et ||z|]] < M |y|l', d’ott on a ||z|| < 1. Par conséquent, on a Br(0,r) C
T(Bg(0,1)). |

Lemme 7.1.1. Soient (E, || ||) un espace de Banach, (F, || ||') un espace normé et T €
Z(FE; F). Soient € €10, 1] et A un sous-ensemble borné de F tels que A C T(Bg(0,1))+
e A. Alors on a A C {1 T(Bg(0,1)).

Démonstration. Soit ag € A; d’apres 'hypothese, il existe 9 € Bg(0,1) et a; € A
tels que ag = T'(x0) + €a1. En recommencant avec ap, on trouve 21 € Bg(0,1) et ag € A
tels que a; = T'(x1) + €ag, ce qui donne ag = T(wg + cx1) + £2as. En continuant ainsi,
on construit une suite (xy,),>0 dans Bg(0,1) et une suite (ay)n>0 dans A telles que

pour tout n > 1, on ait ag = T'(zg + ex1 + -+ + ™ap) + 6"+1an+1. La série Za"wn

est normalement convergente, donc convergente dans F puisque F est de Banach. Soit

—+oo
T = E e"xy, alors on a ag = T'(x) car T est continue et liI_P &:"+1an+1 = 0. Puisque
n—-+0oo
n=0

—+oo —+oo
lon a |Jz]| < ZE"Han < Za" = 1, alors (1 — &)z € Bg(0,1) et on a ag =
n=0

n=0
T((1-¢)z) € =T (Bg(0,1)). Autrement dit, on a A C --T(Bg(0,1)). |
Proposition 7.1.2. Soient (E, || ||) un espace de Banach, (F, || ||') un espace normé,

TeXE;F)etr>0,s>0.
1. Sion a Bp(0,s) C T(Bg(0,r)), alors on a Brp(0,s) C T(Bg(0,1)).
2. Si on a Bp(0,s) C T(B}(0,7)), alors on a Bp(0,s) C T(Bg(0,r)).

Démonstration. 1. Quitte & considérer ~T, on peut supposer s = r = 1. On a donc
Br(0,1) € T(Bg(0,1)). Alors pour tout € > 0, on a Bp(0,1) C T(Bg(0,1)) +eBr(0,1),
voir exercice 6.8. On déduit du lemme précédent que Pon a Bp(0,1) € 7=T(Bg(0,1)),
pour tout £ > 0. Soit y € Bp(0,1), alors il existe £ €]0, 1] tel que [Jy|]|' <1—e < 1, d’ou
Hl—iEyH/ < 1. Autrement dit, on a ;1.y € Bp(0,1). Donc il existe z € Bg(0,1) tel que
Ly ={1T(x), don y = T(x). Donc on a Bp(0,1) C T(Bg(0,1)).

2. Puisque I'on a toujours T'(B%(0,7)) = T(Bg(0,7)), alors 2 résulte de 1. |

Remarque 7.1.1. Soient F, F' deux espaces normés et 1T' : E — F une application

linéaire ouverte, alors T est surjective. En effet, T'(F) est un sous-espace vectoriel ouvert
de F, donc T(E) = F, voir exercice 6.9.

Théoréme 7.1.1 (théoréme de ’application ouverte). Soient E, F deux espaces
de Banach et T € Z(E; F). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T est une application surjective.

(i) T est une application ouverte.
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Démonstration. L’implication (i7) = (¢) résulte de la remarque précédente.

Montrons 'implication (i) = (i7). D’apres les propositions 7.1.1 et 7.1.2, il suffit de

montrer qu'il existe 7 > 0 tel que Br(0,7) C T(Bg(0,1)). On a F = gOBE(O,n),

dou T(E) = gOT(BE(O,n)). Comme T est surjective, alors F' = T(FE), donc on a

F = Y, T(Bg(0,n)). En particulier, on a F' = UOT(BE(O,n)). Comme F' est un espace
n> n>

de Banach, alors par le théoréme de Baire, il existe ng > 0 tel que T(Bg(0,n¢)) a un
intérieur non vide. On a T'(Bg(0,n0)) = noT(Bg(0,1)) et la multiplication par ng est un
homéomorphisme, on en déduit que T (Bg(0,1)) a un intérieur non vide. Donc il existe
y € T(Bg(0,1)) et r > 0 tel que Bp(y,r) C T(Bg(0,1)). Comme on a z € T(Bg(0,1))
si et seulement si —z € T(Bg(0,1)), on en déduit que Bp(—y,r) C T(Bg(0,1)). Soit
z€Bp(0,r),onaz=1(z4+y)+3(z—y), avec 2 +y € Bp(y,r) et z —y € Bp(—y,7).
Puisque T'(Bg(0, 1)) est convexe, on en déduit que z € T(Bg(0,1)). Donc on a Br(0,7) C
T(Bg(0,1)). ]

Corollaire 7.1.1. Soient E, F' deuz espaces de Banach et T € L (FE; F) bijective, alors
T est un homéomorphisme.

Corollaire 7.1.2. Soient || |1 et || ||z deux normes sur un K-espace vectoriel E. On
suppose que (E, || ||1) est un espace de Banach et qu’il existe une constante a > 0 telle
que pour tout x € E, on ait ||z||2 < a||z||1. Alors les deux normes sont équivalentes si et
seulement si (E, || ||2) est de Banach.

Démonstration. On applique le corollaire précédent a I'application identité

E ) — (&2
x — x

qui est linéaire bijective et continue. |

Exemple 7.1.1. Soient E = C([0, 1]) muni de deux normes || || et || ||1. On sait que
(E, || |so) est un espace de Banach et que pour tout f € E, on a ||f||1 < ||f]|co. Donc

(E, || |l1) est un espace de Banach si et seulement s’il existe M > 0 tel que pour tout
f € B, onait [|flloo < MI|f].
Considérons la suite (hy,),>1 définie par : y

—n’t+n si Ogtgi, n

hn(t) = X
0 si - <t<1. hy,

Alors on obtient [|hnllcc = n et [[hylli = 4. Donc
on ne peut pas trouver une telle constante M. Par —O—o—>
conséquent, (E, || ||1) n’est pas un espace de Banach. 11 v

Proposition 7.1.3. Soient (E, || ||) et (F, || ||') des espaces normés.

1. Si (E, || ||) est de Banach, alors l’ensemble des applications linéaires continues
ouvertes de E dans F est un ouvert de l’espace normé ¥ (E; F).

2. Si(E, | |) et (F, | ||") sont de Banach, alors l'ensemble des applications linéaires
continues surjectives de E dans F est un ouvert de 'espace de Banach £(E; F).
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Démonstration. 1. Soit 7': E — F une application linéaire continue ouverte. D’apres
la proposition 7.1.1, il existe r > 0 tel que Bp(0,7) C T(Bg(0,1)). Soit S € Z(E; F)
tel que ||T'— S|| < §. Alors, pour tout z € Bg(0,1), on a ||T'(z) — S(z)||" < §, d’ou
T(Bg(0,1)) C S(Bg(0,1))+ 2 Br(0,7). Donc on a Bp(0,7) C S(Bg(0,1))+5Bp(0,7). 11
résulte du lemme 7.1.1 que 'on a Br(0,7) C 25(Bg(0,1)), d'ou Br(0,5) C S(Bg(0,1)).
On déduit de la proposition 7.1.1 que S est une application ouverte. Par conséquent,
I’ensemble des applications linéaires continues ouvertes de F dans F' est un ouvert de
lespace normé Z(E; F).

2. Ceci résulte de 1 et du théoréme de I'application ouverte. |

Proposition 7.1.4. Soient (E, || ||), (F, || ||') deuz espaces de Banach et T € £L(E; F).
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T est injective et T(E) est fermé dans F.
(ii) T est un homéomorphisme de E sur T(E).

(1ii) Il existe § > 0 tel que pour tout x € E, on ait 6 ||| < ||T(z)|’.
(iv) On a inf{||T(x)||’ Lz e Eet|z] = 1} > 0.

(v) Il nexiste pas de suite (Ty)n>0 dans E telle que ||z, || = 1, pour tout n > 0, et telle
que lim ||T(z,)|" = 0.
n—+o0o

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 7 du supplément.

Corollaire 7.1.3. Soient (E, || ||), (F, || |I') deux espaces de Banach et T € £ (E; F).
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T est bijective.

(i) On a T(E) = F et il existe une constante § > 0 tel que pour tout x € E, on ait
§ [zl < IT()]"-

Proposition 7.1.5. Tout espace de Banach séparable est un quotient de £*.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 7 du supplément.

Rappelons que si X et Y sont deux ensembles et f : X — Y est une application, le
graphe de f est Pensemble G(f) = {(z, f(z)) ; * € X} C X x Y. On a vu, exercice
1.32, que si X et Y sont des espaces topologiques, avec Y séparé, et si f: X — Y est
une application continue, alors son graphe G(f) est une partie fermée de X x Y, mais la
réciproque n’est pas toujours vraie. En effet, soit f : R — R définie par :

0 si =0,

o= L si a#0.

Alors G(f) est une partie fermée de R x R, mais f n’est pas continue en 0.
Le théoreme suivant nous dit que la réciproque est vraie si X et Y sont des espaces de
Banach et si f est linéaire.
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Théoréme 7.1.2 (théoréme du graphe fermé). Soient E, F' deux espaces de Banach
et f: B — F une application linéaire. Alors [ est continue si et seulement si son graphe
G(f) est fermé dans l'espace de Banach E x F.

Démonstration. Supposons d’abord que f est continue, et montrons directement, sans
utiliser l'exercice 1.32, que G(f) est fermé dans l’espace normé produit E x F. Soit
(z,y) € G(f), comme E x F est un espace métrique, méme espace normé, alors il existe

une suite (2, f(2,))n>0 dans E x F qui converge vers (x,y). D’oll on a hI_P Ty =
= n—-—+0oQ

et lim f(z,) = y. Comme f est continue en z, alors on a lim f(z,) = f(x). Par
n—+400o n——+oo

unicité de la limite dans un espace topologique séparé, on a f(z) =y, d’ou (x,y) € G(f).
Par conséquent, on a G(f) = G(f), donc G(f) est une partie fermée de X x Y.
Réciproquement, supposons que G(f) est fermé dans E x F. Comme G(f) est un sous-
espace vectoriel fermé de l'espace de Banach FE x F', alors G(f) est un espace de Banach.
Considérons les projections canoniques

o G(f) — E Ty G(f) — F
(@, f(x)) +— 7 (z, f(2)) — [(2)

alors 7o est linéaire continue et 7 est linéaire continue et bijective. On déduit du corollaire
7.1.1 que m; est un homéomorphisme. Or on a f = m o m; !, donc f est continue. W

7.2 Théoréme de Banach-Steinhaus

Définition 7.2.1. Soient X un espace topologique et A un sous-ensemble de X. On dit
que A est maigre dans X s'il existe une suite (A,,),>0 de sous-ensembles de X telle que
[e]

A= goAn et pour tout n > 0, on ait A4,, = 0.
nz

Exemple 7.2.1. L’ensemble des rationnels Q est maigre dans R.

Remarque 7.2.1. Soit X un espace de Baire, voir proposition 2.8.1 et théoreme 2.8.1.
Alors on a :

1. X n’est pas maigre dans X, si X # ().
2. Si A est un sous-ensemble maigre dans X, alors X \ A est dense dans X.

Soient (E, || ||), (F, || ||') des espaces normés et A un sous-ensemble borné dans I'espace
normé . (E; F), alors pour tout € E, le sous-ensemble { f(z) ; f € A} est borné dans
F. En effet, soit M > 0 tel que pour tout f € A, on ait ||f|| < M. Soit z € E, alors pour
tout f € A, ona || f(z)| < | f|||lz]| £ M ||z|. Donc I'ensemble { f(z) ; f € A} est borné
dans F'.

Théoréme 7.2.1 (Banach-Steinhaus). Soient (E, || ||), (F, || ||) des espaces normés
et A un sous-ensemble de £ (E; F). Pour tout x € E, soit Ay = {f(z); f€ A} CF et
soit B = {1: € E; A, soit borné dans F} Si B n’est pas maigre dans E, alors l’ensemble
A est borné dans L (E; F). Autrement dit, il existe une constante M > 0 tel que pour
tout f € A, on ait ||f|| < M. En particulier, on a B=E.
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Démonstration. Pour tout n > 1, posons :
Cn={x€E;|f()] <n, pour tout f € A} ={z € E; A, C Bx(0,n)}.

Pour tout f € A, Cy, = {z € E; |[f(z)] < n} est fermé dans E. Comme on a
C, = fﬂAOf,n, alors C), est fermé dans E. De plus, on a B = L;lOn. Puisque B n’est
S n

pas maigre dans F, il existe n > 1 tel que C,, ait un intérieur non vide. Pour tout n > 1,
on a C, = nCq, et comme la multiplication par n, n # 0, est un homéomorphisme,
on en déduit que C; a un intérieur non vide. Donc il existe zg € C1 et r > 0 tels que
B(zp,r) C C1. Autrement dit, il existe > 0 tel que, pour tout z € B(xg, r) et pour tout
f €A onait ||f(2)]|" < 1. Soient x € B(0,1) et f € A; comme x¢ £ rz € B(xo,r) et
f(@) = 5= (f(wo+rz)— f(zo—rz)), on obtient || f(z)]|" < . Donc, pour tout z € B(0,1) et
pour tout f € A, on a || f(z)|’ < L. Cela montre que pour tout f € A, ona[/f| <! |

Corollaire 7.2.1. Soient (E, || ||) un espace de Banach, (F, || ||') un espace normé et A
un sous-ensemble de L (E; F'). Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) A est borné dans L (E; F).
(ii) Pour tout x € E, le sous-ensemble {f(z); f € A} est borné dans F.

Démonstration. Ceci résulte du théoreme précédent et du fait que si E est un espace
de Banach, alors F n’est pas maigre dans F car F est un espace de Baire. |

Corollaire 7.2.2. Soient (E, || ||) un espace de Banach, (F, || ||') un espace normé et
(fr)n>o0 une suite non bornée dans Z(E; F). Alors lensemble

D ={z € E; (fu(x))n>0 n'est pas convergente dansF }
est dense dans E.

Démonstration. Soit B = {x € E; (f,(x))n>0 soit bornée dans F'}. D’apres le théoréme
précédent, 'ensemble B est maigre. Comme E est un espace de Baire, alors F \ B est
dense dans E. Or on a E\ B C D, donc D est dense dans E. |

Corollaire 7.2.3. Soient (E, || ||) un espace de Banach, (F, || ||') un espace normé et
(fn)n>0 une suite d’applications linéaires continues de E dans F. On suppose que pour
tout © € E, la suite (fn(z))n>0 converge; notons f(x) sa limite. Alors la suite (fn)n>0
est bornée, f est linéaire et continue et on a || f| < 1;2141_1;5 [ fnll-

Démonstration. Il est clair que f est linéaire. Pour tout « € E, la suite (fn(z))n>0
est convergente, donc bornée. Par le théoreme précédent, il existe une constante M > 0
telle que pour tout n € N, on ait ||f,|| < M. Donc, pour tout z € E et tout n € N,
on a ||fn(2)|" < M||z||. On passe & la limite, on trouve | f(z)||' < M ||z||. Donc f est
continue. Pour tout z € F, on a :

/ _ . 12 _ . . 12
@I =t fal@)l = liminf||fa@)]
< timinf ol |l = ] T inf [1f, ]

Par conséquent, on a || f|| < liminf || f,]]. [ |
n—-+oo
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Proposition 7.2.1. Soient (E, || ||) un espace de Banach et (F, || ||), (G, || ||) deux
espaces normés. Soit B : E X F' — G une application bilinéaire vérifiant les conditions
sutvantes :

1. Pour tout x € E, Uapplication linéaire y — B(x,y) est continue.
2. Pour tout y € F, Uapplication linéaire x — B(x,y) est continue.
Alors B est continue.

Démonstration. D’apres la proposition 6.5.1, 'application bilinéaire B est continue
sl existe une constante M > 0 telle que pour tout * € Bg = Bj(0,1) et pour tout
y € Bp = B%(0,1), on ait || B(z,y)|| < M. Pour tout z € E, I'application y — B(z,y)
est linéaire continue de F' dans G, donc il existe une constante M, > 0 telle que pour
tout y € Bp, on ait | B(z,y)|| < M,. Pour tout y € Bp, 'application B, : x — B(z,y)
est linéaire continue de E dans G. Soit A = {B, ; y € Bp}, alors A est une famille
d’applications linéaires continues de F dans G telle que pour tout = € F, il existe une
constante M, > 0 telle que pour tout y € B, on ait || By(z)| = || B(z,y)|| < M. D’apres
le corollaire 7.2.1, la famille A est bornée. Autrement dit, il existe une constante M > 0
telle que pour tout y € Bp, on ait |B,| < M. D’ot, pour tout © € Bg et pour tout
y € Bp, on a |B(z,y)|| = || By(z)|| < M. Donc B est continue. |

7.3 Somme directe topologique

Soient F un K-espace vectoriel et Fi,...,F, des sous-espaces vectoriels de E. Alors
I’application
c:Fyx---xF, — E
(1, yn) — 1+ +a,

est linéaire. Si de plus, E est un espace normé, 'application o est aussi continue.

Définition 7.3.1. Soient F un espace vectoriel et I, ..., F, des sous-espaces vectoriels
de E.

1. On dit que F est la somme directe algébrique des sous-espaces vectoriels
Fi, ..., F, si application o est bijective.

2. Si E est un espace normé et si o est un homéomorphisme, on dit que E est la

somme directe topologique des sous-espaces vectoriels Fi, ..., F,.
Exemple 7.3.1. Soient FEy,..., E, des espaces normés et £ = F; X --- x E,, ’espace
normé produit. Pour ¢ € {1,...,n}, Papplication

El' — E=E1X"'XEn
x; +— (0,...,0,24,0,...,0)

est linéaire injective et continue de F; dans E, dont 'image est un sous-espace vectoriel
F; de E. De plus, F est la somme directe topologique des sous-espaces Fj.

Exemple 7.3.2. Soit N un hyperplan fermé d’un espace de Banach E. Soit a € F tel
que a € N. Alors E est la somme directe topologique de N et aK, car N x aK est un
espace de Banach et 'application (z,a)\) — z + a est continue et bijective de N x aK
sur F, d’ou c’est aussi un homéomorphisme par le théoreme de ’application ouverte.
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Remarque 7.3.1. Soit £ un espace normé qui est la somme directe algébrique des
sous-espaces vectoriels F1, ..., F,. Alors pour tout i € {1,...,n}, la projection naturelle
m; « EE — F; est une application ouverte. En effet, comme ’application

c:Fix---xF, — E
(X1, Tp) +— 1+ Fa,

est bijective et continue, alors I'application inverse

o' E — Fy x---x F,
z o (m(z),...,m(z))

est ouverte. D’apres la proposition 1.4.7, la projection canonique

pic Fix---xF, — F;
(1, ) +— x;

est ouverte. Par conséquent, la projection naturelle 7; = p; oo~ ' : E — Fj est une
application ouverte.

Proposition 7.3.1. Soit E un espace normé qui est la somme directe topologique des
sous-espaces vectoriels Fy, ..., F,. Alors on a :

1. Pour touti € {1,...,n}, F; est fermé dans E.

2. E est un espace de Banach si et seulement si pour tout i € {1,...,n}, F; est un
espace de Banach.

Démonstration. 1. Comme {0} x -+ x {0} x F; x {0} --- x {0} est fermé dans I’espace
normé produit Fy x --- x F,, alors F; est fermé dans F.
2. Si F est de Banach, il résulte de 1 que pour tout i € {1,...,n}, F; est de Banach.

Réciproquement, si pour tout ¢ € {1,...,n}, F; est de Banach, alors I'espace normé
produit Fy X --- X F,, est de Banach. Par conséquent, F est de Banach. |
Proposition 7.3.2. Soient E un espace normé qui est la somme directe algébrique des
sous-espaces vectoriels Fy, ..., Fy,. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) E est la somme directe topologique des sous-espaces Fy, ..., F,.

(it) Pour tout i € {1,...,n}, la projection naturelle m; : E — F; est continue.

Si de plus E est de Banach, les propriétés (i) et (ii) sont équivalentes a :
(1ii) Pour tout i € {1,...,n}, F; est fermé dans E.
Démonstration. Par hypothese, 'application linéaire
c: Fix---xF, — E
(T1,...,2p) — T1+-+z,

1

est bijective et continue. Comme ’application inverse o~ est définie par :

ol B — Fyx---xF,

x — (m(z),...,m(2))
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alors o est un homéomorphisme si et seulement si pour tout ¢ € {1,...,n}, la projection
naturelle 7; : E — F; est continue. Par conséquent, on a I’équivalence (i) <> (ii).
L’implication (i) = (iii) résulte de la proposition précédente.

On suppose & présent E de Banach. Montrons 'implication (iii) = (i). Si pour tout
i € {1,...,n}, F; est fermé dans E, alors pour tout i € {1,...,n}, F; est un espace
de Banach, donc l'espace produit F} x --- X F}, est de Banach. Comme ’application o
est une application linéaire continue bijective, on déduit du théoreme de 'application
ouverte que ¢ est un homéomorphisme, donc E est la somme directe topologique des
sous-espaces Fi,..., Fj,. |

Définition 7.3.2. Soient F un K-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de F.

1. On dit que F' admet un supplémentaire algébrique dans F s’il existe un sous-
espace vectoriel G de F tel que E soit la somme directe algébrique des F' et G.
Dans ce cas, on dit que G est un supplémentaire algébrique de F' dans E ou
que F' et G sont supplémentaires algébriques dans FE.

2. Si(E,| ||) est un espace normé, on dit que F' admet un supplémentaire topologi-
que dans E s’il existe un sous-espace vectoriel G de E tel que F soit la somme
directe topologique des F' et GG. Dans ce cas, on dit G est un supplémentaire
topologique de F' dans E ou que F' et G sont supplémentaires topologiques dans
E.

Remarque 7.3.2. Soit E un espace vectoriel. Tout sous-espace vectoriel de E admet en
général une infinité de supplémentaires algébriques qui sont algébriquement isomorphes.
Par contre, un sous-espace vectoriel d’un espace normé n’admet pas toujours un supplé-
mentaire topologique. Par exemple, ¢y est un sous-espace vectoriel de £, et on peut
montrer, mais c’est difficile, que ¢y n’admet pas de supplémentaire topologique dans ¢>°.

Proposition 7.3.3. Soient E un K-espace vectoriel et F', G deux sous-espaces vectoriels
de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) G est un supplémentaire algébrique de F' dans E.
(ii) Pour tout x € E, il existe un unique y € F et un unique z € G tels que x =y + z.

(iii) Il existe une application linéaire w1 : E — E telle que rom =7, w(E) = F et
ker(mw) = G.

(iv) 1l existe une application linéaire 71 : E — F telle que ker(mw) = G et pour tout
y € F, on ait n(y) =y.

Démonstration. Les équivalences (i) <= (ii) et (iii) <= (iv) sont triviales.
Preuve de (i) = (iv). Par hypothese, 'application linéaire

c: FxG@ — E
(y,2) +— y+z

est bijective. Soit p : F' x G — F la projection canonique définie par p(y, z) = y. Soit

7 = poo !, alors 7 est une application linéaire de E dans F telle que ker(7) = G et

pour tout y € F, on ait m(y) = y.
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Preuve de (iii) = (ii). Par hypothese, il existe une application linéaire 7 : E — E telle
que mom = m, m(E) = F et ker(m) = G. Vérifions d’abord que l'on a ker(7) N7 (E) = {0}.
Soit b € ker(m) N7 (E), alors on a 7(b) = 0 et il existe a € E tel que b = w(a). D’ol on
a0=mb) =7omn(a) = m(a) = b, donc ker(r) N7 (FE) = {0}. Soit z € E. Alors on a
x=x—7(z)+n(zx) et 7(x — 7(x)) = w(x) — w(n(z)) =0, dou z — n(z) € ker(nm). Il
reste & vérifier I'unicité de la décomposition de . Soient y,y’ € F et 2,2’ € G tels que
x=y+z=y +2. Alorsonay—y =2 —z €€ ker(r)N7(E),doty=y et z=2". N

Remarque 7.3.3. Soient E un espace normé et F' un sous-espace vectoriel de F. S’il

existe 7 : B — F une application linéaire continue telle que pour tout y € F, on ait

7(y) =y, alors F est fermé dans E. En effet, soit € F. Alors il existe une suite (y,,)n>0

dans F telle que lim y, = . Comme 7 est continue, alors on a lim 7 (y,) = 7(x).
n——+o0o n—-+o0o

Or, pour tout n > 0, on a 7(yn) = Yn, dott x = w(x) € F. Donc F est fermé dans E.
On déduit des propositions 7.3.2 et 7.3.3 les deux corollaires suivants :

Corollaire 7.3.1. Soient ¥ un espace de Banach et m : E — E une application linéaire
telle que ™o m™ = m. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) ™ est continue.
(ii) ker(w) et w(E) sont fermés dans E.
(i1i) E est la somme directe topologique des ker(m) et w(E).

Corollaire 7.3.2. Soient E un espace de Banach et F' un sous-espace vectoriel de E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) L’espace F admet un supplémentaire topologique. Autrement dit, il existe un sous-
espace vectoriel G de E tel que E est la somme directe topologique des F' et G.

(ii) Il existe une application linéaire continue w : E — E telle que mom = 7 et
m(E)=F.

(iwi) Il existe une application linéaire continue w : E — F telle que pour tout y € F,
on ait T(y) = y.

Remarque 7.3.4. Soient F un espace de Banach et F', G des sous-espaces vectoriels de
E tels que F soit la somme directe topologique des F et G. Soit 7w : E — F' la projection
naturelle, alors 7 est linéaire continue. Puisque pour tout z € F, on a 7(z) = z, alors on
a ||7|| > 1. Mais, on peut avoir ||| > 1. En effet, soient ¥ = R? muni de la norme || ||,
et G ={(z,z); v € R}, F ={(z,0); x € R}. Alors FE est la somme directe topologique
des F et G. Soient z = (2,0) € F et w = (—1,-1) € G, alors on a ||z + w|lec = 1 et
I7(z +w)lloe = l12]loc = 2, done [l > 2.

7.4 Dual d’un espace normé ; dualité des espaces (7

Rappelons que si E est un K-espace vectoriel, alors une application linéaire de E dans K
est appelée une forme linéaire sur E. On appelle dual algébrique de E, et on note E’,
lespace vectoriel des formes linéaires sur E. Soit (E, || ||) un K-espace vectoriel normé.
Comme (K, | |) est un espace de Banach, d’apres la proposition 6.3.3, 'espace normé
Z(F; K) est de Banach.
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Définition 7.4.1. Soit (E, || ||) un K-espace vectoriel normé. On appelle dual topologi-
que de E et I'on note E* I'espace de Banach E* = Z(E; K)T. Un élément de E* est dit
forme linéaire continue sur F.

Remarque 7.4.1. Soit (E, || ||) un espace normé.
— Si F est un sous-espace vectoriel dense de F, alors 'application
Er=%(E;K) — F*=2(F;K)
f — fie

est linéaire bijective et isométrique, voir la proposition 6.3.5. Par conséquent, on
peut identifier E* et F™*.

Notez que c. est un sous-espace vectoriel dense dans I’espace de Banach ¢ et donc
on a c; = ¢y, mais c. et cop ne sont pas isométriquement isomorphes car ¢y est un
espace de Banach et c. ne l'est pas.

— D’apres le théoreme 6.6.1, le dual topologique de E coincide avec le dual algébrique
de F si et seulement si E est de dimension finie. Donc si E est de dimension infinie,
alors le dual topologique est inclus strictement dans le dual algébrique.

Proposition 7.4.1 (dual (topologique) de (K", || ||,)). Pour tout x = (z1,...,%x),

y=(y1,--.,yn) € K", on pose T,(y) = ij y;. Alors on a :
j=1

1. T, est une forme linéaire sur K™ et l’application
T: K' — K
z +— T
est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Autrement dit, T est linéaire bijective.
2. Le dual (topologique) de (K™, || ||1) est isométriguement isomorphe a (K™, || |loo)-
3. Le dual (topologique) de (K™, || |lco) est isométriquement isomorphe & (K™, || ||1).
4. Soient p,q €]1, +o0[ tels que 1% + % = 1. Le dual (topologique) de (K", || ||4) est
isométriqguement isomorphe a (K™, || ||,)-

Démonstration. 1. Il est clair que T, € K** et que T est une application linéaire
injective. Montrons que T est surjective. Soit f une forme linéaire sur K". Soit (e;)1<j<n
la base canonique de K" et pour tout j € {1,...,n}, soit z; = f(e;). Alors ¢ =
(21,...,2n) € K™ et pour tout y = (y1,...,yn) € K", on a:

f@):f<§:yﬁ0=:§:wf@ﬂzzz:$Wj=THM

donc f =1T,.
2. On munit K" de la norme || ||;. Pour tout y € K", on a :

n n
ITe@)l <3 Ll 1yl < D lallos lys] = llzlloc N1yl
j=1 j=1

fCertains auteurs notent le dual topologique d’un espace normé E par E’.
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d'ott on a ||Tz]| < [|2]loo. Soit jo € {1,...,n} tel que ||z|loc = |zj,|. Soit y € K™ tel que
Yjo = L et y; =01 j # jo. Alors on a |ly|li = 1 et |Tx(y)| = |zj,| = ||z||cc- Donc on a

IT:|| = ||#]|co- Par conséquent, le dual (topologique) de (K™, || ||1) est isométriquement
isomorphe & (K", || ||oo)-

3. On munit K" de la norme || ||o. Pour tout y € K™, on a aussi [T,(y)| < ||z/|1 [|y/co-
Pour tout j € {1,...,n}, il existe 6; € [0, 27| tel que z; = |zj|e®% (si K = R, on a
0; € {0,7}). Soit y € K" tel que pour tout j, on ait y; = e~ alors on a [|y||. = 1 et
T.(y) = ||z|l1- On en déduit que l'on a ||T,|| = ||z||1. Par conséquent, le dual (topologique)
de (K™, || |loo) est isométriquement isomorphe a (K™, || ||1).

4. On munit K" de la norme || ||,. On peut supposer z # 0. D’apres I'inégalité de Holder,

pour tout y € K", on a [T%(y)| < ||zl [[yllg, d'ott [|T%]| < [[2]|p. Pour tout j € {1,...,n},

il existe 0; € [0, 27 tel que x; = |z;j]e'%. Soit y € K" tel que pour tout j, on ait
) N

y; = e (M> ,alors on a |lyll; = 1 et Tyu(y) = ||z|lp. On en déduit que l'on a

[l
IT%|| = ||x||p.- Par conséquent, le dual (topologique) de (K™, || ||4) est isométriquement

isomorphe a (K™, || ||,)-
|

Proposition 7.4.2 (dual topologique de ('). On a les propriétés suivantes :
1. Soit x = (zp)n>0 € £°°. Alors Uapplication
To:o () — K

+oo
Yy — Tz(y)zzxnyn
n=0

est une forme linéaire continue sur £, de norme égale d ||| oo -

2. Soit *
X — Tz

alors T est un isomorphisme isométrique de €= sur le dual topologique de (*.
Autrement dit, le dual topologique de (€%, || ||1) est (£%°, || |loo)-

—+oo —+oo —+oo
Démonstration. 1. On a Z |Tn yn| = Z |Zn| lyn] < Z 12l oo |yn| = 2]l lyllh <
n=0 n=0 n=0
+00, donc T, est bien définie. Soient ¥y = (¥n)n>0, 2 = (2n)n>0 € £ et A € K, on a
“+o0 +oo B +oo N
T.(y +Az) = Za:n (Yn + Azpn) = anyn + A anzn = T,(y) + AT,(z). Donc
n=0 n=0 n=0
—+o0
T, est linéaire. On a |T,(y)| < Z |20 yn| < ||2]loo [|yll1 < +o0, done Ty est continue
n=0
et on a ||Ty]| < [|z|loo. On a Ty(e,) = x, et ||e,|lr = 1, dott ||T:]| > |2n|, donc on a
172 > ||z|loo - Par conséquent, on a ||Ty|| = ||#]|co -

2. Il est clair que T est linéaire. On a montré ci-dessus que T est aussi isométrique, donc il
reste & montrer que T est surjective. Soit f forme linéaire continue sur ¢! . Pour tout n >
0, on pose @, = f(en). On a[zn| = |f(en)| < [[f]lenlls = [[f]l, donc 2 = (xn)nz0 € £
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Pour tout n > 0, on a T,(e,) = x, = f(en), donc T, = f sur ¢.. On a montré, exercice
6.34, que c. est dense dans ¢!, donc on a T, = f. Par conséquent, T est surjective. W

Proposition 7.4.3 (dual topologique de c¢y). On a les propriétés suivantes :
1. Soit x = (z,) € £*. L’application
To: (0 lee) — K

+oo
Y — Tz(y)zzxnyn
n=0

est une forme linéaire continue sur £>°, de norme égale a ||x||1.

2. On note aussi T, la restriction de T, a cqo et considérons lapplication suivante :

T: () — (o)
€T — Tm

alors T est un isomorphisme isométrique de ' sur le dual topologique de
(co, || loo) - Autrement dit, le dual topologique de (co, || ||s) est (€%, | ||1)-

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 7 du supplément.

La proposition précédente nous dit aussi que (¢!, || |1) est inclus dans dans le dual

topologique de (£°°, || ||oo)- En fait, cette inclusion est stricte, voir exercices 7.35 et 7.36.

Proposition 7.4.4 (dual topologique de £%). Soient p,q €1, +o0] tels que %—i—% =1.
1. Soit x = (zp)n>0 € £P. L'application

T, : e, || ||q) — K

“+o0
Y= (yn)nZO — Tw(y) = an Yn
n=0

est une forme linéaire continue sur (7, de norme égale a ||x||p .
2. Soit .
T: (@l — @11
x — T,
Alors T est un isomorphisme isométrique de (P sur le dual topologique de £7.
Autrement dit, si p,q €]1, +00[ tels que % + é =1, alors le dual topologique de
(07, 1 llq) est (€2, [ lp)-

Démonstration. 1. Par I'inégalité de Holder, pour tout N > 0, on a :

\Zmn _§|xn||yn|<(§|xn|) (z@n 7).

+oo

On fait tendre N vers 400, on obtient Z |zn] [yn| < |lzllpllyllq, done T est bien définie,
n=0

et on a |Tx(y)| < |lz|lpllyllq- I est clair que T, est linéaire, donc T, est continue et
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on a [|T;|| < [|z|[,. Montrons que l'on a [|Ty|| = [z[|,. On peut supposer z # 0. Pour
tout n > 0, il existe 6,, € [0, 27| tel que z,, = |x,|e?". Pour tout n > 0, soit y, =
P
) T q
e—wn(||| ’|‘| ) ,alors on a [lylly = 1 et Tu(y) = ||z|l,, d’ott | T2l > ||z,. Par conséquent,
Zllp
on a || Ty = [|lp-

2. L’application T est isométrique et linéaire. Il reste & montrer que T est surjective. Soit
f € £7% et pour tout n > 0, soit z, = f(e,). Pour tout n > 0, il existe 6,, € [0, 27| tel
que z, = |z,| e, Pour tout N > 0, soit :

N
Xy = Z |$n|p—1e—i0nen — (|$0|p—1e—i00’ . |$N|p_1e_i6N,0, .. ) c 0.

n=0

Alors on a :

N N 1 N
> lwal” = FO) XNl et [ Xnlly = (3 Jonl@70) " = (D laal”) "
n=0 n=0 n=0

Q=

N 1
On en déduit que pour tout N > 0, on a (Z |xn|p) " < |Ifll. On fait tendre N vers

n=
+00, on trouve que & = (xy)n>0 € P et que Von a ||z]|, < || f]|. Ona T, = f sur c. et ¢,
est dense dans ¢4, on en déduit T, = f, donc T est surjective. |

Remarque 7.4.2. Soit (E, || ||) un C-espace vectoriel normé. C’est, en particulier, un
R-espace vectoriel normé. Il y a deux notions distinctes de dual topologique pour E : le
dual en tant que R-espace vectoriel réel Ef = Z(E; R) et le dual en tant que C-espace
vectoriel complexe Ef = Z(E; C). En fait, on peut identifier ces deux espaces. Soit
Re : C — R l’application R-linéaire qui & un nombre complexe a + ib associe sa partie
réelle a (a,b € R).

Proposition 7.4.5. L’application

T: Ef — Ej}
f —> Reof

est R-linéaire, bijective et isométrique. L application inverse T~ est définie par : pour
tout g € Ef, on a T~ (g)(x) = g(z) —ig(iz), pour tout x € E.

Démonstration. Il est clair que T" est R-linéaire. Vérifions que T est isométrique. Soit
z € E tel que [[zf| < 1. On a |T(f)(x)] = Re(f(z))| < [f@)] < [If][[«] < [I£]-
Donc on a || T(f)| < ||f||- Par ailleurs, il existe § € R tel que f(x) = ¥|f(z)], d’'ou
on a f(e7z) = |f(z)| et donc T(f)(e~"x) = (Reo f)(e*x) = |f(x)|. Comme on a
le=x|| = |e=*|||z[| = [l«|| < 1, alors |T(f)|| > |f ()| Par conséquent, on a [|T(f)] >
£, dou [T(f)|| = || fIl- On en déduit que T est injective. Soit g € Ef, pour tout x € E,
on pose f(x) = g(x) —ig(iz), alors f € Ef et on a T'(f) = g, donc T est surjective. Par
conséquent, T est bijective. [ |
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7.5 Semi-normes

Définition 7.5.1. Soit E un K-espace vectoriel. Une semi-norme sur E est une applica-
tion p : E — R vérifiant les conditions suivantes :

1. Pour tout x € E et tout A € K, on a p(Ax) = |A| p(z).

2. Pour tout z,y € E, on a p(x +y) < p(x) + p(y) (inégalité de convexité).

Si p est une semi-norme sur un espace vectoriel E, alors le couple (F, p) est appelé
espace vectoriel semi-normé, ou simplement espace semi-normé

Remarque 7.5.1. Soit p une semi-norme sur un espace vectoriel F.
1. On a p(0) = 0.
2. Pour tout z,y € E, on a |p(x) — p(y)| < p(z —y).

Exemple 7.5.1. 1. Une norme est une semi-norme.

2. Si E est un K-espace vectoriel et f : EF — K est une forme linéaire, alors
Papplication définie par p(z) = |f(x)|, pour tout « € E, est une semi-norme sur E.

3. Si E = C'([0, 1]), I'espace vectoriel des applications de classe C! de [0, 1] dans K,

et si pour tout f € E, on pose p(f) = oglai(l |f’(x)|, alors p est une semi-norme sur
_:E_
E.

4. Soient F' un K-espace vectoriel, f : E — F une application linéaire et ¢ : F —
R 4 une semi-norme. Alors 'application ¢ o f est une semi-norme sur F.

Remarque 7.5.2. Soit £ un K-espace vectoriel.

1. Soit (pn)n>0 une suite de semi-normes sur E. On suppose que pour tout = € E, la
suite (pn(x))n>0 converge vers un réel p(z). Alors I'application z — p(z) est une
semi-norme sur .

2. Soient I un ensemble non vide et (p;);e; une famille de semi-normes sur E. Alors
lensemble F' = {z € E ; sup{pi(x); i € I} < +oo} est un sous-espace vectoriel
de E et lapplication x — p(z) = sup{p;(z) ; i € I'} est une semi-norme sur F.

3. Si p est une semi-norme sur E et si pour tout z,y € E, on pose e(x,y) = p(x —y),
alors e est un écart sur E, voir définition 2.9.1.

Proposition 7.5.1 (séparé d’un espace vectoriel semi-normé). Soient E un K-
espace vectoriel et p : E — R une semi-norme sur E. Soit F = {xz € E ; p(z) = 0},
on a:

1. Siz,y € E tels que x —y € F, alors on a p(x) = p(y).
2. L’ensemble F' est un sous-espace vectoriel de E.

3. Il existe une norme || || sur Uespace vectoriel quotient E/F telle que ||m(x)| = p(z),
pour tout x € E, ou m: E — E/F est Uapplication quotient.
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Démonstration. 1. Soient z,y € E tels que x—y € F, alorson a p(z) < p(z—y)+p(y) =
p(y) et p(y) < p(x) +p(y — z) = p(x) + p(z — y) = p(z), d’olt p(z) = p(y).

2. On a p(0) = 0, donc 0 € F. Soient z,y € F et A\ € K. D’apres 1, on a p(x + y) =
p(z) = 0, donc  + y € F. Enfin, on a p(Az) = |A|p(z) = |A|0 = 0, donc Az € F. Par
conséquent, F' est un sous-espace vectoriel de F.

3. D’apres 1, 'application

1 B/F — Ry
w(@) — [n(@)] = pa)

est bien définie. Il reste & montrer que || || est une norme sur E/F. Soient a,b € E/F et
A € K. Soient z,y € E tels que 7(z) = a et w(y) = b. Si |Ja|]| = 0, alors p(x) = 0, donc
x € F, dota =mn(x) =0. On a ||[Ma|| = ||7(Az)|| = p(Az) = |Alp(xz) = A |la]|. On a
] = o+ ) = 39 <3La) +504) = ol b1 Do || et e nome s
E/F. |

L’espace vectoriel normé (E/F, || ||) associé & (E, p) s’appelle le séparé de E.

Proposition 7.5.2. Soient (E, p) un K-espace vectoriel semi-normé, (E/F, | ||) 'espace
vectoriel normé séparé de E et m : E — E/F Uapplication quotient. Soient (G, || ||') un
espace normé et f : E — G une application linéaire.

1. Pour qu’il existe une application linéaire continue f : E/F — G satisfaisant

fo m = f, il faut et il suffit qu’il existe une constante M > O telle que, pour tout
z € E, on ait ||f(x)||' < Mp(x).

f

N 7

E/F

E G

2. Si un tel f existe, il est unique et sa morme est la plus petite constante M > 0
satisfaisant la propriété 1.

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 7 du supplément.

7.6 Jauge d’un ensemble convexe absorbant

Définition 7.6.1. Soient E un K-espace vectoriel et f: E — R une application.

1. On dit que f est positivement homogeéne si pour tout z € E et tout A > 0, on

a f(\) = A (@),
2. On dit que f est sous-additive si pour tout z,y € F,on a f(z+y) < f(z)+ f(y).
Remarque 7.6.1. Soit £ un K-espace vectoriel.

1. Toute semi-norme sur E est une application positivement homogene et sous-additive.
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2. Soit f : E — R une application positivement homogene et sous-additive, alors
pour tout r > 0, les ensembles {x € E ; f(x) <r} et {x € E; f(x) <r} sont
convexes.

Proposition 7.6.1. Soient E un K-espace vectoriel et f : E — R une application
positivement homogéne. Pour que [ soit sous-additive, il faut et il suffit que ’ensemble
Cy={z e E; f(xr) <1} soit conveze.

Démonstration. Il est clair que si f est positivement homogene et sous-additive, alors
C'¢ est convexe. Réciproquement, supposons Cy convexe, et déduisons la sous-additivité
de f. Soient z,y € E. Pour tout n > 1, soient ¢, = f(x) + % et s, = fly) + % Alors on
af(&) = M et f(£) = %ﬁ’) done =, # € Cy. Comme Cy est convexe, on en déduit,
que 'on a z, = —to_ L 4 _Sn € Cf Or Zn = +yl donc on a f(I’Ly) = f(zn) <1,

tn+sn tn tn+sn S
d’olt f(z+y) < tn + sn. On fait tendre n vers +oo, on obtient f(z + y) < fla) + fy).

Par conséquent, f est sous-additive |

Corollaire 7.6.1. Soient E un K-espace vectoriel et p : E — R une application.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) p est une semi-norme.

(i) Pour tout x € E et tout A € K, on a p(Ax) = |A|p(x) et 'ensemble
{z € E; p(x) <1} est conveze.

Définition 7.6.2. Soient E un K-espace vectoriel et A une partie non vide de F.
1. On dit que A est absorbante si pour tout x € F, il existe A > 0 tel que z € \A.
2. On dit que A est équilibrée si AA C A pour tout A € K tel que |A| < 1.

Exemple 7.6.1. Soient E un K-espace vectoriel et p une semi-norme sur E. Alors pour
tout r > 0, les ensembles {x € E ; p(z) < r} et {x € E; p(x) < r} sont convexes,
absorbants et équilibrés.

Définition 7.6.3. Soient F un K-espace vectoriel et A une partie convexe et absorbante
de E. Pour tout « € E, on pose :

pa(z) =inf{A>0; z € AA}.
La fonction p4 est appelée la jauge ou la fonctionnelle de Minkowski de A.
Remarque 7.6.2. Soient F un K-espace vectoriel et A une partie non vide de E.
1. Si A est absorbante ou équilibrée, alors on a 0 € A.
2. Si A est un convexe contenant 0, alors pour tous s > ¢ >0, on a tA C sA.

3. Si A est convexe et absorbante, alors pour tous z € F et A > 0 tels que :
pa(z) < A on ait € M\A.

Dans le deux théoremes qui vont suivre, on utilise beaucoup la remarque précédente.
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Théoréme 7.6.1. Soient E un K-espace vectoriel et p : E — R 1 une semi-norme sur
E. Soit A un sous-ensemble convexe absorbant de E tel que :

B={z€eE;plx)<l}cACB ={ze€E;p() <1}.

Alors on a g = p. En particulier, on a ug = pp = p. Ainsi, on retrouve la semi-norme
p comme la jauge d’un ensemble convexre absorbant.

Démonstration. Soient z € F, ¢ > 0 et t = p(z) + ¢ > p(x). Alors on a p(%) =
p(x)
p(z) +e
pour tout € > 0, on en déduit que 'on a pa(z) < p(x). Réciproquement, si t €]0, p(x)],
on a p(%) = @ >1,donc ¥ ¢ A, d'otton a t < pa(x), voir remarque précédente. Par
conséquent, on a p(x) < pa(x). Alnsi, pour tout € E, on a pa(x) = p(z). Autrement

dit, on a gy = p. |

<1,d’ott ¥ € B.Doncona % € A, et alors ua(z) <t = p(zx)+e. Ceci étant vrai

Théoréme 7.6.2. Soit A une partie convexe et absorbante d’un K-espace vectoriel E.
1. La fonction pa est sous-additive et positivement homogeéne.
2. Si A est de plus équilibrée, alors pa est une semi-norme sur E.

8. Si A est de plus équilibrée et ne contient aucune droite vectorielle, alors ji4 est une
norme sur E.

4. SiB={rx € E; palr) <1} et C ={x € E; pa(z) <1}, alors B et C sont
convezes, absorbants, et on a B C A C C. De plus, on a pia = g = pc-

Démonstration. 1. Le fait que pa est positivement homogene est trivial. Montrons
la sous-additivité. Soient z,y € F et € > 0. Soient t = pa(z) + e et s = pa(y) + ¢,
alors on a 7,4 € A. Puisque A est convexe, on a fig = HLS% s 2 € A Donc on a
palr+y) <t4+s=pa(x)+ pa(y) + 2e. Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit
que l'on a pa(x +y) < pa(z) + pa(y). Donc pa est sous-additive.

2. Soient # € E et A € K, on a A = |\e? et ua(A\r) = |Apa(e?z). Puisque A est
équilibrée, alors on a £ € A <= €2 € A, donc on a pa(x) = pa(e®z). On en déduit
que Von a pa(Ax) = [A|pa(z). Par conséquent, pa est une semi-norme sur E.

3. Soit € E tel que pa(xz) = 0. Alors pour tout t > 0, on a ¢ € A. Puisque A est
équilibrée, on en déduit que pour tout A € K, on a Az € A, donc A contient la droite
vectorielle engendrée par x, ce qui est impossible. Donc on a p4(z) # 0. Par conséquent,
A est une norme sur E.

4. Tl est clair que les ensembles B et C' sont convexes et absorbants et que 'on a les
inclusions B C A C C. On en déduit po < pa < pp. Soient z € E et s,t € R4 tels que
po(z) < s <t Alorsona 7 € C, ,uA(f) <let ;LA(%) = %MA(%) < 1. Donc § € B, d’ou
on a up(z) <t. Onen déduit up(z) < pe(z). Par conséquent, on a g = pup = po. N

Proposition 7.6.2. Soient (E, || ||) un espace normé et A une partie a la fois conveze et
voisinage de 0. Alors A est absorbante et la jauge pa de A vérifie les propriétés suivantes :

1. La fonction pa est sous-additive et positivement homogene.

2. Il existe une constante M > 0 telle que pour tout x € E, on ait 0 < pa(z) < M ||z|.
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3. Si A est ouverte, on a A={x € E; pa(z) <1}.
4. Si A est fermée, on a A={x € E; pa(z) <1}.

Démonstration. Puisque A est un voisinage de 0, il existe r > 0 tel que B’(0,r) C A.

Soit « € E tel que « # 0, alors on a r2 € B'(0,r) C A, dou x € Hx”A Donc A est

] r
absorbante.
1. Ceci résulte du théoreme précédent.

x
2. On a vu ci-dessus que pour tout x € E tel que x # 0, on ait = € UA, d’on
r

pala) < 1zl

3. D’apres le théoréme précédent, on a {x € E; pa(x) <1} C A. Supposons A ouverte,
et soit € A. Alors il existe € > 0 tel que (1 +¢e)x € A, ot pa(z) < ﬁ < 1. Par
conséquent,ona A={zx € E; pa(z) < 1}.

4. D’apres le théoreme précédent,ona A C {x € E'; pa(x) < 1}. Supposons A fermée, et
soit x € E tel que pa(xz) < 1. Alors pour tout n > 1, il existe a,, € A tel que H—Ll = an,

n
car pa(z) < 1+ %, voir remarque 7.6.2. Donc la suite (a,)n>1 converge vers z, d’ou

x € A. Par conséquent, on a A= {x € E; pa(x) <1}. |

Proposition 7.6.3. Soient (E, || ||) un espace normé, B une boule ouverte non vide de E

o
et A un ensemble convexe borné d’intérieur non vide dans E. Alors A est homéomorphe

a B, A est homéomorphe a B et Fr(A) est homéomorphe a Fr(B).

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 7 du supplément.

7.7 Prolongement des formes linéaires

On se donne F, F' deux espaces normés, H un sous-espace vectoriel de F et f: H — F
une application linéaire. Il y a deux questions naturelles qui se posent.

Question 1. Peut-on prolonger f en une application linéaire f de E dans F'?

La réponse est oui. On écrit E = H + N, ou N est un supplémentaire algébrique de H
dans F et on prend f = fop, ol p est la projection sur H parallelement & N (pour
tout € E, il existe un unique (a,b) € Hx N tel que 2 = a+b, on pose alors f(x) = f(a)).

Question 2. Si maintenant on suppose de plus f continue, peut-on prolonger f en une
application linéaire continue f de E dans F?

La réponse est en général non. La raison est que la projection sur H n’est pas toujours
continue. En effet, si E = ¢ et H = ¢g, on peut montrer (c’est un peu difficile) qu’il
n’existe pas de sous-espace vectoriel N de F tel que E = H+ N et HNN = {0} et tel
que la projection naturelle p : E — H soit continue.

Dans ce paragraphe, on s’occupe essentiellement du probleme de prolongement des formes
linéaires continues. Rappelons d’abord le résultat positif suivant :

Soient E un espace normé, F' un espace de Banach, H un sous-espace vectoriel dense
dans F et f € Z(H; F). Alors f se prolonge de maniere unique en g € Z(FE; F). De
plus, on a ||g|| = || f]|. (Voir proposition 6.3.5).
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Théoréme 7.7.1 (Hahn-Banach). Soient E un R-espace vectoriel et p : E — R une
application positivement homogéne et sous-additive. Soient H un sous-espace vectoriel de
E et [ une forme linéaire sur H telle que pour tout x € H, on ait f(x) < p(x). Alors
il existe une forme linéaire f sur E prolongeant f, i.e. f( ) = f(y) pour tout y € H, et
telle que f(x) < p(z) pour tout x € E.

Démonstration. étape 1. Montrons d’abord que si a € E'\ H, alors il une application
linéaire g : H ® Ra — R qui prolonge f et telle que pour tout z € H @& Ra, on ait
9(z) < p(z). Soit z € H @ Ra, il existe un unique (x,t) € H X R tel que z = z + ta. On
veut ¢ linéaire, donc nécessairement g(z) = g(z) + tg(a). On veut aussi que g prolonge
f, donc nécessairement g(x) = f(z), dou g(2) = f(z) +tg(a). On a g(a) = a € R et on
veut de plus g(z) < p(z), i.e. f(z)+ta < p(x+ ta). On cherche & déterminer o € R tel
que pour tout x € H et pour tout ¢ € R, on ait f(x) + ta < p(x + ta).

Vérifions qu’il suffit de trouver o € R tel que pour tout =,y € H, on ait :

f(z) —a<plx—a)

fy)+a<ply+a)

qui est équivalent a : pour tout =,y € H, on a :

fx) =plx—a) <a<ply+a)—fly).

En effet, supposons qu’il existe a € R tel que pour tout x,y € H, on ait
f(x) —plx —a) <a<ply+a)— f(y). Soit t > 0, alors on a :

f@)+ta=t(f(%£)+a) <tp(£+a) =plx+ta),

f(@)—ta=t(f(%) —a) <tp(%—a) =p(z—ta).
Ezistence de «. Pour tout x,y € H, on a :
f@)+f(y) = fla+y) < pla+y) < plz—a)+p(y+a), don f(x)—p(r—a) < p(y+a)—f(y).
Donc on a :
sup {1(2) = pla ~ )} < iuf {ply+) — F)}

Pour avoir le résultat de I’étape 1, il suffit de prendre :

e sup{f(z) = p(z — )}, inf {p(y +a) - F}-

étape 2. On considere 'ensemble & des couples (N, g) ol N est sous-espace vectoriel de
FE contenant H, g : N — R une application linéaire qui prolonge f et pour tout x € N,
g(x) < p(x). L’ensemble & # () car (H, f) € &. On ordonne & de la maniere suivante :

(Na g)S(N/a g/) < NCN/ et gI/N:g

On vérifie que < est bien une relation d’ordre sur &. Montrons que & est inductif,
i.e. toute partie totalement ordonnée de & possede un majorant. Soit (N;, g;)ics une
partie, indexée par I, totalement ordonnée de &. Alors pour tout i,j € I, soit on a
(Niy i) < (N, g4), soit on a (N;, g;) < (Ni, g;). Soit N = z‘LeJINi’ alors pour tout z € N,

il existe i € I tel que x € N;, et on pose g(x) = g;(z). Alors on a :
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N est un sous-espace vectoriel de F.

g est bien définie.
- (N, g)€é.
— (Ni, 9i) < (N, g) pour tout i € I.

Ainsi (N, g) est un majorant dans & de (N;, g;)ier, donc & est inductif. Par le lemme
de Zorn, voir Appendice A, & possede un élément maximal (N, f). Par I'étape 1, on a
N=F. |

Théoréme 7.7.2 (Hahn-Banach). Soient E un K-espace vectoriel, H un sous-espace
vectoriel de E, p: E — R une semi-norme sur E et f: H — K une forme linéaire
sur H telle que pour tout x € H, on ait |f(x)| < p(x). Alors il existe une forme linéaire
f sur E prolongeant f telle que pour tout x € E, on ait |f(z)| < p(z).

Démonstration. Premier cas : K = R. Pour tout € H,on a f(z) < |f(z)| < p(z). Par
le théoreme précédent, il existe une forme linéaire f sur F/ qui prolonge f telle que pour
tout z € F, on ait f(x) < p(z). Dot on a —p(z) = —p(—z) < —f(—x) = f(z) < p(x).
Par conséquent, on a | f(z)| < p(x), pour tout z € E.

Deuzieme cas : K = C. Par la proposition 7.4.5, il existe une application R-linéaire
g : H — R telle que pour tout © € H, on ait f(z) = g(x) — ig(ixz). On a aussi
lg(x)] < |f(x)] < p(x) pour tout x € H. Par le premier cas, il existe § : E — R une
application R-linéaire qui prolonge g telle que pour tout x € E, on ait |g(x)| < p(x). Pour
tout x € E, soit f(x) = §(z) — ig(iz), alors f est une forme hnealre sur I qui prolonge
f. Tl reste & montrer que pour tout = € E, on a |f(z)| < p(x). Soit = € E. Si f(z) =0,
alors I'inégalité est trivialement vérifiée. Si f(z x) # 0, alors on a f(x) = |f(z)]| e, don
fle7z) = |f( )| > 0. Donc on a |f(z)| = f(e_w:z:) = ge=?x). On en déduit que
()] = §e~2) < ple~¥z) = p(a). o

Théoréme 7.7.3 (Hahn-Banach). Soient (E, || ||) un espace normé et H un sous-
espace vectoriel de E muni de la norme induite. Pour tout f € H*, il existe f € E* dont
la restriction a H soit f et telle que || f|| = || f||. Bien entendu, si H est dense dans E,
f est unique.

Démonstration. Pour tout = € E, on pose p(z) = || f|| [|z||. Alors p est une semi-norme
sur E et pour tout x € H, on a [f(x)| < | f| ||z|| = p(z). Par le théoreme précédent,
il existe une forme linéaire f sur F prolongeant f et telle que pour tout z € E, on ait
|f(z)] < p(x) = [ f| ||=|. Donc f est continue et on a || f[| < [|f[|. D’autre part, pour tout
€ H,ona|f(@)| = ()] < |flllzl, dou | Il |l Doncona || = /.

Corollaire 7.7.1. Soit (E, || ||) un espace normé. Alors on a :

1. Pour tout x € E tel que x # 0, il existe une forme linéaire continue f sur E telle

que || f]| =1 et f(z) = ||z||. En particulier, si E # {0}, alors on a E* # {0}.

2. Soient z,y € E. Si pour tout g € E*, on a g(z) = g(y), alors x = y.
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Démonstration. 1. Soient x € E tel que  # 0 et H = Kz le sous-espace vectoriel
engendré par z. On définit f(Ax) = A||z||, alors f est une forme linéaire continue sur
H telle que ||f|| = 1 et f(z) = ||z||. Pour avoir le résultat, on applique le théoréeme
précédent.

2. Soient z,y € E tels que pour tout g € E*, on ait g(z) = g(y). Si z # y, d’apres 1, il
existe f € E* telle que f(z)— f(y) = f(z—y) = ||lx—y]|| # 0, ce qui contredit ’hypothese.
Donc on a bien z = y. |

Remarque 7.7.1. Soient (F, || ||) un espace normé et 2 € E tel que x # 0. D’apres le
corollaire précédent, il existe une forme linéaire continue f sur E telle que ||f|| = 1 et
f(x) = ||z||. Une telle f n’est pas en général unique. En effet, pour tout (z,y) € R?, on
pose f(z,y) =z, g(z,y) = y et h(z,y) = “FL. Alors f, g et h sont des formes linéaires
continues sur R? telles que || f| = |lgl]l = |2l = |(1,1)]lc = 1 et f # g # h.

De méme, pour tout (z,y) € R?, on pose f(x,y) =z, g(z,y) =x +y et h(z,y) =z —y.
Alors f, g et h sont des formes linéaires continues sur R? telles que | f|| = |lg]| = ||h|| =

[(L,0)[[y =1Let f#g#h.

Remarque 7.7.2. On verra, exercice 8.35, que si (H, (, )) est un espace de Hilbert et
si || || est la norme sur H associée au produit scalaire (, ), alors pour tout « € H tel que
x # 0, il existe une unique f € H* telle que f(z) = ||z| et || f|| = 1. En particulier, pour
tout z € R™ tel que = # 0, il existe une unique f € R™* telle que f(z) = ||z||2 et || f|| = 1.

Remarque 7.7.3. On verra, au chapitre 10, théoréeme 10.3.1, qu’étant donné un espace
normé (E, || ||) et un z € E tel que & # 0, une condition nécessaire et suffisante pour
qu’il existe une unique forme linéaire continue f sur E telle que f(z) = ||z| et ||f]| = 1.

Corollaire 7.7.2. Soient (E, || ||) un espace normé, H un sous-espace vectoriel de E
et x € E\ H. Alors il existe une forme linéaire continue f sur E telle que ||f| = 1,
F) = d(e, H) 20 et f(H) = 0.

Démonstration. Soit 7 : £ — E/H I'application quotient. En appliquant le corollaire
précédent & 7(z), on trouve une forme linéaire continue g sur E/H telle que ||g|| = 1 et
g(m(z)) = ||7(z)|| = d(x, H) = d(z, H). Soit f = gom, alors f est une forme linéaire
continue sur E telle que f(x) = d(x,H) # 0 et f(H) = 0. D’apres la proposition 6.4.3,
on a m(Bg(0,1)) = B 7(0,1), on en déduit que I'on a || f[| = 1. |

Corollaire 7.7.3. Soient (E, || ||) un espace normé et H un sous-espace vectoriel de E.
Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) H est dense dans E.
(i) Toute f € E* nulle sur H est identiquement nulle.

Démonstration. L’implication (i) == (ii) résulte de la proposition 1.5.5, mais don-

nons une preuve directement. Soit f € E* telle que f(H) = 0. Soit = € E, comme H est

dense dans F, il existe une suite (z,),>0 dans H telle que = = hIE Zp. Puisque f est
- n—-+0oo

continue, alors f(x) = lirf f(x,) = 0. Par conséquent, on a f = 0.
n—-+oo
Preuve de (ii) = (i). Si H n’est pas dense , alors H # E. Soit x € E\ H, d’apres le

corollaire précédent, il existe f € E* telle que f(z) = d(z, H) > 0 et f(H) = 0, ce qui
contredit I’hypothese. Donc H est dense dans E. |
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Corollaire 7.7.4. Soient (E, || ||) un espace normé, (x;)i<i<n une famille (finie) de
vecteurs linéairement indépendants dans E et (¢;)i<i<n une famille dans K. Alors il
existe f € E* telle que f(x;) = ¢; pour tout i.

Démonstration. Soient H le sous-espace vectoriel de E engendré par les z;, et g une
forme linéaire sur H définie par g(x;) = ¢;. Comme H est de dimension finie, g est
continue. Par le théoreme de Hahn-Banach 7.7.3, on prolonge g en f € E*. |

Proposition 7.7.1. Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé, A une partie de E,
(cx)zeca une famille dans K, indexée par A et M > 0. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) Il existe f € E* telle que || f]| < M et f(x) = ¢, pour tout x € A.

(i) Pour tout n > 1, pour tout x1,...,x, € A et pour tout A\1,..., \, €K, on a :

i=1 =1

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 7 du supplément.

Proposition 7.7.2. Soit (E, || ||) un espace normé. Si le dual topologique (E*, || ||) est
séparable, alors (E, || ||) est séparable.

Démonstration. Soit (¢,),>0 une suite dense dans E*. Pour tout n > 0, il existe

xn € E tel que ||z,|| <1 et ”@7;” < @n(zy). Montrons que 'ensemble A = {z,, ; n > 0}

est une partie totale de F. Pour cela, il suffit de montrer que tout ¢ € E*, qui s’annule
sur A est nul. Soit ¢ € E* tel que ¢(z,) = 0 pour tout n > 0. Soit (¢, )k>0 une sous-
suite de (¢n)n>0, qui converge vers ¢ dans 'espace de Banach (E*, ||||). On a |¢n, | <

2|eni (@n)l = 2l (2n) = @(@n )] < 2]l@n, = @ll. Comme on a Tim on, || = [lo]

et kliIJP lon, — @l = 0, on en déduit que l'on a ||¢|| = 0, don ¢ = 0. Donc E est
— 400

séparable. |

Remarque 7.7.4. La réciproque dans la proposition précédente n’est pas toujours vraie.
En effet, 'espace de Banach (¢!, || ||1) est séparable, mais son dual topologique (£>°, || ||)
n’est le pas.

7.8 Séparation des ensembles convexes

Rappelons, lemme 6.3.1, que si H est un hyperplan affine d’'un R-espace vectoriel E,
alors il existe une forme linéaire non nulle f sur E et il existe un élément z € E tels
que H = ker(f) + z. Posons f(z) = a, alorson a H = {z € E; f(x) = a}. On dit
que f(x) = « est Péquation de H. Rappelons aussi, proposition 6.3.6, que si F est un
R-espace vectoriel normé, alors H est fermé si et seulement si f est continue. Dans ce
cas, les ensembles

{zeE; f(z) <a} (resp.{ze€E; f(z) <a})
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{zeE; f(z) >a} (resp.{zxeE; f(z)>a})

sont convexes fermés (resp. ouverts). On dit que ce sont les demi-espaces fermés (resp.
ouverts) déterminés par H. Notons aussi, voir exercice 6.20, que les demi-espaces ouverts
déterminés par H sont les composantes connexes de F \ H.

Définition 7.8.1. Soient A et B deux sous-ensembles non vides d’un R-espace normé

(B, [11D)-

1. On dit que A et B sont séparés par un hyperplan affine fermé H si A est
contenu dans 'un des demi-espaces fermés déterminés par H et B dans 'autre.
Autrement dit, s’il existe f € E*, nonnulle, et & € Rtelsque H = {x € E; f(z) =
a} et pour tout a € A et tout b € B, on ait f(a) < a < f(b).

2. On dit que A et B sont strictement séparés par un hyperplan affine fermé
H si A est contenu dans 1'un des demi-espaces ouverts déterminés par H et B
dans l'autre. Autrement dit, s’il existe f € E*, non nulle, et @ € R tels que
H={zxeE; f(xr) =a} et pour tout a € A et tout b € B, on ait f(a) < a < f(b).

Lemme 7.8.1. Soient (E, || ||) un R-espace vectoriel normé, C un convexe ouvert non
vide de E et b € E avec b & C. Alors il existe f € E* tel que f(x) < f(b) pour tout
zeC.

Démonstration. Quitte a faire une translation, on peut supposer 0 € C. Soit uc la
jauge de C. D’apres la proposition 7.6.2, uc est positivement homogene, sous-additive,
C={x € E; puc(x) < 1} et il existe une constante M > 0 telle que pour tout = € E,
on ait pc(x) < M |jz||. On a aussi uc(b) > 1 car b ¢ C. Posons :

f: Rb — R
tb — t

alors f est une forme linéaire sur Rb et pour tout ¢t € R, on a f(tb) < uc(th). En effet,
sit <0,ona f(th) =t <0< uc(th). Sit > 0, on a uc(th) = tuc(b) >t = f(tb)
car pc(b) > 1. D’apres le théoreme 7.7.1, on peut prolonger f en une forme linéaire sur
E encore notée f telle que pour tout x € E, on ait f(z) < pc(x) < M ||z||. D’olt on a
“M el = —M || ~a]| < —f(~a) = f(z) < M |lz].. Par conséquent, on a |{(x)| < M |z,
donc f est continue. De plus, pour tout z € C, on a f(z) < uc(z) < 1= f(b). |

Théoreme 7.8.1 (Hahn-Banach). Soient A et B deux ensembles convezres non vides
et disjoints d’un R-espace vectoriel normé E.

1. Si A est ouvert, il existe f € E* et a € R tels que pour tout a € A et tout b € B,
on ait f(a) < a < f(b). En particulier, A et B sont séparés par Uhyperplan affine
fermé H={x € E; f(z) = a}.

2. Si A est compact et B est fermé, il existe f € E* et ay,as € R tels que pour tout
a € Aettouthbe B, on ait f(a) < oy < az < f(b). En particulier, A et B sont
strictement séparés par Uhyperplan affine fermé H = {x € E; f(z) = a1 }.

Démonstration. 1. Soit C = A— B ={a—-b; a € A, b € B}, alors C est un
ouvert convexe non vide de E et 0 ¢ C. Par le lemme précédent, il existe f € E* tel
que f(a—0) < 0 = f(0) pour tout a € A et tout b € B, d’ott on a f(a) < f(b). Soit
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o= bin]gf(b), alors @ € R et pour tout a € A et tout b € B, on a f(a) < a < f(b). Sl
€

existe a € A tel que f(a) = «, puisque A est ouvert, il existe h € E tel que a +h € A
et f(a+ h) > « ce qui est impossible. Donc pour tout a € A et tout b € B, on a
fla) <a < f(b).

2. Puisque A est compact et B est fermé tels que AN B = (), alors r = d(A, B) > 0, d’ont
on a (A+ B(0,r)) N B = . L’ensemble A + B(0,r) est ouvert convexe non vide de E,
et ona A C A+ B(0,r). D’apres 1, il existe f € E* et 8 € R tels que pour tout a € A
et tout b € B, on ait f(a) < 8 < f(b). Puisque A est compact, il existe ag € A tel que
pour tout a € A, on ait f(a) < f(ag) < B. Pour avoir le résultat, il suffit de prendre
a1, as €]f(ag), B[ tels que a1 < as. |

Corollaire 7.8.1. Soient E un K-espace vectoriel normé et A, B des ensembles convezes
non vides et disjoints de E.

1. Si A est ouvert, il existe f € E* et a € R tels que pour tout a € A et tout b € B,
on ait Re(f(a)) < o < Re(f(D)).

2. Si A est compact et B est fermé, il existe f € E* et ay,as € R tels que pour tout
a € A et tout b € B, on ait Re(f(a)) < a; < as < Re(f(b)).

Démonstration. On combine le théoreéme précédent et la proposition 7.4.5. |

Corollaire 7.8.2. Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé, C' un convezxe et équilibré
de FE et xg € E tel que xg & C.

1. Si C est ouvert, il existe f € E* tel que f(xog) = 1 et pour tout x € C, on ait

[f (@) < 1.
2. Si C est fermé, il existe f € E* tel que pour tout x € C, on ait |f(z)| <1 < f(xo).

Démonstration. 1. D’apres le corollaire précédent, il existe g € E* et o € R tels que
pour tout = € C, on ait Re(g(z)) < a < Re(g(zp)). Soit z € C, alors il existe § € R
tel que g(x) = e“|g(z)|, Aot on a gle”x) = |g(x)| = Re(g(e*x)). Puisque C est

équilibré, on a e~z € C. Donc on a |g(z)| < a < Re(g(7o)) < |g(z0)|. Soit f = (g ik
g{Zo

alors f € E*, f(xo) =1 et pour tout x € C, on a |f(x)| < 1.

2. On applique le corollaire précédent au compact A = {xp}. Alors il existe g € E* et

a € R tels que pour tout x € C, on ait Re(g(z)) < o < Re(g(xo)). Comme ci-dessus,
on montre que pour tout € C, on a |g(z)| < a < Re(g(zo)) < |g(z0)|. Soit 6y € R

—100

tel que g(wo) = e |g(xo)|. Soit f = < g, alors f € E* et pour tout x € C, on a
|f(@)] <1< f(xo)- u

Lemme 7.8.2. Soient f, f1,..., fn des formes linéaires sur un K-espace vectoriel E.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe \; € K tels que f = 1 f1+ -+ Anfn-

(i) 1l existe « > 0,8 > 0 tels que 61{1' eE; |filz)|<alc{xe E; |f(x) <pB}.
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(iii) Il existe b > 0 tel que pour tout x € E, on ait |f(z)| < b113'a<x | fi(z)].

(iv) _r’%l ker(f;) C ker(f).
1=
Pour une preuve du lemme précédent, voir chapitre 7 du supplément.

Théoréme 7.8.2 (Helly). Soient (E, || ||) un espace normé et fi,..., fn des formes
linéaires continues sur E, M > 0, et c1,...,c, € K. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) Pour tout € > 0, il existe x € E tel que ||z]| < M + ¢ et pour tout i, fi(x) = ¢;.

(i) Pour tout A1,..., A\, €K, on a ‘Z AiCi
i—1

<3
=1

Pour une preuve du théoréeme précédent, voir chapitre 7 du supplément.

7.9 Bidual d’un espace normé et espaces de Banach
réflexifs

Définition 7.9.1. Soit (E, || ||) un K-espace normé. Le dual topologique de espace de
Banach E* s’appelle le bidual topologique de E et se note E**.

Proposition 7.9.1. Soit (E, || ||) un espace normé. Alors on a :

1. Pour tout x € E, Uapplication

J): B* — K
fo— [

est linéaire continue. Ainsi, on a J(x) € E**.

2. L’application
J: E — FE*
z — J(z)

est linéaire et isométrique, appelée ’application canonique de E dans son bidual
E**. Ainsi, on identifie E a un sous-espace normé de son bidual E**.

Démonstration. 1. Il est clair que J(x) est linéaire. Pour tout f € E*, on a |J(x)(f)| =
|f(x)] < || f]l |z|l- Donc 'application J(x) est continue et on a ||J(z)| < ||zl
2. Pour tous z,y € E et A € K, et pour tout f € E*, on a:

S+ )(f) = fl@+ X y) = f(@) + Af(y) = J(@)(F) + AT () (f) = (J(x) + AT ()(f) -

Dottona J(z+Ay) = J(x)+ AJ(y). Ainsi, J est une application linéaire. Soit = € E tel
que x # 0, par le corollaire 7.7.1, il existe f € E* tel que ||f]| = 1 et f(z) = ||x||. Alors
on a [zl = [f(z)| = [J(x)(N)] < T@)[f]] = IT(@)] < [[z]], doron a [|J(z)[| = [lz|.
Donc J est isométrique. |
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Corollaire 7.9.1. Soit (E, || ||) un espace normé. Alors pour tout x € E, on a :
|f ()|
x| = sup [f(z)|= sup [f(z)[= sup |f(z)|= sup o=
FeB, lifl<1 FeB=, lifl<1 FeB,lifl=1 ree- 20 |/l
De plus, la borne supérieure est atteinte dans l’égalité ||| =  sup |f(z)].
feE* |Ifll=1

Démonstration. Ceci résulte de la proposition précédente, de la proposition 6.3.1 et
du corollaire 7.7.1. |

Remarque 7.9.1 (une autre construction du complété d’un espace normé).
Soient (F, || ||) un espace normé et E** son bidual topologique. On vient de voir que
lapplication canonique J : E — E** est linéaire et isométrique. Ainsi, on identifie
lespace normé (E, || ||) & son image J(FE) qui est un sous-espace vectoriel de 1’espace
de Banach E**. Posons E = J(E) Padhérence de J(E) dans E**, alors E est un espace
de Banach et (E, || ||) est un sous-espace vectoriel dense dans E. On obtient ainsi une
description du complété de I’espace normé FE.

Remarque 7.9.2. L’application canonique J : F — E** n’est pas toujours surjective.
En effet, si E = ¢ muni de la norme || ||, on a E* = (1, E** = (> et lapplication
canonique J : E — E** correspond a l'injection canonique ¢y < ¢°°. Donc J n’est pas
surjective.

Définition 7.9.2. Un espace de Banach F est dit réflexif si I’application canonique

J: E — E*
z — J(z)

est bijective.

Notons que si F est un espace normé et si ’application canonique J : E — E** est
bijective, alors nécessairement F est un espace de Banach, car E** est un espace de
Banach et J est une application linéaire bijective et isométrique.

Exemple 7.9.1. 1. Les espaces normés de dimension finies sont réflexifs.
2. Pour tout p €)1, +oo[, £7 est réflexif.

Proposition 7.9.2. Soit (E, || ||) un espace de Banach réflexif. Alors pour tout f € E*,
il existe v € E tel que ||x|| =1 et || f|| = |f(z)].

Démonstration. Soit f € E*. On peut supposer f # 0. En appliquant le corollaire
7.7.1 & f et & E*, on obtient un élément I' € E** tel que ||| = 1 et T'(f) = ||f]|-

Comme FE est réflexif, alors il existe # € E tel que I' = J(x). D'on on a |lz]| = 1 et
£l = fz) = |f(2)]. =
On verra, théoreme 10.2.10, que la réciproque de la proposition précédente est aussi vraie.
Autrement dit, si (E, || ||) est un espace de Banach tel que pour tout f € E*, il existe

x € E tel que ||z|| =1 et || f|| = |f(z)|, alors (E, || ||) est réflexif.

Proposition 7.9.3. Soient E un espace de Banach et F un sous-espace vectoriel fermé
de E. On a :
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1. Si E est réflexif, alors F' est réflexif.
2. E est réflexif si et seulement si E* est réflexif.
Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 7 du supplément.

Remarque 7.9.3. Puisque le dual topologique de (co,, || [ls) est (1, || ||1) et le dual
topologique de (€1, | []1) est (€%, || ||), on déduit de la proposition précédente que les
espaces cg, {1 et £>° ne sont pas réflexifs.

On déduit de la proposition 7.7.2 le corollaire suivant :

Corollaire 7.9.2. Soit (E, || ||) un espace de Banach réflexif. Alors E est séparable si
et seulement si E* est séparable

On reviendra sur cette notion d’espaces de Banach réflexifs au chapitre 10.

7.10 Applications transposées ou adjoints
Définition 7.10.1. Soient E, F' deux espaces normés et T € Z(E; F'). L’application

F —  E*
f — foT.

est appelée la transposée ou ’adjoint de T et on la note *T" ou T,

Pour mieux retenir la définition ci-dessus, il suffit de mémoriser le diagramme commutatif
suivant : .
E—F

=N

K

Exemple 7.10.1. Soient E un espace normé, H un sous-espace vectoriel de E et ¢ : H <
FE l'injection canonique. Alors +* : E* — H™ est I’application de restriction. Autrement
dit, pour tout f € E*, on a*(f) = f|,,.

Remarque 7.10.1. Soient F un espace normé et J : E — E** Papplication canonique.
Alors 'application transposée J* : E*** — E* est surjective. En effet, notons d’abord
que pour tout A € E*** on a J*(A) = Ao J. Soit g € E*, alors goJ ™1 : J(E) — K est
une forme linéaire continue sur J(E). Par le théoréme de Hahn-Banach, théoreme 7.7.3,
il existe A € E*** qui prolonge go J~!. D'otona J*(A)=AoJ =g.

Notation. Soit (£ || ||) un espace normé. Pour tout « € E et tout g € E*, on note :

(z,9) =g(z).

L’application
ExFE* — K
(z,9) — (x,9)
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est clairement bilinéaire et continue car on a [(x, )| < ||g]/||z]|-
Soient E, F deux espaces normés et T € Z(E; F), alors pour tout 2 € F et tout f € F*,
on a:

(T(x), f) = (&, T"())-

Remarque 7.10.2. Soient (E || ||), (F'| ||) deux espaces normés et T' € Z(E; F'). Soit
G un sous-espace vectoriel de F' tel que T'(E) C G. Soit S € Z(E; G) tel que pour tout
x € E, on ait S(xz) = T(z). Alors on a Im(S*) = Im(T™*). En effet, Soient f € G* et

f e F* tels que fie = f.Pourtout:z: € E,onaS*(f)(z) = foS(x) = foT(z) = T*(f)(x).

Donc on a S*(f) = T*(f), d’ou Im(S*) = Im(T™*).

Proposition 7.10.1. Soient E, F et G trois espaces normés.
1. Pour toutT € L(E; F), on a T* € L(F*; E*) et | T*|| = || T
2. L’application suivante est linéaire.

LB F) — ZL(F* EY)
T — T*

3. Pour tout T € L(E; F) et tout S € L(F; G), on a (SoT)* =T* 0 S*.

Démonstration. 1. Il est clair que 7™ est linéaire de F* dans E*. Soit f € F*, on
a [T*(H)Il = Ilf o T < [IFIHT]]. Donc |T|| est continue et on a [T < ||T[|. Soit
x € E tel que ||z]] <1 et T(x)# 0. D’apres le corollaire 7.7.1, il existe f € F* tel que
1F = 1 et f(T(@)) = IT@)], ot on a [T*(N)] > [T*())@)| = LF(T(@)] = IT(@)].
Par conséquent, on a [|T*(f)|| > ||T||- Or on a || f|| = 1, on en déduit ||T*|| > ||T||. Donc
on a |T*] = |IT].

Les autres propriétés 2 et 3 sont triviales. |

Remarque 7.10.3. Soient F, F' deux espaces normés et T' € Z(E; F). Alors le diagram-

me suivant est commutatif.
B T

F

Je Jr

T**

E** R F**
Autrement dit, pour tout x € F, on a T**(Jg(x)) = Jp(T(x)).

Définition 7.10.2. Soient E un espace normé, M un sous-ensemble non vide de E et
N un sous-ensemble non vide de E*. On pose :

ML:{fEE*;f(x)zO,pourtoutxeM},

LN:{J:EE; flx)=0, pourtouthN}.
On dit que M+ (resp. tN) est I’orthogonal de M (resp. N).
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Notons que l'on a :

={f€E"; M Cker(f)} = wQMker(JE(x)) et TN = fQNker(f).

Remarquons aussi que M=+ (resp. TIN) est un sous-espace vectoriel fermé de E* (resp.
Proposition 7.10.2. Soit E un espace normé.

1. Si M est sous-espace vectoriel de E, on a M = HM™). Autrement dit, on a
M = ; QH ker(f), oo M+ = {f € E*; M C ker(f)}. Donc Uadhérence de M
€

dans E est Uintersection des hyperplans fermés de E contenant M.

2. Si N est sous-espace vectoriel de E*, on a N C (*N)*

Démonstration. 1. Soit # € M. Pour tout f € M+, on a f(x) = 0, donc z € H{M™1).
Par conséquent, on a M C {(M+). Comme H(M~1) est fermé, on en déduit M C HML).
Si M est inclus strictement dans (M=), d’apres le corollaire 7.7.2, il existe z € H(M )
et f € E* tel que f,, =0et f(z) #0. Dottona f € M+ et f(z) #0, donc & & H M),
ce qui est impossible. Donc on a M = H{(M™1).

2. Soit f € N, alors pour tout * € *N, on a f(x) = 0, dott f € (*N)*. Donc on a
N C (+N)*. Comme (+N)* est fermé, on en déduit N C (*N)+. |

Proposition 7.10.3. Soient E, F deux espaces normés et T € L (E; F). Alors on a :
ker(T) = *Im(T*) et ker(T*) = Im(T)*.
Démonstration. Soit x € E, on a :

zeker(T) <= T(@x)=0 < VfeF* onaf(T(v))= (Voir corollaire 7.7.1)
<— VfeF* onaT*(f)(z) =
— € m(T").

Soit f € F*, on a :

feker(T*) <= T*(f)=0
— foT =0
< VzecE onaf(T(zx))=0
— felm(T)*+
]
Théoréme 7.10.1. Soient (E, || ||) un espace normé, H un sous-espace vectoriel de E

et1: H — FE [injection canonique.

1. Il existe une application linéaire bijective et isométrique o de E*/H* sur H* tel
que le diagramme suivant soit commutatif.

¥

>~ A7

E*/HJ_

&

H*

Linverse de o est donné par : si f € H* et f € E* prolongeant f, on a o~ 1(f) =

m(f).
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2. Supposons en outre H fermé dans E. Soit # : E — E/H [application quotient.
Alors Uapplication adjoint n* : (E/H)" — H* C E* est une isométrie isomor-
phisme de (E/H)" sur H™.

Démonstration. 1. Soit f € H*, alors on a fix = 0, donc 2*(f) = 0. Par conséquent,
on a H+ C ker(z*). D’apreés la proposition 6.4.4, il existe une unique application linéaire
o: E*/HY — H* telle que o o ™ = 2*. D’aprés le théoréme 7.7.3, I'application +* est
surjective, donc o est surjective. Il reste a montrer que o est isométrique. Fixons f € E*,
on a ||7(f)| = ggL |lf — gl|. Comme pour tout g € H*, on a :

g

1f =gl 2 I = @il = Ifull = 17O = o x(DI

on en déduit que [o(7(f))[| < [[7(f)||. D’apres le théoreme 7.7.3, il existe f € E* tel
que fi, = fi, et [|fIl = 1A, = llo@(f)I. Onax(f) = x(f), dou [|x(f)ll = [|=(/)I <
LIl = lle(x ()]l Par conséquent, on a |[o(7(f))| = ||7(f)]|, donc o est une isométrie de
E*/H* sur H*.

2. Pour tout f € (E/H)", on a n*(f) = fox, donc 7*(f) € H*. Soit g € H*, alors
on a g, = 0, donc H C ker(g). D’apres la proposition 6.4.4, il existe fe(E/H) tel
que g = fom. Donc on a 7*(f) = g, on en déduit que 7* est une application surjective
de (E/H)" sur H*. 1l reste & montrer que 7* est une isométrie. D’apres la proposition
6.4.3, on a m(Bg(0,1)) = Bg,u(0,1), donc pour tout f € (E/H)", on a :

[Nl = Iforl]l = sup{|fon(z)|; z€E, |z <1}
= suwp{|f(y)|: y€E/H, |y <1}

= IfIl-
Donc 7* est une isométrie de (E/H)" sur H+. [ ]

Remarque 7.10.4. Soient E un espace de Banach et F', G deux sous-espaces vectoriels
de E tels que E soit la somme directe topologique des F' et G. D’apres le théoreme
précédent, (E/F)* est identifié & F+ = {f € E* ; f, = 0}. Soit ¢+ : G < E l'injection
canonique. Alors ¢* : E* — G est 'application de restriction. Autrement dit, pour tout
feE" onar(f)=fi,. Soit T'=12"  : F+ — G*, définie par T(f) = f,. Alors T
est linéaire bijective continue, donc c’est un homéomorphisme, mais en général, T n’est
pas isométrique. En effet, soient F = R? muni de la norme || ||o0, F = {(z,2) ; © € R}
et G = {(2,0) ; x € R}. Alors E est la somme directe topologique des F et G. Soit
f € E*, alors il existe a,b € R tels que pour tout (x,y) € R, on ait f(z,y) = ax + by.
De plus, on a || f|| = |a| + |b|. Soient a € R tel que a # 0 et f(z,y) = ax — ay. Alors on a
feF |fll =2lal et || ficll = lal.

Corollaire 7.10.1. Soient E un espace normé et H un sous-espace vectoriel fermé de
E. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) E est réflexif.

(1) H et E/H sont réflexifs.
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Démonstration. Notons d’abord que d’apres la proposition 6.4.5, E est de Banach si et
seulement si H et E/H sont de Banach. L’implication (i) = (ii) résulte immédiatement
de la proposition 7.9.3 et du théoreme précédent.

Preuve de (i) = (i). D’apres la remarque 7.10.3, le diagramme suivant est commutatif.

K2 T

H - E E/H

Ju Je Je/H

ok ok

o ? N i

(E/H)™

On déduit de la proposition 7.10.3 et du théoréme précédent que 1’on a de plus o**(H**) =
ker(7**). Par hypothese, H et E/H sont réflexifs, donc Jy et Jg g sont surjectives.
Montrons qu’alors Jg est surjective. Soit b € E**. Alorson a 7**(b) € (E/H)**. Comme 7
et Jp, g sont surjectives, alors il existe x € E tel que 7°*(b) = Jg /g on(v) = 7 (Jr(x)).
D’otton a b—Jg(x) € ker(n**) = +**(H**). Comme Jp est aussi surjective, alors il existe
a € H tel que b — Jg(z) = v** o Jy(a) = Jg o2(a). Donc on a b = Jg(z + 1(a)). Par
conséquent, Jp est surjective. Autrement dit, E est réflexif. |

Corollaire 7.10.2. Soit H un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Banach E.
Alors E est réflexif si et seulement si H et H- sont réflexifs.

Remarque 7.10.5. Soient (F, || ||) un espace normé et H un sous-espace vectoriel de
E. Le corollaire 7.7.3 nous dit que H est dense dans F si et seulement si H+ = {0}.

Proposition 7.10.4. Soient (E, || |), (F, || ||") deuz espaces normés et T € L(E; F).
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T* est injective.
(i) T(E) est dense dans F'.

Démonstration. D’aprés la proposition 7.10.3, on a ker(T*) = T(E)*t. Donc T* est
injective si et seulement si T(E)*+ = {0}. On déduit de la remarque précédente que T
est injective si et seulement si T(E) est dense dans F'. [ |

Remarque 7.10.6. Il résulte de la proposition 7.10.3 que si E et F' sont des espaces
normés et si T € L(F; F) telle que T*(F™*) soit dense dans E*, alors T est injective. Mais
la réciproque n’est pas toujours vraie. En effet, on a vu que 'on a ¢, C ¢! C £2 C ¢y C £
et que le dual topologique de ¢! est £>° et le dual topologique de ¢? est ¢2. Soit T
I'application identité de ¢* dans £2, alors T est injective et T*(¢?) = ¢*> C ¢, donc
T*(¢%) n’est pas dense dans £>°. En fait, d’adhérence de £ dans (£*°, || ||~) est co.

Proposition 7.10.5. Soient (E, || ||), (F, || ||') deuz espaces de Banach et T € £L(E; F).
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T* est surjective.

(ii) T est injective et T(E) est fermé dans F.
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Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 7 du supplément.

Proposition 7.10.6. Soient (E, || ||), (F, || ||') deuz espaces de Banach et T € £L(E; F).
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T est surjective.
(ii) T* est injective et T*(F*) est fermé dans E*.
Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 7 du supplément.

Proposition 7.10.7. Soient (E, || ||), (F, || ||") deuz espaces de Banach etT € £(E; F).
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T(E) est fermé dans F.
(i) T*(F*) est fermé dans E*.

Démonstration. Montrons d’abord 'implication (i) = (ii). D’apres la proposition
6.4.4, on a le diagramme commutatif suivant :

E r F
7
)

~

E/ker(T

ot T est une application linéaire continue injective. Comme on a Tor =T et est
surjective, alors on a T'(E/ker(T)) = T(E). Puisque T'(E) est fermé dans F, il résulte
de la proposition 7.10.5 que (T)" est surjective. Comme on a T* = 7 o (T')", alors
T*(F*) = Im(7*). D’apres le théoréme 7.10.1, on a Im(7*) = ker(T)*+, d’ott T*(F*) =
ker(T)*. Par conséquent, T*(F*) est fermé dans E*. -

Montrons I'implication (ii) = (i). L’espace T'(F) est de Banach. Soit S € Z(F; T(E)),
définie par : pour tout x € E, on a S(x) = T(x). Alors on a Im(S*) = Im(T™), voir
remarque 7.10.2. Donc Im(S*) est fermé dans E*. Comme S est d’image dense, il résulte
des propositions 7.10.4 et 7.10.6 que S est surjective. Autrement dit, on a S(E) = T(E).
Orona S(E)=T(FE), dou T(E)=T(E). Donc T(E) est fermé dans F. |

7.11 Exercices

Exercice 7.1. En utilisant le théoreme de Baire, montrer qu’un espace de Banach F
n’admet pas de base algébrique dénombrable.

Solution. Supposons que E possede une base algébrique dénombrable B = (e, ),,>0. Pour
tout n > 0, notons F;, le sous-espace vectoriel de E engendré par {eq,...,e,}. Alors on
a k= ngan' Comme F,, est de dimension finie, alors F;, est fermé. Comme F est de

o
Banach, c’est un espace de Baire, donc il existe n > 0 tel que F}, # (), d’oti on a E = F},,
voir exercice 6.9. C’est une contradiction, car E est de dimension infinie.

Exercice 7.2. Montrer que tout espace de Banach de dimension infinie n’est pas o-
compact, mais il pourrait étre séparable.
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Solution. Soit F un espace de Banach de dimension infinie. Si F était o-compact, alors
il existerait une suite (K,),>0 de compacts dans E telle que E = goK"' Comme F
nz

est un espace de Baire, alors il existe n > 0 tel que K, # (). Donc il existe z € K, et
r > 0 tels que B'(z,r) C K,. On en déduit que B'(x,r) est compact, et donc E est
de dimension finie, ce qui est contraire a I’hypothese. Donc tout espace de Banach de
dimension infinie n’est pas o-compact. On a vu, exercice 6.34, que pour tout p € [1, 400,
I’espace P est de Banach séparable de dimension infinie.

Exercice 7.3. Soient F, F' deux espaces normés et 7' : E — F une application linéaire
continue et ouverte. Montrer que si E' est de Banach, alors F' est de Banach.
Solution. D’apres le théoreme 6.7.1, F' est de Banach si toute série d’éléments de F'
normalement convergente est convergente dans F. Soit (y,)n>0 une suite dans F telle
que Z llynll” < +o0. D’apres la proposition 7.1.1, il existe M > 0 tel que pour tout
n>0
y € F, il existe x € E tel que T'(x) =y et ||z|| < M ||ly||’. Pour tout n > 0, soit x,, € F tel
que T(z,) = yn et ||zn]| < M ||y,]/’. On en déduit que la série Z |z, || est convergente,
n>0
donc la série Z T, est convergente dans F car E est de Banach. Comme T est continue,
n>0
on en déduit que la série Z Yn est convergente dans F.
n>0
Exercice 7.4. Soient E et F' deux espaces de Banach. Soient 7" une application de F
dans F et S une une application de F* dans E* telles que pour tout x € E et tout
f e F* onait (T(x), f) = (x,S(f)). Montrer que 'on a T € Z(E; F) et S =T*.
Solution. Vérifions d’abord que T est linéaire. Soient x,y € E et A € K. Pour tout
feF* ona:

(T(x+Xy), f) = (z+My,5()
{2, S(f)) + My, S(f))

= (T(), ) + MT(y), f) = (T(x) + AT(y), f) .-

On déduit du corollaire 7.7.1 que 'on a T'(z+Ay) = T'(x)+ AT (y), donc T est linéaire. Pour
vérifier la continuité de T, il suffit de montrer que G(T'), le graphe de T, est fermé dans

E x F. Soit (z,z) € G(T), alors il existe une suite (z,,)n>0 dans E telle que 11133 Tp =T
- n—r—+00

et lim T(x,) = z. Pourtout n > 0et tout f € F*, ona (T(x,), f) = (xn,S(f)), dou:

n—-+oo

(z.f) = lim (T(zn), f) = lim (2, S(f)) = (z,5(f)) = (T'(x), f).

n—-+oo n—-+oo

Par conséquent, on a T'(x) = z. Donc le graphe de T est fermé, d’ou T € Z(FE; F). Pour
tout f € F* et tout x € E, on a (z,T*(f)) = (T'(x), f) = (x,S(f)), dou T*(f) = S(f).
Donc on a § =T*.

Exercice 7.5. Soient E, F' deux espaces de Banach et T : E — F une application
linéaire. On suppose que pour tout f € F* la forme linéaire foT : E — K est
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continue. Montrer que T est continue .
Solution. Pour montrer que T est continue, il suffit de montrer que le graphe de T
est fermé dans E x F. Soient (z,y) € E X F et (x,)n>0 une suite dans E telle que

(@n, T'(zn)) n_)—+>oo(x,y). Dot on a x, et et T(zp) WY Puisque, pour tout

feF* ona fol € E*, onen déduit que f(T'(xy)) = f(y) et foT(zy) " foT(x).
n—+400 n—100

Donc on a foT(x) = f(y). Il résulte du corollaire 7.7.1 que 'on a T(x) = y. Par

conséquent, le graphe de T est fermé.

Exercice 7.6. Soit F = R[X] I’espace vectoriel des polyndmes réels d’une variable muni

1 1
de la norme || f| = / |f(t)|dt. Posons B(f,g) = / f()g(t)dt. Montrer que B est une
0 0

forme bilinéaire sur £ x E, séparément continue, mais non continue.
Solution. Il est clair que B est une forme bilinéaire sur £ x E. On a |B(f,g)| <

t t |B < t d B est sé 6 t ti .
(max £(©)) gl et 1B(f.9)| < (max lg(0)) /]l donc B est séparément continue

Supposons que B est continue, d’apres la proposition 6.5.1, il existe une constante M > 0
telle que pour tout f,g € E, on ait |B(f,g)| < M| f| |lg||. Pour tout n > 1, soit f,, = t",
on a || fn] = n%H et B(fn, fn) = ﬁ, d’on pour tout n > 1, on a Mﬁ, ce
qui est impossible. Donc B n’est pas continue.

2n-+1 S

Exercice 7.7. Pour tout (z,y,2) € R x R?, on pose B(z,y,z) = (zy,zz). Montrer que
B est une application bilinéaire continue surjective de R x R? sur R?, mais B n’est pas
une application ouverte.

Solution. Il est clair que B est une application bilinéaire continue surjective de R x R?
sur R2. Soit U = {(x,y,2) ERxR?; —1<x<1,y>0,2>0,ety+z<1},alors
U est un ouvert de R x R?, On vérifie facilement que I'on a B(U) = {(0,0)} U {(a,b) €
R?2:;a>0,b>0eta+b<1}U{(a,b) ER?>;a<0,b<0, et —1<a-+b}, donc
B(U) n’est pas ouvert dans R%. Par conséquent, B n’est pas une application ouverte.

Exercice 7.8. Soit E' un espace normé et D un sous-ensemble de E. On suppose que
pour tout f € E*, 'ensemble f(D) est borné dans K. Montrer que D est borné dans F.
Solution. Soit J : E — E** = Z(E*; K) lapplication canonique. Pour tout « € E
et tout f € E*, on a J(x)(f) = f(z). Par hypothese, pour tout f € E*, I'ensemble
{J(z)(f) ; = € D} est borné dans K. Alors on déduit, par le théoreme de Banach-
Steinhaus, que J(D) est borné dans E**, donc D est borné dans E car J est une
application isométrique.

Exercice 7.9. Soient E = {f € C'([0, 1], R); f(0) =0} et F = C([0, 1], R). On munit
E et F de lanorme || f|| ., = sup |f(z)|. Considérons I’application dérivée
0<z<1

F

D: E —
fo—f

1. Montrer que D est linéaire bijective non continue, mais D' est continue.

2. Montrer que G(D), le graphe de D, est fermé dans E x F.

TOn verra, théoréme 10.2.2, que ce résultat est encore valable sans supposer E et F' de Banach.
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Solution. 1. Il est clair que D est linéaire et bijective. L’application D! associe &
toute application f € F sa primitive nulle en 0. Autrement dit, on a D7(f)(z) =
x

/ f@ydt, o [D7H(f)(2)] < [y If @) dt < [J | fllscdt < ]| fllos < || flloc, done on a

0
ID7L(F)lloo < ||f]loo- Par conséquent, D=1 est continue. Pour tout n > 1, soit f,,(t) = t",
alors on a || f,, || o = 1, mais || D(f,) ||, = n, donc D n’est pas continue.
2. Soit (fn)n>0 une suite dans E telle que la suite (fy, f},)n>0 converge vers (f,g) dans
lespace normé produit E x F. Pour tout = € [0, 1] et pour tout n > 0, on a :

Fulo) = fula) = £20) = [ Futorde.
0
Comme (fy,)n>0 converge vers f dans (E, || ||«), alors on a nll)l}_loo fn(z) = f(z). Comme

(f})n>0 converge vers g dans (F, || ||« ), alors on a 11)1}_1 / L) dt = / g(t) dt, voir

proposition 5.2.5. Par conséquent, on a f(x) = / g(t)dt, d’ott f'(x) = g(x). Donc on a
0
(f,g9) € G(D). Ainsi, G(D) est fermé dans F x F'.

Exercice 7.10. On considere l'espace vectoriel ¢, muni de la norme || |-

1. Pour tout = (z)n>0 € ¢, on pose S(z) = ((n + 1)xn)n>0. Montrer que S est
une application linéaire non continue de ¢, dans c. et que le graphe de S est fermé.

2. Pour tout @ = (z,)n>0 € Cc, on pose T'(z) = (24 Montrer que 1" est une

n+1 )nZO :
application linéaire continue bijective non ouverte de c. dans c..

Solution. 1. Il est clair que S est linéaire. L’application S n’est pas continue car pour

tout n > 0, on a [e,llc = 1 et ||S(en)]lcc = n + 1. Montrons que le graphe G de S est

fermé. Soient (z,y) € G et (& )r>0 une suite dans c. telle que (£, S(&x)) N (z,y). On
- —+00

ay = (Th,n)n>0 €t & = (Tn)n>0. Puisque pour tout n, k > 0, on a |2k, —xn| < ||€k—2||0o
et [(n 4+ Dakn — Unl < [[SEk) — Ylloo, alors on a g, —> @y et (n+ Dk — Yn.
k—s—4o00 k——+oco

On en déduit que pour tout n > 0, on a y,, = (n+ 1)z, donc y = S(x). Par conséquent,
G est fermé.

2. 11 est clair que T est linéaire. Pour tout = € ¢, on a ||[T(2)|c < [|2] 00, donc T est
continue. Ona T oS =1id., et SoT =id._, donc T est bijective et on a T—! = S. Puisque
T est bijective, alors T est ouverte si et seulement si 7! est continue. Or T=! = S n’est
pas continue, donc T n’est pas ouverte.

Exercice 7.11. On considére 'espace vectoriel ¢y muni de la norme || ||o. Pour tout
= (Tn)n>0 € co, on pose T'(x) = (i—ﬁ)nw. Montrer que 7" est une application linéaire
continue non ouverte de co dans o et que T'(cp) est dense dans co.

Solution. Il est clair que 7T est linéaire. Pour tout = € ¢g, on a || T(2)|lco < ||2] 0, donc
T est continue. On a ¢ = T'(c.) C T'(co) et ¢ est dense dans ¢g, on en déduit que T'(¢o)
est dense dans cg. Montrons que T n’est pas ouverte. L’application T' est ouverte si et
seulement si il existe » > 0 tel que B(0,r) C T(B(0,1)), voir proposition 7.1.1. Soit
r > 0, il existe N € N tel que (N + 1)§ > 1. Solent y = Jen et © = (,)n>0 € o



7.11. Exercices 329

tel que T'(z) = y, alors on a zy = (N +1)5 > 1, dott # ¢ B(0,1). Par conséquent,
B(0,r) ¢ T(B(0,1)), donc T n’est pas ouverte.

Une autre méthode pour montrer que T n’est pas ouverte. Si T est ouverte, alors T est
surjective, donc pour montrer que 7' n’est pas ouverte, il suffit de montrer que T n’est
pas surjective. Soit y = (W%H)n>0 € ¢p. S'il existe x = (zp)n>0 € co tel que T'(x) =y,
alors pour tout n > 0, on a x,, = 1, ce qui est impossible. Donc T n’est pas surjective.

Exercice 7.12. On considere l'espace vectoriel ¢, muni de la norme || |-

1. Pour tout entier n > 0 et tout * = (zp)n>0 € ce, 00 pose @,(z) = (n + 1)x,.
Montrer que (¢n)n>0 est une suite non bornée dans ¢ mais que, pour tout z € c,
la suite (¢n,(2))n>0 est bornée dans K.

n
2. Pour tout entier n > 0 et tout & = (2, )n>0 € ¢, On pose fp(x) = Zxk. Montrer

k=0
que f, est une forme linéaire continue sur c..
o0
3. Montrer que lapplication f : z = (z,)n>0 — E T, est une forme linéaire non
n=0
continue sur ¢, et pourtant pour tout x € ¢., on a f(z) = lim f,(x).

n—-+oo

Solution. 1. Pour tous ¢ = (Zn)n>0, Y = (Un)n>0 € cc et A € K, on a xz + Ay =
(Tr, + AYn)n>0. Soit n >0, on a :

en(z+Ay) = (n+ Dfzn + Ayn] = (n+ Dan + An + Dyn = @n(@) + Apn(y)

donc ¢, est linéaire. On a |y, (z)| = |(n + 1)z, | < (n+ 1)||2]| s, donc ¢, est continue et
ona |lgn]| <n+1.Oronagp,(e,) =n+1,dou|e,| =n+1. Par conséquent, (¢n)n>0
est une suite non bornée dans c}. Soit © = (z,,)n>0 € ¢, alors il existe p € N tel que pour
tout n > p+ 1, on ait x,, = 0. Alors on a {p,(z) ; n > 0} = {zo, 221,...,(p+ 1)z,,0}
qui est un ensemble fini, donc la suite (¢n(z)),>0 est bornée dans K.

2. 1 est clair que f, est linéaire. On a |f,(z)| < Z |zk] < (n+ 1)||%]|co, done f,, est

k=0
n

continue et on a || fp]| <n+1.Siz = Zek, alors on a ||z]|ec =1 et fr(z) =n+1, donc
k=0
[fnll =n+1.
3. Il est clair que f est linéaire. Il reste a vérifier que f n’est pas continue. Pour tout
n

n >0, soit &, = Zek, alors on a |, ]| = 1 et f(&,) = n + 1. Donc il n’existe aucune
k=0

constante M > 0 telle que pour tout x € E, on ait |f(z)] < M||z|lco. Par conséquent, f

n’est pas continue.

Exercice 7.13. Soient (E, || ||) et (F, || ||') deux espaces normés. Soit (fy)n>0 une suite
dans Z(E; F). On suppose que pour tout z € E, la suite (f,(z))n>0 converge dans
(F, ||']l) et on pose f(z) = lm f,(x).

n—oo

1. Montrer que f est une forme linéaire, mais que f n’est pas toujours continue.
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2. On suppose en outre que la suite (|| fn||)n>0 est bornée. Montrer que f est continue.
Donner un exemple montrant que l'on n’a pas nécessairement lim || f, — f|| = 0.
n—oo

Solution. 1. Pour tout z,y € F et tout A € K, on a :

fle+dy) = Tm fo(z+Xy)

n—-+oo

= lim  fo(x)+ Mu(y)

n—-+oo

= Jm fa(z) +A Hm fuly) = f(2) +Af(y).

Donc f est linéaire. L’application n’est pas toujours continue, ceci résulte de 'exercice
précédent.

2. On suppose qu’il existe une constante M > 0 telle que pour tout n > 0, on ait
| fnll < M. Alors pour tout x € E, on a || fu(x)||" < |[full [|2]] < M]z|. On passe a la
limite, on trouve || f(z)|" < M|z||, donc f est continue. Si E = ¢., F = K et pour tout
T = (Tn)n>0 € Cc, on pose fn(x) = xp, alors f, € E*, || fn]] =1 et pour tout = € ¢, on
a nan;Ofn(x) =0, donc f =0, maison a ||f, — f|| = ||fn]] = 1.

Exercice 7.14. Soient (E, || ||), (F, || ||") deux espaces normés, (fy)n>0 une suite bornée
dans Z(E; F) et f € £(E; F). Soit D une partie totale dans E. Montrer que si la suite
(fn(x))n>0 converge vers f(x) pour tout x € D, alors il en est de méme pour tout = € E.
Solution. Soit M > 0 tel que pour tout n > 0, on ait || f,|| < M. Soit G le sous-espace
vectoriel de E engendré par D. Alors G est dense dans E, et pour tout a € G, on a
fn(a) "D f(a). Solent = € E et ¢ > 0, alors il existe a € G tel que ||z — al| < e. On

a fu(z) = f(2) = fu(z) = fula) + fula) = fa) + fa) = f(z) dou [[fn(z) — f(2)" <
M|z —al| + || fu(a) = f(a)||" + | f]| ||z — a]|. Comme on a f,(a) ST f(a), alors il existe

N € N tel que pour tout n > N, on ait || f,(a) — f(a)]|’ < e. Done, pour tout n > N, on
a | falz) = f(2)]|" < (M 41+ f|])e. Par conséquent, on a E&l fn(z) = f(2).

Exercice 7.15. Soient (E, || ||) un espace normé, D une partie totale de F et F un
espace de Banach. Soit (f,)n>0 une suite bornée dans Z(E; F'). Montrer que si pour
tout « € D, la suite (fp(x))n>0 est convergente dans F, alors il existe f € Z(E; F) tel
que, pour tout z € E, on ait nkrfm fn(z) = f(2).

Solution. Soit M > 0 tel que pour tout n > 0, on ait || f,|| < M. Soit G le sous-espace
vectoriel de E engendré par D. Alors G est dense dans E, et pour tout a € G, la suite
(fn(a))n>o est convergente dans F. Montrons d’abord que pour tout z € E, la suite
(frn(x))n>o est convergente dans F'. Soient = € E et ¢ > 0, alors il existe a € G tel que
|z — al| < e. Pour tout n,m € N, on a :

[fn(@) = fm (@)’ [fn(@) = frl@)ll" + [ fn(a) = fm(a)ll" + [ fm(a) = fn (@)

M|z —all + | fu(a) = (@)l + M ||z — al| -

IN

IN

Or la suite (fn(a))n>0 est convergente, donc elle est de Cauchy. Par conséquent, il existe
N € N tel que pour tout n,m > N, on ait || fr(a) — fm(a)]’ < e. On en déduit que pour
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tout n,m > N, on a || fo(z) — fm(z)]’ < (2M + 1)e. Donc la suite (f,,(x))n>0 est de
Cauchy, donc elle est convergente car F' est un espace de Banach. Pour tout z € E, on
pose f(z) = hI—Irl fn(x). Alors, d’apres lexercice 7.13, on a f € Z(F; F).

n—-+0o0o

Exercice 7.16. Soient F un espace normé, F' un espace normé de dimension finie et
T : E — F une application linéaire surjective. Montrer que T est une application
ouverte.

Solution. Soit G un sous-espace vectoriel de F tel que dim(G) = dim(F) et tel que F
soit la somme directe algébrique des ker(T') et G. D’apres la remarque 7.3.1, la projection
naturelle w5 : E — G est une application linéaire surjective et ouverte. Pour tout x € F,
on a T'(z) = T'(m2(z)) et on pose S(ma(x)) = T(x). Alors S est une application linéaire
bijective de G sur F et le diagramme suivant est commutatif.

T

AG/S

Comme on a dim(G) = dim(F) < 400, alors S est un homéomorphisme. Or on a
T = S omy, donc T est une application ouverte.

E

F

Exercice 7.17. Soient E un espace normé et f : E — K une forme linéaire non
continue. Montrer que pour tout ouvert non vide U de F, on a f(U) =K.

Solution. D’apres 'exercice précédent, f est une application ouverte. Comme f n’est
pas continue, alors pour tout r > 0, f(B(0,7)) est un ouvert convexe non borné de K. En
plus, pour tout A € K tel que |A\| < 1,ona Af(B(0,r)) = f(AB(0,r)) C f(B(0,7)). Onen
déduit que f(B(0,r)) = K. Soit U un ouvert non vide de E. Alors il existe x € U et > 0
tels que z + B(0,7) C U. Dot on a f(x) + f(B(0,r)) C f(U). Or on a f(B(0,r)) =K,
il en résulte que f(U) =K.

Exercice 7.18. Soient F, F' deux espaces normés et T': E — F une application linéaire
non nulle et non injective. Montrer que T n’est pas une application fermée.

Solution. Puisque T est non nulle et non injective, alors il existe deux vecteurs non nuls
e1 et eg dans E tels que T'(e;) = 0 et T'(ea) # 0. Soit A = {tel +sey; st=1ett,se R},
alors A est un fermé de E car A C H = Vect(eq,e2) et H muni de la topologie induite
par E est homéomorphe & R? et I'ensemble {(z,y) € R? ; 2y = 1} est fermé dans R?.
Mais ensemble T'(A) = {\T'(e2) ; A € R} \ {0} n’est pas fermé dans F.

Exercice 7.19. Soient E un espace de Banach et T': E — £°° une application linéaire.
Pour tout n > 0, soit f, : £*° — K la forme linéaire continue définie par f,(z) = zp,
pour tout = (Zn)n>0 € £°°. Montrer que T est continue si et seulement si pour tout
n >0, f, oT est continue de E dans K.

Solution. Comme pour tout n > 0, f, est une forme linéaire continue sur ¢°°, il en
résulte que si T est continue, alors pour tout n > 0, f, o T est continue.
Réciproquement, supposons que pour tout n > 0, f,,oT est continue. Pour tout « € F, on
alfnoT () =|fn(T(x))| < ||T(2)]co- Par le théoréme de Banach-Steinhaus, corollaire
7.2.1, il existe une constante M > 0 telle que pour tout n > 0 et pour tout x € E, on ait
|frnoT(x)] < M |x|. Dot pour tout « € E, on a ||T(z)||c = sup|fn o T ()| < M ||z|.

n>0
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Donc T est continue.

Exercice 7.20. Soient (F, | ||), F deux espaces de Banach et T : E — F une
application linéaire continue et surjective. Montrer que pour toute suite (yn)n>0 dans
F, convergente vers un y € F, il existe une suite (z,),>0 dans E, convergente vers un
x € E telle que T(x) =y et T(x,) = yn, pour tout n > 0.

Solution. D’apres la proposition 6.4.4, le diagramme suivant est commutatif.

T

~

E/%ker(T)

E

En plus, T est une application linéaire continue et bijective. Comme FE/ker(T) est
un espace de Banach, il résulte du théoreme de l’application ouverte que T est un
homéomorphisme. Par conséquent, il suffit de montrer ’exercice pour l'application 7.
Soient H un sous-espace vectoriel fermé de E et 7 : B — E/H application quotient.
Soit (Yn)n>0 une suite dans I'espace normé quotient E/H, convergente versuny € E/H.
Comme 7 est surjective, il existe une suite (2, )n>0 dans E et x € E telle que n(z) =y
et m(zn) = Yn, pour tout n > 0. Par définition de la norme quotient Il sur E/H, pour
tout 7 > 0, il existe hy, € H tel que ||z — 2, — hn|| < |y — ynl" + 745 Pour tout n >0,
on pose Ty = zn + hy, alors (x,),>0 est une suite dans E, convergente vers x telle que
m(x) =y et m(xn) = yn, pour tout n > 0.

Exercice 7.21. Soient (E, || ||) un espace normé et E* son dual topologique. Soit (2, )n>0
une suite dans E telle que pour tout f € E*, la série Z f(x,) soit convergente dans K.

n>0
+oo
Montrer que S : f — Z f(zy,) est une forme linéaire continue sur E*.
n=0
n
Solution. Pour tout > 0 et pour tout f € E*, soit S,,( Z f(x). West clair que S,
k=0

est une forme linéaire sur E*. On a |S,(f)| < Z If(zi)| < |If] Z lzk]|. Donc S, est

aussi continue. Pour tout f € E*, la suite (S, (f ))n>0 est convergente vers S(f). Comme
E* est un espace de Banach, il résulte du corollaire 7.2.3 que S est une forme linéaire
continue sur E*.

Exercice 7.22. Soient F, F' deux espaces normés, M un sous-espace vectoriel de E et
T : M — F une application linéaire continue telle que T'(M) soit de dimension finie.
Montrer qu’il existe une application linéaire continue S : F — F' prolongeant T telle
que S(E) =T(M).

Solution. Puisque tout espace normé de dimension finie est linéairement homéomorphe
& un certain K™, voir corollaire 6.6.1, on peut considérer que l'on a T(M) = F = K".
Pour tout ¢ € {1,...,n}, soit p; : K® — K la projection canonique. Alors f; = p; o T
est une forme linéaire continue sur M. D’apres le théoreme de Hahn-Banach, théoreme
7.7.3, il existe une forme linéaire continue g; sur E prolongeant f;. Soit S = (¢1,...,9n),
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alors S est une application linéaire continue de £ dans K™ prolongeant T'.

Exercice 7.23. Soient E un espace normé et M un sous-espace vectoriel fermé de E tel
que D’espace vectoriel quotient E/M soit de dimension finie.

1. Montrer que M admet un supplémentaire topologique dans F.

2. Soient F un espace normé et T : M — F une application linéaire continue. En
déduire qu’il existe une application linéaire continue S : E — F' prolongeant T'.

Solution. 1. Soit H un sous-espace vectoriel de dimension finie de F tel que E soit
la somme directe algébrique de M et H. Soit mo : E — H la projection naturelle.
Puisque H est de dimension finie et puisque ker(ma) = M est fermé dans FE, il résulte
de la proposition 6.6.1 que 7y est continue. Par conséquent, la projection naturelle
m : E — M est continue. On déduit de la proposition 7.3.2 que E est la somme
directe topologique de M et H.

2. Soit S = Tomy, alors S est une application linéaire continue de E dans F' prolongeant T'.

Exercice 7.24. Soient (E, || ||) un espace normé et T : E* — K une forme linéaire.
Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E*. Montrer qu’il existe xg € E tel
que pour tout f € F, on ait T(f) = f(x¢). Montrer que si T est de plus continue et si
e > 0, on peut choisir zg tel que ||zo|| < [|T]| + €.

Solution. Si F' = {0}, le résultat est évident. Supposons donc F non nul et soit
J1,--+, fn une base algébrique de F. Comme F' est de dimension finie, alors 7, est
linéaire continue. Donc il existe une constante M > 0 telle que pour tout \; € K, on ait
IMT () 4+ AT ()l = [T S1) + -+ A fo)|l < M A + - 4 Anfall. Soit
e > 0. D’apres le théoreme de Helly, il existe 2o € E tel que pour tout i € {1,...,n}, on
ait fi(xo) =T (fi) et ||xo|| < M +e. Par conséquent, pour tout f € F,ona T'(f) = f(zo)
et on a ||zl < M 4. Si T est déja continue, il suffit de prendre M = ||T||.

Exercice 7.25. Soient (E, || ||) et (F, || ||) deux espaces normés.

1. Soient f € E* et y € F. On définit Ty, : E — F par Ty (x) = f(x)y. Montrer
que Ty, € Z(E; F) et que on a [Tyl = [ £ |yl

2. On suppose F' # 0. Montrer que E* est isométriquement isomorphe & un sous-
espace vectoriel fermé de Z(F; F).

3. On suppose E # 0. Montrer que F' est isométriquement isomorphe & un sous-espace
vectoriel fermé de L (E; F).

4. On suppose E # 0. Montrer que F' est de Banach si et seulement si Z(F; F') est
de Banach.

Solution. 1. Comme 'application A — Ay est linéaire continue de K dans F', alors T,
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est linéaire continue de £ dans F. Autrement dit, on a Ty, € Z(E; F). On a :

ITryll = sup [[f(x)yll

lzll<1

sup | f ()] [lyll
Izl <1

Iyl sup [f(x)] = llyllIf]].
lzli<1

2. On suppose F # 0. Soit yo € F tel que ||yo|| = 1. Alors 'application

T: E* — Z(E;F)
f — Ty,

est linéaire continue et isométrique. Comme E* est de Banach, alors T'(E*) est fermé
dans Z(FE; F).
3. On suppose E # 0. Alors on a E* # 0, et soit fy € E* telle que ||fol] = 1. Alors
I’application
S: F — Z(BE;F)
y — Ty
est linéaire continue et isométrique. Vérifions que S(F) est fermé dans .Z(E; F'). Soit

g € S(F). Alors il existe une suite (yn)n>0 dans F telle que la suite (S(yn))n>0 converge
vers g dans Z(F; F). Soit a € FE tel que fo(a) # 0. On a g(a) = EIE fola)yn,

donc la suite (yn)n>0 converge vers y = % dans F. Pour tout x € E, on a g(x) =

HI_P fo(@)yn = fo(z)y, Aot g = S(y). Donc S(F) est fermé dans Z(F; F).
n—-—+0oQ

4. Si F est de Banach, il résulte de la proposition 6.3.3 que £ (F; F') est de Banach.
Réciproquement, si Z(E; F) est de Banach, alors S(F) est de Banach, et donc F' est de
Banach.

Exercice 7.26. Soient (E, || ||) et (F, || ||) deux espaces normés. Montrer que .Z(E; F*)
est isométriquement isomorphe a Z(F; E*).

Solution. Soit Jr : F' — F** Papplication canonique, voir proposition 7.9.1. On vérifie
alors facilement que ’application

Z(E; F*) — ZL(F; EY)
T — T*oJp

est linéaire bijective et isométrique.

Exercice 7.27. Soient (E, || ||) un espace de Banach et T : E — ¢! une application
linéaire continue et surjective.

1. Montrer qu’il existe une suite bornée (a,),>o dans E telle que T'(a,) = €, pour
tout n > 0.

2. Montrer que ¢! est linéairement homéomorphe & un sous-espace de E.
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Solution. 1. D’apres le théoreme de I’application ouverte, T' est une application ouverte.
Par conséquent, il existe r > 0 tel que By C T(Bg(0,7)). Or, pour tout n > 0, on a
e, € By, donc il existe une suite (an)n>0 dans Bg(0,r) telle que T'(a,) = e, pour tout
n > 0.

2. Considérons 'application suivante :

S — F
+oo
(/\n)nZO — Z)\n an
n=0

Alors S est linéaire continue. En plus, on a T'0 S = idy:. Soit F' = S(F), alors F' est un
sous-espace vectoriel de E et S est linéaire et c’est un homéomorphisme de ¢! sur F.

Exercice 7.28. Soit (E, || ||) un espace normé séparable. Montrer qu’il existe une suite
(fn)n>o0 dans Sg-, séparante pour E. Autrement dit, montrer qu’il existe une suite
(fn)n>o0 dans E* telle que :

(a) Pour tout n >0, on ait || f,|| = 1.

(b) Pour tout z,y € E tels que x # y, il existe n > 0 tel que f,(z) # fn(y). Autrement
dit, on a oner(fn) = {0}.

Solution. Soit (z,,)n>0 une suite dense dans Sg = {z € E ; ||z|| = 1}. Par le théoréme
de Hahn-Banach, corollaire 7.7.1, il existe une suite (f,,)n>0 dans E* telle que pour tout
n >0, on ait f,(x,) = ||xn]| =1 et || fn| = 1. Pour montrer (b), il suffit de montrer que
pour tout x € S, il existe n > 0 tel que f,(x) # 0. Soit x € S, il existe n > 0 tel que
|2, — 2| < 5. Doltona:

1= fu(@)] = |falzn) = fu(@)] < I fall lzn — 2l = lon — 2l < 5.

Donc on a f,(z) # 0.

Exercice 7.29. Soient (E, || ||) un espace normé séparable et ( f;);c; une famille dans Sp-
telle que n ker(f;) = {0}. Montrer qu’il existe un sous-ensemble au plus dénombrable .J
1€

de T tel que _QJ ker(f;) = {0}.
Solution. Soit A = QI{ZZZ € E; |fi(z)] < 1}. Alors A est une partie non vide, convexe,

équilibrée, fermée et on a By C A. Soit ua la jauge de A. D’apres le théoréeme 7.6.2 et la
proposition 7.6.2, 14 est une semi-norme sur E telle que A ={z € E; pa(z) <1} etil
existe une constante M > 0 telle que pour tout z € E, on ait 0 < pa(z) < M |z|. Soit
x € E tel que z # 0. Alors il existe ¢ € I tel que f;(x) # 0. Par conséquent, on a st K ¢ A.
Il résulte aussi du théoreme 7.6.2 qu’en fait p 4 est une norme sur E. Puisque 'application
identité idg : © — x est continue de (E, || ||) dans (E, pa), alors espace normé (E, p4)
est aussi séparable. Puisque pour tout « € A et pour tout ¢ € I, on a |f;(x)| < 1, alors
fi est aussi continue pour la norme g 4. Quitte & remplacer la norme || || par la norme
[t4, Oon peut supposer que 'on a B = ZQI{;E € E; |fi(x)] <1}. On en déduit que pour

tout 7 > 0, on a B'(0,r) = QI{ZZZ € E; |fi(z)] < r}. Comme (E, || ||) est séparable, il

existe une suite (z,,)n>0 dense dans Sg. On a B'(0,3) = .ﬂl{x € E; |fi(z)| <3}, donc
- 1€
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pour tout n > 0, il existe i, € I tel que |f;, ()] > 5. Soit J = {in ; n > 0}, alors J est
un sous-ensemble au plus dénombrable de I. Vérifions que l'on a o ker(f;) = {0}. Soit
1€

z € Sp. Alors il existe n > 0 tel que [lz — z,|| < 3. On a:

3 = i @) < Ifin (@n) = |fi @) < i, (@n) = fio, @) < fir | l2n = 2l = 20 — 2]l < 7.
Donc on a 1 < |fi, (z)|. En particulier, on a f;, (z) # 0, dott z & 0 ker(f;) = {0}. Par
1€

conséquent, on a ﬂJ ker(f;) = {0}.
1€

Exercice 7.30. Pour 0 < o < 1, soit u, la suite, uq = (a™)p>0. Montrer que le sous-
espace V' de ¢g engendré par (uq)o<a<1 est dense dans co.

Solution. D’apres le corollaire 7.7.3, le sous-espace vectoriel V' est dense dans

(co, || lso) si et seulement si toute forme linéaire continue sur ¢o dont la restriction &

V est nulle est nulle. Soit f € cp*, alors il existe un unique (an)n,>0 € ¢* tel que pour
+oo

tout © = (2 )n>0 € co, On ait f(z) = Z Gn Ty, VOIr proposition 7.4.3. On suppose que

n=0
+oo

fiv = 0. Alors pour tout « €]0, 1], on a Z ana™ = 0. Il s’agit de montrer que pour tout

n=0
n >0, on a a, = 0. Sl existe n > 0 tel que a,, # 0, alors N = inf{n > 0 ; a, # 0}
“+o0

existe dans N et on a ay # 0. Donc, pour tout a €]0, 1], on a Z ana™ = 0. Soit € > 0,

n=N
+oo

alors il existe Ny > N tel que Z |an| < . On en déduit que pour tout a €10, 1[, on

n=~Nop+1
—+o0

a g la"Na,| < e. Comme on a :
n=~Nop+1

—+o0
aN+aN+1a+---+aN0aN°_N+ E a" Na, =0
n=~Nop+1

alors, pour tout a €]0, 1[, on a |an + any100+ -+ + an,a™° V| < . On fait tendre o
vers 0, on obtient |ayn| < e. Ceci étant vrai pour tout € > 0, donc on a ay = 0, c’est une
contradiction. Donc, pour tout n > 0, on a a, =0, d’ou f = 0.

Exercice 7.31. Soit H un sous-espace vectoriel d’un espace normé E. Montrer que si H
et H' sont séparables, alors E est séparable. -
Solution. Puisque H est séparable si et seulement si H est séparable, et puisque 'on a

H-=H L, on peut considérer que H est fermé dans E. Supposons que H et H* sont
séparables. D’apres le théoreme 7.10.1, H' est isométriquement isomorphe & (E/H)*,
donc (E/H)* est séparable. D’apres la proposition 7.7.2, U'espace FE/H est alors séparable.
Donc H et E/H sont séparables. Il résulte de la proposition 6.8.4 que E est séparable.

Remarque 7.11.1. Si E est un espace normé séparable et si H est un sous-espace
vectoriel de E, alors H* n’est pas toujours séparable. Par exemple, si £ = ¢! et H = {0},
alors E est séparable mais H' = ¢> ne l’est pas.
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Exercice 7.32. Soit (F, || ||) un espace normé. Pour ¢ € R et pour f € E*, on pose
H(f,t) = {z € E; Re(f(x)) < t}. Soit B un sous-ensemble non vide convexe fermé
dans E. Montrer qu’il existe une famille (¢;);c; dans R et une famille (f;);c; dans E*
telles que B = iQIH(fi,ti).

Solution. D’apres le corollaire 7.8.1, pour tout € E \ B, il existe f, € E* et un réel
t, tels que Re(f.(b)) < t. < Re(fz(z)), pour tout b € B. Alors on a B C H(f,,t:) et
x & H(fs,t;). Par conséquent, on a B = eg\ H(ferts).

Exercice 7.33. Soit f : £*° — K une forme linéaire telle que pour tout x = (xy,)n>0 €
£, avec x, > 0, pour tout n > 0, on ait f(z) > 0. Montrer que f est continue.
Solution. Pour tout A € K, on identifie A & la suite constante égale & A. On a f(1) =
a > 0. Soit (z,)n>0 € £°°, avec x, € R, pour tout n > 0. Alors, pour tout n > 0, on a
|2]|ooc — n >0, d’011 0 < f(||2]lcc — ) = a||z]|oo — f(2). Donc on a f(z) < al|z||e. On a
aussi — f(z) = f(—2) < al|—2]o0 = al|z]os, don[f(#)] < af|z] 0. Soit 2 = (2n)n>0 € £,
alors il existe = (zn)n>0,¥ = (Yn)n>0 € £ tels que z = x4 iy et pour tout n > 0, on a
Zn = Tn+iYn, Tn,Yn € R. Doncon a [|zf| < [2]loc, [[¥[loo < [I2]loo €t f(2) = f(2)+if (y),
dou |f(2)| < |f(@)|+]f ()| < al|z]|cotal|ly|loe < 2a||z||oo- Par conséquent, f est continue.

Exercice 7.34. Soit H le sous-espace vectoriel de £°°, défini par :

H = {x = (yn - yn+1)n20 ; (yn)ngo S ZOO} .

1. Soient d la distance sur £°° associée & la norme || || et 1 la suite constante égale
a 1. Montrer que l'on a d(1, H) = 1.

2. Montrer que l'on a cq C H.

Solution. 1. On a 0 € H et d(1,0) = ||1||oc = 1, dou d(1, H) < 1. Soit :

2= (Yn — Yn+1)n>0 € H, avec (yn)n>0 € £°°. Pour tout n > 0, soit t,, la partie réelle de
Yn, alors (tn)n>0 € 0, € = (tn —tnt1)n>0 € Hetona d(l,2) = ||1 — 2|loc > ||1 — 2||c-
S’il existe n > 0 tel que t,, — t,41 < 0, alors on a |1 — ||« > 1. Si pour tout n > 0, on a
ty, —tn+1 > 0, alors (t,)n>0 est une suite décroissante et minorée dans R. Donc lim ¢,

n—-+oo
existe dans R, d’ot on a hrf ty, —tpnt1 = 0. On en déduit que l'on a [|1 — 2|l > 1,
n—+0oo
d’out d(1, H) > 1. Par conséquent, on a d(1,H) = 1.
Une autre méthode pour montrer que l'on a d(1,H) > 1. Soit z = (Y, — Yn+1)n>0 € H,
n—1
avec (Yn)n>0 € €°°. Alors on a Z[z [Zz } n = Yo — Yn — n. Donc on
k=0

a |n = lyo — gl < Zm — 1] < nllz = oo, d'0t |1 = L]y — yul| < [z = 1. Par

conséquent, on a d(l,H) > 1 car lim n|y0 —yn| = 0.
n—+o0o

2. Soit y = (Yn)n>0 € £°°. Pour tout p > 0, soit &, = (Yn+p)n>0, alors &, € £ et on a
p—1

&—Epr1 € H.Onay—& =66 = ) [¢—E] dotty—E, € H.Siy = (yu)nxo € co,
j=0

alorson a lim [|&]lcc =0, d'ott y € H. Par conséquent, on a ¢y C H.

p—+o0
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Exercice 7.35.

1. Montrer l'existence de f € (£°°)" satisfaisant aux propriétés suivantes :

= [[flf="1et f(1) =1.
- Stz = (Tp)n>o € £, telle que Er}rl T, = A existe dans K, alors on a
f(@) = A

— Pour toute élément x = (z,,)n>0 € £, on a f((Zn+1)n>0) = f((@n)n>0)-

2. Montrer que f ne provient pas d’'un élément de ¢'. En déduire que ¢! n’est pas
réflexif.

Solution. 1. Soit H le sous-espace vectoriel de £°°, défini comme dans ’exercice précédent.
D’apres le corollaire 7.7.2, il existe f € (£>°)" telle que f(1) = d(1,H) = 1, f(H) =0

et || f]] = 1. Soit ® = (zp)n>0 € £ tel que lim z, = A, existe dans K, alors on
- n—-+oo

ar—\Ec CH,dou f(z) — X = f(x — \) = 0. Pour tout = = (2,)n>0 € £,

(mn)nZO - (xn+1)n20 € H, d’ot on a f((wn-l-l)nzo) = f((xn)nzo)'
+oo

2. Soit a = (ay)n>0 € ' et T, € (£>°)" définie par T, (z) = Z anTy. Il $’agit de montrer

n=0

que f # T, voir proposition 7.4.3. Pour tout p > 0, soit &, = (tp.n)n>0 € £°° défini par :

—+oo
tpn =0s10<n<pett,,=1sin>p Alorsona f(§) =1et T,(§) = Z .-
n=p+1
D’oli on a liIJP To(&p) =0, donc f # T,,. Autrement dit f ne provient pas d’un élément
p——+00

de ¢*. Par conséquent, ¢! est inclus strictement dans (¢>°)*. Donc ¢! n’est pas réflexif.

Exercice 7.36. Montrer l'existence d'un élément non nul f € (£*°)" tel que la restriction
de f & ¢y est nulle. En déduire que f ne provient pas d’un élément de ¢' et que ¢! n’est
pas réflexif.

Solution. Puisque ¢y est un sous-espace vectoriel fermé dans £°° et ¢y # £°°, d’apres le
corollaire 7.7.2, il existe f € (£>°)" telle que f # 0 et la restriction de f & ¢g soit nulle.
Si f provenait d’un élément de ¢!, d’apres la proposition 7.4.3, on aurait f = 0, ce qui
est impossible. Par conséquent, £* est inclus strictement dans (£*°)*. Donc ¢! n’est pas
réflexif.

Exercice 7.37. Soient (E, || ||) un R-espace vectoriel normé et A, B des sous-ensembles
convexes disjoints non vides de E.

1. Montrer que si A et B sont ouverts ils peuvent étre séparés strictement par un
hyperplan affine fermé.

o
2. On suppose A# (. Montrer que A et B peuvent étre séparés par un hyperplan
affine fermé.

Solution. 1. D’apres le théoreme de Hahn-Banach 7.8.1, il existe f € E* et o € R tels
que pour tout a € A et pour tout b € B, on ait f(a) < a < f(b). Supposons qu’il existe
by € B tel que f(by) = . Soit « € E tel que f(z) = 1. Comme B est un ouvert de FE,
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alors il existe € > 0 tel que by — ex € B. D’'onon a f(by —ex) = a — e < a, ce qui est
impossible. Donc, pour tout b € B, on a a < f(b).

2. On suppose que A est non vide. On a déja vu, exercice 6.11, que dans ce cas, on a
A= A. Comme A est ouvert convexe et A# (), il existe f € E* et a € R tels que pour

tout a €A et pour tout b € B, on ait f(a) < a < f(b). D’olt pour pour tout a € A et
pour tout b € B, on a f(a) < a < f(b). Par conséquent, pour tout a € A et pour tout
be B,ona f(a) < a< f(b).

Exercice 7.38. Donner un exemple dans R? de deux convexes fermés disjoints non vides
qui ne peuvent pas étre séparés strictement par un hyperplan affine fermé.

Solution. Soient A = {(z,y) € R*; z € Ret y <0} et B={(z,y); v €Rety >e"}.
Alors A et B sont des convexes fermés disjoints non vides de R?. Soit f : R? — R une
forme linéaire (continue) non nulle sur R2. Alors il existe (o, ) € R? tel que (o, 8) # (0,0)
et pour tout (z,y) € R? on ait f(z,y) = ax + By. Supposons que A et B peuvent étre
séparés strictement par un hyperplan affine fermé, alors il existe v € R tel que pour tout
x € R et pour tout y < 0, on ait ax + fy < v < az + fe”. En prenant © = y = 0, on
obtient 0 < . Si a > 0, alors on a zgmoo ax+ e’ <0, douy <0, ce qui est impossible.

Sia<0,ona lim ar=+oco,douy=-+00, ce qui est impossible. Dans tous les cas,

r— — 00
on arrive & une contradiction. Donc A et B ne peuvent pas étre séparés strictement par
un hyperplan affine fermé dans R2.

Remarque 7.11.2. Soit A = {(z,y) € R? ; y < 0} U {(2,0); 1 <z < 2}, alors A est
un sous-ensemble convexe non vide de R? tel que (0,0) ¢ A, mais A et (0,0) ne peuvent
pas étre séparés strictement par un hyperplan affine fermé.

Exercice 7.39. Soient (E, || ||) un R-espace vectoriel normé de dimension finie et A, B
des sous-ensembles convexes disjoints non vides de E. On se propose de montrer que A et
B peuvent étre séparés par un hyperplan affine fermé. Soit C' un sous-ensemble convexe
non vide de E tel que 0 ¢ C.

1. Soit (z,)n>1 une suite d’éléments de C' qui est dense dans C. Pour tout n > 1, soit
n n
C, = {Ztixi ;61 >0,...,t, >0, Zti = 1}. Montrer que C), est convexe et
cornpactf:1 =
2. Montrer qu'il existe f,, € E* tel que || fu|| =1 et fn(z) < 0, pour tout x € C,.
3. En déduire qu’il existe f € E* tel que || f|| =1 et f(x) <0, pour tout = € C.
4. En déduire que A et B peuvent étre séparés par un hyperplan affine fermé.

Solution. 1. Il est clair que C), est convexe. D’apres la proposition 6.1.3, on a C,, C C.
Puisque [0, 1]™ est compact et 'application

o, 1" — E

n
(t1ntn) Ytz
i=1
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est continue, alors (), est compact.

2. D’apres le théoreme 7.8.1, pour tout n > 1, il existe f, € E* tel que pour tout x € C),,
on ait f,(x) < f,(0) = 0. De plus, on peut supposer || f,|| = 1.

3. Comme E* est de dimension finie, alors la sphere unité dans (E*, || ||) est compacte.
Donc, il existe une sous-suite (fy, )k>1 de (fn)n>1, qui converge vers f € E*, d’oli on a
Il = 1. Soit = € nglC’n, alors il existe N > 1 tel que pour tout p > N, on ait x € C),.

Alors pour tout k E N,onan; >k >N, douzxz € C,, etalors on a f,, (z) < 0.
Comme on a f(x) = klim fn, (z), alors f(x) < 0. Comme glCn est dense dans C et f
— 400 n

est continue, on en déduit que pour tout z € C, on a f(x) < 0.

4. Soit C = A — B, alors C est un convexe non vide de E tel que 0 ¢ C. D’apres 3, il
existe f € E* tel que f # 0 et pour tout a € A et pour tout b € B, on ait f(a—b) <0.
Soit o = biggf(b), alors « € R et on a f(a) < a < f(b), pour tout a € A et pour tout

beB.

Exercice 7.40.

1. Soient (F, || ||) un R-espace vectoriel normé et A, B des sous-ensembles convexes
de E tels que A — B soit dense dans E. Montrer que A et B ne peuvent pas étre
séparés par un hyperplan affine fermé.

2. Soit E = {ac = (Tn)n>0 € 0z, € R, pour tout n > O} alors F/ est un R-espace
vectoriel. On munit F de la norme || ||;. Soient A et B les parties de E définies
par A = {x = (zp)n>0 € E; x, = 0, pour tout n > 1}, B = {(E = (p)n>0 €
E ; |n*zn + n| < xo, pour tout n > 1}. Montrer que A et B sont des convexes
fermés disjoints qui ne peuvent pas étre séparés par un hyperplan affine fermé. (On
pourra approcher z € E par a —boua € A, b€ Betb, = —# a partir d’'un
certain rang ).

Solution. 1. Supposons le contraire et soient f € E*, non nulle, et a € R tels que pour
tout a € A et pour tout b € B, on ait f(a) < a < f(b). Alors pour tout a € A et pour
tout b € B, on a f(a—b) <0. Comme A— B est dense dans E, alors f(z) < 0 pour tout
x € E,dou f =0, ce qui est impossible.

2. On a A = Reg, donc A est un R-sous-espace vectoriel de dimension 1 de E. Par
conséquent, A est convexe et fermé dans E. Il est clair que 'on a AN B = 0.

Vérifions que B est fermé dans E. Soit ({x)r>0 une suite dans B, qui converge vers un
élément x = (zp)n>0 € E. Pour tout £k > 0, on a & = (zkn)n>0 € E. Alors, pour

tout n > 0, on a klim Tk = Tn. Or pour tout & > 0 et pour tout n > 1, on a
—+o0

[n3zk.n + n| < xp0. On fait tendre k vers I'infini, on obtient |n3z,, + n| < zq, pour tout
n > 1, donc z € B. Par conséquent, B est fermé dans F.

Vérifions que B est convexe. Soient & = (Z)n>0,Y¥ = (Yn)n>0 € B et t €]0, 1[. On a
te+ (1 —t)y = (txy, + (1 — t)yn)n>0. Pour tout n > 1, on a :

[n3(twn + (1= t)yn) + 0| = [n(ten + (1= t)yn) +tn+ (1 - t)n|

= [t zn +n) + (1= t)(n’yn + n)

IN

tin3x, +n|+ (1 —t)|n3y, +n| < txg+ (1 —t)yo.
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Donc on a tz + (1 — t)y € B. Par conséquent, B est convexe.
Pour montrer que A et B ne peuvent pas étre séparés par un hyperplan affine fermé, il
suffit de montrer que A — B est dense dans E. Solent = (z,,)n>0 € E et € > 0. Alors il

“+o0 —+oo
existe N € N* tel que Z |z, | < 5 et Z L < £. Solent by = max {1+ | —n’z, +
n=N+1 n=N+1
n|; 1<n< N}, by =—x1,...,by = —ay et b, = —, pour tout n > N + 1. Soient
agp = bo + xp et ap, =0, pour tout n > 1. Alorsa € A, b€ Betona:
“+o0 +oo
la—b—2x|: < Z || + Z L<ete=c.
n=N+1 n=N+1

Donc A — B est dense dans E.

Exercice 7.41. Soit N un hyperplan fermé d’un espace de Banach (E, || ||). Montrer
que pour tout € > 0, il existe une projection continue P : E — F telle que |P|| < 2+¢
et Im(P) = N.

Solution. Il existe f € E* telle que ||f]| = 1 et ker(f) = N, et il existe a € E tel que
f(a) = 1 et ||la|]] < 1+ &, voir propositions 6.3.6 et 6.4.4. Pour tout € E, on pose
P(z) = z— f(x)a. Alors P est une projection continue de E dans FE telle que ||P|| < 2+4¢
et Im(P) = N.

Exercice 7.42. Soient (F, || ||) un espace de Banach et F un sous-espace vectoriel de
dimension finie de . Montrer que F admet un supplémentaire topologique.
Solution. Soit {ej,...,e,} une base de F. Pour tout x € F, il existe un unique

n
(M, A\n) € K" tel que =z = Z/\i e;. On pose ¢;(x) = \;, alors ¢; est une forme
i=1
linéaire sur F. Puisque F' est de dimension finie, les ¢; sont continues. Par le théoreme
de Hahn-Banach, on prolonge chaque ¢; en une forme linéaire continue ¢; sur F. On

pose G = ‘%1 ker(g;). Alors G est un sous-espace vectoriel fermé de E. Pour montrer
i=
que G est un supplémentaire topologique de F', d’aprés la proposition 7.3.2, il suffit de
montrer que G est un supplémentaire algébrique de F'. Soit x € F' N G, alors il existe
n
(A, .., A\n) € K™ tel que z = Z)‘i e;, et pour tout 4, on a 0 = @;(x) = w;(x) = \;, ot
2 =0.Doncona FNG = {0}. Soit x € E, alorsona z =z — Znﬁz(z) e; + Z@(z) e,
i=1

=1

avec Z vi(r)e; € Fetx— Z @i(z)e; € G. Donc on a E = F' 4+ G. Par conséquent, E
i=1 i=1
est la somme directe algébrique des F' et G.

Exercice 7.43. Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace de Banach (E, || ||).

1. Montrer que si F' est fermé dans E et de codimension finie, alors tout supplémentaire
algébrique de F est aussi un supplémentaire topologique.

2. Soit N un sous-espace vectoriel de dimension finie de E*. Montrer que N est un
sous-espace vectoriel de codimension finie de E.
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Solution. 1. Puisque F est de codimension finie, alors tout supplémentaire algébrique de
F est de dimension finie, donc il est fermé dans F . Par conséquent, tout supplémentaire
algébrique de F est aussi un supplémentaire topologique, voir proposition 7.3.2.

2. Soit {f1, -+, fn} une base de N et considérons I’application linéaire suivante :

p:FE — K"

Si ¢ n’est pas surjective, alors il existe une forme linéaire non nulle sur K" qui s’annule
sur p(E), donc il existe un élément non nul (ay, ..., a,) de K" tel que pour tout x € E, on

n n
ait Z a;fi(x) =0, d’ou Z a;f; = 0, ce qui est impossible car la famille {f1,--- , f} est
i=1 i=1
libre. Donc ¢ est surjective. Par conséquent, il existe ey, - - - , e, € E tels que pour tout 4, j,
on ait fi(e;) = d;; . On en déduit que les (e;)1<i<n sont linéairement indépendants. On
vérifie facilement que Pespace vectoriel engendré par les (e;)1<i<y est un supplémentaire
algébrique de +NV .

Exercice 7.44. Montrer qu’il n’existe aucun T € £ (¢?; (') surjective.

Solution. S’il existe T' € Z(¢%; ¢!) surjective, d’apres les propositions 7.1.4 et 7.10.6,
alors T* : 0" — " est un homéomorphisme sur son image. Or on a (! = (>,
02" = (% et (? est séparable, ceci implique que ¢*° est séparable, ce qui est impossible.
Donc il n’existe aucun T' € £ (£?; (1) surjective.

Exercice 7.45. Montrer qu’il n’existe pas d’application linéaire continue bijective de ¢g
sur 1.

Solution. Supposons qu’il existe une application linéaire continue bijective T' : ¢ — £1.
Alors ladjoint T : (£1)* = > — (cg)* = ! est lindaire continue et bijective, ce qui
est impossible car ¢! est séparable mais £ ne I’est pas.

Pour plus d’exercices, voir le supplément associé a ce livre.



Chapitre 8

ESPACES DE HILBERT

N s’intéresse dans ce chapitre aux K-espaces de Banach, ou K = R ou C, dont la
O norme est définie par un produit scalaire. Ceci généralise imméc}iatement le cas de
n 2
lespace de dimension finie K™, muni de la norme ||z||2 = (Z |:1c1-|2)
i=1

8.1 Formes sesquilinéaires et formes hermitiennes

Définition 8.1.1. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Une application f : £ — F
est dite semi-linéaire ou antilinéaire lorsque, pour tout x,y € E et tout A € K, on a :

flaty)=fl2)+fly) et fQz)=Xf(z).

Lorsque K = R, semi-linéaire coincide avec linéaire. Si F' = K, f est dite forme semi-
linéaire.

Définition 8.1.2. Soit £ un K-espace vectoriel. Une forme sesquilinéaire sur F est
une application ¢ : E x E — K, vérifiant, pour tout x,z’,y,y’ € E et tout A\, u € K, les
propriétés suivantes :

i) plz+2',y) = (@, y) + o' y) et oAr,y) = Ap(z,9);

i) oz, y +y') =p(x,y) +o(x,y) et ol,py) =pe(z,y).

Autrement dit, une forme sesquilinéaire sur un K-espace vectoriel E est une application
¢: Ex E — K telle que :

i) pour tout y € E, lapplication x — p(z,y) soit linéaire;
ii) pour tout = € E, Papplication y — ¢(z,y) soit semi-linéaire.

Définition 8.1.3. Soit F un K-espace vectoriel. Une forme hermitienne sur E est
une application ¢ : E x E — K telle que, pour tout z,z’,y € E et tout A € K, on ait :

o+, y) =, y) +o'y) , eQz,y) = p(z,y) et p(y,z) = p(z,y).

343
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Remarque 8.1.1. Soit £ un K-espace vectoriel.
1. Toute forme hermitienne sur E est aussi une forme sesquilinéaire sur E.

2. Lorsque K = R, une forme hermitienne sur E est tout simplement une forme
bilinéaire symétrique sur E.

3. Lorsque K = R, une forme sesquilinéaire sur F est simplement une forme bilinéaire
sur F.

4. Si ¢ est une forme sesquilinéaire sur F, alors pour tout =,y € E, on a ¢(z,0) =
¢(0,y) = 0.

On vérifie facilement la proposition suivante :

Proposition 8.1.1 (identité de polarisation). Soient E un K-espace vectoriel et
r,y € E.

1. Sip: Ex E— K est une forme bilinéaire symétrique sur E, on a :
o(z,y) = 3lel@+y,a+y) —pl@ -y z-y)].
2. SiK=C etsip: ExFE— C est une forme sesquilinéaire sur E, on a :
p(r.y) = @ty z+y) —p@—y, o —y) +ip(e+iy, e +iy) —ip(e —iy, x—iy)] .

La proposition précédente nous dit que si ¢ est une forme bilinéaire symétrique ou une
forme sesquilinéaire sur un C-espace vectoriel, pour connaitre ¢, il suffit de connaitre
@(z,x) pour tout x.

Corollaire 8.1.1. Soient E un C-espace vectoriel et p : E x E — C une application.
Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) ¢ est une forme hermitienne sur E.
(ii) @ est une forme sesquilinéaire sur E, et pour tout © € E, on a p(z,z) € R.

Démonstration. L’implication (i) = (ii) est triviale. Montrons I'implication (ii) =
(2). Soit ¥(z,y) = p(x,y) — p(y,x). Alors ¢ est une forme sesquilinéaire sur F et pour
tout x € E, on a ¢(z,z) = 0. Par l'identité de polarisation, ¢» = 0, donc pour tout
x,y € E,on a p(x,y) = ¢(y,x). Par conséquent, ¢ est une forme hermitienne sur £. N

Définition 8.1.4. Soient E un K-espace vectoriel et ¢ : £ X E — K une forme
hermitienne sur E.

1. Le noyau de ¢ est Uensemble ker(yp) = {z € E ; p(z,y) =0, pour tout y € E}.
C’est un sous-espace vectoriel de E.

2. On dit que ¢ est non dégénérée lorsque ker(p) = {0}.
3. On dit que ¢ est positive si ¢(x,z) > 0 quel que soit « € E.

4. On dit que ¢ est définie positive si ¢ est positive et non dégénérée.
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Théoréme 8.1.1 (inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit ¢ une forme hermitienne
positive sur un K-espace vectoriel E. Alors pour tout x,y € F, on a :

lo(z,y)|* < oz, 2) oy, y) -

On en déduit que @ est définie positive si et seulement si pour tout x € E\ {0}, on a
e(x,xz) > 0.

Démonstration. Soient x,y € E. Pour tout A € K, on a :
0 < gz + Ay, +Ay) = (2, 2) + Mp(y,y) + Ap(y, 2) + Ap(2,y) -
En prenant A = ty(z,y), avec t € R, on obtient pour tout ¢ € R, 'inégalité
2 2
0 < p(z, ) + (@, ) ey, y) + 2tle(z, )"
Si ¢(y,y) = 0, en faisant tendre ¢ vers —oo, on obtient que |¢(z,y)| = 0, donc on
a |o(z,y))® = oz, 2)e(y,y). Si ¢(y,y) # 0, on prend t = (_7), on obtient alors
Py, Y
2 2
n (@ y)I” _,lele,y)l
e(y,y) ey, y)

Proposition 8.1.2. Soit p une forme hermitienne positive sur un K-espace vectoriel E.
Alors Uapplication x — \/m est une semi-norme sur E. Si ¢ est définie positive,

alors © — \/p(x,x) est une norme sur E.

Démonstration. Pour tout x € F et tout A € K, on a :

ViAz, A\x) =/ Mp(z, ) = A/ o(z, 7).

Pour tout x,y € E, on a :

0< p(z,) , ot on a |p(z,y)|* < p(@,2) ey, y). |

o(r+y,z+y) o(x, ) + oy, y) + 2Re(p(z,9))

<z z) + 0y, y) + 2le(x, )

< p(@z) + e, y) + 2/, 7) Vel(y, y)
= (Ve + Ve w)

Dot on a \/p(z +y,2 +y) < \/o(x,2) + \/¢(y,y). Donc application x — /p(z, )
est une semi-norme sur E. Si ¢ est définie positive, alors on a \/p(z,z) =0 < = =0,
donc  — /¢(x,x) est bien une norme sur FE. [ |

8.2 Produits scalaires et espaces de Hilbert

Définition 8.2.1. Soit F un K-espace vectoriel. Un produit scalaire sur E est une
forme hermitienne définie positive sur E. Autrement dit, un produit scalaire sur E est
une application :
(,): ExE — K
(z,y) — (z,9)
vérifiant, pour tous z,x’,y € E et tout A € K, les propriétés suivantes :
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L (z+a2',y) = (z,y) + (2, y) et (A\z,y) = Nz, y).

2. (y,2) = (2,9
3. (z,z) > 0.
4. (z,2) =0 < z=0.
Le nombre (z,y) est appelé le produit scalaire des z et y.

D’apres la proposition précédente, tout K-espace vectoriel muni d’un produit scalaire

(x,y) — (x,y) est donc un espace normé pour la norme définie par z — ||z|| = /(z,y)
et, naturellement, un tel espace est toujours considéré comme un espace métrique pour
la distance correspondante d(z,y) = ||v — y|| = /{(x —y,z — y) .

Définition 8.2.2. 1. Un espace préhilbertien est un couple (E, ( , )), ou E est
un K-espace vectoriel et (, ) est un produit scalaire sur E.

2. Un espace euclidien est un R-espace préhilbertien de dimension finie.
3. Un espace hermitien est un C-espace préhilbertien de dimension finie.

4. Un espace de Hilbert ou espace hilbertien est un espace préhilbertien qui est
aussi de Banach pour la norme associée au produit scalaire.

Remarque 8.2.1. Soient (F, (, )) un espace préhilbertien et y,z € E tels que pour
tout = € E, on ait (x,y) = (z,z), alors on a y = z. En effet, pour tout z € E, on a

(z,y — z) = 0. En prenant z = y — z, on obtient ||y — z||*> = 0, dot y = .

Exemple 8.2.1. 1. Le produit scalaire usuel sur R" est défini par :

n
(x,y) = > 2y
j=1

onx = (1, ...,%n), ¥y = (Y1,...,yn) € R™.

2. Le produit scalaire usuel sur C™ est défini par :

n
(,y) = Z Ty
=1

onz=(x1,...,&n), y= (Y1,-..,yn) € C™
3. Sur K", tout produit scalaire définit une structure d’espace de Hilbert.

4. Rappelons que 2 est I’espace vectoriel des suites de scalaires (z,,),>0 pour lesquelles

. 2
la série E |z, |” converge. Alors 2 est un espace de Banach pour la norme | |2

n>0
1

définie par : pour tout z = (x,)n>0 € €2, on a |z|2 = ( e |xn|2)§ Soient
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T = (Tp)n>0, Y = (Yn)n>0 € 2. Pour tout n > 0, on a 2|z, yy,| < 20| + |yn)?, donc
la série de terme général z, 7, est convergente dans K. On pose :

—+oo
=D Tl -
n=0
Alors I'application ( , ) est un produit scalaire sur £2 et pour tout & = (z,)n>0 € £2,

on a ||z||2 = \/(z, ). Donc (£2, || ||2) est un espace de Hilbert.

Soit I un ensemble non vide quelconque. Rappelons, voir exercice 6.37, que £2(I)
désigne le K-espace vectoriel des familles (z;);c; dans K telles que la famille de
nombres réels positifs ( |$Z|2)z ¢ Soit sommable. Alors ¢%(I) est un espace de Banach
pour la norme || || définie par : pour tout x = (z;);e; € ¢*(I), on a :

1
ol = (D kel
iel

Soient x = (;)ier, ¥y = (yi)icr € £3(I). Pour tout i € I, on a 2|z;y;| < |az:1|2 + |y¢|2,
donc la famille (z;7;):er est sommable dans K. On pose :

((zi)ier, (Yi)ier) szyz .

iel
Alors Papplication ( est un produit scalalre sur £2(I) et pour tout x = (z;);es €
2(I), on a ||z|2 = \/ z,x). Donc (£2(I), || ||l2) est un espace de Hilbert.

Soit C([0, 1]) l'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] et & valeurs dans
K. Pour tout f,g € C([0, 1]), on pose :

1
- / f(Hgydt

On définit ainsi un produit scalaire sur C([0, 1]). Muni de ce produit scalaire,
C([0, 1]) est un espace préhilbertien, mais non un espace de Hilbert, voir exercice
2.32.

Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace préhilbertien (E, (, )). La restriction
du produit scalaire (, ) & F X F confere & F une structure d’espace préhilbertien.
De plus, si E est un espace de Hilbert, alors F' est un espace de Hilbert si et
seulement si F' est fermé dans E.

Si (Ev, (, )1)s---s(En, (,),) sont des K-espaces préhilbertiens, on définit sur
I’espace vectoriel produit £ = F; X --- X E,, le produit scalaire

n
E x]ayj
j=1

oz = (r1,...,24),y = (Y1,...,yn) € E. Muni de ce produit scalaire, F est dit
un espace de Hilbert si et seulement si pour tout j € {1,...,n}, (E;, (, >J) est un
espace de Hilbert. Dans ce cas, on dit que F est 'espace de Hilbert produit des
espaces de Hilbert (Ej, (, );).
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Remarque 8.2.2. Soient (E, (, )) un R-espace préhilbertien et E¢ le complexifié de
I’espace vectoriel réel E. Rappelons que E¢ est obtenu en munissant le R -espace vectoriel
E x E de la structure de C-espace vectoriel donnée par (a+1b)(z,y) = (ax — by, ay + bx)
(pour a,b € R et 2,y € F). On plonge F dans Ec¢ par application v :  — (x,0), de
sorte que (z,y) s’écrit u(x) + su(y). Pour tout (x,y), (¢',y’) € Ec, on pose :

(2, 9), (2,4 )e = (w,2") —ilx,y") +i(y,2") + (v, ') .

Alors (, ). est un produit scalaire sur E¢ qui en fasse un C-espace préhilbertien et tel que
pour tout z, y € F, on ait (u(z),u(y)). = (z,y). Autrement dit, E¢ a une structure de C-
espace préhilbertien dont la restriction & E induit sa structure de R-espace préhilbertien.

Proposition 8.2.1. Soit (E, (, )) un K-espace préhilbertien. Pour tout z,y € E, on a :

2 2 2
Lo lz+yl|” = [lz]” 4+ 2Re((z, ) + llylI”
2. {z, )| <|lz| ||yl (inégalité de Cauchy-Schwarz).

L’égalité est réalisée si et seulement si x et y ne sont pas linéairement indépendants.
3. Nz +yll’ + |z —ylI* = 2( z® + ||y||2) (identité du parallélogramme).

4 SiK=R, (x,9) = {(llz+y|* = |z —y|*).
; 1 2 2 . .2 . .2
5. SiK=C, (e,9) = 4(llz +yl* ~ llz —yl> +ille +iy)> il — iw]*).
Démonstration. 1. Soient x,y € F, on a :
lz+yl* = (@+yz+y)
= (z,2) +(z,y) + (y,2) + (¥, 9)
2 Ty 2
= |lzlI” + {z,y) + (z,y) + [yl
2 2
= |lzlI” + 2Re((z, »)) + [ly]"-

2. On a déja montré I'inégalité de Cauchy-Schwarz, théoreme 8.1.1, il reste a montrer
que I'égalité est réalisée si et seulement si z et y ne sont pas linéairement indépendants.
Supposons d’abord que x et y ne sont pas linéairement indépendants. Comme 1’égalité
est symétrique en x et y, on peut supposer qu’il existe A € K tel que x = Ay.

Alors on a :

l2]* = (&, ) = XXy, 9) = (A [l

et
2 2 2 4 2 2 2 2 2
Kz, )™ = My, 1™ = A [lyll™ = ATyl gl = Nzl [lyll™,

d’ou [(z,y)| = |lz| lyl-
Réciproquement, supposons que l'on a |(z,y)| = ||z] ||y||. Si y = 0, alors = et y ne sont
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pas linéairement indépendants. Supposons donc y # 0, alors on a ||y|| # 0. En s’inspirant

du théoreme 8.1.1, on calcule Hx — <|r’|:|y2> y|| , on trouve :
Y
2 20 12 2
@y 17 _ =zl lyll” = 9™
r - 2 = 2 =
lyll llyll
Par conséquent, on a z = (z,4) y. Donc z et y ne sont pas linéairement indépendants.

ly)l*
3. Soient x,y € F, on a :

lz+yl* +lz—yl> =(@+yz+y)+(@—y2-1y)
= (z,2) + (z,9) + (Y, 2) + (Y, y) + (x,2) — (z,9) — (¥, 2) + (¥, )

2 2
=2(llz]” + [lylI%) -
Les propriétés 4 et 5 sont des cas particuliers de la proposition 8.1.1. |

Proposition 8.2.2. Soit (E, {, )) un K-espace préhilbertien, muni de la norme associée
au produit scalaire, alors (x,y) — (x,y) est une application continue de E X E dans K.

Démonstration. Soit (z¢,y0) € E x E. Pour tout (z,y) € E X E, on a :

(z,y) = (o +2—20,Y0 +y—Y0) = (To,Y0) + (To, ¥ — Yo) + (T — 0, Yo) + (¥ — T0,y — Yo) -

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

(2, 9) = (20, 90)| < llzoll |y = yoll + [Iyoll llz — 2ol + [lz = ol ly — wol| -
Par conséquent, lapplication (x,y) — (x,y) est continue en (xq,yo)- [ |
Proposition 8.2.3. Le complété d’un espace préhilbertien est un espace de Hilbert.
Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 8 du supplément.

Remarque 8.2.3. Soit ¢ une forme hermitienne positive sur un K-espace vectoriel E.
Il résulte de l'inégalité de Cauchy-Schwarz que

F=ker(p)={z € E; pz,2) =0} ={z € E; ¢(zx,y) =0, pour tout y € E}

est un sous-espace vectoriel de E. Voir également propositions 7.5.1 et 8.1.2. Soit 7 :
E — E/F Yapplication quotient. Pour tout =,y € E et pour tout a,b € F, on a :

o(r +a,y+b) =p(x,y) + ¢(,b) + (a,y) + ¢(a,b) = p(z,y).

Par conséquent, si pour tout z,y € E, on pose (r(z),n(y)) = ¢(x,y), alors (, ) est un
produit scalaire sur l'espace vectoriel quotient E/F, et donc (E/F, {, )) est un espace
préhilbertien, appelé I’espace préhilbertien séparé de l'espace vectoriel £ muni de
la forme hermitienne positive . Le complété de 1'espace préhilbertien (E/F, (, )) est
appelé ’espace de Hilbert complété séparé de ’espace vectoriel F muni de la forme
hermitienne positive .
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8.3 Orthogonalité et théoreme de projection

Définition 8.3.1. Soit (F, (, )) un K-espace préhilbertien.

1. On dit que deux éléments x et y de E sont orthogonaux si 'on a (z,y) = 0. On
note alors x L y.

2. On dit que deux parties non vides A et B de E sont orthogonales si pour tout
x € A et pour tout y € B, on a (x,y) = 0. Dans ce cas, on note A L B.

3. Si A est une partie non vide de E, on appelle orthogonal de A et I'on note A+
I’ensemble des vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs de A, i.e.

At ={z€FE; (x,a) =0, pour tout a € A} .

Proposition 8.3.1 (théoréme de Pythagore). Soit (E, (, )) un espace préhilbertien.
Si (zi)1<i<n est une famille finie d’éléments deuz ¢ deux orthogonaux dans E, alors on

a
n 2 n
2
[ =l
i=1 =1

Démonstration. On a :

Proposition 8.3.2. Soit A une partie non vide d’un K-espace préhilbertien (E, {, )).
1. At est un sous-espace vectoriel fermé de E, et on a AN AL C {0}.
2. Ona AC (AH)*L.
3. OnaA" = AL = Veet(A)* .
4. Si A est dense dans E, alors on a A+ = {0}.

5. Si B est une partie non vide de E, on a (AN B)t = A+ N BL. Si A C B, alors
on a B+ C A+,

Démonstration. 1. Soient a € A, z,y € At et A € K. On a (z + \y,a) = (z,a) +
My, a) = 0, donc x + \y € A+. Par conséquent, AL est un sous-espace vectoriel de E.
Montrons que AL est fermé dans E. Soit (2,,),>0 une suite dans A+ qui converge vers un
élément z € E. D’apres la proposition 8.2.2, 'application (z,y) — (x,y) est continue,
donc on a nli)rf@(;vn,@ = (z,a). Or pour tout n > 0, on a (x,,a) = 0, d’ou (z,a) = 0.

Donc on a z € AL. Par conséquent, A+ est fermé dans E. Soit x € AN AL, alors on a
(z,x) =0, d’ott x = 0. Donc on a AN At C {0}.

2. Soit 2 € A. Pour tout y € A+, on a (x,y) = 0, donc = € (A+)+. Par conséquent, on a
A C (AL Comme (A1) est fermé dans E, alors on a A C (A1)*.
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3. Puisque I'on a A C Vect(A), alors Vect(A)" c AL. Réciproquement, soit z € AL,

alors pour tout a € A, on a (a,:c> = 0. Soit y € Vect(A), alors il existe ai,...,an, € A
et A,..., A, € K tels que y = Z/\ a;, d’ott on a (y,x Z/\ ai,xy = 0. Donc on
=1

—1
a x € Vect(A)". Par conséquent, on a At = Vect(4)". On a A C A, alors A~ C AL,
Réciproquement, soit x € A+. Soit y € A, alors il existe une suite (a,),>o dans A telle

. N -4 ,
que lim a, = y. Donc on a (y,z) = hrf (an,z) =0, d’ott & € A™. Par conséquent,
n—-+oo

n—-+oo
ona Al =74 .
4. Soit € AL. Comme A est dense dans E, il existe une suite (a,)n>0 dans A telle que
lim a, = . Alors on a ||z]|? = (z,2) = lim (a,,x) =0, d’ott z = 0. Par conséquent,
n—-4o0o n—-4o0o
on a At = {0}.
La propriété 5 est triviale. |

Définition 8.3.2. Soient (F, (, )) un espace préhilbertien et (x;);c; une famille d’élé-
ments non nuls de E.

1. On dit que (2;);cs est une famille orthogonale ou systéme orthogonal si les x;
sont deux a deux orthogonaux. Autrement dit, si pour tout i,j € I tels que i # j,
on ait (x;,z;) =0.

2. On dit que (x;);es est une famille orthonormale ou systéme orthonormal ou
encore systéme orthonormé si (x;);cr est une famille orthogonale et si de plus,
pour tout ¢ € I, on a (x;,z;) = 1.

Remarque 8.3.1. Soient (E, (, )) un espace préhilbertien et (x;);c; une famille d’élé-
ments de F.

1. La famille (x;);ecs est orthonormale si pour tout 4,5 € I, on a :

s )1 st i=7g,
<x“$ﬂ>_5w_{0 siij.

2. Tl est immédiat que si (x;);er est une famille orthogonale, alors la famille (H%” )
xX; ]
est orthonormale.
3. Toute famille orthogonale est algébriquement libre. En effet, soient J une partie
finie de I et (\;);es une famille d’éléments de K telles que Z Ajx; = 0. D’apres le
jeJ
2
théoreme de Pythagore, on a 0 = H Z /\jxjH = Z |/\j|2 l|#;]|%, donc on a \; =0,
jeJ et

Jje
pour tout j € J.

Proposition 8.3.3. Soit (H, (, )) un espace de Hilbert.

1. Soit (x;);er une famille orthogonale dans (H, ( , )). Alors la famille (x;);cr est
sommable dans H si et seulement si la famille (||xi|\2)iel est sommable dans R 4.

Dans ce cas, on a :
2 2
[ X =l
el el
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2. Soient (e;)icr une famille orthonormale dans (H, { , )) et (\;)icr une famille
d’éléments dans K. Alors la famille (Nie;)icr est sommable dans H si et seulement
si la famille (|)\i|2)iel est sommable dans R . Dans ce cas, on a :

[l = o
i€l

el

En plus, si on note x = Z Ai€;, alors pour tout i € I, on a {x,e;) = \;.
iel
Démonstration. 1. Puisque H est un espace de Banach, d’apres la proposition 6.7.2,

alors la famille (z;);er est sommable dans H si et seulement si elle vérifie le critére
de Cauchy. Soit J une partie finie de I. Puisque (z;);e; est une famille orthogonale,

2
=Y |lzi[*. Donc la famille (x;)ics
ieJ

d’apres le théoreme de Pythagore, on a H Z x;
=

vérifie le critere de Cauchy si et seulement si la famille (”171”2)1 o vérifie le critere de
Cauchy. Par conséquent, la famille (x;);c; est sommable dans H si et seulement si la
famille ( ||a:1|\2)l <; est sommable dans R . Supposons que (z;);er est sommable dans H

et soit x = le D’apres la proposition 6.7.3, il existe une suite croissante (I,),>1 de

icl
. . . ‘ 2 N2 TVmoans
parties finies de I telles que x = nll}rfoo Z x; et Z |z ]| = nll}I-lr-loo Z lz:]|”. D’apres
icl, icl i€l,
2
le théoreme de Pythagore, pour tout n > 1, on a ’ Z Ti|| = Z ||xl||2, on en déduit

icl, i€l,

2
que I'on a H sz = Z (BNl

il i€l
2. Pour tout ¢ € I, on pose z; = A\e;, alors la famille (x;);c; est orthogonale dans
H. Pour avoir le résultat, il suffit d’appliquer 1. Supposons maintenant que (\;e;);cr est

sommable dans H, et soit x = Z Aie;. Soit ¢ € 1. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

iel
Papplication y — (y, e;) est une forme linéaire continue de E dans K. Il résulte alors de
la proposition 6.7.6 que pour tout i € I, on a {(x,e;) = ;. [ |

Proposition 8.3.4. Soit (H, (, )) un espace de Hilbert.

1. Soit (xn)n>0 une suite de vecteurs deuz o deux orthogonaux dans H. Alors les
propriétés suitvantes sont équivalentes.

(i) La famille (x,)nen est sommable dans H.

(ii) La série Z Zn est convergente dans H.
(#i) La série Z | 2n|? est convergente.

(iv) La famille (||:1:n||2)neN est sommable.

2 o0 2 o0 5
=[| X ]| = 2l
n=0 n=0

Dans ce cas, on a H E Ty
neN
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2. Soient (en)n>0 une suite orthonormale dans (H, (, )) et (An)n>0 une suite d’élé-
ments dans K. Alors la série Z Anen est convergente dans H si et seulement si la

‘. 2
série E [An|” est convergente dans R 4. Dans ce cas, on a :

+oo 2
H Z Anén
n=0

+oo
=2l
n=0

“+o0
En plus, si on note x = Z Anén, alors pour tout n >0, on a (x,e,) = \y.
n=0

Démonstration. 1. L’implication (i) = (ii) est triviale, voir remarque 6.7.4.
Montrons 'implication (ii) = (iii). D’apres le théoréme de Pythagore, pour tout m >

m 2 m
n >0, on a H E ka = E ||z |, Donc la série E xy, vérifie le critere de Cauchy si
k=n k=n

et seulement si la série E |z ||” vérifie le critere de Cauchy. Par conséquent, la série

Z |2,]|* est convergente.

L’implication (iii) = (iv) résulte du corollaire 6.7.1. Enfin, implication (iv) = (i)

résulte de la proposition précédente.

Supposons maintenant que la famille (z,,),ecn est sommable dans H, alors on a Z Ty =
neN

n
Z Zp. D’apres le théoreme de Pythagore, pour tout n > 0, on a H Z ka = Z [E7AI
k=0

n=0
Z [

2. On applique 1 a la sulte (/\nen)nzo- Supposons & présent que la série Z/\nen est

Par conséquent, on a H E Tn

—+00
convergente dans H, et soit x = Z Anén. D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour
n=0
tout n > 0, I'application y — (y, e,,) est une forme linéaire continue de E dans K. Par
conséquent, pour tout n > 0, on a (z,e,) = \,. [ |

Proposition 8.3.5. Soient (E, { , )) un espace préhilbertien et A une partie convexe
non vide de E. Soient x € E et a € A. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) llv —all = d(z, A).
(ii) Pour tout z € A, on a Re({x —a,z —a)) <0.

Démonstration. Montrons 'implication (i) = (47). Soit z € A. Puisque A est convexe,
alors pour tout ¢ €]0, 1], on a (1 — t)a +tz € A, dou ||z — (1 — t)a — tz||> > ||z — a|>.
Comme on a :

lr = (1= tha—tz|* = Je—a—t(z—a)’

|z —a||® + t2]ja — z||* — 2tRe((z — a, z — a)) .
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On en déduit que pour tout ¢ €10, 1], on a 2Re((x —a, z—a)) < t||a — z||>. On fait tendre
t vers 0, on obtient Re({x — a,z —a)) < 0.
Montrons I'implication (i) = (i). Soit a € A tel que pour tout z € A, on ait
Re({(x —a,z—a)) <0. Alors on a :

lz ==2* = llz—a=(z—a)|
= |l —al®+lla—z|* — 2Re({z — a, 2 — a))
> |z —al*.

Par conséquent, on a ||z — a|| = d(x, A). |

Remarque 8.3.2. Notez que dans la proposition précédente, on n’a pas besoin de la
convexité de A pour montrer 'implication (ii) = (i).

Remarque 8.3.3. Pour comprendre la signification
de la propriété (ii) dans la proposition précédente,
considérons E comme un R-espace préhilbertien.
Pour tout y € E, soit ¢(y) = Re({x — a,y)). Alors
i est une forme R-linéaire sur F, et par 'inégalité
de Cauchy-Schwarz, ¢ est continue. Supposons que /
r & A On a o —a) = ||z —al> > 0, don z
o(x) > ¢(a). D’autre part, pour tout z € A, on a A
oz —a) =Re({(z —a,z—a)) <0, dou ¢(2) < p(a).

La propriété (ii) signifie que I’hyperplan affine fermé

F = ker(p)+a sépare le point = et 'ensemble convexe

A, voir définition 7.8.1.

8

Proposition 8.3.6. Soient (E, {, )) un espace préhilbertien et A une partie non vide
conveze de E. Soient x,y € E et a,b € A tels que ||z —al|| = d(x, A) et ||y —b|| = d(z, A).
Alors on a ||la —b|| < ||l —y||. En particulier, pour tout z € E, il existe au plus un point
a € A tel que d(z,A) = ||z — al.
Démonstration. Soit z =z —y — (a —b). Alors on a :

2 2 2 2

[z =yl = llz+ (@ =O)I" = [[2I" + lla = bl|" + 2Re({z,a — b)) .
D’autre part, on a :
Re((z,a—b)) = Re((z —y—(a—b),a—0b))
= —Re({(x —a,b—a)) —Re({y —b,a—1b)) > 0.

Par conséquent, on a ||z — y|| > |ja — b|. [ ]

Proposition 8.3.7. Soient (E, (, )) un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel
de E. Soient x € E et xg € F'. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) |z = xol| = d(z, F).

(i) © — 29 € F*. Autrement dit, pour tout y € F, on a {(x — x9,y) = 0.
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Démonstration. Montrons I'implication (i) = (i7). Soient y € F et A € K tels que
[A| =1 et (& — x0, \y) = —|(x — 20, y)|- Pour tout t >0, on a zg — tA\y € F, d’ott :

lz = wol|* = (d(z, F))* < ||z — w0 + tAy|* = [lz — wol|* — 2t — o, )| + £y

Par conséquent, pour tout ¢ > 0, on a 2|(z — zo,y)| < t|ly||>, dott (z — z0,y) = 0.
Autrement dit, on a & — zg € F*.

Montrons I'implication (i) = (7). Soit y € F', alors on a 2o —y € F. Par le théoréme de
Pythagore, on a ||z — y||* = ||z — xo + w0 — y[|* = |l& — zol|* + [lzo — ylI* > ||z — ao]?,
d’ot || — x| = d(z, F).

Théoréme 8.3.1 (théoréme de projection). Soient (E, (, )) un espace préhilbertien
et A une partie non vide conveze de E. On suppose de plus que A est compléte quand elle
est munie de la distance induite par la norme sur E (ce sera notamment le cas lorsque
E est un espace de Hilbert et A est une partie non vide convezxe et fermée de E). Pour
tout x € H, il existe un unique point a € A tel que :

|z —al| = d(z, A).
Ce point est appelé la projection de x sur A et noté Ps(x).

Démonstration. Soit (a,),>0 une suite dans A telle que ||z — ay,|| "y d(z,A). On
- n—-+oo

applique I'identité du parallélogramme aux points x — a,, et * — a,,, on obtient :

22 = an = an” + llam = anll* = 2(jl2 = an ]’ + 12 = an?).

N 2 2 2 an + am || .
Dot on a [|am — an||” = 2( ||z — an||” + ||z — am||”) — 4 T . Puisque A est
+ . +
convexe, on a % € A, doud(z, A) < Hx — %H. Donc on a :

lam = anl® < 2(Jl& = anll® + o = aml*) - 4(d(, 4))?.

Par conséquent, la suite (ay,)n>0 est de Cauchy dans A, donc elle converge vers un élément
a€ A.Dotona |z —al = 11111 |z — an|| = d(x, A). L'unicité du point a résulte de la
n—-+oo

proposition 8.3.6. [ |

Remarque 8.3.4. La conclusion du théoreme précédent est en particulier vraie si 'on
suppose que (E, ( , )) est un espace préhilbertien et que A est une partie non vide
convexe fermée dans E et que A est contenue dans un sous-espace vectoriel de E de
dimension finie.

Théoréme 8.3.2. Soient (E, (, )) un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel
de E. On suppose que F est de Banach pour la norme induite par E (ce sera notamment
le cas lorsque E est un espace de Hilbert et F est un sous-espace vectoriel fermé de E).
Alors on a :

1. L’application x — Pp(x) est linéaire continue de E sur F. De plus, pour tout
x € F, on a Pr(x) = x et on a |Pr|| = 1 si F # {0}. En particulier, on a
Pr o Pr = Pp.
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2. On a ker(Pp) = F+.

3. E est la somme directe topologique de F et F-. En particulier, pour tout x € E,
il existe un unique y € F et un unique z € F* tels que x = y + z. En fait, on a
y = Pr(z) et z =12 — Pp(x).

4. L’espace normé quotient E/F est isométriquement isomorphe a F*.

Démonstration. 1. Soient z,y € E et A € K. Alors on a Pp(z) + APr(y) € F et pour
tout z € F,on a (x + Ay — Pr(x) — APr(y),z) = (x — Pp(x),z) + My — Pr(y),z) = 0.
Donc on a x + Ay — (Pr(z) + APr(y)) € F*L. 1l résulte de la proposition 8.3.7 et du
théoreme 8.3.1 que 'on a Pp(x) + APr(y) = Pr(x + Ay). Donc Pr est linéaire. D’apres
la proposition 8.3.6, pour tout z,y € E, on a |Pr(z) — Pr(y)| < ||z — y||, donc P est
continue et on a ||Pp|| < 1. Pour tout z € F,onaz —2 = 0 € F*, donc Pp(z) = .
Par conséquent, Pp est surjective de FE sur F, et si F' # {0}, on a ||[Pr| > 1, don
| Pr|| = 1. Pour tout « € E, on a Pp(x) € F, dott Pp(Pr(z)) = Pp(z). Autrement dit,
on a Pr o Pr = Pp.

2. Soit z € E,on ax € ker(Pp) <= Pp(r)=0 <= 2 —-0¢€ F+ <= xc F*. Donc
on a ker(Pr) = F*.

3. Pour tout x € E, on a # = x — Pr(z) + Pp(x), avec Pp(x) € F et © — Pr(z) € F*,
donc on a F = F + F+. Soit z € FN F*, alors on a (x,2) = 0, ot & = 0. Donc on
a F'NF+ = 0. Par conséquent, E est la somme directe algébrique de F' et F-. Comme
les applications  — Pp(x) et  — x — Pp(x) sont continues de E dans F et F'*
respectivement, alors par la proposition 7.3.2, E est la somme directe topologique de F'
et L.

4. Soit T Ft — E/F la restriction de I'application quotient & F-. Alors ), est

linéaire et surjective. Pour tout € F*, on a Pr(x) = 0, d’'ou ||z|| = ||z — Pr(2)| =
d(z, F) = ||m(z)||. Par conséquent, m , est isométrique et bijective, donc E/F et Ft
sont, isométriquement isomorphes. |

Corollaire 8.3.1. Soient (H, { , )) un espace de Hilbert et F' un sous-espace vectoriel
fermé de H. Alors on a :

1. L’espace H est la somme directe topologique de F et F-. En particulier, tout sous-
espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert admet un supplémentaire topologique T .

2. Pour tout x € H, on a x = Pp(z) + Pp.(x).
3. L’espace de Banach quotient H/F est un espace de Hilbert.

Définition 8.3.3. Soient (H, (, )) un espace de Hilbert et F' un sous-espace vectoriel
fermé de H. L’application linéaire Pr est appelée le projecteur orthogonal ou la
projection orthogonale de H sur F. Pour tout « € H, Pr(z) est appelée la projection
orthogonale de = sur F'.

Notation. Si H est un espace de Hilbert et si F' et G sont des sous-espace vectoriels de
H tels que H soit la somme directe topologique des F' et G, on note ceci H = F & G.

TLindenstrauss et Tzafriri ont montré en 1971 que si E est un espace de Banach tel que tout
sous-espace vectoriel fermé de E posséde un supplémentaire topologique, alors E est linéairement
homéomorphe a un espace de Hilbert.
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Corollaire 8.3.2. Soient (H, (, )) un espace de Hilbert et F' un sous-espace vectoriel
de H.

1. OnaF =F+, (FY)L =F et H=F @& F*.
2. F est dense dans H si et seulement si F- = {0}.

Démonstration. 1. D’apreés le théoreme précédent et la proposition 8.3.2, on a_Fl =
FtH =F®Ft et F C (F)%. 1 reste & montrer que l'on a (F1)+ C F. Soit

€ (FL)L, alors il existe y € F et z € Ft = Fr tels que x = y 4+ 2z, d’'ott on a
(z,2) = (y,2) + (2,2). Or on a (x,2) = 0 et (y,z) =0, d’ott (2, 2), donc on a z = 0. Par
conséquent, on a x =y € F. Donc on a (F+)*+ c F.

2. Comme on a H = F @ F*, alors I est dense dans H si et seulement si F'- = {0}. W

Corollaire 8.3.3. Soient (H,(, )) un espace de Hilbert et A une partie non vide de H.
1. On a (AY)+ = Vect(A).
2. A est totale si et seulement si A+ = {0}.

Remarque 8.3.5. On verra, exemple 8.6.3, que si A est une partie d’un espace préhilber-
tien (E, (, )) telle que A+ = {0}, alors A n’est pas forcément totale dans F.

8.4 Théoreme de représentation de Riesz

Proposition 8.4.1. Soient (H, {, )) un K-espace préhilbertien, muni de la norme || ||
associée au produit scalaire, et H* le dual topologique de H .

1. Soity € H, alors Uapplication @, : x — (x,y) de H dans K est une forme linéaire
continue sur H et on a ||y = |yl

2. L’application suivante est semi-linéaire et isométrique.

oy : H — H*
y o gy

Démonstration. D’apres la définition du produit scalaire, ¢, est une forme linéaire sur
H. D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a |¢,(2)] = [(x, y)| < ||z|||ly]|. Donc ¢, est

Tl

continue et on a gy | < 1yl Sty # 0, on a ¢, (72) = Iyl dou [lgy | > iyl Donc on

a [loyll = llyll
2. On vient de voir que ¢g est isométrique. Soient y, z € H et A € K. Pour tout « € H,
on a :

oy + A2)(x) (x,y + Az)
(z,y) + Mz, 2)
ou(y)(z )J_r/\¢ (2)(z)

= (9u(y) + 2ou(2))(2).

Par conséquent, on a ¢ (y + A\2) = ¢u(y) + Adx(2), donc ¢x est semi-linéaire. |
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Corollaire 8.4.1. Soient (E,{, )) un espace préhilbertien et T € L(E).

1. Pour toutx € E, on a :

xr,y

ol = sup 22— G ey = sup [ g)] = sup [(z5)-
v Yl < lyll<1 llyl=1

2 Onallfl= sw |[@T@)= swp |(T@)y)
[lz][=]lyll=1 [lz][=]lyll=1

Démonstration. Il suffit de combiner la proposition précédente et la proposition 6.3.1.
|

Le théoreme de Riesz suivant nous dit qu’en fait I'application ¢p est aussi surjective si
H est un espace de Hilbert.

Théoréeme 8.4.1 (théoréme de représentation de Riesz). Soient (H, ( , )) un
espace de Hilbert, muni de la norme || || associée au produit scalaire, et H* le dual
topologique de H. Alors pour tout ¢ € H*, il existe un unique y, € H tel que pour tout
x € H, on ait p(z) = (x,y,). Evidemment, dans ce cas, on a ||¢|| = ||ly,||. Autrement
dit, Uapplication ¢ est bijective.

Démonstration. Si ¢ = 0, il suffit de prendre y, = 0. Supposons donc ¢ # 0. Alors

F = ker(p) est un sous-espace vectoriel fermé de H tel que F' # H. Par le corollaire

8.3.2, on a Ft # {0}. Soit z € F* tel que p(z) = 1. Alors pour tout € H, on a

x=x—p(x)z+p(xr)z, avecx—p(x)z € F. Doncon a (x, z) = (x—p(x)z, 2)+{p(x)z, z) =

0+¢(z) ||z]|*. Dot on a p(z) = <a:, ﬁ> Alors il suffit de prendre y, = ﬁ L’unicité
z z

résulte de la remarque 8.2.1.

Remarque 8.4.1. Soit (H, (, )) un espace de Hilbert. Alors le dual topologique H*
est un espace de Hilbert pour le produit scalaire suivant :

Pour tout y,z € H, on pose (py,¢.)" = (z,y). Notons que ce produit scalaire sur H*
induit la norme déja existant sur H*.

Corollaire 8.4.2. Tout espace de Hilbert est réflexif.

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert. D’apres le théoreme précédent, on sait
que ’application
¢y : H — H*
Yy = Py

ol ¢y (z) = (z,y), est semi-linéaire, bijective et isométrique. Soient J : H — H™*

Papplication canonique et h € H**, alors I’application y — h(p,) est une forme linéaire

continue sur H. Donc il existe € H tel que pour tout y € H, on ait h(p,) = (y,x),

d'ott on a h(py) = (y,x) = (z,y) = py(x) = J(z)(p,). Par conséquent, on a h = J(x).
Autrement dit, J est surjective, donc H est réflexif. |

Soient E et F' deux espaces de Hilbert. Pour alléger les notations, on note par le méme

symbole les produits scalaires sur E et F'. On note aussi par le méme symbole les normes
sur E, F et Z(E; F).
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Proposition 8.4.2. Soient (Hy, (, )) et (Ha, (, )) deux espaces de Hilbert. Pour tout
T € X(Hy; Ho), il existe un unique T* € £(Ho; Hy) tel que pour tout © € Hy et tout
y € Hy, on ait :

(T'(x),y) = (=, T"(y)) -
L’application linéaire continue T est appelé l'adjoint de T .

Démonstration. Soit y € Ha, 'application ¢, o T : z +— (T'(x),y) est une forme
linéaire continue sur H;. Donc, par le théoreme de Riesz, il existe un unique élément
T*(y) € Hy tel que, pour tout « € Hy, on ait (T'(z),y) = (x,T*(y)). De plus, on a :

IT* W) = llpy o T < Ny NT = Nl IT] -

Soient y,z € Hy et A € K. Pour tout z € Hy, on a :
(z.T*(y+Az)) = (T(2),y+Ar2)

= (T(@),y) + M(T(2), 2)

(,T(y)) + (2, AT (2))

= (&, T"(y) + AT"(2)) .
Par conséquent, on a T*(y + Az) = T*(y) + AT*(z), donc T* : Hy — H; est linéaire.
Pour tout y € Ha, on a ||[T*(y)|| < |ly|| |T]|, donc T* est continue et on a ||7*[| < [|T']|. W

Remarque 8.4.2. Soient Hy, Hs des espaces de Hilbert et T' € £ (H;; Hz). On vient
de voir qu'’il existe un unique T* € Z(Hs; Hy) tel que pour tout 2 € Hy et tout y € Ho,
on ait (T(x),y) = (x,T*(y)). Par ailleurs, on a déja vu, paragraphe 7.10, la notion de
I’adjoint dans le cadre des espaces normés. En fait, on peut identifier les deux notions
parce que le diagramme suivant est commutatif.

Hl‘LHQ

PH, \ \dmz

-
Hi <~ H,

La seule différence entre les deux notions est que dans le cadre des espaces normés,
Papplication T" — T est linéaire, par contre elle est semi-linéaire dans le cadre des
espaces de Hilbert, ceci provient du fait que ¢y est semi-linéaire.

Proposition 8.4.3. Soient E, F' et H des espaces de Hilbert.
1. Pour toutT € Z(E; F), on a :

*\ * * * * 2
(T) =T, |[T*| =TI et |T*oT| =TT =[T]".

2. L’application suivante est semi-linéaire, bijective et isométrique.

A: YEF) — Z(F;E)
T — T*
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3. On aidg” = idg, ot idg désigne 'application identité de E.
4. Pour toutT € L(E; F) et tout S € L(F; H), ona (SoT)* =T"0S5*.

5. SiT € L(FE; F) est un homéomorphisme, alors T* est un homéomorphisme et on

*

a (T%)' = (171",
Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 8 du supplément.

Exemple 8.4.1. Soient (H, (,)) un espace de Hilbert et F un sous-espace vectoriel
fermé de H. Soient ¢ : E < H linjection canonique et p : H — F la projection
orthogonale sur E. Alors on a ¢* = p. En effet, solent x € Eety € H. Ona y = p(y) + z,
avec z € B4 et (u(z),y) = (2,9) = (z,p(y) + 2) = (z,p(y)). Donc on a 1* = p.

Exemple 8.4.2. 1. Soit £ = R™ muni de la structure euclidienne canonique. L’espace
Z(FE) sidentifie & Pespace M, (R) des matrices & n lignes et n colonnes et &
coefficients dans R. Si T' € M, (R), alors T* est la matrice transposée de T.
Autrement dit, si T = [a;;] € M, (R), alors on a T = [b;;], avec b;; = ajs.

2. Soit £ = C™ muni de la structure hermitienne canonique. L’espace £ (FE) s’identifie
a Pespace M,,(C) des matrices & n lignes et n colonnes et & coefficients dans C.
Si T € M,(C), alors T* est la matrice transconjuguée de T. Autrement dit, si
T = [a;5] € M, (C), alors on a T = [b;;], avec b;; = ay;.

Proposition 8.4.4. Soient E, F des espaces de Hilbert et T € L (E; F). Alors on a :
ker(T*) = Im(T)" et ker(T) = Im(T*)™".
Démonstration. Pour tous x € E et y € F, on a (T'(z),y) = (z,T*(y)), d’ou :
z€ker(T) <<= T(xr)=0
<= pour tout y € F, (T(x),y)
= pourtout y € F, (z,T*(y)) <= =z € Im(T*)".

Donc on a ker(T') = Im(T*)". On en déduit que I'on a ker(T*) = Im((T*)*)" = Im(T)".

|
Corollaire 8.4.3. Soient E, F des espaces de Hilbert et T € £ (E; F). Alors on a :
1. T(E) est dense dans F si et seulement si T* est injective.
2. T*(F) est dense dans E si el seulement si T est injective.
Démonstration. Ceci résulte de la proposition précédente et du corollaire 8.3.2. |

Soient (H, (, )) un espace de Hilbert et f : H x H — K une forme sesquilinéaire sur H.
On montre, comme dans la proposition 6.5.1, que f est continue si et seulement si il existe
une constante M > 0 telle que pour tout (z,y) € H X H, on ait |f(z,y)| < M|z ||yl

Proposition 8.4.5. Soit (H, (, )) un espace de Hilbert.
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1. Soit T € £ (H). Pour tout x,y € H, on pose f(x,y) = (T(x),y). Alors [ est une
forme sesquilinéaire continue sur H.

2. Réciproquement, soit f : H x H — K une forme sesquilinéaire continue sur H.
Alors il existe une unique application T € Z(H) telle que f(x,y) = (T'(z),y) pour
tout x,y € H.

De plus, on a ||T|| = sup{[f(z,y)| ; [[=[l = lly]| = 1}

Démonstration. 1. Il est clair que f est une forme sesquilinéaire continue sur H.

2. Soit M > 0 tel que pour tout (x,y) € H x H, on ait |f(x,y)| < M||z| ||y||. Soit y € H.
L’application @ — f(z,y) est une forme linéaire continue sur H. D’aprés le théoréme
de représentation de Riesz, il existe un unique S(y) € H tel que pour tout « € H, on
ait f(z,y) = (x,S(y)). Ainsi, on a une application S : H — H telle que pour tout
(z,y) € H x H, on ait f(x,y) = (x,S(y)). Pour tous z,y,z € Het A€ K, on a :

(€, 5@y +A2)) = [flz,y+A2)
= flz,y) +Mf(z,2)
= (#.5(y) + Mz, S8(2)) = (z,8(y) + AS(2)) .
Par conséquent, on a S(y+ Az) = S(y) + AS(z). Donc S est linéaire. D’apres le corollaire

8.4.1, on a [|S(y)|| = sup [(S(y),z)| = sup [(x,S(y))| = sup |f(z,y)] <M [y||. Donc

|
lz||=1 lz||=1 llz]|=1
S est continue. On pose T'= S*. Alors T € Z(H) telle que f(z,y) = (T'(x),y) pour tout
x,y € H. De plus, on a :

ITII =118 = sup [S)ll = sup sup |f(z,y)|=sup{|f(z.9)]; llz] = llyll =1}
lyl=1 lyll=1 llzll=1

L’unicité de T résulte de la remarque 8.2.1. |

Proposition 8.4.6. Soient (H,(, )) un espace de Hilbert et P € £ (H) tel que Po P =
P. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) P est un projecteur orthogonal. Autrement dit, il existe un sous-espace vectoriel
fermé F' de H tel que P = Pr soit le projecteur orthogonal sur F'.

(ii)) On a P* = P.
(111) On a Po P* = P*o P.
(iv) On a Im(P) = ker(P)= .
(v) Pour tout x € H, on a (P(x),x) = ||P(z)]]?.
(vi) On a ||P|| < 1.
Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 8 du supplément.

Définition 8.4.1. Soient (H,(, )) un espace de Hilbert et P € Z(H). On dit que P
est un projecteur orthogonal si 'ona P = P* et Po P = P.
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Proposition 8.4.7. Soient (E, (,)), (F, {,)) des espaces de Hilbert et T € £ (FE; F).
1. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) T*oT = idg.
(i) Pour tout x,y € E, on a (T'(x),T(y)) = (z,y).
(iti) Pour tout x € E, on a |T(z)| = ||z||. Autrement dit, T est isométrique.

2. On suppose que T est isométrique. Alors on a :

(a) L’image d’un sous-espace vectoriel fermé de E par T, est un sous-espace fermé
de F'.

(b) Si G un sous-espace vectoriel de E, alors on a T(GL) c T(G)*
(c) Soit P =T oT*, alors P est le projecteur orthogonal sur T(E).

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 8 du supplément.
Remarque 8.4.3. Considérons 'application

T: 0 — r?
(xn)nZO — (yn)nZO

ol yo = 0 et ¥, = x,,_1, pour tout n > 1. Alors 2 est un espace de Hilbert et T est
linéaire isométrique non surjective.

8.5 Somme hilbertienne d’espaces de Hilbert

Soit (H;)icsr une famille d’espaces de Hilbert. Pour alléger les notations, on note par le
méme symbole (, ) les produits scalaires sur les espaces H;. On note aussi par le méme
symbole || || les normes sur les espaces H;.

Soit @ H; I'ensemble des familles (z;);cs telles que pour tout i € I, x; € H; et telles que
i€l
la famille de nombres réels positifs (IleHQ) soit sommable ; autrement dit, (||z;||)ier €

(2(I). Notons que EB H; est un sous- ensemble de lespace vectoriel produit [ H;.
i€l

Soient (z;)ier, (yi)ier € @ H;. 11 est clair que pour tout A € K, on a A(x;)ier =
il
(/\Q?i)iej € ®H;.Ona:
i€l

(Steceur?)’ < (S el 1d)’) < (She) + (Swl) <420

iel iel iel
d’ou (x; + yi)ier € EB H;. Par conséquent, @& H,; est un sous-espace vectoriel de [ H;.

el iel
On a aussi :

S leeudl < 3 el < (3 al?)* (3 Iwil?)* < oc.

i€l iel iel iel
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On vérifie alors que la formule

<(:Ei)i617 (yi)i61> = Z<$i, Yi)

iel

définit un produit scalaire sur & H;.
iel
Proposition 8.5.1. L’espace & H; muni du produit scalaire défini ci-dessus est un
iel
espace de Hilbert, appelé somme hilbertienne de la famille d’espaces de Hilbert (H;);cr-

Démonstration. Soit (£,)n>0 une suite de Cauchy dans @& H,;. Pour tout n > 0, on a
= iel

§n = (Tni)ier, avec i € Hi et Y [[an|
iel
que pour tout n,m > N, on ait :

Z ||$nz - xm,i|

iel

2 < +400. Soit € > 0, alors il existe N € N tel

2
= [|& _§m||2 <eg.

Soit ¢ € I, fixé. Pour tout n,m, on a ||y ; — Tmi|| < [|§n —Eml|, donc la suite (24,,5)n>0 est
de Cauchy dans H; qui est de Banach, donc il existe z; € H; tel que lim x,; = x;. Soit

n—-+oo
J une partie finie de I. Pour tout n,m > N, on a Z [T — T il|> < [|€n — Eml)? < e
icJ
On fait tendre m vers l'infini, on obtient que Z |xn,i — z;||* < e. Ceci étant vrai pour
ieJ
toute partie finie J de I, donc on a Z |€n,i — 1?1H2 < e. Soit x = (x;)ier, alors on a
i€l

x—&, € @ H;. Comme @& H; est un espace vectoriel, alors x =z — &, + &, € ® H;. De
iel iel iel

plus D'inégalité précédente montre que (&,)n>0 converge vers x dans ( & H;, (, )). Donc

= iel

Pespace ( & Hj, (, )) est de Hilbert. [ ]

icl

Pour tout j € I et pour tout x; € Hj, on pose Wj(z;) = (z;)icr, o0 z; = x5 sii=j et
x; = 0sii# j. Alors W; est une application linéaire isométrique de H; dans @ H;. Donc
F; = W;(H;) est un sous-espace vectoriel fermé de zEeBIHZ De plus, pour tfut i,j el
tels que @ # j, on ait F; L Fj. Pour tout o = (2;)ier € z‘EeBIHi7 la famille (W;(z;));jer est
sommable dans iEeBIHi’ et de somme x. En particulier, I’espace vectoriel engendré par les

sous-espaces vectoriels F; est dense dans & H;.
i€l

Réciproquement, on va montrer ci-dessous le résultat suivant :
Soient H un espace de Hilbert et (F;);c; une famille de sous-espaces vectoriels fermés de
H telle que :

1. Pour tout ¢,j € I tels que ¢ # j, on ait F; L Fj.

2. L’espace vectoriel engendré par les sous-espaces vectoriels F; est dense dans H.
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Alors H est la somme hilbertienne de la famille d’espaces de Hilbert (F;);c;. Autrement
dit, il existe une unique application linéaire, bijective et isométrique de H sur & F;, qui
i€l

sur chaque F; coincide avec l'injection naturelle W, de F; dans & F;.
iel

Commencons par un lemme de décomposition en somme orthogonale finie.

Lemme 8.5.1. Soient Iy, ..., F, des sous-espaces vectoriels fermés deux a deux orthogo-
naux d’un espace de Hilbert (H, (,)). Alors F = Fy+-- -+ F,, est un sous-espace vectoriel
n

fermé de H et on a Prp = ZPFr
i=1

Démonstration. Soit Q =idy — Z Pr,, alors ) est une application linéaire continue

i=1

de H dans H et on a ker(Q) C F. Soit x € F, alors x = x1 + -+ + x,, avec x; € F;.

Pour tout i € I, on a Pr,(z;) = z; et Pp,(x;) = 0si j # i, car on a ker(Pp,) = F;- et
n

F; C Fi*. Donc on a Pr, () = x;, dott z = Z P, (x). Par conséquent, on a x € ker(Q),
i=1

d’ol ker(Q) = F. Donc F est un sous-espace vectoriel fermé de H. Pour tout © € H et

pour tout y € F,on a :

<£L‘ - ZPFi (:E) Yy
i=1

v

(;v,y> - <PFi(:E)7y>

i=1

= Z x, PF
= (z,y—> Pr(y)) = (x,0) = 0.
i=1

Par conséquent, on a x — ZPFL e Ft, dott ZPF = Pr(z), donc on a Pp =
i=1 =1

> Pr,. [ |

Proposition 8.5.2. Soit (F;)ic; une famille de sous-espaces vectoriels fermés deux
a deuz orthogonauz d’un espace de Hilbert (H,(, )). Pour tout i € I, on note P; la
projection orthogonale de H sur F;. Pour tout x € H, la famille (|P;(z)|?),., est

iel
sommable et on a : '
SR < Jl?.

iel

Démonstration. D’apres la proposition 6.7.1, il suffit de montrer que pour toute partie

finie J de I, on a Z |Pi(2)||* < ||z|| Soit J une partie finie de I, et soit F = ZFZ
i€J icJ

D’apres le lemme précédent, F' est sous-espace vectoriel fermé de H et pour tout x € H, on
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a Pp(x Z P;(x). D’apres le théoreme de Pythagore, on a Z |Pi(2)||* = || Pr(2)|* <
icJ icJ
| Pr(2)||? + ||z — Pr(x)||*> = ||z||*>. D’on le résultat. [ |

Théoréme 8.5.1. Soit (F;)i;er une famille de sous-espaces vectoriels fermés d’un espace
de Hilbert (H,{,)) telle que :

(a) Pour tout i,j € I tels que i # j, on ait F; L Fj.
(b) L’espace vectoriel engendré par les sous-espaces vectoriels F; soit dense dans H.
Pour tout i € I, on note P; la projection orthogonale de H sur F;. Alors on a :

1. Pour tout x € H, les familles (P;(x));er et (||PZ(;U)||2)161 sont sommables, et leurs
sommes vérifient :

r=Y P2) et |l2]? =" [P@)]*.

el iel

2. Si (z;)icr est une famille d’éléments de H telle que pour tout i € I, x; € F; et
si la famille (Hxl||2)zel est sommable, alors la famille (x;);c1 est sommable, et sa
somme x vérifie P;(x) = x; pour tout i € I.

Démonstration. 1. Soit € H. D’apres la proposition précédente, la famille

(||H(x)||2) est sommable et on a Z | Pi(z)||*> < ||=]|*. Soit € > 0. Comme l’espace
el
vectoriel engendré par les sous-espaces vectoriels F;, est dense dans H, alors il existe une

partie finie J de I et x; € F;, avec 1 € J, telle que Hx — sz < e. Soit F = ZF

ieJ
D’apres le lemme precedent F est sous-espace vectoriel fermé de H et pour tout x 6 H,

on a Pp(x ZP . Comme on a ||z — Pp(z )||§||;U—sz|\,d0u |z — Pr(z)|? < e.
i€J i€J
D’apres le théoreme de Pythagore, on a ||x[|? = || Pp(z)||?+||z—Pr(z)||? et Z |Pi(2)|)* =
i€J
| Pr(z)||?. Par conséquent, on a ||z||> < & + Z | Pi(z)]|? < e+ Z | Pi(x)||?. Ceci étant
= iel
vrai pour tout £ > 0, donc on a ||z||* < Z | P;(z)||?. Par conséquent, on a |[z||> =

il
D IR@)P.
iel
Soit K une partie finie de I et soit Fx = Z F;. D’apres le lemme précédent, F est
i€K
sous-espace vectoriel fermé de H et pour tout € H, on a Pg, (z Z P;(z). D’apres
€K
le théoreme de Pythagore, on a || Pr, (7)]|? = Z |Pi(z)|)? et [|2]|? = || Pry (x)]|? +
€K
|z — Pg, (2)||%. Par conséquent, on a Hx - Z Pi(z) H = |jz||* - Z | Pi(x)||*. Donc la

ice K €K
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famille (P;(x));ecs est sommable et on a x = Z P;(x).

iel
2. Soit (z;)iesr une famille d’éléments de H telle que pour tout ¢ € I, z; € F; et telle
que la famille (||xi|\2)iel soit sommable. D’apres la proposition 8.3.3, la famille (x;);er

est sommable. Soit x = sz Pour tout ¢ € I, on a P;(x;) = x; et Pi(x;) =0sij # 1,
iel
car ker(P;) = Fi* et on a F; C Fi*. Comme P; est linéaire continue, il résulte de la
proposition 6.7.6 que 'on a P;(x) = Z Pi(z;) = Pi(x;) = ;. |
jel
Corollaire 8.5.1. Soit (F;);c; une famille de sous-espaces vectoriels fermés d’un espace
de Hilbert (H, (, )) telle que :

1. Pour tout i,j € I tels que i # j, on ait F; L F}.
2. L’espace vectoriel engendré par les sous-espaces vectoriels F; soit dense dans H.

Alors Uapplication
T: H — @ F;
iel
z — (Bi(2))ier
est linéaire bijective et isométrique. De plus, pour tout z; € F;, on a T(x;) = Wi(x;).
Dans ce cas, on dit aussi que H est la somme hilbertienne des sous-espaces vectoriels
fermés Fy, i € 1.

8.6 Bases hilbertiennes

Définition 8.6.1. Soit (E, ( , )) un espace préhilbertien. Une famille orthonormale
totale de E est appelée base hilbertienne de (F, (, )).

Proposition 8.6.1. Soient (E,( , )) un espace préhilbertien et (e;);er une famille
orthonormale de E.

1. On suppose que (e;)icr est une base hilbertienne de E. Soient x,z € E. Si pour
touti € I, on a (z,e;) = (x,e;), alors z = x.

2. On suppose que (E, { , )) est un espace de Hilbert. Si on a {e; ; i € I}+ = {0},
alors (e;)icr est une base hilbertienne de E.

Démonstration. 1. Par hypothese, pour tout ¢ € I, on a (z,¢e;) = (z,¢;). Soit y € F =
Vect({e; ; i € I}), alors il existe une partie finie J de I telle que y = Z)‘ie“ avec
icJ
Ai € K. Dotton a (z,y) = Z)\i(z,el) = Zx\i(;ﬂ,@) = (z,y), donc (z — x,y) = 0.
ieJ ieJ

Comme F est dense dans F, alors pour tout y € E, on a (z — z,y) = 0. En prenant
y = z —x, on obtient z — x = 0.

2. Ceci résulte du corollaire 8.3.3. |

On verra, exemple 8.6.3, que la propriété 2 dans la proposition précédente n’est pas vraie
dans un espace préhilbertien.
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Exemple 8.6.1. Considérons l’espace de Hilbert ¢2. Rappelons que pour tout n > 0,
e, € (2, ot e, = (0n,k)k>0, avec :

5 — 1 si k=n,
mET1 0 si o k#n.

Alors (e,,)n>0 est une base hilbertienne de 02, En effet, il est clair que (en)n>0 est une
famille orthonormale dans (2. Soit = (z,)n>0 € €% et soit € > 0. Alors il existe N >0

“+00 N
tel que Z lz,|* < 2. Soit y = anen, alors y € Vect({e, ; n > 0}) et on a
n=N+1 n=0
+oo %
le —ylla = ( Z |xn|2) < e. Donc Vect({e, ; n > 0}) est dense dans ¢2. Par
n=N+1

conséquent, (e,),>0 est une base hilbertienne de ¢2.

On aurait pu utiliser la proposition précédente pour montrer que (e,),>0 est une base
hilbertienne de ¢2. En effet, soit x = (x,,)n>0 € €2 tel que z € {e,, ; n > 0}, alors pour
tout n >0, on a 0= (x,e,) = x,, donc x = 0.

Exemple 8.6.2. Soit I un ensemble non vide quelconque. Considérons 'espace de
Hilbert ¢2(I). Pour tout j € I, soit e; € ¢*(I), défini par e; = (J;,:)icr, OU :

s 1 sii=],

L0 st o i#£ .
Alors (e;j)jer est une base hilbertienne de ¢2(I). En effet, il est clair que (ej);er est
une famille orthonormale dans ¢2(I). Soient x = (;)ic; € €*(I) et ¢ > 0. Puisque

la famille (|z;]?), <; est sommable, elle vérifie le critere de Cauchy, donc il existe une
partie finie I, de I telle que pour toute partie finie J de I vérifiant J NI, = (), on

1
ait Z|gcl|2 < % Dol on a sup{(2|xi|2)2 ; J partie finie de I telle que J N
icJ ieJ
I. = @} < e. Soit y = inei, alors y € Vect({e; ; j € I}) et on a ||z —y|2 =
i€l

1
sup{(z |xz|2) * . J partie finie de I telle que J N I, = @}, d’ou ||z — yll2 < e. Donc
=

Vect({e; ; j € I}) est dense dans ¢?(I). Par conséquent, (e;);es est une base hilbertienne
de 2(I).

On aurait pu utiliser la proposition précédente pour montrer que (e;);c; est une base
hilbertienne de ¢2(I). En effet, soit = (z;)ie; € £*(I) tel que = € {e; ; i € I}*, alors
pour tout ¢ € I, on a 0 = (z,e;) = z;, donc x = 0.

Exemple 8.6.3. Soient z = ( € 2 et E le sous-espace vectoriel de £? engendré

1
EIT)nZO
par x et les e, avec n > 1. Alors E est un espace préhilbertien et (e, ),>1 est une famille
orthonormale dans E. On a {e, ; n > 1}+ = {0} dans F, mais (e,),>1 n’est pas une

base hilbertienne de E.

Proposition 8.6.2. Soient (E, ( , )) un espace préhilbertien et (e;)icy une famille
orthonormale finie dans E. Soit F = Vect({e; ; i € J}), F est de dimension finie, donc
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de Banach. Pour tout x € E, soit Pr(zx) la pmjection orthogonale de x sur F', alors on
a Pp(x) = Z(a:,eﬁei et Haz - Z(x,eﬁel = ||lz|? Z‘ x, ;)

= ieJ
Démonstration. Soit € E. Pour tout j € J, on a :

<x - Z(w,ei>ei,ej> = (z,e5) — Z(x,ei> (eiye5) = (x,e;) — (x,e;) =0.

icJ icJ

Par conséquent, on a x — Z(az,eﬁei € F*. 11 résulte de la proposition 8.3.7 et du

ieJ
théoreme 8.3.1 que l'on a Pp(x) = Z(x, e;)e;. D’apres le théoréme de Pythagore, on
ic€J
a||g;||2:Ha:—erzel —|—HZ$€1 etHZa:el Z|a:el lleill® =
i€J ieJ i€J
Z ‘(z,ei>|2. Par conséquent, on a Hx — Z(a:,eﬁe = |||? Z ‘ x e [ |
i€ i€

Proposition 8.6.3 (inégalité de Bessel). Soient (F, (, )) un espace préhilbertien et
(€:)icr une famille orthonormale dans E. Pour tout x € E, la famille (|<x,ei>|2)iel est
sommable dans R 1 et on a Z lz, e < |||
iel

Démonstration. D’apres la proposition 6.7.1, il suffit de montrer que pour toute partie
finie J de I, on a Z [z, e)|> < ||lz||*. Ceci résulte immédiatement de la proposition

icJ
précédente.
Donnons une autre démonstration sans utiliser la proposition précédente.
Soit J une partie finie de I. Alors on a :

Z |{x, ei>|2 = Z(a:, e;) (x,e;) = Z<$, e;) (e, x) = <Z<x, ei>ei,x> )

ieJ icJ ieJ ieJ

, et

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a ‘<Z<x, e;)e, :z:>‘ < |l=|| H Z(x, ei)e;
icJ ieJ

d’apres le théoreme de Pythagore, on a H Z(x, e;)e;
ieJ
ona Y |(x,e) <z u

ieJ

= Z |z, e;)|?. Par conséquent,
icJ

Théoréme 8.6.1 (égalité de Parseval). Soient (E, ( , )) un espace préhilbertien et
(ei)icr une famille orthonormale dans E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) (e;)icr est une base hilbertienne de E.

(b) Pour tout x € E, la famille (|(x, ei>|2) est sommable dans Ry et on a :

icl

lz]* = Iz, el

iel
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(¢) Pour tout x € E, la famille ((x, ei>ei)iel est sommable dans E et on a :

x = Z(;v, €i)€; .

el

(d) Pour tout x,y € E, la famille ((z,e;) (y, e;) )iel est sommable dans K et on a :

<(E,y> = Z<CE,€1‘> <y76i> :

icl

Démonstration. Montrons l'implication (a) = (b). Soit € E. D’apres l'inégalité

de Bessel, la famille (|(z,e;)|°)._, est sommable dans R et on a Z z, e:)]? < ||]*.
iel

Soit £ > 0. Comme (e;);es est une base hilbertienne de FE, alors il existe une partie

2
finie J de I telle que ‘x—z/\iei < g ou )\ € K. Soit FF = Vect({e; ; i € J}),
ieJ

d’apres la proposition 8.6.2, la projection orthogonale Pp(x) de z sur F est donnée par

iel

Pp(z) = Z(x,eﬁei et on a H:z: - Z(x,ez)ez = ||z|I? Z| x,e