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1. Les espaces H**(]0, T[xR?), €*#(]0, T[xRY), WK (]0, T[xR?) sont les espaces étudiés en cours.

On éerit que'u = (uy, uz, -+, ug) € H*$,9,... etc, pour exprimer que toutes les composantes
uj, (j=1,---,d) sontdans H**(]0, T[x RY), 2(]0, T[xRY), - - -.

PARTIE 1
Exercice 1.

1. Soits € R tel que s > g et soient ry,72,-- -, 7, des nombres positifs tels que rq +r2 +

-+« + 1, < s. Soient uy,uy, - -+, ux des fonctions telles que pour tout j = 1,--- ,k on ait
u; € H*7"i(RY).

Prouver que le produit uq.up.--- g € Hs~(n+r2t+7)(R?) et qu'il existe une constante
C > 0 telle que

vtz el < Clinllrg il el
A A L0

2. Soit F: R — R une fonction de classe C™ telle the F (0).;:0. )
(1) Prouver qu'’il existe une fonction G: R — R de classe C** telle que pour tout y € R on
ait F(y) = yG(y)-
(2) Soit u € L2(R?) N L*(R?). Posons R = ||u]| . Prouver que Gou € L?(R?) et que
G oull < ||Gllzee(-r,+R))-
(3) Prouver que la fonction F(u) := Fou € L2(R?) N L®(RY).

(4) On suppose maintenant que s > detqueu € H*(RY).
Dans le cas ot 1 € & (R?) on admertra ia formuie de composition suivante : Pour tout
x € IN? tel que 0 < |a]

0*(F(u)) = Zcq(oc)F(‘l)(u)a"‘lu.a“Zu. .. -0Muy,
ot la sommation porte sur tous les indices 4 = 1,2,---,|a| et tous les multi-indices
®1,%2,-*+ ,0g € IN“ tels que |aj| > Oetvérifiantﬁq +ar+--+ag=a.
Montrer que 3*F(u) € L?(R?) et qu'il existe une constante C > 0 telle que

10" ()12 < ClIFllomr,+ry (lulls + ).
En déduire que F(u) € H*(RY) et que

IF(u)lls < C(Jlulls)

ouy—C (y) désigne une fonction continue dans R .

PARTIE 11

Considérons le probléeme de Cauchy quasi-linéaire
du

L{u)u := —

1) (1) ot

Ujt=0 = U0

d
+I§ Ai(t,x,u)% + B(t,x,u) =0

On fait les hypotheses suivantes
Hypothese 1.
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1 ¢ op d N
boLes A et dea nintiices carréen de type N, a céfficients de classe ™ en (t,x,y) € [0, ToIR%R™,
Ltnes ot & dérivites bomees sur tout ensemble de type [0, ToR7K, oi K est un compact de
",
3 Lwa mtiives A; sunt symeéttiques et réelles.
A L fonction 1 est de classe % pn (£, x,y) € [0, ToIRURN, & valeurs dans RV, bc;gnée et a
Herivees bornides sur tout ensemble de type [0, ToJiR4K, oit K est un compact de RY.
A Powr tout (4 1) = [0, Ty, Ay(t x,0) = B(t,x,0) = 0
s totit ce yui suivia nous ferons usage du résultat suivant traitant de la composition de
fonctions de épularite Sobolev
Proposition. Svit (1,x,1) 1 (1, x,y) tne fonction de classe 6 dans [0, To]RYRN), bornée ainsi que
st derivdes sur toul ensemble de la forme|0, T)IRYK oir K est un compact de RN et T < Tp et vérifiant

Pty 0) =0
Alors potis tout T = Ty et € IN, pt > g Fletu = (uy, g, uy) € WE([0, TJR?,CN) , la fonction

(XY e FUL N u(L, X)) est dans WE([0, T)IRY) et vérifie
VR =0, |lullww <R FCR) >0 ||F(, .. u)wn]l < C(R).
L PROBLEME LINEARISE
Soitug ¢ HP(IRY, RN & valeurs réelles et R > 0 tel que |[ugl|, < Ret T €]0, To}. On pose
V== (e ¢M1([0,7) w RGRNY Ve [0,7), u(t) € HF(RY,RN)  |lu(t)|l, < R}

Boit i ¢ Vi
1. Vérifier qu'il existe une constante M(R) > 0 (qui ne dépend que de R) telle que pour tout
T |0, 'l'u] cltout v € Vi on ait

i
j;”"i(”)”W" + | B(u)|lwr < M.

2. Considérons le probleme de Cauchy linéaire

v v
L(u)v = = 4—1); Aj(t,x, u)5;j +B(t,x,u) =0

-

()

Montrer qu'il existe A > 0 tel que pour tout T €]0, Tp] et tout u € Vr, le probleéme (2) admet
une unique solution v € C%([0, T] x RY, RN) A valeurs réelles, qui vérifie I'estimation :
Pour tout f € [0, T]
(D)7 < e luol% + te) M.
On notera cette solution v == S(u).
3. Prouver qu'il existe Ty €]0, Ty] tel que

L"\T‘ “!l()”,z, -+ Tlc’\T‘ 1\’12 < R2

et que pour tout 1 € Vi, onaitv = §(u) € Vr,.
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Iertarionis

I Len ospacon PO, Fe ), e (o, 1w ey, Wi, e W4 ) ot Lo wagucon O0dies et
O derdt gpuae 1e = (i iy, oo iy) FIVA, G0, 00 ol poud eeprimer gue foutes ley e oatinprtrsmgiben
g, (f = 1,0 o) wont dans PR, 1 (e ), 2, 1e iy,

"', c”l/

2 Pour = (g, tig, e tg) © 210, T e 1Y, 1y on note div i >4
Iy l'll
O, T 3 by )
A Pour pe fu'(]“, H(-\ll(.l‘d.), on note grad p o oy ; t} ciin al A
y day iy dr
0"4‘) ¢ "V“, on nole 'll(“]'“h.”'

!“ ‘,‘

Vg s i .
il ‘>'Jl A',”,

4 Pour o (lll,ll;, Ve

PRELIMINA LU
Notant * la transformation de Fourier partielle en x, soil l’l’up(n'nlc-nrqui A (g, uy, o i) !

2], 'I‘[t<ll{“,d'?") associe v = (0,02, 0, 0g)), avec

194 dans 1Y, pour tout s € IR Ventier que a2 0

1. Monter que l'opérateur P est continu de |
22710, Tl ),

of v = 0, et que Pu s usiuos prad v ot g ¢

2. Montrer que I'on peut écrire Pu = grad p si p verific Ap = divu.

3, Montrer que pour u € H* etv e HY™* ona
< Pll, v 3’”u.‘K”u,~ y=< U, Pv l)”u,-,_,“o,-ui-i < l’ll, Pv :’”0,..,‘”(),' )
) & HOO tel que div u = 0 et soit p ¢ 2(]0, T{w R4, Vérifier que

4. Soit = (1y, Uz, My
d - a”] a(p

u 2% =
< -a-l-,gmd P =@ (0, T(xRE,CHwe D 2—; oot ox

,s-n

> g (Jo, 1w, Cyw = O

PARTIE |
ne a = (ay,a, -+ aq) € WE,Q valeurs réelles et vérifi-

Soit pu € N tel que p > g + 1. On se dor
(g, Uy, <+ Uy, P) =

ant div a = 0. On considere le systtme de (d - 1) équations d (d 4- 1) inconnues
(u,p):

ou; Jp -

(1) -a}}- .l ,Va“j -+ 5;; = fl Pnur j=1,d,

v divu =0

.

e

On notera f 22 (fl,fg, s :fd)-
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1. (1) En calculant div f, montrer que si (1, p) est solution de (1), 0na
gradp e p(f 2 Vau) o= 13(1)

OuF“—'-'(F],Fz,"',Fd),aVQCFk Zaxlul

(2) Montrer pour o = 0 et ¢ = p que l'on a une estimation :
2) 3C >0 Vue HY ||P(Vau)|poe < Cllallwnlullgos.
2. Soitu € €M et p tel que grad p € €97,
(1) Montrer que ERe/Rd Vauj(t, x)u;(t, x)dx = 0 w

(2) Etablir que I'on a des estimations du type :

3) { HMOMSHM@M+2AMﬂ@mm,
llgrad pllgoo < Cl|ffi oo + [|allwe ||1]] sr00-

(3) Montrer que (3) est encore vrai lorsque u & HY et grad p € H%O.
3. Montrer qu'il existe C > 0 et A > 0 tels que pour tout u € H'## et grad p € HO*,on ait :

@ ' { (el < @)l +2 [ X105 s,

lgrad plljox < Cllfll or + Nallwollaell o

4. o valant soit 0, soit y#, on se donne f € H%,u € H% vérifiant (1).
(1) Montrer que u € HY etu € ¢%7-},

(2) Side plus, u(O) & H"(IR") montrer que u € €0 et que l'ona ) soit estimation (3), soit
I'estimation (4).
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PRELIMINAIRES

1. L'opérateur de Fourie
bien défini dans §'(]
u € 8'(10, T{xRY, Cd

I J étant un isomorphisme de §' (R%) dans lui méme, lopgmteur P est

0, T[xR%,C%) comme opérateur lintaire. Soit s € Ret u € H%*, alors
) telle que 7 '

T T d
[l =J ()3 dt = J > Iy ()l dt < +oo.
j=1

oupour p.pte[0,Tletj=1,.--d Hu,-(t)llz. =J s |4 (t, E)|PdE  avec
<E>=(1+]E)2 )

d
Enposant Pu = v, onestime < £ >*|6j(t,&)] < Z ]
2 Tep o
Le second membre de I'inégalité est un élément de LZ(R '}, par conséquent le premier aussi et
en élevant au carré et en intégrant sur R¢ on voit que il existe une constante C > 0 telle que
fvs(t) “z ¢ < C?luft) HH, et en sommant sur tous les j = 1,d on obtient

fH(Pu)( ||H*”V ”Hs < dC? flu(t ”Hs

le second membre étant intégrable sur [0, T] par hypothése, il vient alors en intégrant sur [0, T]
[Pullios < VACHullues

ce qui prouve que 'opérateur linéaire P est continu de H% dans H%s. -
Ponr u € 8'(]0, T[xR4, C¢) et j = 1, d remarquons que 'on peut écrire en vertu des propriétés
de 10pera..eur de Fourier et sa reiation avec Popératenr de dérivation :Pour p.p.t € [0,T] et

p.pt € R¢
d . d
g 1. c —if, au —1i&; o,

‘. ) = ) § "':.L"/\ ,‘_.-. )z u( _ -'9__ K )r
6)(t) ) !E‘l: = i kuk ‘E,I a\(‘ It,!z (Z axk)(t L]

~t£ -1 9
divu)(t, &) = =—=TF(— divu)(t, &).

=7 7 (i) T

I est clair alors que si div w est la distribution vulle alors F(Pu), = C pour tout j =1, d et par
Popérateur de Fourier inverse on obtient que la distribution vectorielle Pu est nulle,
Siu = gradg ou g € 8(]0, TI wx R4 C) alors pour.k = 1,d au sens des distributions on a

Uy =

.g et par 'opérateur de Fourier Uy(t, &) = 1&,4(t, &) d'on

Bxk
T Eia(, £) = 0

a

et par l'opérateur de Fourier inverse on obtient que vj = 6;—9 ce qui se traduit par Pu =
j

V(4 &) = &= 5 —9)(t, &)

gradg=u (&)

2. Si p € 8]0, T(xR%, C) vérifie Ap =divu (8'), alors par I'opérateur de Fourier
- d
X Wy ;
F(Ap)(t, &) = —|E)*Hl ,‘,) Zu,kuk(t £) et donc que P(t, &) = — ﬁ%uk(t,é) ce qui
k=1 k=117

fait que 7
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d g |
' 0 = Y (t. £). et par I'opérateur de fourier
g(ax 6 &) = igp(t,E) = ) l—a"'l—zakuk(t, £) = F((Pu);)(t,£)- et p :
inverse on obtient que aa p(t,&) = (Pu)jpour chaque indice j = 1,d, ce qui prouve que
X.
gradp = Pu. j

. Soient u € H™ et v € H%5, Posons w = Pi.. Nous avons -

W)V >hos o= Z < Wy, v >= Z < £ Z l&llnﬁk)< £>7° 9 >12re)-

En faisant une interversion d’indices j et k et compte tenu des propriétés des intégrales en

&8y
L% par ¥} on obtient

€]

faisant porter le terme

< w,v >Ho s HO ~s = Z << E>* ﬁk, L E>T8 Z qu 0 >rme) =< U, PV >HeuswHo~s-

k=1

Par ailleurs il faut remarquer que la deﬁmtlon de P implique que P? = Po P = P. En effet, si
Pu = v dans 8, alors par définition pour l = 1, d, nous avons

Il s’en suit par 'opérateur de Fourier inverse que PPu=Pu (8')doi < u,Pyv >=< i, Py >=<
Pu, Pv >
Soit @ € D(J0, T[xR?) et u € H¥([0, T] x RY) telle que divu = 0. En vertu de la dérivation
des distributions nous avons pour chaque j=1,d
oy, arp g ,0uy,
xD= — ( :
ot ax, ot

=¥

0

En sommant sur tous les j == 1,d, on a : Z 3{, 3 TDD= — < é—t(div u), @ >pp=0.
X .
j=1 " e

PARTIE |

Soit (1, p) une solution du probléme {1} dans 8.

1.

(1) Pour prouver que grad p = P(f—V,u), il sufiit, en vertu de la question 2. des Préliminaires
de vérifier que Ap = div(f — Vou). Comme (u,p) une solution du probléme (1) alors

op ou;
E)—X—J' »“—: fj -— -é—t-)- — Vauj.

o%p _9 02w,

En dérivant une seconde fois pa rapport a x;. il vient : —
s A 07 dx; Ot 9y )= 0x;

Valy.

En sommant sur tous les indices j = 1, d on obtient

d
0 0 .. l
9= 3= Vo) = 5 v s (1 Vo).

j=1

$ook
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(2) Pour vérifier A
que P(f—- vy S :
b, o Ferg ( <) = P(F), il suffit de prouver que P(f — Vou—F) = 0, pour

) a question 1. des Prélimina; i )
Nous avons pour st e |8 minaires de tester divw ol w = f — V,u — F.
R ° da =2
e =S fho-Vau —Fo=—Vou + § 2%, T (g ajf’ﬁ)
e = 0x; = 0x; 0x;

En dériv s . '
ant par rapport a r@ et en sommant ensuite sur tout les k = 1, d il vient :

d
: Own 0 d d 4
divw = ._}‘_ o u ds aak aul aﬂj auk d -
= 2 ix—diva + iR W _ Z _ .
k=l G k=1 1oxx kZ_l. FZI ( Oxj Oxi  Ox 0 ) a’am i

=1

)
. I;‘
Ces trois sommes sont toutes nulles car div a = divu = 0, d'une part. et d'autre part les

c?eﬁxc1e11ts de la somme double s'annullent deux i deux car les indices j et k jouent des
roles symétriques. )

Comme divw = 0, en vertu de la question 1. des préliminaires P(w) = 0 et donc que
(3) Du calcul précédent, on peut remarquer que au passage que w = Vya — Vou . Comme
P(w) = 0 alors P(V u) = P(V,a).
Pour chaque k = 1,d, et pour chaque t € [0,T] a(t) € H*(R¢), par conséquent
oayft . .
B_X(l € H*'(R%). Comme p — 1 > ¢, en vertu des algébres de Sobolev si u; € L*(R¢)
i 2

0ag(t)

alors le terme Vya, = 3 S est bien défini dans L?(R¢), et il existe une constante
) X
j=1

(ne dépendant que de w et de la dimension d’espace ) telle que

IVua(®)ll < Cllalkeze co-lutliemeca-

nee

En élevant au carré et en intégrant en t sur [0, T] et sachant que {[ajjws = Sl[lpina(t)“}.{n(ad’cd] o
1[0, T)
+00, on en déduit que ||Vialliee < Cllaljwe|wljpo.e..
L'opérateur P étant continu de H®® dans lui méme, on conclut qu'il existe une con-
243 A | | ! | -
stante positive (encore notée C telle que [[P(Vou)lfuee = [[P(Viua)|luee £ C'fjViualliee <
C'.Clialfwslful

HO.0-

(1) Soitu € D(JO, T R®). Evaluons pour t € [0, T}, l'expression D = Ld Vauy(t, x)ig{t,x)dx,

pour j =1,d.

d d
- __0u u 90
0y = a1 —dx =< E a,. 15, Spip= — g < —(ay), vy >prep=
i Ja j ) ox
R K : e k
k=1 k=1 K=
— < diva.dg, Uy >piwn — < Qy7——, Uj > d= — Qo WdX = —Uy,
A | o A g Oxp
K=

puisque div a = 0 et a est & valeurs réelles. Par conséquent 2Re(D;) =0.- .
u;
i

. Bce s i 0,0
Si maintenant u € €™, alors pour tout j = 1,d et k = 1,d , nous avons 3. € T e}
3 : Ak
a‘.li . " ~ ~ md o
— € G%°. En particulier pour tout sup [ju;(t]llwgey < +o0. (Jommg_%o, T[xR®) est
ot /'A\ 29 tel0,T) (R
_ dense dans/C%' /il existe une suite (uf')n>1D(]0, T{xR94) telle que
; lim  sup hu;‘ — ui{t)flyrre; = 0. En outre, en vertu des théorémes des algébres de
— 00 4 e {0,T) ¢
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S“b”l“", Vopérateur V4 est bien dvéﬁni dans L2([0, T] RY) et
[Vauf — Vaufl2 < Cllajlws sup flul = wi(t)flwre)-

te(0 1
En écrivant v
a\
2Re < va“j,‘f\l\lj,}l‘--[_z?: —2Re < Vu(u;‘ - uj),u; >L2 +2Re < \Y (up))ui L=
—=INRe < Vo (u' — uy), 15 >z =29 < V(1 M)yl — vy >z +2Re < VoW, ui >
\_._—’

Le dernier terme de la 2*™ est nul en vertu de ce qui précéde.En prenant le module de
Fexpression est en utilisant |’ inégalité de Cauchy Schwartz il vient pour tout n.€ N

2
|2Re <« Vouy,u; >12) < IVaul — Vol iz + Vol flu — wllea.

Le second terme tend vers 0 lorsque n — oo, il s’en suit que 2Re < Vauy,u; >2=0.

(2) Pour uw € D([0, T] RY), nous allons estimer iHu ”Lzmd : En utilisant le Théoréme de

dérivation sous le signe intégral on a

Ouj(t)
gt

Ui (t) >2(re)

d 2
H”u(t)”hmd) = 2Re S 2
je=1

. lic- ) “dd . . . « P s
En utilisant I'équation (1) on écrit, sachant cela a un sens pour des fonctions trés réguliéres

que
1 3 4 i d 0o (t
R‘”“(U”[z(m) = 2NRe Z < fy(t) ) >o —79185_— < Vau(t), u(t) >0 —Z%CZ < ap u,;(t) >o
j=1 j=1 X),
Comme divu = 0,
d d
_op(t) ou;(t) _
—j ] < B;C—j,—‘ui(t) >0 = +; < p(t}, a)x) >pigp =< p(t),dwu(t) >prep=0

d
2 ga) = zme}_—_ < f;(t), u;(t) >o.

j=1

S . ) d
Finalement, grace & la question 2.(1), on obtient que —-——I|u(t)

les intégrales unpllqu(- que (——Hu |L2 Ry < 2||f H»||u l En intégrant sur [0,t], on

trouve :

t
he()2 - ()] < 2 [umnonu $)lods,
ol encore

fhu(t)lfo — fu(0)ffo < 2 LH o )','[fff_).:'ﬁ jds < Jnf Jllods.

Par densité- continuité de D((0, TIx R?) dans G' 'cette inégalité reste vraie pour u € €4,
comme nous l'avons démontré en 2.(1). 74

De mérme, si (u, p) est une solution du probléme (1), oit u € €4 et p € €% alors nous
avons vu que gradp = P(f — Vou) ot f € H%. 11 vient alors, sachant que 'opérateur P
est born¢ de H% dans lui méme, et compte tenu de la question 1.(2)

lgrad plliee < Clififnec -+ llallws ffueo.

g ou ,
(3) Siue HY et gradp-€ H, alors pour — € H% et donc V,u, € H®® en vertu des
l.

algebres de Soboblev, Par ailleurs, si grad p € H%® alors £ — Vou € H? et sachant que
el opérateur Poest continu de H%? dans lui méme p.pt € (0,T], les fommons uft) et p(t)
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u

restent dans [?(R4)

et par consé
Inieomide, s, Vr}; onséquent la premiére estimation de (3) reste vraie. Quant &
1e également puisque nous avons sup fla(t)|lie < +oo.
te(0,T)

3. Soit u € D([0, T] x R :
e ([0, T] x R?) et grad p € HO*. Estimons -—Ilu JIt2(ga ¢ En utilisant le Théoréme
e dérivation sous le signe intégral on a -

d du(t)
L == )
dt “ ”Hl (Rd zme Z] = at ,u’(t) >H).L(Rd ZmCZ < f vallj(t)—-gg(_tl‘ui(t) >H“(Rd) .
1= j=1 ]

Comme divu = 0, et comme précedemment ,

d
‘—Z < "—',Uj[t) ZHurd) =< P(t)adi" u(t) >pp=0
j=1 axi,

. Il s’en suit que

d d

_ 2 — z Z

dt”u(t-)n I(Rd) - >]—-{[L(Rd) —2Re < Vau,, J(t) >Hp(Rd),
P j=1

comme f € H par inégalité de Cauchy-Schwartz dans espace de Hilbert H*(R¢) il vient
que

Zmez < (1), 15(t) >herey < 20O hw@e)-lulthllie -

d
Estimons maintenant le terme Z%GZ < Vau(t),145(t) >nu(rey- On utilise le fait que p € N
j:-‘:‘

< VQ'U.j(t),U.j(t) > He(RY) T Z < a“unj(t), a"‘uj(t) >0
[x| <y
Or < 0%V u;(t), 8%u;(t) >o=< Vad%u;{t), 0%y (1) >0 + < [0%, VJw(t)], 0%uy(t) >.
Daprés la quastion 2.(1) de la partie I, nous avons 2Re < V,0%u(t), 0%uy(t) >o=10
Par ailleurs, par définition de I'opérateur Vg, on peut vérifier que le commutateur {0%, T o ()]
s'écrit

et on écrit

[0%, Valuy(t Z[ syl Z—}B—’ t).

o, , ; ,
Comme E_)._( ) € H*(RY), et a € W¥, on sait (voir le cours) que le commutateur [0%, a,] est
x

t
borné de k- (B4) dans L2(RY). Par r-c)'lséqueut il va exister une constante A > 0 telle que

(8%, Valu;(t)llo < Allaljwe H

ket < Cllafiwe ffuyfi ().
Ceci entraine que

d : d
Zmez < ch;(t),uj(t) SHE(R)T ZZ Z < E“Vauj(t),a“uj(t) >0< ZA“a”\‘Vu“U.”(t)Hv.'

j=1 =1 |x|<n

Finalement, on peut voir que
d
a‘t”u(t)”f{nmd) < Z(Hf(t,)”r}vmd) ¥ ,\l]u ||w(-zd))||u Hnu (R

En intégrant sur [0, t], on obtient que /

() e me — (0 |fre < 2L (1S lhamimey + Aiu(s) i 24)) Tu(s) o ne ds

P R A e P e
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Ou encore que

Re{ fmime = fue(O} o < ~J (150 iy + A s 7o Toddh o

1
% ZJ (”f(s)“H"(Rﬂ} - ;\El“(snlﬂqu(gdl)ds.

Fn apphquant le Lemme de Gronwall & Vestimation l'”' felopte on bt e

1]
\

”\l[t"HH“(Rd p: 4 H\»l(o)”}pqp_c‘ 4 2 i ”‘ ffs] is_‘:, 3-9‘4;(‘1,73

0

Si (ll,p} est une solution d\l I)ru)blf‘nle (]‘)‘ oL e H"’”'-’ of p £ HO | $lefs Ao s Y gwe

gradp = P(f — Vou) ou f € HO*. 11 vient alors, sachant qie Pophtstets P aad Lerid 4o
dans lui méme, et compte tenu de la question 1.(2)
lgrad plhyes < Clifffyoun + flallwe il
4. (1) Soit f € Hie et 1 € M vérifiant (1) alors d'une part (::’ s f; = V gy = : 7 aanne
{1, p) est solution de (1), nous avons grad p = P(f ~ '7;,1:”. Of (ONS IS |
llerad plloe < | |P(f loo + IP(Vaulllos < Clifllae,+ Clalimelulss
, par conséquent - € HY ce qui implique qtié-g € H% et T_f € M, ot deme que
X

u € H'. Or on sait que 'espace H'"® ,s’injorte continument dans €772

(2) Supposons que u0) € H“(Dd) On procéde par régularisation en usiisans les couTmeEn
R,. Posons 1, =R, u € Ho+U | Les suite (U (0)c>o) €t (u.®) e conwmrgant wny widl) oo
4Ldans respectivement H” et H.

Il faut aussi remarquer que div u, == R (div u} = 0 puisque par transicemmuiam, D Saum
dans &'
. 1 i i . e
?(dl\' uf y' (E, 3.‘ R UJ\ = -_"—"*—C*'—"l—" )‘_ ‘E F (»l ) =3 }“:':I-;—_ IOV W) = I8, iy
) j=14 j=1
On applique donc Vestimation (3) ou l'estimation (4] & w, pour w, aus fwck - 5

Les estimations montrent que la f aille (u, \, o) est une suite de Cauchy Jags ¢ iig, dol
complet pour sa norme, ce qui implique que la suite (W Jo.o) @8 convergamie Sams 27

vers un ¢lément v. *"in\ (uumn de par les plnpwt-'n de R, om 33t g

converge vers u dans E%9-3 i s'en suit que = v dans
Eerivant Vestimation {3) ou Pestimation {4) poup u, et passant 4 by i

on conclut que Pestimation (3) ou Vestimnation (4] est sartinme pa v

Baréme -
Préliminaires :1-(4pt), 2-(1pt)3- (sp} UH)*‘ () =4 e e B R Rk
Partie [ : 111}-(1pt), 1(2;-{(2p: Y 2{1 5 p2), 225 (3pt},2(3)-(1pt) 2 Lqpti, AL bbb 3t des

Notation sur 94+16=24 pta
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NOTATIONS

1. Les espaces HEs 4y coks ?
ot qllje HS_J( (10, T{xR?), . (]Ok T[xRY), WH(]0, T[1<RY) sont les espaces étudiés en cours.
w, (j = 1 = My, Uz, - -- i“d) € H™, 9, ete, pour exprimer que toutes les composantes
jU=1,---,d) sontdans H #(10, T[xR%), 2(]0, T[xIRY), - - - .

4
2. Pour u = (uy, 1y, -+ ,uy) € 9'()0, T[xRY, C) on note div u = ¥ g—li’-
& - ’:1 )

3. Pour p € 9’(]0, T[KRd,C), on note grad p — (()_p. d_p ey .E)Ji)

dx;  0x2" oxg’
4.Poura = (ay,a,- - ,a4) € W¥, on note I'opérateur

d J
W = g,
’ ;; “ox,
PRELIMINAIRES

Notant 7la transformation de Fourier partielle en x, soit P I'opérateur quia u = (uy, up, -+, ug) €
!/ e
()0, T[xRY, C?) associe v = (vy, va,- -+ ,04)), avec

1. Monter que l'opérateur P est continu de H% dans H”¢, pour tout s € R. Vérifier que Pu = 0
sidiviu=0,etque Pu=uwusiu=gradgoug & (10, T[R4, C).
2. Montrer que I'on peut écrire Pu = grad p, si p véritie Ap = divu.
3. Montrer aue nonr i € HOS et p e HY =S ona
< Pu, v > oy o =< 1, PU > yos, pgo.—s =< Pu, PU > pos g po.-s -
4. Soitu = (uy, s, - ,1g) € HO tel que divu = 0 et soit ¢ € Z([0, T{=RY). Vérifier que
i i gl_/ dp

= orad g - ; ‘,,:=q< L= (10 Tl T =,
< af'g P >?(}0,T{xﬁ?",€’)t.€% %; it a_\,] @'(10.T[xR4,CYx 2

PARTIE |

Soit p € N tel que pt > ‘2’ +1.Onse donne a = (ay,ay,- -+, a3) € WH, a valeurs réelles et vérifi-

\ e

antdiva = 0.On considere le systeme de (d 4 1) équations a (d + 1} inconnues (1y, 12, ,ug, p) =
(u,p):
du; ap
j ! g e -
—L 4 Vau;+— = f; pout =1,---d,
(1) g Y gy P
divie =0

Onnotera f = (f1, f2, -+ + fa)-

1. (1) En calculant div f, montrer quessi (1, p) est solution de (1), ona
grad p = P(f — Vau) = P(F)

d
e . 1. day.
ou F o= ([.]'}.2’. - ’Fd)‘a\rec ]-k = fk = }..: -—-'Il;‘.
=y
j=1 "1
’ ’» . ;‘ o e ¥ ,.'.,1', 1.4 2 T et
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(2) Montrer pour ¢ = Qet ¢ = p quel'onaune estimation
@ 3C> 0 IP(Vatt)lsroe < Cllaliwallil ror-
2. Soitu € €11 et p tel que grad p € €°0.

(1) Montrer que E)Qe/w '\7,711](1‘, x)ztj(t,xjcix = {

(2) Etablir que 'on a des estimations du type :

3 o < M@)o +2 [ 1F(S) lods,
llgrad pll oo < Cl|fll o0 + flallwe flull poo-

(3) Montrer que (3) est encore vrai lorsque u € H"! et grad p € R,
3. Montrer qu‘il existe C > 0 et A > 0 tels que pour tout u € H#+1 etgrad p € HO* on ait :

i ()l < Bl +2 [ D7) s,

ligrad pll o < ClIfllgor + llallwe [l goi-

4. ¢ valant soit 0, soit y, on se donne f € H*7,u € H% vérifiant (1).
(1) Montrer que u € H'W etu € G-,

(2) Side plus, u(0) € H°(RY), montrer que u € € et que l'on a soit I'estimation (3}, soit
I'estimation (4).
PARTIE 11

On considere le probleme::

d; g
b ’[ Y + Vavj + (::- =¢; pour j=1,---d,
~ ] dive =0
[rtiee
1. Soit & V'espace des fonctions (v, q) tels que v € HIA([0,T] % RY, C1) et g € HOO([0,T)

R4, C), avec v(T) = 0. On note T(v,q) = ¢, ou ¢ = (;1,4h, -+, pg) est donné par {3) et
F = T(&), image directe de V'espace & par l'opérateur T.
(1) Vérifier que # ¢ HO.

(2) Etablir que pour (v,q) € &, ona:
T

flo(t)lo = 2/’ p(s)llods
et en déduire que
()]0 + [[vll oo < {i@lloo-

o F \ 2rmdy Al f TSR
2. Sotent f = (fu, far- - fa) € HOetg = (31,82, ,ga) € LA(RY), vérifiant divg = 0
Considérant la forme antilinéaire .

d T . Tz N
¢G> () = Z“'./o /.'P" St x)v(t, x)dxd! _{AJ/W gj(x)v;(0, x)dxdt,
j«’*’l g ) JIR

. montrer qu'il exaste u € H? tel que pour tout (v.q) € &

dv - N
<u, =+ Vav+ "’lﬂdq > o8 = <f vz H(,o - < g’,U(U) >0 -

E Al . 3
b, G e w Sl ,34 ..‘,;"‘3'(" R SRR ‘2,1’.“,&::»’&%;&-&
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RAPPELS.

Mesure produit Soient (X, %, 1) et (Y,¥,v) deux espaces de mesure ¢—finis. On définit par 7 la famille
des pavés mesurables dans l'espace produit X x Y par

Aes & A eF,dAe¥ . A=A1x A
On définit par & ® ¢ la 0 — algebre sur X x Y engendrée par la famille des pavés mesurables .7

Théor.éme 1 (Mesure produit). Il existe une unique mesure sur (X x Y, F @ ¢ ) notée p G v et appelée mesure
produit, telle que pour tout A = Ay X Ay € &, onait p @ v(A) = u(Ar1)v(Az).

Théoréme de Fubini. Soit f € LY(X x Y, p®v). Alors
1. Pour u — p.p. x € X, la fonction y — f(x,y) est intégrable sur (Y,v).
2. Pourv — p.p.y € Y, la fonction x — f(x,y) est intégrable sur (X, p).
3. la fonction x > [Yf(x, y)dv(y) est intégrable sur (X, u) et la fonction y — /Xf(x,y)d;t(x) est intégrable
sur (Y, v).
4.

[} i@ = [ (il = [ ([ e

Théoréme 2 (Théoreme de Fubini-Tonnelli). Soit f: X x Y 5 C % ®9— mesurable. Supposons que I'un des
trois nombres suivants soit fini

D [l 2 [ ).
3) [ IFGxy)id(ue viay)
Alors les deux autres sont également finis et sont égaux au premier.

Densité dans les espaces L7 (R?) On définit par 6p (R¥), 'espace des fonctions ¢: R? — C, continues et &
support compact dans RY.

Théoreme 3 (Densité de I'espace 6o (R?) dans l'espace LP (R)). Soit p € (1, +oo|. Alors, pour toute fonction
f € LP(R?) et pour tout & > 0, il existe 85 € %o(IR?) tel que

If = 8oll Lp(mey < 9

Transformations et Changement de Variables. Soient U et V deux ensembles ouverts de R?.Onditque ¢
est un difféomorphisme entre U et V si l'application ¢ : U — V est bijective , de classe ¢! de U dans V et
que l'application inverse ¢~ est de classe ¢ de V dans U.

Notons pour tout x € U, d¢x1a différentielle de ¢ =" (¢1,¢2, ..., $a) au point x et par Jo(x) le déterminant
de la matrice Jacobienne associée d¢.. Rappelons que la matrice jacobienne associée a d¢y est la matrice

2

0
3_354’1 (x) 5% ¢1(x)
s enisi
5};4’:{(95) Efl’d(x)

Le fait que ¢ soit un difféomorphisme implique que Jo(x) #0 * € u.

Théoréeme de Changement de Variables. Soient U et V deux ensembles ouverts de RY. Supposons qu'il existe

' uu»diﬂ'éomorphisme p:U—V. :
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La foncti : b Cesl i
s ({nnch(m [V =5 Cestintégrable sur V si et seulement s
A pour tout ensemble mesurable A ¢ V

[ sy = [ fotlpjn

Exemple 1 (Changement de variables en Coordonnées polaires ),
3 _ p
-C(I;s de‘]ﬂ'{ g Con‘s,idér'um," U= {{r0) ¢ R:7r > 0, 020 < 2n) etV = B {(2,y) ¢ 9y -
d,‘“x 2 0} et l'application ¢: U ~» V définie par ¢(r,0) = (rconl, rsin®). Vapplication 4 est un
iffcomorphisme entre U et V. En outre, pour tout (r, 0) Je jacobien de ¢ vaut [4(r,0) ~ ¢, Comme

‘ONsSe 3 o 2 % .y , - )
an.sunblt_ {(.x,y) € R? 1y = 0; x = 0} est de mesure nulle, le Théoreme du changement de
variable s’¢crit '

{a fonction y vy S o ply )i fely ) est intégrable dans U

-

Théoréme 4. La fonction f: R? — C est intégrable si et seulement si la foriction (r,0) sr 1 f{plr,0)) est
intégrable dans U et on a |

n

X, d = . 0% 4§ ] 3
./m f(x,y)dxdy /‘) /, flreost),rsingjrdrdd
'C&l;l de R3, Considémns U= {(r0,¢) e Rr>0 020 <2n,- n/2 << A/l etV o
R3O\ {(x,y,2) € R* : y = 0; x > 0} et V'application ¢: U ~» V définie par
¢(1r,0,9) = (rcos gcost, r cos g sinb, rsin g).

L’application ¢ est un difféomorphisme entre U et V. En outre, on peut voir que pour tout (r,0,p) ©
U, nous avons Jy(r,0,¢) = r*cosp > 0. Comme Vensemble {(x,y) € R? 1y = 0; x = O} est de
mesure nulle, le Théoreme du changement de variable s'¢crit

A

Théoreme 5. La fonction f: R? ~» Cest intégrable si et seulement st la fonction (1,0, ) +-» r'sin 0f(@(7,0,9))
est intégrable dans U et on a

m 4§ e 4
= s OdrdOd .
/Wf(x,y,z)dxdydz /0 /ug /o flp(r,0,9))r" cosOdrdldy

e Cas Général de R4, Considérons les ouverts
U = {(r,0) € R, w R1: 0= (01,02, ,0s-1.); F < 00 < 21cksd=20< 00, 721,
vV =RIANouN = {x=(x1,%,"" ,xg): %1 20, x3 =0} et Vapplication ¢: U = V définie par
( y(r,0) = rcost; cosly -+ -cos b1,
pa(r,0) = rcos 0y costly - - -cos by a8in 04y,
¢3(r,0) = rcost coslz - -siny-2,
pg-1(r,0) = rcost sinfs,
¢a(r,0) = rsinb
Jacobien de ¢ montre que pour tout (r,0) € U,ona

.
Le calcul du déterminant
Jo(r,0) = A1 05820y cos’ 30+ €08 0y-1

Comme Vensemble N est de mesure nulle, le Théoréme du changement de variable s'¢erit

jon f: R —» intéorable si et seulement si la fonction
 La fonction f: R —» Cest intCg
i) 4 -2, cos?2 0 - - - 08041 est intégrable dans U et on a

(r,0) ~ f((r,0,@))r""" cos
Ju S5 = | flotnonr! cos'20n i

i 4 qu’ nit de la mesure super:

i - R?: |w| = 1} la sphere unité de R qu'on mu ‘ ;

e lapi 09 s e finition de 'application ¢ montre (que

ficielle dw = cos?=20, cos?=30; - coslg1d01 - .d0y.1. La définition p{;c k;ncﬁon g T
pour p.p X € RY x = ¢(r,0) = rw, 00 WE §4.1. Par conséquent pour tou

nous avons o0 . =y
= (ra)dw)r="dr.
/u‘ Jixlex /0 ( S4-1 / )

3 02 e COSO‘]- 1(11’{{0; .. odO,,_,.
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(3) Prouver que les espaces 2(RR?) et #(R?) sont denses dans l'espace H*(R?).
_Rappelons que dans un espace de Hilbert H, si E est un sous espace fermé alors H = E & E4
o1 E* est le sous espace orthogonal de E. '

2. Soit ¢ € #(R?) et x € D(RY) telle que x(x) = 0 pour |x| > 1 et x(x) = 1 pour |x| < ..
On pose pour tout x € R? et toutn € N* ¢, (x) = x(%)o(x). 3
On sait que pour tout k € IN, nous avons lim pi(¢, — ¢) = 0.

n=++ou

Prouver que nl_i}}:@llg),, — ¢|ls = 0. Comme % (IR?) est dense dans H*(IR?), en déduire une autre dé-
monstration de la densité de 'espace 2(R?) dans I'espace H*(IRY).
3. Pour quelles valeurs de s € R la fonction 1jg ;) est-elle dans H*(R) ?

: b d
4. Soit u € &' (R?) telle que Fu € L (R?). Prouver que pour tout s € R nous avons

Aue H'(RY) & ue H*2(RY).
5. SiK € &'(IR?) est la solution de (1 — A)K = §, pour quelle valeurs de s, K € H*(R¥).
Exercice 7. Soits € R et F € (H*(RY))’ un élément de l'anti-dual topologique de H*(R?).
i s‘r(c;:t;vgr;%;{};;n définit une application T(F): &#(R?) — C: ¢ < T(F),¢ >= F(¢) et que
2. Prouver qu’il existe un unique élément ¢ € H*(R?) tel que pour tout u € H*(RY), on ait
F(u) = (u,g)s avec ||F“(u'(n<d))' = ||glls
3. Posons f = AqZ(g) oil As est la fonction de classe ¥°°(R?) définie pour § € R? par As({) =

(1+[g1%)2.
Vérifier que f € L2(R¥) et que F(f) = T(F) (&'(RY)).

4. En déd:.ire que T(F) € H™*(R?) et que l'application F ~» T(F) est une isométrie de (H*(R?))’ dans
H-5(RY). ~
5..Soit v € H™*(R?). Posons w = & ~'v (#'(R%)). Posons pour u € H*(RY)
Fo(n) = [, A+(©)F ((©)A-sF @) ©)E.

Prouver que cette relation définit une forme linéaire continue sur HE(RY).
6. Prouver que l'application F - T(F) est un isomorphisme de (H*(R%))’ dans H*(IR?).

7. Soits € R etu € H™*(IR?). Prouver que

lullg-s = sup |[<u,@ Sp-ol = sup [< U, @ >p-s el
peH (IRY) e (RY)
floliys <1 flellys 1

Exercice 8. Soient (s,t) € R? tels que s < ¢, Prouver que pour tout 4 € H!(RY), et tout 6 € [0,1] on ait
] govea-on < Nuall s lluall -
Exercice 9.
1. Soients, A € R tels que s > A > O et u € H*(R¥).Pour r € R, on note par abus de langage < g>"la
fonction & —» (1 + |€[2)%.

s—A ..
Prouver que < ¢ >* # € LP(R?) pour tout p € [1-+ o] vérifiant la relation } < = < 3+ —— etil

2|

existe une constante C > 0 telle que pour tout ¥ € H*(R?) on ait
1<g oM 0 il < Cllufle
2. On rappelle que I'opérateur de Fothrier & est continude L?
1 et pour tout ¢ € LP(R?) ona
1Flly < @m) C P |lgll.

(Ri)dans L7 (RY) si1 S p < 2etj+7 =
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\
(3) Prouver que Tes espaces 2(R¥) et #(R?) sont denses dans I'espace H*(R*).
Rappelons que dans un espace de Hilbert H, si E est un sous espace ferm¢ alors H = E & i
ot E+ est le sous espace orthogonal de E.

2. Soit g € S (R?) et x € 2(R?) telle que x(x) = 0 pour |x| > 1et x(x) = 1 pour |x| < 3.
On pose pour tout x € R? et toutn € N*  gn(x) = x(3)e(x).
On sait que pour tout k € N, nousavons lim pi(¢n — ¢) =0.

Prouver que nl_i’xl\qu),, — ¢|js = 0. Comme . (R?) est dense dans H*(R?), en déduire une autre dé-
monstration de la densité de I'espace 2(IR?) dans I'espace H*(R?).
3. Pour quelles valeurs de s € R la fonction 11 est-elle dans H*(R)?
4. Soitu € &' (R) telle que Fu € L} _(R?). Prouver que pour tout s € R nous avons
Aue HS(RY) & ue HFA(RY).
5. Si K € &'(R%) est la solution de (1 — A)K = &, pour quelle valeurs de s, K € H*(R).
<_Exercice 7. On rappelle que si H est un espace de Hilbert complexe, une forme anti-linéaire (ou sesquil-
inéaire ) dans H est une application I: H - C telle que
Yue H veH Il(u+v)=Iu)+l(v)
VueH,AeC  I(Au)=Al(u).
L'espace anti-dual de H est I'espace des formes anti-linéaires continues sur H.
Soits € Ret F € (H5(R?))' un élément de I'anti-dual topologique de H*(R?).
1. Prouver que l'on définit une application T(F): F(RY) = C: 9 —»< T(F), ¢ >= F(p) et que
T(F) € &' (RY).
2. Prouver qu'il existe un unique élément g € H*(R?) tel que pour tout u € H*(R?), on ait
F(u) = (g,u)s avec [[Fllsmayy = Iglls
3. Posons f = (&) 1 (A2F(g)) ot As est la fonction de classe €°(R?) définie pour { € R? par

As(&) = (1 + 122
Vérifier que f € H-5(RY) et que H#(f) = T(F) (S (RY)).

4. En déduire que T(F) € H*(R?) et que l'application F > T(F) est une isométrie de (H*(R?))’ dans
H5(R9).

5. Soit v € H-5(RY). Posons w = F~'v (&' (RY)). Posons pour U € H{(RY) & e

Fo(w) = [, A @)@OAQFWEE

Prouver que cette relation définit une forme anti-linéaire continue sur H*(R?).

6. Prouver que l'application F — T(F) est un isomorphisme de (H*(R%))’ dans H —s(R%).

7. Soits € R et u € H™*(R¥). Prouver que

Hu”H" = sup l< u @ >H"',H‘| = Ssup |<u, @ >H",H“
peH}(RY) peZ(RY)
[lplins <1 [lolns <1

Exercice 8. Soient (s, ) € R? tels que s < t. Prouver que pour tout u € H'(RY), et tout 8 € [0, 1] on ait

[l gossr-o0 < ”“ll?ﬁ”“”ly-:o-

¢ Exercice 9. 7
1. Onrappelle
1 et pour tout ¢ € LP(R?) ona
£l < @m) P gl

que l'opérateur de Fourier & est continu de LP(R? dans LV (R%) si1 < p<2et % + }—} =
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Prouver que si s €0, 3, alors I'espace H*(R?) s'injecte continment dans L9(RY) si ) - 4 « L ~ }
et il existe une constante C > 0 telle que pour tout u ¢ H*(R) on ait A

lulle < Cllullgpe.
2. Soit f € L*(R) telleque f 2 Oet < { > i f ¢ LN(R). posons u = F (w2 2 S, prouver gue

)i/
n!i’n&u A u(x)ne = 400,

3. Endéduireque u € HY(R), mais u ¢ L*([-1,1]). Que déduire de ce résultat ?

: . - ; g o ) y » g .
. Exercice 10. Soien trois nombres réels (s, p, o) tels que 0 < o < p < s et vérifiant s 4 p ~ 0 = 5 Soient

;;”E-ik‘if;(ﬂ%") muni de la topologie induite par H*(IR?*) et v € Z(R¥) muni de la topologic induite par

1. Prouver que il existe une constante C > 0 telle que on ait pour tout ¢, ¢ RY
<E>SC(<E-n>"+<y>Y).

2. En déduire que
< ¢ >7 | F (uv)(@)] < C{wi(C) + wa(8)}-
ol

@) = [, <> 180NII0E - n)ldy
wa(§) = [, < 1> lo(nlIac -y

(1) Supposons que s > u > o. Prouver que w; € L2(R?) et que [lwjll2ey < Cllullp ol pour

j=1,2
(2) Supposons que s > p = 0. Prouver que w; € L2(IR?) et que [|wjl|;2rey < Clfulle[|vll e pour
j=1,2
(3) Supposons que s = y = 0. Prouver que w; € L2(R?) et que ||lwjllzgey £ Cllull e ||vl| 1o pour
j=1,2
Indication :Utiliser le résultat de 'exercice n° 8 question 1) sur les injections de Sobolev et I'inégalité i

de Young sur le produit de convolution.

3. En déduire que I'opération de multiplication (4,v) — u.vbien définie de & (R4)#(R?) dans . (R9)
se prolonge en un opérateur bilinéaire continu de H*(R¢) x H!(R?) dans H7(R?) et il existe une
constante C > 0 telle que pour tout u € H*(IR) et tout v € HF(R) on ait

.
luvllse < llullgelloll e

4. Supposons maintenant que 5 > A et que ¢ € [—s,s]. Prouver que l'opération de multiplication
(4,v) ~+ u.v bien définie de (R )#(R?) dans #(R?) se prolonge en un opérateur bilinéaire
continu de H*(RY) x H” (R%) dans H” (R) et il existe une constante C > 0 telle que pour tout
u € HS(R%) ettoutv € H!(R?) on ait

Nuvllue € Cllullpsllollpe-
Indication :Dans le cas ot ¢ € [—s,0]. Utiliser les normes duales des espaces de Sobolev établies a
V'exercice 7. 7). Comme . Eig
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